陕西 科学 技术 出 版 社 
= 


局 等 数学 题解 内 
问题 与 解答 


陕西 科学 技术 出 版 社 


( 陕 ) 新 登 字 002 号 


高 等 效 学 题解 辞典 
问题 与 解答 
陕西 科学 技术 出 版 社 出 版 发 行 
(西安 北大 衡 131 号 ) 
开源 新 技术 研究 所 排版 
新 华 书店 经 销 。 ”西北 大 学 印刷 厂 印 制 
787X1092 毫米 32 开本 ”67 印张 4 插页 211.5 万字 
1993 年 10 月 第 1 版 1993 年 10 月 第 1 次 印刷 
印 数 1 一 4000 


ISBN 7 一 5369 一 1169 一 6/O， 37 
价 : 340 元 


= 
有 J 车 
HU 


近年 来 , 随 着 科学 、 文 化 教育 事业 的 发 展 ,许多 院 校 的 数 
学 教师 热切 希望 有 一 本 以 题解 为 中 心 的 、 比 较 系统 、 实 用 的 
高 等 数学 工具 书 。 鉴 于 建国 40 年 来 全 国 各 大 专 院 校 数学 教 
学 已 经 积累 了 丰富 的 实践 经 验 , 各 种 文献 资料 也 提供 了 众多 
的 题材 ,这 就 有 可 能 在 总 结 我 国 数学 教学 实践 经 验 的 基础 
上 ,广泛 吸收 各 方面 的 精华 ,编写 一 部 适合 我 国情 况 又 能 体 
现 当代 这 门 课程 发 展 特点 ,查阅 比较 方便 的 高 等 数学 题解 矢 
典 。 为 此 ,我 们 邀请 部 分 富有 教学 经 验 的 数学 教师 编写 了 这 
部 大 型 工具 书 。 

本 辞典 是 以 题解 为 中 心 的 工具 书 , 内 容 包 括 函 数 、 极 限 、 
连续 .导数 积分、 空间 解析 几何 、 多 元 函数 微分 学 、 重 积分 、 
线 积分 和 面积 分 、 级 数 、 微 分 方程 等 11 章 , 主 要 供 大 专 院 校 
数学 教师 教学 、 进 修 时 使 用 ,也 可 供 广 大 数学 爱好 者 及 大 专 
院 校 学 生 参 考 。 

编写 本 辞典 时 ,力求 贯彻 以 下 要 求 : 

1. 重视 提高 解 题 的 分 析 能 力 , 由 于 高 等 数学 本 身 的 特点 
及 能 参阅 本 辞典 的 读者 水 平 都 较 高 ,所 以 对 每 题 不 专 作 分 析 
解说 ,而 只 作 简 捷 的 数学 运算 ,只 在 适当 的 地 方 作 些 说 明 , 使 
读者 不 仅 得 到 简明 而 准确 的 解答 ,而 且 也 能 培养 分 析 问 题 和 
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解决 问题 的 能 力 。 

2. 在 各 段 题目 的 编写 时 注重 题材 的 广泛 性 、 典 型 性 、 技 
巧 性 与 综合 性 。 

3. 注意 题材 的 归 类 ,以 典型 带 一 般 , 题 目 编排 分 类 清楚 ， 
条 理 分 明 , 各 类 题目 选 好 典型 ,使 读者 举一反三 , 触 类 旁 通 。 

4. 十 多 年 来 我 国 为 了 招考 研究 生 ,广大 数学 工作 者 自 编 
了 很 多 综合 性 强 、 技 巧 性 高 的 好 试题 ,我 们 精 选 了 很 多 这 方 
面 的 题目 , 编 入 本 书 。 

本 辞典 的 编写 工作 始 筹 于 1985 年 ,第 一 稿 在 郑州 地 区 
完成 ,第 二 稿 在 西安 等 地 区 完成 (是 以 西安 地 区 为 中 心 ,包括 
北京 郑州 武汉、 海口 等 地 区 的 30 多 位 教授 学 者 参加 )。 其 
河 曾 在 郑州 航空 工业 管理 学 院 、 西 北 建筑 工程 学 院 、 海 南大 
学 召开 三 次 编审 会 议 ,先后 历时 7 年 。 我 们 希望 这 部 辞典 能 
反映 出 我 国 数学 工作 者 40 年 来 在 高 等 数学 教学 方面 的 成 
就 ,这 是 我 们 编者 们 的 共同 心愿 。 

本 书 在 编写 过 程 中 承 上 绽 许 多 数学 界 老 前 辈 和 同仁 们 鼓 
励 .支持 和 帮助 ,尤其 是 西安 冶金 建筑 学 院 潘 占 坤 教授 ,对 全 
部 内 容 提要 作 了 逐 字 逐 句 的 仔细 审查 ,参加 部 分 工作 的 还 有 
夏 旭 芳 . 康 晓 雯 、 刘 彦 波 、 黄 文 阁 、 郑 旭 东 、 毛 杀 杰 、 张 立 红 和 
李 芳 ,在 此 一 并 致谢 。 

由 于 我 们 水 平 有 限 ,参加 编写 的 人 员 较 多 ,而 且 很 分 散 ， 
上 述 编写 要 求 未 必 都 能 达到 ,选材 也 可 能 有 朴 漏 和 不 当 之 
处 , 望 读 者 批评 指正 。 


编 者 
，1992 年 4 月 
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1. 收录 范围 本 书 是 以 工科 高 等 数学 内 容 为 中 心 ,兼顾 
理科 数学 分 析 的 内 容 。 本 书 辑录 了 目前 我 国 工科 院 校 高 等 数 
学 课程 新 涉及 到 的 主要 题 型 ,还 选 进 了 一 部 分 数学 分 析 的 题 
目 , 吸 收 了 国外 有 影响 资料 的 部 分 题目 ,也 辑录 了 我 国 高 等 
院 校 科研 单位 的 硕士 研究 生 入 学 试题 ,本 科 生 试题 和 数学 
竞赛 试题 的 部 分 内 容 ,还 辑录 了 国内 数学 杂志 的 部 分 典型 题 
目 , 共 收录 题目 3800 余 道 。 附 录 介绍 高 等 数学 发 展 简 史 , 简 
介 高 等 数学 中 有 关 的 数学 家 。 

2. 目录 与 问题 的 编排 为 了 使 读者 容易 找到 所 查 问题 
或 者 类 似 问题 的 解法 ,本 辞典 仍 按 我 国 目前 高 等 数学 的 体 
系 , 按 章 、 节 、 段 来 编排 ,这 完全 体现 在 目录 中 ,从 而 使 目录 能 
起 到 索引 的 作用 。 在 问题 的 编排 上 采取 尽量 收 罗 的 办 法 ,每 
段 内 题目 安排 的 原则 是 由 浅 入 深 ,由 易 到 难 , 以 典型 带 一 般 ， 
使 读者 能 举一反三 , 触 类 旁 通 ,使 本 书 起 到 辞典 的 作用 。 

题 号 是 按 节 来 编 的 ,比如 ,10. 1. 81 表示 第 10 章 第 1 节 
第 81 题 。 插 图 是 随 题 号 编 序 的 。 

3. 内 容 提 要 ”每 节 开 头 的 内 容 提要 ,为 解 题 或 证 题 提供 
了 必要 的 依据 (包括 定义 定理, 法则、 公式 等 内 容 )。 
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4. 概念 题 与 综合 题 的 处 理 ”在 每 章 或 每 节 中 均 安排 有 
概念 题 (是 非 题 ) ,其 意义 在 于 从 正 、 反 两 个 方面 来 理解 概念 ， 
这 是 近年 来 在 本 科 生 考试 中 试题 标准 化 时 ,经 常 出 现 的 形 
式 。 

在 每 章 最 后 安排 有 一 节 综合 题目 。 它 的 内 容 系 指 在 本 节 
以 前 各 章节 出 现 的 ,但 不 涉及 以 后 的 内 容 。 在 考研 究 生 的 试 
题 中 这 类 问题 很 多 。 

5. 一 题 多 解 ”题目 一 般 是 一 题 一 解 ,部 分 题目 有 其 它 较 
好 解法 的 , 则 安排 一 题 多 解 ,以 启迪 解 题 的 思维 能 力 和 熟悉 
各 公式 的 应 用 。 在 本 书 中 已 收录 题目 的 结论 ,在 其 他 题目 中 
应 用 时 一 般 不 再 重复 ,只 注 明 “参阅 第 X xX X 题 ”。 


编 者 
1992 年 4 月 


目 录 


A 


第 一 章 ”分 析 引 论 
内 容 提要 
问题 与 解答 (1. 1. 1 一 1. 1.20) pp 【4] 
内 容 提要 
问题 与 解答 (1. 2. 1 一 1. 2. 15) 
内 容 提 要 
问题 与 解答 (1. 3. 1 一 1. 3. 123) … 多 
. 数列 极限 的 定义 (1. 3. 1. --1. 3. 25) 
. 柯 西 准则 (1. 3. 26.- .1.3.33) ……: 
. 夹带 定理 (1. 3. 34 一 1. 3. 48) pe 
. 单调 有 界 数列 的 极限 (1. 3. 49--1.3.75) 。 
. 施 符 效 定 理 和 托 普 利 兹 定理 (1. 3. 76 一 1. 3. 85) …… 
.综合 问题 (1. 3. 86 一 1. 3. 123) A 
第 二 章 。” 函数 与 极限 
§ 1 函数 及 其 图 象 ………… 
内 容 提要 
问题 与 解答 (2. 1. 1 一 2. 1. 109) .pe 
1. 求 函数 的 定义 域 . 值 域 (2. 1. 1 一 2. 1. 19) … 
2. 求 函 数值 .建立 函数 关系 式 (2. 1. 20 一 2. 1. 32) …… 【97】 
3. 函数 的 运算 (四 则 运算 、 复 合 、 求 反应 数 )， 


om on on 一 


高 等 数学 题解 词典 


(2. 1. 33- -2.1. 48) eereeeeenen nn 【101] 


4. 判断 单调 性 (2. 1. 49--2. 1. 52) 【108】 
5. 判断 有 界 性 (2. 1. 53 一 2. 1. 56) 【110 
6. 判断 周期 性 (2. 1. 57 一 2. 1. 67) [1113 
7. 判断 奇偶 性 (2. 1. 68--2. 1. 73) 【115】 
8. 函数 作 图 (2. 1. 74--2. 1. 92) 【117】 
和 有 界 变 差 函 数 、. 凸 函数 (2. 1. 93--2. 1. 98) 【1301 
才 全 问题 (> 1. 99 一 2.1. 109) 
和 2 而 数 的 桥 慑 ee 

内 容 提要 


问题 与 解答 (2. 2. 1--2. 2. 139) 


1. 用 定义 证 极限 (2. 2. 1 一 2. 2.6) … 【139] 
2. 极限 的 计算 (2. 2.7-—2. 2. 113) - …… .1433 
(1) 求 左 .右上 、 下 极限 (2. 2. 7--2. 2. 10) 【143) 
(2) 有 理 式 的 极限 (2. 2. 11--2. 2. 18) …… … 【144] 


(3) 无 理 式 的 极限 (2. 2. 19 一 2. 2. 38) … 
(4) 短 指 函数 的 极限 (2. 2. 39-- 2. 2. 59) 
(5) 三 角 函 数 有 理 式 或 无 理 式 的 极限 
(2.2.60 2. 2.91) oereeeereeeeeer sereenee 【163】 
(6) 含有 指数 函数 、 对 指 函 数 的 极限 
(2. 2. 92--2.2.110) … 
i 2.2.113) … 
.综合 问题 (2. 2. 114- 一 2. 2. 139) 
sy 函数 的 连续 性 、 
内 容 提 要 
问题 与 解答 (2. 3. 1--2. 3. 
. 证明 连 续 (2. 3. 1-2. 3. 6) A 
. 求 间 断 点 (2. 3. 7 2. 3. 18) …… …【204】 
. 讨论 连续 性 (2. 3. 19 - 2. 3. 49) 2 
.连续 函数 的 性 质 (2. 3. 50 一 2. 3. 64) 
.判断 方程 的 根 (2. 3. 65 一 2. 3. 68) 
.利用 连续 性 求 极限 (2. 3. 69 一 2. 3. 74) 
.一致 连 续 (2. 3. 75--2. 3. 95) 


i 


-po 一 


8. 综合 问题 (2. 3. 96 一 2. 3. 106) pp 243】 
第 三 章 ”一 元 函数 微分 学 


| 
内 容 提要 
问题 与 解答 (3. 1. 1 一 3. 1. 237) 
1. 基本 概念 (3. 1. 1.-…3.1.25) …… 
2. 显 函 数 的 导数 (3. 1. 26 -3.1.137) … 
(1) 定义 求 导 法 (3. 1. 26- 一 3. 1. 48) …… 


(2) 函数 和 、 差 , 积 、 商 的 导数 (3. 1. 49-- 3. 1. 52) 
(3) 复合 函数 的 导数 (3. 1. 53 一 3. 1. 66) … 
(4) 反 函 数 的 导数 (3. 1. 67--3. 1.73) … 
(5) 对 数 求 导 法 (3. 1.74 一 3. 1. 80) …… 
(6) 宕 指 函数 的 导数 (3. 1. 81-3. 1. 89) … 
(7) 分 段 函 数 的 导数 (3. 1. 90--3.1. 108) 
(8) 含 绝对 值 符号 的 函数 的 导数 
(3. 1. 109—3. 1. 120) … 
(9) 极限 函数 的 导数 (3. 1. 121 一 3. 1. 127) … 
(10) 抽象 函数 的 导数 (3. 1. 128 一 -3. 1. 137) 
3， 隐 函数 的 导数 (3. 1. 138 一 3. 1. 150) 
4. 用 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 
(3. 4.151—3. 1. 162) 
5， 高 阶 导数 (3. 1. 163--3. 1.219) ……… 
6， 王 认 和 卫队 机 分 (3: 1. 220--3. 1. 237) 
$ 2 中 值 定理 ‘conc0000 | 
内 容 提要 
与 解答 (3. 2. 1 一 3. 2.72) …… 
1. 基本 概念 (3. 2. 1-- 3. 2. 10) …… 
2. 罗 尔 、 拉 格 朗 日 . 柯 西 定理 (3. 2. 11 一 -3. 2.59) …… 
3. 西数 的 来 其 展 和 并 (3 2. 60- 一 3. 2.72) e000eroosooseseooe 
§ 3 洛 比 达 法 则 i ei 
内 容 提 要 
问题 与 解答 (3. 3. 1 一 3. 3. 40) pe 【387】 


高 等 数学 题解 词典 


二 他 型 不 定式 求 值 (3. 3.1 一 3.3.11) …… 和 《387】 
2. 守 型 不 定式 求 值 (3. 3. 12 一 3. 3. 17) 【391 


3. 其 它 类 型 的 不 定式 求 值 (3.3 3.18 一 3. 3. 40) eeeeee 【393】 
§ 4 函数 研究 . 402】 

内 容 提要 ， 

问题 与 解答 (3. 4. 1 一 3. 4. 149) .+ 【405} 


【405] 


1， 基 本 概念 (3. 4. 1 一 3. 4. 17) …… lL 
2， 函数 的 单调 性 (3. 4. 18- 3. 4. 36) 【4 
3， 函 数 的 极 值 和 最 值 (3. 4. 37 一 3. 4. 104) …【4181 
(1) 极 值 的 求法 (3. 4. 37 - 3. 4. 59) ee …【418】 
(2) 最 大 值 与 最 小 值 的 求法 (3. 4. 60--3. 4. 71) 【427} 
(3) 几何 方面 的 极 值 问题 (3. 4. 72 一 3. 4. 88) … 
(4) 物理 方面 的 极 值 问题 (3. 4. 89 一 3. 4. 104) 
4 曲线 的 站 凸 性 与 拐点 (3. 4. 105 一 3. 4. 127) 
5， 渐 近 线 (3. 4. 128- -3. 4. 132) 
6. 曲率 (3. 4. 133- 3. 4. 139) 
3 而 数 的 作 国 (3 140 一 3. 4. 149) 
$ 5 导数 的 应 用 ee 
问题 与 解答 (3. 5. 1 3. 5. 200) 
1. 曲线 的 切线 和 法 线 (3. 5. 1- 3. 5. 34) … 
2， 物理 应 用 (3. 5. 35 - 3. 5. 50) ee 
3， 消 数 的 零点 及 方程 的 根 (3. 5. 51 - 3. 5. 88) 
4 有关 函数 及 导数 的 等 式 (3. 5. 89-…3. 5. 109) 
5. 不 等 式 的 证 明 (3. 5. 110- 3. 5. 157) 
(1) 用 中 值 定理 证 明 不 等 式 (3. 5. 110--3. 5. 136) 
(2) 用 单调 性 证 明 不 等 式 (3. 5. 137- 3.5.157) … 
6. 近似 计算 及 误差 估计 (3. 5. 158 3. 5. 178) 


ee 【433】 
【451) 
… 【465】 
【475} 
【477】 
00 {4813 
0 【4933 
‘1493 
【493] 
…【508】 
…【517】 
ee 【535】 
… 【548】 
00 【548】 
【5653 
ae 了 5741 
【583} 


7. 综合 问题 (3. 5. 179--…3. 5. 200) 
第 四 章 。 不 定 积分 
$1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 …*………… 【594】 
内 容 提 要 


问题 与 解答 (4. 1. 1 一 4. 1. 145) 
1， 基本 概念 (4. 1. 1--4.1.16) …- 
2. 用 基本 公式 求 积 分 (4. 1. 17- -4. 1. 34) 

3. 第 一 类 换 元 法 (4. 1. 35- 一 4. 1.111) ………… 
4 

5. 


. 第 二 类 换 元 法 (4. 1. 112 -4. 1. 129) pe 【626】 
用 个 代 换 = = 二 求 积分 (4. 1. 130- -4.1. 140) …… 【636】 


6. 人 1.141 一 4.1.145) ， 
8$ 2 分 部 积分 法 … a i 
内 容 提要 
问题 与 解答 (4. 2. 1…4. 2. 87) …， 
§ 3 有 理 函 数 的 积分 pp 
内 容 提 要 
问题 与 解答 (4. 3. 1 -4.3.75) ， 
1. 观察 法 (4. 3. 1---4. 3.7) 
2. 配 项 法 (4. 3.8-. 4.3.47) …: 
3. 待定 系数 法 (4. 3. 48 -.4.3.68) i 
2 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 方 法 (4. 3. 69 -4. 3.71) …….【705】 
5. 综合 问题 (4. 3. 72 一 4. 3.76) …， 
§ 4 简单 无 理 函 数 的 积分 法 … 


内 容 提 要 
问题 与 解答 (4. 4.1- 相生 63) ee 【7163 
1. 形 如 | R[r, Car + "1 Car + Bb) 22, oo Jdzr 
的 积分 (4. 4. 1 .4.4.14) pp 【716] 
4+B 
2. 形 如 一 = 风 
[和 Wi 


| 本 [= ph) a 
i Vie te 
的 积分 (4. 4. 15 -4.4.47) .724】 
3， 微 分 .项 式 | xfa 十 4x)?dzr 的 积分 
(4. 4. 48——4. 4. 57) 。 a £7417 
4. 其 它 形式 的 无 理 函数 的 积分 (4. 4 4. 58 一 -4.4 83 .745] 


站 -二 


高 等 数学 题解 词典 


§5 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 52】 


内 容 提要 
问题 与 解答 (4. 5. 1 一 4. 5.72) 【753] 
1. 形 如 RCsinzcosr)az 的 积分 (4 5.1—4.5.9) …… 〖7533 
2. 形 如 人 sin"zeos"zdz 的 积分 (4. 5. 10 一 4. 5. 25) 【758】 
3. 形 如 | eatz 和 | cte"zdz 的 积分 
(4. 5. 26 一 4. 5. 29) oereesreeeeerenrr errrnee. 〖【763】 
4. 形 如 | tg"zsec*zdz 和 | ctg"zcsczdz 的 积分 
(4.5.30—4.5.52) senoreseseer er. 【764】 


5. 形 如 em 和 se 的 积分 
《4. 5. 53 一 4. 5. 58) pp 【773] 
6. 形 如 | sinmz Cosnzdz , sinmz sinnrdz 


的 积分 (4. 5. 59- 一 4. 5. 72) 


【775】1 


es A ee 
与 解答 (4.6.1 -4. 6. 29) … 
Re pp 
内 容 提要 


问题 与 解答 (5. 1. 1 一 5. 1. 26) ee 
1. 定 积分 的 基本 概念 (5. 1. 1. 一 5. 1.9) … 


2. 用 定义 求 积分 (5. 1. 10-…5. 1. 21》 ……- 
3, 并 1. 22 一 -5.1. 26) 

§ 2 定 积分 的 性 质 ， 本 
内 容 提 要 


问题 与 解答 (5. 2. 1- 一 5. 2. 48) 
§ 3 定 积分 的 计算 pe 

内 容 提 要 

问题 与 解答 (5. 3. 1 一 5. 3. 91) 

1, 基本 概念 (5. 3. 1 一 5. 3. 10) … 


~ 忆 


2. 变 上 限 的 定 积分 (5. 3. 11 一 5. 3. 19) 
3. 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 (5. 3. 20 一 5. 3. 43) 
4. 定 积分 的 换 元 法 (5. 3. 44 一 5. 3.75) 
5. 定 积 分 的 外 部 积分 法 (8: 3.76---5. 3. 91) 
§4 广义 积分 ees we 
内 容 提要 
问题 与 解答 (5. 4. 1 一 5. 4. 46》 pe 
1. 积分 区 间 为 无 穷 区 间 (5. 4. 1 一 5. 4. 15) …… 
2. 被 积 函 数 有 无 穷 间断 点 (5. 4. 16 一 5. 4. 28) 
3. 综合 问题 (5. 4. 29 一 5. 4. 46) 
$ 5 定 积分 的 近似 计算 ……………… 
内 容 提要 
问题 与 解答 (5. 5. 1 一 5. 5. 12) … 
1. 矩形 公式 (5. 5. 1 一 5. 5. 2) 
2. 梯形 公式 (5. 5. 3 一 5. 5. 4) 
3. 人 5. 5 一 5. 5. 12) 
8 6 定 积分 的 应 用 ， 
内 容 提要 
问题 与 解答 (5. 6. 1 一 5. 6. 45》 eeeeeeeeeees: 
1. 求 平面 图 形 的 面积 (5. 6. 1 一 5. 6. 9) 
2. 求 曲线 的 缴 长 (5. 6. 10--5. 6. 17) 
3. 求 立体 的 体积 与 表面 积 (5. 6. 18--5. 6. 33) 
4. 起 丰 分 在 约 理 学 中 的 这 用 (4 6. 34 一 5. 6. 45) 
8 7 综合 问题 . es 
问题 与 解答 5 7.I 一 5.7.51) … 
第 六 章 空间 解析 几何 
§ 1 空间 直角 坐标 系 pp 【972】 
内 容 提 要 
辣 题 解答 C6 1.1—6.1.10) … 
§2 矢量 代数 ， barnes 
内 容 提要 
问题 与 解答 (6. 2. 1 一 6. 2. 71) … 
. 1. 矢量 的 加 碱 法 (6. 2. 1--6. 2. 29) 
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2. 数量 积 (6. 2. 30--6. 2. 47) 
3. 矢量 积 (6. 2. 48 一 6. 2. 59) 
4. 混合 积 (6.2 2. 60 一 6.2.71) ， 
8.3 平面 … dod nd 
内 容 提要 
后 本 与 利生 人 3. 1 一 6. 3. 39) 
§ 4 空间 直线 … ee 
: 内容 提要 
hts 4. 1 一 -6. 4. 45) i 
.空间 直线 的 基本 概念 (6. 4. 1 一 6. 4. 13) 
本 直线 .平面 及 两 直线 间 的 关系 
(6. 4. 14-—6. 4. 39) eeeeeeeeerenreere 1033 
3. 综合 问题 (6. 4. 40 一 6. 4. 45) … `【1051】 


…【10061 


… 节 1007】 
…【1026】 


…【1027】 
【1027) 


815 曲面 与 空间 曲线 …【1055】 
: 内 容 提要 

-问题 与 解答 (6. 5. 1 一 6. 5. 40) …T 1056】 
1， 曲面 (6. 5. 1 一 6. 5. 38) …… 【1056】 


(1) 球面 (6. 5. 1 一 6. 5. 1]3) … 
(2) 柱 面 (6. 5. 14 一 6. 5. 24) 
(3) 锥 面 (6. 5. 25--6. 5. 31) “【1067】 
.(4) 旋转 曲面 (6. 5. 32---6. 5. 38) 【1071} 
2. 空间 曲线 (6. 5. 39 一 6. 5. 40) ……- …【1077】 
第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 6 
&1 多 元 函数 的 基本 概念 pp 【1079 有 
:内容 提要 
问题 与 解答 (7.1.1 一 7.1.32) 
;1 多 元 陋 数 的 定义 域 (7. 1. 1 一 7. 1. 14) 
2. 求 函 数 的 值 (7. 1. 15 一 7. 1. 18) ……… 
3， 多 元 函数 的 极限 (7. 1. 19- 7. 1. 26) . 
:4. 才 光 半数 的 连续 性 (72 1.27—7.1.32) ， 
§2 多 元 函数 的 微分 法 … oe 
内 容 提要 . . Se, 
: ; 问题 与 解答 (7. 2.1 一 7: 2. 211) po £1101) 
mw 8 2 


+ 【1056] 
.【10611 


…【10803 
【1080} 
* 【1085] 
~ £1087] 
. 【1091} 
.【 1096 了 3 


目录 


一 阶 偏 导 数 (7. 2. 1. 一 7. 2. 21) .……… 
.高 阶 偏 导数 (7. 2. 22 一 7. 2. 29) … 
.全 微分 (7. 2. 30 一 7. 2. 38) ……… 
. 复合 函数 微 公 法 (7. 2. 39 一 7. 2. 71) …… 
、 隐 函数 及 其 微分 法 (7. 2. 72 一 7. 2. 137) 
(1) 一 个 方程 的 情形 (7. 2. 72--7. 2. 117)》 … 
(2) 方程 组 的 情形 (7. 2. 118 一 7. 2. 137) 
6. 变量 代 换 (7. 2. 138- 一 7. 2. 172) enonne。 
7. 方向 导数 与 梯度 (7. 2. 173.- 7. 2. 194) …【1199】 
8. 综合 问题 (7. 2. 195 一 7. 2. 211) …【1210 
§ 3 多 元 函数 微分 学 的 几何 应 用 PP 【12213 
内 容 提要 
问题 与 解答 (7. 3.1 -7. 3. 39) 1223】 
1. 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 (7. 3. 1 一 7.3.15) ……【1223】 
2. 空间 曲面 的 切 平面 与 法 线 (7. 3. 16 一 7. 3. 39) ……【〖 1231】 
§ 4 “元 函数 的 泰 鞭 公 式 和 ee Cry 【 1245】 
内 容 提要 
问题 与 解答 (7. 4. 417.4.11) 
§ 5 多 元 函数 的 极 值 ………………… 
内 容 提 要 
问题 与 解答 (7. 5. 1 -7.5.60) pp 1254】 
1. 多 元 函数 的 极 值 (7. 5. 1--7. 5.14) pp 【12543 
2. 多 元 函数 的 条 件 极 值 (7. 5. 15-- 7. 5. 25) [1265) 
3. 最 大 值 和 最 小 值 (7. 5. 26- 7. 5. 60) eeeeeeeenenns- 【1273】 
第 八 章 。 重 积 分 
$1 二 重 积分 人 {1302] 
内 容 提要 
问题 与 解答 (8. 1. 1 8. 1.62) rp 
1。 二 重 积分 的 概念 与 性 质 (8. 1. 1 -8. 1. 11) 
2. 在 直角 坐标 系 中 的 二 重 积 分 的 计算 法 
(8. 1.12- -8.1.39) .ev 【1311】 
3. 在 级 坐标 系 中 二 重 积分 的 计算 法 
(8. 1. 40 一 8. 1.54) … 1328】 


“ 


2 【1101] 
【1113] 
2 1116 
【1122] 
£1139] 
…【1139] 
.£1166] 
…【11801 


一 


.… 【1246】 
…【1253】 


…【13053 
…【1305】 


高 等 数学 题解 词典 


4. sae 各 人 人 1. 55 一 -8. 1. 62) …… 【1335] 

§ 2 三 重 积分 … 1340 
内 容 提要 

可 解答 (8. 2. 1 一 8. 2. 27) 1343】 

.直角 坐标 系 中 三 重 积分 的 计算 法 
(8. 2. 1 一 8. 2. 11) pe 【1343】 
2. 柱 面 及 球面 坐标 系 中 三 重 积分 的 计算 法 

(8. 2. 12- 一 8. 2. 23》 e0000000 nnereees 【1348】 

3. 用 是 缠 入 标 于 折 二 时 积分 :2 2. 24—-8. 2. 27) …… 【1354] 

§ 3 重 积分 的 应 用 … Si “1357) 
内 容 提要 

”问题 与 解答 (8. 3. 1-- 8. 3. 25) …【13601 
ee 

与 解答 (8. 4. 1 一 8. 4. 15) 《1379】 

人 各 人 与 可 人 

内 容 提要 

问题 与 解答 (9. 1. 1 一 9. 1. 143) …- 【1392] 

1、 对 弧 长 的 (第 一 型 ) 曲线 积分 (9. 1. 1 一 9. 1.21) … 【1392】 

《1) 平面 情形 (9. 1. 1. -一 .9. 1. 14) …* ** 【1392] 

(2) 空间 情形 (9. 1. 15- 一 9. 1. 21) “1397) 

2. 对 华 标 的 (第 二 型 ) 曲线 积分 (9. 1. 22 一 9. 1. 53〉…K14033 


《4) 平面 情形 (9. 1. 22---9. 1. 41) 
(2) 空间 情形 (9. 1. 42-…9. 1. 52) … 
3. 格林 公式 与 全 微分 求 积 (9. 1. 53 一 9. 1. 92) 
(1) 格林 公式 (9. 1. 53--9. 1. 84) 
(2) 全 微分 求 积 (9. 1. 85 一 9. 1. 92) .…- 
4. 平面 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 条 件 
(9. 1. 93—9. 1. 109》 .pe 

5. 曲线 积 分 的 庶 hs 1.110—-9. 1. 143) 

§ 2 曲面 积分 … ee et 
内 容 提要 

-一 10 = 


【1403】 
【13971 
〖《14203 
【1420】 


… 【1438】 


L1444] 
了 1455】 


【1472} 


目录 


问题 与 解答 (9. 2. ] 一 9. 2. 95) pe 【1476】 
1. 对 面积 的 (第 一 型 ) 曲面 积分 (9. 2. 1- 9. 2. 22) …【〖1476】 
2. 对 坐标 的 (第 二 型 ) 曲面 积分 

(9. 2. 23-—9. 2. 45) 
3. 奥 一 高 公式 与 斯 托 克 斯 公式 

(9. 2. 46 一 9. 2. 83) 
(1) 奥 一 高 公式 (9.2.46--9.2.74) 


【1492] 


…【1510】 
【1510) 


(2) 斯 托 克 斯 公式 (9. 2. 75 一 9. 2. 83) …【1526】 
4. 基 加 积分 的 应 用 (9 2. 84 一 9. 2. 95) …【1535】 

8$ 3 场 论 初 步 … oo Vvie 【1545】 
内 容 提要 


问题 与 解答 (9. 3. 1--9. 3. 45) .. 【1549} 


1. 梯度 (9. 3. 1--9. 3. 16) 【1549】 
2. 通 量 (9. 3. 17 一 9. 3. 25) 【1557】 
3. 散 度 (9. 3. 26 一 -9. 3. 32) 【1563} 
4. 环 量 (9. 3. 33 一 9. 3. 36) 【1566] 
5. 旋 度 (9. 3. 37 一 9. 3. 42) … 【1568】 
6. 几 个 重要 的 场 (9. 43 一 9. 3. 45)…… 【1571) 
第 十 章 。 级 数 
内 容 提要 
问题 与 解答 (10: 1. 1 一 -10. 4. 141) eee, [1577} 


1. 常数 项 级 数 的 一般 概念 (10. 1. 1. -一 10. 1. 37) ……。 【1577】 
2. 正 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 
(10.1.38 一 10.1.111) 
(1) 比较 判别 法 (10. 1. 38 一 10. 1. 60) 
《2) 比值 判别 法 (10. 4. 61---10. 1. 66) 
(3) 根 值 判别 法 (10. 1. 67--10. 1. 76) 
(4) 积分 判别 法 (10. 1.77 一 10. 1. 79) 
(5) 拉 阿 伯 判 别 法 (10. 1. 80- 一 10. 1. 86) 
《6) 综合 问题 (10. 1. 87---10. 1. 111) 
3. 任意 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 
(10. 1. 112 一 10.1. 141) …………【1648】 


CE 


…【16011 
【16011 
【1615 了 
【1620】 
【1627】 
了 16281 
…〖1633】 
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32 函数 项 级 数 与 突 级 数 …eee 【1667】 

内 容 提 要 
问题 与 解答 (10. 2. 1 一 10. 2. 160) … 【1670} 
1. 函数 项 级 数 的 一 般 概念 (10. 2. 1. 一 10. 2. 19) …… 【1670】 
2， 每 级 数 的 收敛 区 间 (10. 2. 20. 一 10. 2. 32) ee [1684] 
3， 函数 展开 成 突 级 数 及 其 应 用 

(10. 2. 33. 一 10. 2. 115) eee 1694 
(1) 函数 展开 成 等 级 数 (10. 2. 33. 一 10. 2. 68) ………- 【1694】 
(2) 利用 等 级 数 展开 式 求 近似 值 

(10. 2. 69. 一 10. 2. 89) ………… 和 【1717】 
(3) 利用 守 级 数 展 开 式 求 和 

(10. 2. 90. 一 10. 2. 115) 
4. 下 全 2.116. 一 10. 2.160) … 

8 3 傅 里 叶 级 数 … 5 

内 容 提 要 
问题 与 解答 (10. 3. 1 10. 3.72) pe 【1773】 
1. 傅 里 叶 系 数 和 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 

(10. 3.1- 10. 3. 13) 【1773】 
2， 小 弦 级 数 和 余弦 级 数 (10. 3. 14 10. 3. 20) ……… 【1784】 
3. 周期 为 2 的 傅 里 叶 级 数 (10. 3. 21 10. 3.37) …. 【1788】 
4. 综合 问题 (10. 3. 38- -10. 3.72) ee 【18011 

第 十 一 章 ”微分 方程 “ 


…【1728】 
…〖1749】 
【1772】 


1 微分 方程 的 基本 概念 RN 【8313 
内 容 提要 
问题 与 解答 (11.1.1 .11.1.6) esse 【18311 
$ 2 … 阶 微分 方程 的 几 种 可 种 类 型 pp 1834 
内 容 提 要 


向 题 与 解 等 (11. 2.1--11.2.149) .pe 【1837】 
1. 变量 可 分 离 的 微分 方程 (11. 2. 1-- 11. 2. 13) 【1837} 


2. 一 和 阶 线性 微分 方程 C11. 2. 14 -11.2.40) 【18423” 
入 齐 次 微分 方程 (11. 2 -41 11. 2.51) 185) 了 了 
4. 形 如 y 一 玉环 二 如 十 后) 的 微分 方程 


:i 


目录 


(11. 2. 52 一 11.2.59) e00000onrooe 
5. 贝 努 利 (Bernoulli) 方程 (11. 2. 60 一 11. 2. 72) 
6. 全 微分 方程 (11. 2.73 一 11. 2. 84) - 2 
7. 用 积分 因子 法 求解 的 一 阶 向 分 方程 “ 
(11. 2. 85 一 11. 2. 120) weeseeeee 【1868} 
8. 用 变量 置换 法 求解 的 一 阶 微分 方程 
(11.2. 121—11. 2.149) …………【1884】 
§ 3 未 解 出 导数 的 一 阶 微分 方程 … ea 【1897) 
内 容 提要 
问题 与 解答 (11. 3. 1 一 11. 3. 36) 
1. 次 一 阶 方程 (11. 3. 1--11. 3. 10》…， 
2. F(z,7) 一 0 型 的 一 阶 微分 方程 
(11.3.11-—11. 3.14) pm £ 1903) 
3. FR(y,7) 一 0 型 的 一 阶 微分 方程 
(11.3.15-14.3.21) …………… £1905) 
4. y 二 f(z,7) 型 的 一 阶 微分 方程 
(11.3. 22—11. 3.25) …… 
5. z 一 了 (y,7) 型 的 一 阶 微分 方程 
(11.3.26—11.3.29) …………… F1909) 
6. 拉 格 朗 日 (Lageange) 方程 (11. 3. 30-…11. 3. 32) … 【1911】 
7. 克 莱 洛 (Clarraut) 方程 (11.3.33--11.3.36) …… 【1912】 
8$4 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 … …【1915】 
内 容 提要 
何 题 与 解答 (11.4. 1---11.4.30) pp 【1916】 
1. ¥ 二 f(z) 型 的 高 阶 微分 方程 (11. 4.1--11.4.5) … 和 1916】 
2, 不 显 含 未 知 函 数 的 高 阶 微分 方程 
(11. 4.6 -11.4.17) 《1917】 
3. 不 显 含 自 变 量 的 高 阶 微分 方程 
(11.4.18--11. 4. 30) 
§ 5 高 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 ……………… 
内 容 提要 
问题 与 解答 (11. 5. 1 一 11. 5. 8) …… 
§6 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 ……… 


【1856】 
【1859] 
【1865} 


*… 【1900] 
【1900) 


【1907] 


… 19213 
…【1928】 


【1929] 
【1935] 


py 
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内 容 提 要 
问题 与 解答 (11. 6. 1 一 11. 6. 66) TTT 【19381 
1. 高 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 

(11. 6. 1 一 11. 6. 24) ……… 和 《1938】 
2. 高 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 


(11.6.25—]1.6.66) …………… 和 【1942】 

§7 高 阶 变 系数 线性 微分 方程 … 和 【1963】 
内 容 提 要 

问题 与 解答 (11. 7. 1 一 11.7.23) ess -1964 


ls 化 为 第 系数 绩 任 微分 广 和 (1 7. 1 一 11.7.15) …【19641 


2. 降 阶 法 (11. 7. 16 一 11.7. 20) . …【〖【1969 
3，, 常数 变易 法 (11.7. 21 一 11.7. 23) 【1970} 
§ 8 微分 方程 的 备 级 数 解法 ……………………… …【1973】 
内 容 提 要 
问题 与 解答 (11. 8. 1 一 11. 8. 13) … 【1974】 
1. 一 阶 微分 方程 (11. 8. 1 一 11. 8.7) … 【1974] 
2. 高 阶 线性 齐 次 寞 分 方程 (11:8 8.8—11.8.13) ……《【1980 
8 9 线性 微分 方程 … ee 【1986】 
内 容 提要 
问题 与 解答 (11. 9. 1 一 11.9.33) …【〖【 1988】 
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8$1 实 数 


1. 实数 

(1) 等 价 关系 和 等 价 类 

如 果 在 集合 S 的 元 素 之 间 定 义 了 -种 关系 “~~”: 对 于 5 中 的 任意 
两 个 元 素 a.b, 或 者 它们 之 问 有 这 种 关系 ( 记 为 a ~ 5) ,或 者 没有 这 种 关 
系 , 者 必 居 且 仅 居 其 -~, 且 它 还 满足 下 列 三 条 定律 : 

(i) a ~~a ( 自 反 律 ); 

(i) 车 a 一 5, 则 5 一 a (对 称 律 ); 

(ii) 车 a ~~ 6,5 ~ c, 则 a ~ c (传递 律 ); 
那 末 称 上 述 关系 为 集合 S 上 的 -个 等 价 关系 . 
区 在 集合 上 定义 了 等 价 关 系 , 则 它 的 元 案 可 以 按 彼 此 是 否 等 价 
进行 分 类 :车 a 一 5, 则 称 ab 属 于 同 -- 类 ,否则 就 说 eb 不 属于 同 … 类 . 
凡 与 a 属于 同 … 类 的 一 切 元 素 所 成 的 集合 称 为 以 a 为 代表 的 等 价 类 , 记 
为 S.. 于 是 按 等 价 关系 的 二 条 定律 可 知 :(1)S 中 任 一 元 素 , 必 属于 某 -~… 
非 空 等 价 类 ;(2) 任意 两 个 等 价 类 已 和 总, 当 且 仅 当 a 一 2 时 ,有 So= 以， 
而 且 在 相反 情形 下 有 总 们 S == 多 

(2) 康 托 尔 的 实数 定义 

基本 列 ”给 定 序列 {z}, 若 对 任意 :二 0, 结存 在 自然 数 ,使 当 m， 
2 > ANA 时 ,有 ji 一 ml 之 :, 则 称 序列 {z,) 为 基本 序列 或 柯 凸 序列 ， 

记 全体 有 理 数 基本 序列 (r.) 所 组 成 的 集合 为 M, 在 M 上 引进 如 下 
的 等 价 关 系 : 


六 和 
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设 (r.) 和 (s,) 是 两 个 有 理 数 基本 序列 ,如 果 tim(r. 一 s.) 一 0, 则 称 
(s) 和 (7,) 是 等 价 的 , 记 作 (7.) ~ (s,). 

容易 验证 这 是 一 个 等 价 关 系 , 它 把 集合 M 分 成 了 若干 个 等 价 类 . 
不 同等 价 类 里 的 有 理 数 基本 序列 是 互相 不 等 价 的 ,而 在 每 一 个 等 价 类 
里 都 可 以 任 选 一 个 有 理 数 基本 序列 作为 代表 , 它 完全 确定 了 该 等 价 类 . 

有 理 数 基本 序列 的 集合 M 按 上 述 等 价 关 系 “ 一 ”划分 的 每 一 个 等 
价 类 称 为 一 个 实数 . 

记 实 数 全 体 所 成 的 集合 为 R. 

如 果 有 理 数 基本 序列 (7,) 不 以 有 理 数 为 它 的 极限 ,就 称 以 它 为 代 
表 的 等 价 类 所 确定 的 实数 是 无 理 数 . 

注 ! 由 上 可 知 ,实数 是 由 有 理 数 和 无 理 数 两 大 类 组 成 的 . 

(3) 戴 德 金 实数 的 定义 

设 8 是 全 体 有 理 数 的 集合 ,2 是 空 集合 ,X 是 @ 的 -- 个 子 集 , 若 其 
满足 以 下 三 个 条 件 : 

() XA GX 

(让 车 7 € Xr Egor <7, 则 rE Xs 

(ii) 若 >E XX, 则 必 有 rE X, 使 + 之”"， 

则 称 X 是 -~ 个 实数 . 

注 2 ”按照 上 述 定义 , 一 个 实数 乃 是 由 有 理 数 组 成 的 一 个 集合 ,这 
个 有 理 数 集 具 备 性 质 :(1) 它 既 非 空 集 ,又 非 全体 有 理 数 的 集 ;(2) 如 果 
一 数 局 于 该 集 , 那 么 一 切 比 这 个 数 小 的 有 理 数 都 属于 该 集 ; (3) 这 个 集 
合 没有 最 大 数 . 

注 3 康 托 尔 的 实数 定义 和 戴 德 金 的 实数 定义 是 等 价 的 . 

(4) 实数 的 公理 化 定义 

满足 域 公理 、 序 公理 和 完备 公理 的 非 空 集合 称 为 实数 集 , 记 作 R. 

实数 集中 的 元 素 称 为 实数 . 

上 确 界 ” 设 sCR,s 头 2. 车 存在 BE R, 满 足下 列 条 件 ; 

(i) 对 一 切 zE 3S, 有 z 入 6( 称 5 为 8 的 上 界 ); 

Gi) 对 = 的 任 一 上 界 Pr ,都 有 1; 则 称 8 为 3 的 上 确 界 , 记 作 
有 一 supS. 

下 述 域 公理 、 序 公理 和 完备 公理 的 全 体 称 为 实数 的 一 个 公理 系统 . 

域 公 理 ”8 中 有 加 法 “十 ”和 生 法 “.” 运算 , 且 对 任意 z,y,z€ 8 适 


me 
| 
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(Drt+y=y+r ry=y*r 

(ii)z+ (y+ 2) = (二) 二 2 I*(y°2) = (zy) 2; 

(加 ) z。( 十 z) = 一 7 十 zz 

(iv) 对 任意 7z,y E R, 存 在 z€ RPR, 使 得 z 十 z 一 加 记 z 一 一 7, 定 


义 0=z 一 z, 一 z= 一 0 一 23 


的 . 


(v) 对 任意 zy E PR,z 尖 0, 存在 zE R, 使 得 z .= 一 轧 称 z 一 二 
一 Z 1. 


公理 ”RR 中 有 关系 “<”, 称 为 序 , 使 对 任意 7,y,z E 及 适合 
(iD 若 z 二 所 则 < 
(ii) 车 z 过 y, 则 对 任意 2 E€ R, 有 z 十 z2<3y 十 寻 
(ii) 若 z>0,y 二 0, 则 z.y>>0; 
(iv) 苦 z>g 盖 2 则 zz 之 zx 
完备 公理 ”每 个 非 空 的 上 方 有 界 的 实数 集 必 有 上 确 界 . 
注 4 ”在 同 构 的 意义 下 ,由 上 述 公理 系统 所 确定 的 实数 域 是 唯一 


2. 实数 集 的 几何 模型 一 - 实数 轴 
选取 一 条 直线 , 取 其 上 一 点 0, 记 作 实 数 0, 取 直线 上 -~ 段 作为 单位 


长 度 , 选 定 直线 向 右 方向 为 正 向 ,正方 向 一 个 单位 长 度 为 十 1, 负 方向 
一 个 单位 长 度 为 一 1, 由 于 直线 有 类 似 于 实数 域 的 连续 性 性 质 ,从 而 建 
立 起 实数 集 R 与 直线 上 点 的 一 一 对 应 关系 . 这 样 的 直线 称 为 实数 轴 ( 如 


图 ). 


3. 数 的 扩张 与 分 类 表 
自然 数 


零 
整 wm 
负 整数 
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零 
和亲 | 下 有 限 小明 
负 有 理 数 


孝 } 无 限 不 循环 小 数 


4. 邻 域 . 聚 点 .维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 聚 点 原则 

(1)6 一 邻 域 ” 设 zo€ R,5>> 0, 称 开 区 间 (zo 一 6,zo 十 6) 为 zo 的 
6 一 邻 域 . 

《2) 聚 点 ”zoE€ R 称 为 实数 集 S 的 聚 点 , 若 在 z 的 任意 5 一 邻 域 中 
丝 含 有 5 中 异 于 ze 的 点 , 即 对 任意 的 。 0, 有 

((z 一 grzo 十 6)N(zo)) NN SY. 
(3) 维尔 斯 特 拉 斯 聚 点 原则 
设 8 是 无 穷 的 有 界 实 数 集 , 则 3 至少 有 一 个 聚 点 . 


问题 与 解答 


1.1.1 证 明 1 是 最 小 的 正 整数 

证 ”用 反 证 法 .如 果 1 不 是 最 小 的 正 整数 , 则 有 正 整数 S, 满 足 0< 
s< 1 显然 集 2+ = {1,2,… ,n,n 十 1,…} 具 有 域 公理 中 的 性 质 (i) 与 
(让 ;又 Z+ 一 {s,s 十 1…s 十 na 1 2,…,an 十 1,…)} 亦 具有 性 质 
0) (i) ;已 知 正 整数 集 是 具有 性 质 (i) 与 (i 的 集合 中 之 最 小 者 , 因 显然 
有 2+ GZ+,2+ 天 2+, 故 2+ 不 是 正 整 数 集 , 即 s 不 是 正 整数 ,矛盾 . 

1.1.2 证 明 每 个 大 于 1 的 正 整 数 或 是 素数 或 是 素数 之 乘积 . 

证 ” 设 n=2, 结 论 显 然 成 立 , 设 结论 对 于 每 个 kl 过 kt 之 7) 皆 成 
立 . 若 z* 不 是 素数 ,就 有 正 整数 m,1 雪 首 <a, 使 得 xz = my1<c<<n， 
“是 正 整 数 . 由 归纳 假设 ,c.m 皆 是 素数 或 素数 的 乘积 , 故 x 是 素数 或 素 
数 的 乘积 . 

1.1.3 设 *E 2+, 证 明 在 "与 "十 1 之 问 没 有 正 整数 . 

证 ”用 反 证 法 .车 不 然 , 有 正 整数 ,使 + 过 过 4 十 1, 于 是 一 n 


$1 实数 


是 正 整 数 , 旦 4- < 1, 这 与 ] 是 最 小 正 整数 相 矛 盾 . 

1.1.4 ， 试 证 正 整数 集 2* 是 上 方 无 界 的 . 

证 ” 设 2+ 有 上 界 , 根 据 完备 性 公理 ,2+ 就 有 上 确 界 , 设 为 a, 由 上 
确 界定 义 ,存在 aE Z' ,使 得 "一 1< ”于 是 za 十 1>a, 根 据 正 整数 定 
义 ,n 十 1E€ Or ,这 与 “a 是 2+ 的 上 确 界 "矛盾 ,从 而 说 明 2+ 是 上 方 无 界 
的 . 

1.1.5 试 证 (1) 对 任意 xz € 有 ,存在 zaE 2+ ,满足 二 zi(2) 设 
+z 这 0,yE€ RR, 则 有 n€ 21, 使 得 na*7 > y. 

证 (1) 用 反 证 法 . 设 若 不 然 , 那 末 ,存在 zo€ R, 对 任意 xn€ 2+ 有 
ze 之 mn, 这 与 1.1.4 题 矛盾 ， 

(2) 由 (1), 存 在 ae %1 ,使 得 n> 羡 , 于 是 有 19 之 

注 (2) 称 为 阿 基 米 得 性 质 . 

1.1.6 证 明 非 空 的 下 方 有 界 的 正 整数 集 有 最 小 正 整 数 . 

证 设 $8 是 非 空 的 下 方 有 界 的 正 整数 集 ,根据 确 界 存在 定理 ,就 
有 下 确 界 mC R, 从 而 ,存在 n€ 5, 使 得 m 二 4 之 m 十 1. 可 以 证 明 ,n 就 
是 5 的 最 小 下 整数 . 事实 上 , 若 5S 中 有 小 于 4 的 正 整 数 ,而 小 于 4 的 正 整 
数 必 不 大 于 4 一 1, 又 由 上 面 不 等 式 可 知 n 一 1 < m, 从 而 该 正 整数 必 小 
于 m, 这 与 m 是 5 的 下 确 界 相 矛盾 . 

1.1.7 设 + 之 0, 证 明 对 每 个 正 整数 之 1, 存在 十 进 制 小 数 
=a a “oo, 使 得 7 之 z 之 十 市: 

证 令 5 表 示 一 切 小 于 等 于 z+ 的 非 负 整数 之 集 , 则 5S 非 空 ,0 € 5 
又 驴 有 界 , 据 完备 公理 ,S 有 上 确 界 . 令 ao 二 supS, 易 见 ,ao € 5S, 且 ao 为 
z 的 整数 部 分 , 即 ao = [zj], 显然 a 三 z 过 ao 十 1. 令 a = [10z 一 10co]， 
因为 0 入 10z ~ 10o = 10(z 一 a0) 过 10, 故 0 二 a 寺 9, 上 且 a 志 10z 一 


10a < 之 a 十 1, 即 是 适合 oo 十 蕴 达 < 过 a 十 和 二 的 最 大 整数 . 
一 般 地 ,车 选取 a ,…,a, 1, 0 入 和 9, i 一 1,2,…n--1 令 a 是 


适合 mw 十 前 十 ， 十 褒 和 rz<m+ 首 十 … “十 你 的 最 大 整数 , 且 


0 过 a 过 9. 因 此 ,就 有 7. 达 zz 过 7, 十 页, 其 中 Ts 一 00。al av 


1.1.8 证 明 不 存在 最 大 素数 . 
证 ”用 反 证 法 . 设 ?是 最 大 素数 , 那 末 9 一 1. 35…z 就 是 一 切 来 
一 5 一 
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数 的 积 . 于 是 4 十 1 不 能 被 这 些 素数 整除 ,因而 9 十 1 > ?又 是 一 个 素 
数 ,与 假设 矛盾 、 

1.1.9 设 p. 是 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 的 素数 中 的 第 * 个 素数 ,证 
明 p 过 27*. 

证 "= 1 时 ,结论 显然 成 立 , 设 对 1 三 世 a, 结论 成 立 , 则 
PrP pp 1 2 2 二 1 = 2 2 
由 数学 归纳 法 ,问题 得 证 . 

1.1.10 ”对 任意 a,5 € R,a < 之 65, 证 明 存在 有 理 数 7, 使 得 a 二" 一 
b. 


证 根据 阿 基 米 得 性 质 ,存在 *E 2+, 使 得 ab 一 0) > 1, 于 是 有 
0 << 二 <b—a. 

考虑 集 8(k|t E 2+ ,ma < 如 , 它 是 非 空 且 有 下 界 的 正 整数 集 ! 由 1 
1.4 题 知 , 集 忆 有 最 小 的 正 整数 m, 即 m 一 1 过 mm < m, 于 是 二 1 <。 


之 至,(m,n E Z+), 这 时 必 有 <5, 否 则 ,就 有 不 等 式 


谢 一 


!<a<o<e, 


从 而 有 也 一 轩 一 之 6 一 a, 或 二 之 5 一 ,这 与 前 面 的 不 等 式 相 牙 盾 ， 
所 以 a 过 也 <5 有理数 7 一 守 即 为 所 求 
1.1.11 设 实数 集 8 中 有 最 大 数 (或 最 小 数 ) ,证 明 S 的 最 大 数 ( 或 
最 小 数 ) 是 8 的 上 确 界 (或 下 确 界 ). 
证 设 ao€ 8, 且 a 是 5S 的 最 大 数 .于 是 ,对 于 任意 的 s€ 8, 有 s 委 
0 又 对 任意 的 。 > 0, 存 在 * 委 ,使 %E 8S, 且 s 十 e 之 a 由 上 确 界 定义 
知 ,a 一 supS. 
最 小 数 的 情形 可 用 类 似 方法 证 明 . 
1.1.12 设 8,7 是 两 个 实数 集 , 且 对 任意 的 s€ S,tE7T, 有 和 s. 
证 明 sup7 和 infS. 
证 记 e=sup7,b=infS. 根 据 确 界 的 定义 ,对 任意 的 *> 0, 存 在 
ET,sE 5 使 4 之 t+ 2/2,s, < b+ ef/2, 由 题 设 4. 人 <s 故 4<4 十 
| Ea 4/2 < 十 “因而 有 科 妆 》 


| 


| 


EE 
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1.1.13 设 *> 证明: 对 任意 ze RGz > 0), 存 在 唯一 的 整数 人 
使 得 fg ' 志 z 之 + 

证 令 7= {yt 是 自然 数 }, 若 7 有 上 界 , 则 由 确 界 公理 ,7 有 上 
确 界 因而 有 自然 数 m, 使 得 所 之 下 过 4 这 时 4 之 gt 又 + GET， 
这 与 4 是 也 的 上 确 界 相 矛盾 ,所 以 ?是 上 方 无 界 的 . 

又 因 4g 之 1, 故 当 0 二 m 二 n 时 有 之 了 ,所 以 对 任意 cE R, 存 在 
自然 数 N, 使 > N 时 cE 9, 从 而 对 任意 * > 0, 存 在 M, 使 m>> MW 时 
< 

事实 上 ,只 须 令 c== 十 ,N= 人 即 可 ,因为 当 m 之 以 时 ,二 < 之, 帮 


六 < 于 是 对 于 z 之 0, 且 满足 :< 的 整数 mm 的 集合 下 方 有 界 , 令 此 
下 确 界 为 , 则 为 所 求 .这 是 因为 +-' 之 z 过 

最 后 证 明 上 的 唯一 性 . 若 存 在 mam 关 7), 使 7-' 志 7 二 q",q-' 忒 
z 之 9 ,不妨 设 m 之 ,于 是 -1 过 gz 之 "< 从 而 有 9-' 之， 
但 这 显然 是 不 可 能 的 ,( 因 为 + 一 ! 之 m). 这 就 是 说 m 二" 不成立. 

类 似 可 证 < m 也 不 成 立 , 因 此 只 有 * 一 m. 

1. 1. 14 ”有理数 > 满足 不 等 式 r: < 2. 求 这 些 有 理 数 * 所 成 集合 的 
下 确 界 和 上 确 界 . 

解 ”上 、 下 确 界 分 别 是 V2 和 一 V 2. 以 下 确 界 为 例证 明 如 
下 ， 

首先 有 7 之 一 V 2 ; 因 车 不 然 ,如 果 + 过 一 V2 , 令 r=- 一 CV 2 
十 中 ,a 之 0, 则 "二 (V2 十 a) > 2,7 不 属于 所 给 集合 


其 次 ,对 于 任意 的 :0, 取 7 = 一 V2 十 十 , 则 当 上 充分 大 时 必 
可 使 0 过 地 过 1, 从 而 有 * 一 (V2 一 二 ) <CV37 = 2, 这 就 是 


说 ,存在 属于 集 E = !rirz < 2) 的 元 素 7 满 足 :r < V2 十 
1.1.15 设 SS 是 无 穷 有 界 集合 , 则 3 的 聚 点 中 必 有 最 大 者 
和 最 小 者 . 
证 令 $S= {zlzE€ 8,3 中 只 有 有 限 个 数 小 于 z}. 显然 S 的 下 界 属 
于 8, 故 人 S 非 空 ;又 5S 是 无 穷 集 , 故 5S 的 上 界 不 属于 仿 , 且 是 的 上 界 , 因 
Ma 


| 
| 
了 
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而 六 是 上 方 有 界 的 非 空 实数 集 . 据 完备 性 公理 ,S 有 上 确 界 , 令 ze 一 
sups. 

(1) zx 是 S 的 聚 点 . 

因 对 任意 的 。 > 0,zo 十 e 区 驴 ,在 8S 中 有 无 穷 多 个 数 小 于 zo 十 83 又 
zo 一 e 非 上 的 上 界 , 故 有 yE 3, 使 得 zo 一。 二 y 世 zo38 中 小 于 y 的 数 是 
有 限 个 ,从 而 S 中 小 于 xo 一。 的 数 也 是 有 限 个 . 

综 上 可 知 zo 是 8 的 聚 点 . 

(2) 由 5 及 zt 的 定义 易 知 ,此 zo 是 5 的 最 小 从 点 . 

最 大 聚 点 的 存在 性 可 用 类 似 的 方法 证 明 . 

1.1.16 设 。 为 正 整 数 , 而 不 为 整数 的 平方 , 且 418 为 确定 实数 < 
的 分 割 ,其 中 8 类 包含 所 有 满足 中 > 的 正 有 理 数 5 而 4 类 包含 所 有 其 
余 的 有 理 数 , 求 证 在 4 类 中 无 最 大 数 ,而 在 3 类 中 也 无 最 小 数 ， 

证 ”于 4 类 中 任 取 一 正 有 理 数 4a, 则 a 过 c( 由 于 c 为 正 整 数 ,日 不 
为 整数 的 平方 , 故 ef 闯 o). 设 c 一 ==7. 现 选取 正 有 理 数 +z 过 1, 使 
(a 十 z)? 之 c. 为 此 只 须 

c 一 (e 十 z)2 一 7 一 2oz 一 妈 2>7 一 (2o 十 1)z>0， 
即 0<z<< 元 于 故 在 (0,6) 中 [其 中 6 = min(l, 各 于)] 任 取 -- 有 
理 数 z, 都 可 使 (a tee spe 十 zx 属于 4 类 且 e 十 z>o 故 4 类 中 
无 最 大 数 . 

于 8 类 中 任 取 一 有 理 数 5, 设 s =F 一 c. 现 选取 正 有 数 y < 二 5b, 使 
《6 一 让 ?之 c. 为 此 只 须 @B8 一 ?一 c= om 
0 <y 之 竞 - 故 在 (0,) 中 [其 中 一 min(b, 纪 < 都 
可 使 (2 一? 之 c, 此 即 5b 一 y 属 于 B 类 上 且 4 一 y 二 5, 故 B 类 中 无 最 小 
数 . 

1.1.17 ”建立 确定 数 2 “: 的 分 割 . 

解 。 设 418 为 V 2 的 分 割 . 利用 它 来 作出 2 刀 的 分 割 AIB. 

设 5 是 正 有 理 数 . 若 存 在 正 有 理 数 b = 总 E Bi( 其 中 以 ,6 为 正 整 
数 ) 使 2 入 这, 则 令 5E B. 

凡 不 属于 B 的 有 理 数 均 属于 4. 由 此 ， . 
(1).4,8 两 类 都 非 空 . 例如 取 a 一 0, 风 4 € 4 到 5 一 4, 蜀 于 已 业 


8$1 实数 


中 存在 一 了 ,使 2 之 4, 故 bE 8 

(2) 由 4,8 类 之 定义 可 知 ,每 一 有 理 数 ,不 属于 8 类 便 属于 4 类. 

(3) 设 b€ B,a€ 4, 且 > 0. 由 于 有 8 中 存在 元 素 凯 一 分, 使 虞 之 
如 ,而 吃 < 中, 故 的 > 中, 即 s 之 5, 因 此 4 类 的 任 一 数 小 于 B 类 的 任 一 
数 . 

故 418 确定 了 唯一 一 个 实数 ,此 实数 即 为 2 “= . 

1.1. 18 ”证 明 一 切 有 理 真 分 式 呈 (其 中 m,n 为 自然 数 , 且 m < 
的 集合 无 最 小 的 及 最 大 的 元 素 . 并 求 该 集合 的 上 、 下 确 界 . 

证 设 呈 为 此 集合 中 的 任 一 元 素 ， ne m,n 为 自然 数 , 且 m 过 


入 则 名 二 十 及 畔 二 二 显然 也 属 此 集 ,上 且 名 二 二 < 时 之 于 二 .可 见 此 
集合 中 无 最 小 元 素 也 无 最 大 元 素 . 


显然 ,0 及 1 分 别 为 其 下 确 界 及 上 确 界 
1.1.19 给 定 有 理 数 序列 (r.) :7, = 0. 1,r: 二 0. 101,7, 二 
0. 101001, ,7, = 0. 101001…01 00…01，…- 


oi 个 

试 证 (1) 它 是 一 个 有 理 数 基本 序列 !(2) 它 不 存在 有 理 数 的 极限 . 

证 (1) 因为 对 任何 自然 数 * 和 mm, 当 之 和 m 之 入 时 ,都 有 
I 一 "| 世家 ' 而 当 充 分 大 时 ,1 贡 可 以 小 于 任何 预先 给 定 的 正 有 再 
数 。 因 此 只 要 取 放 充分 大 , 当 zm 之 N 时 , 必 有 |. 一 7-| < 

(2) 序列 (7,) 具有 下 面 两 个 性 质 ,1)r < r+( 对 任何 自然 数 
2) 对 任何 自然 数 * 和 m 都 有 7. << re 十 es 

1 2 


性 质 1) 是 显然 的 . 至 于 2), 当 m 之 x 时 也 是 显 的 . 下 面 假 定 mn， 
军 习 1 EE mi 5 十。 十 0 


十 1 ， 1 1 
= 商 + 证 + 十 Ta 二 


1 】 
十 hl + Wn + 0b), 


10 
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. 1 
及 1+ ot +iori-r<2 
知性 质 2) 当 m 二 # 时 也 成 立 . 
如 果 (7.) 以 有 理 数 了 为 极限 , 则 由 1), 对 每 一 个 , 必 有 ,< 也 ,此 
.外 ,在 不 等 式 2) 中 ,让 m 固定 而 令 n-> oo, 则 得 
2 


p ji 
gm+ TCD 一 12,…)， 


于 是 对 任何 自然 数 mn 和 * 便 有 不 等 式 7. < 上 之 7 + 一 ae 


10 二 (+D 


特 


2 一 .从 而 推出 0< Cz 


了 +G+D 


别 地 ,到 一 m 一 4, 则 得 m< 卫 < 十 pp 


一 gr) 109 < 了 391 过 1, 而 (p 一 qr)10* 守 是 一 个 整数 ,因而 上 述 


不 等 式 是 不 可 能 成 立 的 ,这 个 矛盾 说 明 (r.) 不 可 能 收敛 到 一 个 有 理 数 . 
1.1.20 证明 有 理 式 域 8 与 实数 域 R 的 一 个 子 域 @ 序 同 构 ,因此 
实数 域 是 有 理 数 域 的 扩张 . 
证 我们 以 8 记 R 中 全 体 有 理 实数 组 成 的 集合 ,不 难 验证 6G 是 R 
的 一 个 子 域 . 
设 7 为 任 一 有 理 数 ,r 为 对 应 的 有 理 实数 , 则 v:r 一 + 就 是 一 个 8 到 
6 的 映射 . 下 面 证 明 " 是 保持 顺序 不 变 的 同 构 映射 : 
(lc 是 同 构 映 射 : 
显然 "是 @ 映 到 9 上 一 对 一 映射 ,并 且 保 持 运算 关系 
IC 十 rz) 一 关 十 rz 一 7 十 rz 一 Cr 十 (rz)， 
orr?) 一 rr7z 一 mv T= on) » or2). 
《2)o 保持 顺序 关系 不 变 : 
如 果 克 过 72; 则 ?7 一 7 之 0, 所 以 
oO(r2) 一 or = 0o(rs—7)=ri—7€ Rt+. 


即 g(r2) > alr). 


8$ 2 不等式 


1. 简单 不 等 式 
《了 车 a 二 65, 则 
s 士 5 之 8 土 o6gC 一 <c 一 好 


o> (te> 0 全 > 二 (> 0); 


ae<i ce<0i 生 < 二 (< 0 
a>b (n> 0,6> 0,a> 0); 
<b(ln<0,a> 0,b> 0); 


Ya > VY (为 正 整数 ,a 之 0,5>> 0). 
(2) 若 生 一生 ,上 且 bd 同 号 , 则 生 < 2 < 地. 
2. 有 关 绝 对 值 的 不 等 式 
(1) latb|l < lol 十 ol, 
le 土 5 土 … 士 +| 才 1al 十 181 十 … 十 [zl|， 
(2)lal— lsl<la—6bl< alt lol. 
(3) 若 lo| 委 52 > 0, 则 一 5 委 s 入 特别 有 一 la| a << |al. 
(4) 若 |ol 志 020 盖 0 则 ao>bo 到 一 
3. 三 角 不 等 式 
设 z'yE R, 则 |lz|l 一 lyl| 志 1z+y| < |z| 十 上. 
4. 方 哮 不 等 式 
设 z,y € R, 则 有 2zy 三 x? 十 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 z 一 时 成 立 . 


问题 与 解答 


1.2.1 证 明 不 等 式 
(Dlz— yl 宇 1|lz| — |slls 


i 
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(2)lz 十 za 十 十 … 十 z| 过 lzl 一 (Cizl 十 … 十 |z1). 
证 (1) 在 不 等 式 le 十 引入 ol 十 16| 中 , 令 a==z 一 y,b 二 y, 得 
lz| |z 一 y| 十 |yl, 凤 


lz—y| 之 1z| 一 | (CD 
再 令 o 一 y 一 2 一 z, 得 | 中 | 科 j 一 z| 十 iz|, 即 
lz—yl= ls—zl> ly — lz! (2) 
由 (1)、(2) 式 可 得 ”lz 一 y| 之 11z| 一 ly|| 
(2) 由 (1) 得 
lz 十 2 十 …… 十 z 一 jz 一 [一 (十 … 十 z)]| 
lz1 一 1 一 (十 …… 十 za 一 | 一 lz 十 …… 十 | (3) 
又 因 lz 十 …… 十 z 委 | 十 | 十 … 十 可 委 一 委 人 | 十 …… 十 lz 
将 此 代入 (3) 式 得 


lz 十 z 十 … 十 由 过 | 一 (| 十 … 十 |z). 
1.2.2 证 明 贝 努 利 (J. Bernoulli) 不 等 式 
(1 十 zD(1 十 zz)… 和 (1 十 z) 之 1 十 2 十 2 十 … 十 z， 
式 中 mvz:…，z 是 符号 相同 且 大 于 一 1 的 数 . 
证 ”用 数学 归纳 法 . 
(1) n 二 1 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 
(2) 设 n 二 时 ,不 等 式 成 立 , 即 
(1 十 zD)(1 十 za)…(1 十 2 之 1 十 2 十 妇 十 … 十 zy 
则 对 于 * 一 上 十 1, 因 xzG=1,2,…n) 大 于 一 1, 所 以 1 十 xm>>0, 因 而 
有 
(1 十 zi)(1 十 zz)…(1 十 zi)(1 十 zi+0D 
过 (1 十 zi 十 … 十 2 (1 十 2 
二 (十 十 下 十 如 十 让 十 pi (Ga 十 … 十 2 
由 于 zz; 之 0, 所 以 
十 (十 22) 呈 (十 1) 之 1 十 二 十 司 十 二 十 和 +1 
即 当 n= 十 1 时 ,不 等 式 也 成 立 . 因此 ,对 任意 自然 数 *, 贝 努 利 不 等 式 
都 成 立 . 
1. 2.3 ”证 明 车 +>> 一 1, 则 不 等 式 (1 十 z)* 之 1 十 mz (> 1) 为 真 ， 
当 且 仅 当 z = 0 时 等 号 成 立 . 
证 “用 数学 归纳 法 . 
(1 设 z> 一 1, 且 zz 天 0, 则 (1 十 z): 一 1 二 如 十 开 之 1 十 22, 即 
一 12 一 


$2 不 等 式 


当 n 二 2 时 不 等 式 为 真 
(2) 设 4 二 K(k 二 2) 时 不 等 式 为 真 , 因 1 十 z 0, 故 
(1 十 2)(1 十 z):>> (1 十 z)(1 十 大) 
三 1 十 (4 十 Dz kr? 之 1 十 (k 十 1)z， 
即 当 n= 二 十 1 时 不 等 式 也 成 立 . 从 而 , 当 z > lz 之 一 1 且 z 关 0 时 ， 
有 
(1 十 zz 二 1 十 xz 
最 后 ,显然 当 且 仅 当 z = 0 时 ,等 号 成 立 . 
1.2.4 证 明 不 等 式 ma < (2 二 了 (过 1). 
证 法 1 用 数学 归纳 法 . 
(DD 当 # 一 2 时 ,因为 (2 二 +) 一 全 > 2 = 21, 故 不 等 式 成 立 . 
(2) 设 * 一 4 时 不 等 式 成 立 , 即 刀 < (二 了 , 则 当 a = 十 1 时 ， 


有 + DI< 二 (CD 


" (kt 十 1) 一 2。 (*) 


人 
由 1.2.3 题 得 [4 十 ?= (1 1 十 和 >2 人 一 12 


从 而 有 CG 十 1 入 之 二 于 G 十 2 代入 (*) 式 得 人 十 1! 过 
(证)*+. 故 不等式 对 大 于 1 的 一 切 自然 数 均 成 立 , 
证 法 2 
Vi < V3 0 二 DT<2 1, Val< 1! 


两 端 分 别 相 乘 , 即 得 al < { “二 
1.2.5 证 明 不 等 式 
214!…(2a)! > [t+ DI (> DD). 
证 ” 当 n==2 时 ,因为 214!1 = 48 > 36 = [C2 十 D1] 
设 n= 二 时, 不等式 成 立 , 即 214!…(2b1 > [Gk 十 了 1, 则 当 
n 二 k 十 1 时 ,有 
2141°%(2k + 2)1 > [C+ D1FC2 + 2)1 
= [Gt 二 DIP 22) 3).… (28 二 + 2) 


二 
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> [E+ DI 2 = [+ 2 
即 对 ”一 上 十 1, 不等式 也 成 立 . 
由 数学 归纳 法 可 知 , 不 等 式 对 任意 大 于 1 的 自然 数 均 成 立 . 
1.2.8 证 明 不 等 式 
1 
2 4 2 V2n+1 


。 1 1 
证 当 x= 1 时, 因 -3 < 地 ' 故 不 等 式 成 立 . 
设 4 二 时 ,不 等 式 成 立 , 即 


1 3 2—1 1 
di < 
2 2 十 1 
则 当 * = 十 1 时 ,由 于 
32+t1 1 .+1 VRtl 
2 4 
Vr+1 
k 2)， 
而 2 < + 十 3) < (2 十 2)?) 
1 3 2t+1 1 
由 有 了" 1 下 +2< 


即 对 二 十 1, 不等式 也 成 立 ， 

由 数学 归纳 法 知 ,不 等 式 对 一 切 自 然 数 均 成 立 . 

1.2.7 设 m>0G= 1,2,…，a), 而 且 m .aas 一 1, 证 明 ， 
皇 十 04 十 … 十 ,之 n, 且 等 号 仅 当 a 二 a 一 … 二 a 时 成 立 . 

证 用 数学 归纳 法 . 

(1) 当 n= 二 2 时 ,由 a a 二 0 训 1/a, 于 是 由 方 每 不 
等 式 得 qm 十 一 a 十 去 一 (Wai 十 CI/ Va)? 


2 2, 


a 
(2) 设 * 王 上 时 ,不 等 式 成 立 , 证 明 * 一 上 十 1 时 结论 仍 成 立 . 分 两 种 
,情况 证 明 ， 
! 1》 al 一 az 一 … 一 四 天 at+iy 由 此 可 得 mr 一 az 一 … 一 由 一 at+l 一 
| 1 因此 a 十 十 …… 十 本 十 al 一 下 二 1 疗 4 


一 至 一 
| 


| 
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2) auG 二 1,2,…,k 十 1) 不 全 为 1. 
这 时 至 少 有 一 个 因子 大 于 1, 有 一 个 因子 小 于 1, 不 失 一 般 性 ,可 令 
a 之 1,art1 之 1 于 是 (ao oa+D0 oa 一 1 令 中 一 ava+b 则 有 
2 om 一 1 根据 归纳 假设 六 十 o 十 … 十 a 之 但 
中 十 G2 十 十 十 qri 
三 (机 十 Gz 十 十) 十 ti 一 机 十 
之 kt 二 mri 一 b 十 ma 十 1 一 1 
二 (十 DD 二 mt 一刀 十 a 一 1， 
又 因 b == a。a+i 所 以 as 一 页 十 o 一 1 一 (oo 一 1)( 一 oo) 二 0， 
从 而 


4 十 aa 十 … 十 oa+t 二 十 1 
而 且 等 号 仅 在 o = az 一 … 一 4 一 m+1 时 成 立 . 


1.2.8 证 明 :(1) (1 NR (1 十 


1 i 
er 
DG 一 1,2,°°). 


(2) 〈1 十 + > 


证 GD 由 1.2.3 题 得 
raat) 0 4 


set 2].| 1 ) 


[ 
[1- ees (+ 
> 


+ 
+ 


1 n 
GTi 8 十 1 (Ca 十 1)3 1 Wi 
+l 
因此 (+ 二 > (+ 二 | 
(2) 的 不 等 式 可 用 类 似 方法 证 明 . 
1.2.9 证 明 三 角 不 等 式 
llzl— lyll<lz+yl elz|+t lyl. 
证 由 一 lz 三 z 达 1z1, 一 ly 三 y 达 1y|, 有 
— dsl+ Is)D)<z+y< lz|+ |yl 


一 -15 一 
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即 lz 十 引 委 zl 二 4 (1) 
由 上 面 不 等 式 得 |z| 之 |z 十 y| 一 |y|, 令 z= 二 a 十 5b,y 二 一 6b, 得 
la+ 31 1 — 1, 


在 上 面 不 等 式 中 交换 *. 的 位 置 ,得 
la+8l> 1 ~ lel=— (al ~ Ie) 
因此 le 十 引 之 1lel — sll. (2) 


综合 (1)、(2) 式 即 得 三 角 不 等 式 成 立 . 
1. 2. 10 ”证 明 柯 西 一 许 瓦 尔 效 (A.L. Cauchy-H. A. Schwarz) 不 等 
式 


Sap < HD Hp. 
2 i 


证 对 于 任意 ze R, 有 了 (oz 十 5: 之 0. 


令 4= 加,B 二 lah, C 一 Wt, 则 有 hz: 十 2Bz 十 C 之 0, 不 
9 ee 


妨 设 4 之 0, 令 z= 一 丘 , 则 有 了 避 一 40 过 0, 即 柯 西 一 许 瓦尔 效 不 等 式 
成 立 . 
1.2. 11 证明 闵 柯 夫 斯 基 CMinkowski) 不 等 式 
[Hat oy < CODt + CO nt. 
证 由 于 了 (a 十 hb): 一 Sat Bat 2 9a, 


sl 


据 1.2.10 题 各》 ob < (op 二 CS， 


因此 Dato < Det 六 有 + 2 DD HD! 
人 全 


= [Cpt + CDH. 
此 即 闵 柯 夫 斯 基 不 等 式 . 
1.2.12 证 明 Yzzs…*z, 过 Tn 十 zz 十 … 十 z)， 
Ga 关 0 一 2， 
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其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 z== z2 ==… = zz 
证 (1) 车 有 某 z 二 0, 则 不 等 式 成 立 . 


0<Lt 0+ 十) (a 0,k= 1,2,. m0) 


显然 , 当 且 仅 当 所 有 zx. = 0 时 等 号 成 立 . 
(2) 设 nz,…，z. > 0, 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 
4 一 1 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 


4 一 2 时 , Vzim 芝 二 (zi 十), 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 z== zz 
今 设 n 二 时, 不等式 Wzizz…zm 去 Ta 十 zz 十 … 十 zi) 成 立 , 且 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 z = z = … = zz 现 证 "= 二 + 十 1 时 结论 成 
立 . 


记 9 = 二 "Vanirw 车 二 … = = za+i 则 欲 证 之 不 等 式 显然 
成 立 ; 若 诸 = 不 全 相等 , 则 有 一 个 > g, 一 个 z) 过 g( 不 妨 设 i 二 4,; 一 


4 十 1) ,考察 于 ,由 归纳 假设 知 


Dr 
Zi ~ 人 


上 式 的 左 方 等 于 9, 而 右 方 小 于 二 (za 十 … 十 ar 一 是 (由 于 
一 9 之 0,a+1 一 9 过 0, 故 
et = [y+ Gm — Vg + Cur — 9)] 


=g+ (m9 + ang9) + a — 9) (nn — 9) 


二 十 zi 一 g 十 a — n(n — 9 SH 


因而 有 < 三 十 一 士 24 一 时， 
即 < 于 Ga 十 …… 十 二 十 ar 


12.13 设 ok> 0G= 12,oDv79>1 二 十 二 一 1 证 明 
幸 尔 德 (Halder) 不 等 式 : 


= 
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>m< (六 o Ct. 


证 先 设 a 二 Sw 一 rg 1. 
可 以 证 明 (证 略 ) 在 题 设 条 件 下 有 和 不等式.y < 三 十 蔚 ， 
令 z 一 4 一 2 112, 则 有 aa 生计 十 世 GE 一 12 
于 是 
S LS 二 CS 二 
DTD +7 rT 
对 于 一 般 情 况 ,可 令 
bs; 
Cg py > 本 T， 
(Bu): 
再 利用 前 面 结论 即 可 证 之 


1.2.14 设 @55 > 0G 二 1,2.…,n),p > 1 证 明 闵 柯 夫 斯 基 
(Minkowski) 不 等 式 


[Pet (De) "+ (Du)” 
证 因为 © 
> (a + 5)? = Bae 十 可 一 十 Doe 十 2 
所 再 尔 德 不 等 式 ,得 
ec + Dtt > Ca + toby, 


Sha, 二 "过 (SD 人 十 oo 
iml i=1 i=l 
因此 DY to < [ODD + COO)’] [Dl + 0) 
i=1 i=1 i=1 oml 


(由 于 让 十 证 一 1, 故 p 十 4 一 299 一 (9 一 D9) 所 以 


ey 


§ 2 不 等 式 


[Ot te Dont + D3 六 
全 A A 


即 [Sa + 之 (CDiapt 十 (oo 
Ce 4 : 
1.2.15 设 m>>0,9>>0,0 十 和 十 … “二 人 全 1, 证 明 不 等 式 
(CD 呈 ，o2… 呈 gal 十 gzaz 十 … 十 ga 
(2) 若 m > 0 GG=1,2,…,m), 则 


1 
2 eg) tT Pai 十 pez 十 … 十 pron 
人 和 mi 二 mm 


证 (1) 用 数学 归纳 法 . 

"一 2 时 ,在 不 等 式 芭 < 节 十 蔚 ( 见 1.2.13 题 ) 中 , 令 十 一， 
字 一 一 外滩 一 蛙 , 则 有 对， 过 ga 十 qo 

对 n= 3, 仿 上 作法 则 有 


tT qm .ae 
CE a at » atzTes)r2tes 


42 EE 思 
Squat (9: 十 gopt's » aztss 
i 


gz gs 
委 gial (gz gq:) GF 下 Fae pr 


= qa + qz 十 gaas. 


设 4 一 上 时 不 等 式 成 立 ,可 用 类 似 于 上 述 方法 证 明 一 上 十 1 时 不 


等 式 也 成 立 . 
(2) 令 9 一 下 二 让 下 下 4 一 42, 则 由 (1) 便 知 (2) 成 


立 。 


| 


第 一 章 分 析 引 论 


83 数列 极限 
内 容 提 要 


1. 数列 极限 的 定义 

(1) 有 穷 极限 ” 设 对 任意 的 。> 0, 存 在 正 数 (2) ,使 当 a 之 N(e) 
时 ,有 |z, 一 al < 之 ala 为 有 限 数 ), 则 称 数列 {z,}?2, 收敛 于 a, 称 a 为 它 的 
极限 , 记 作 limz, = a. 

(2) 无 穷 极 限 ” 若 对 任意 大 的 数 忆 > 0, 都 存在 正 数 N(B) ,使 当 
na 之 N(CB) 时 ,有 |z.| > 已, 则 称 数 列 {z.} 忆 ,的 极限 是 无 穷 大 , 记 作 

limz, = co. 

注 我 们 今后 说 {z} 忆 :极限 存在 , 仅 指 有 穷 极 限 存 在 的 情况 , 当 
Jimz 一 co 时 ,我 们 不 说 数列 {z,}2, 的 极限 存在 . 

(3) 部 分 极限 ( 聚 点 〉 ” 设 数 列 {z,} 守 ! 有 子 数列 {z,,) 兴 1 满足 
limz,, 一 zo; 则 称 数 zo 为 数列 {z.} 忆 ;的 部 分 极限 或 聚 点 . 

一 切 有 界 数列 至 少 有 一 个 聚 点 , 若 这 聚 点 是 唯一 的 , 则 它 就 是 已 知 
数列 的 有 穷 极限 . 

(4) 上 (下 ) 极限 ”数列 {z.)%2, 的 最 大 的 部 分 极限 (有 限 或 无 穷 ) 
称 为 该 数列 的 上 极限 , 记 作 Bmz., 而 它 的 最 小 部 分 极限 (有 限 或 无 穷 ) 
称 为 该 数列 的 下 极限 , 记 作 3mz 


数列 {z,} 守 ;中 车 有 两 个 子 数列 收敛 于 不 同 极限 ,这 个 数列 就 不 收 
全 .车 {z.) 守 ,收敛 于 a, 则 它 的 任 一 子 数列 都 收敛 于 a 


2. 极限 存在 的 准则 

(1) 设 有 数列 fj 生 ， fy} 守 1, {为} 守 1， 若 < 过 及 且 limg, 一 lim 及 
= 6; 则 limz, =c. 

(2) 单调 而 且 有 界 的 数列 有 极限 . 

(3) 柯 西 (Cauchy) 准则 


| 数列 {z.} 守 ! 有 极限 的 充 要 条 件 是 :对 任意 的 :> 0, 存 在 正 数 N(e)， 
| 一 2 一 
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使 当 n>>N(e),p>>0 时 ,有 |z 一 zts| 二 2 
(4) 数列 {z.) 守 ,有 极限 的 充 要 条 件 是 : 
Timz, = limz,, 有 limz, = limz, = limz,. 


oo op ao so be 


3. 数列 极限 的 基本 公式 
设 limz, 和 limy. 存在 , 则 
lim (z, 士 如) 一 limz, 土 limy,, 


lim (x.y.) = limz, * limy,, 


limz, 
lm (至 ) 一 = imp (limy, 天 0)， 
limz, < limy， ( 当 z 信 时 ). 


4. 施 笃 兹 (Stolz) 定理 
对 于 数列 (到 } ,车 nn 之 NCN 为 某 一 自然 数 ) 时 ,y+ > y， 


人 Tati Ts 也 lim za41 一 开 
limy, th i +1 一 部 存在 ， , 则 lim 二 J 一 -也 
5. 常用 数列 的 极限 
lim (1 十 十 ) = tim (1 十 二) 
= lim(1 十 i 一 ey 
Rn 

lim =e, 

a 

DT 


lima(a* 一 1) = Ina, (a> 0). 


lim Ya=1l (a> 0),， 


lim Yn 一 1， 
lim Val = co， 


lim[(1 十 证 本 言 ee i) — In#] = C= 0.577216.… 


一 21 一 
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(C 称 为 欧 拉 常数 ) 
6. 发 散 数列 的 定义 
车 数列 {z,) 入 1 不 以 任何 实数 为 极限 , 则 称 {z,) 守 ; 为 发 散 数列 。 
注 (1) 数列 {z.)}2,,{z.,) 忆 ! 常 简 记 作 {z,),{z,)- 
(2) 数列 亦 称 为 序列 . 
(3) 极限 存在 准则 (1) 常 被 称 为 “ 夹 逼 定理” 


问题 与 解答 


1. 数列 极限 的 定义 
1 3.1， 设 有 数列 {z} 世 其 中 必 一 了 二 


它 是 否 单调 递减 并 有 下 界 ? 
解 ” 因 zr 二 1,2,…) 都 是 正 数 , 故 所 给 数列 有 下 界 , 比 如 0 就 是 
它 的 一 个 下 界 . 
100°+! 100 


又 因 z+ = 一 一 -一 一 一 一 。z 当 a 之 100 时 有 : 
而 z+ < zx., 故 数列 {z.} 江 ,， 自 第 100 项 以 后 为 单调 递减 . 
1. 3. 2。 根据 定义 证 明 :lim( 一 二 :一 0. 


分 析 ”要 使 | (一 去) 一 一 01 一 束 1< 之 。 只 须 2!>> 十 ,对 这 不 
等 式 两 边 取 以 2 为 底 的 对 数 ,得 4 一 1 > log: 十 ,因此 ,只 要 取 
NN > [log: 士 十] 即 可 


100? 
21 


100" 
十 … 十 了 , 试 同 


100 


5+i<1 从 


证 ”对 于 任意 的 :> 0, 取 N= [log: 十 ] + 2, 则 当 a>> W 时 , 便 有 


> [log 二 十 3], 从 而 * 一 1 > [log: 二 ], 于 是 2-:> 工 ,让 < 
即 
1 


1 
la 0=1(- 3 —0<e, 


据 定义 ,lim( 一 去 )”! 二 0. 


| 
| 一 2 一 
| 
| 
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1.3.3 证 明 mati=1 
证 任 给 。> 0, 解 不 等 式 | 和 7 一 1| 一 5 二 7 三。 得 


4> 二 一 Re 1]. 于 是 对 任意 *。 > 0, 总 存在 自然 数 N > 


[十 一切 , 当 m1 
二 
1.3.4 证明: i 了 
证 任 给 。> 0, 解 不 等 式 
| 2n 21=| 2 | 2 <e 
0 3 3(1 十 3n) 3(1 十 3a) 3 


2 2 2 
注意 到 507 tm < 可 一 葛 ' 则 满足 不 等 式 如 < 的 a 也 必然 满 中 


不 等 式 31 二 Er 
于 是 ,对 任 给 的 。> 0, 取 = [总 ], 则 当 a > N 时 ,就 有 


2n 2n 全 
1 于 和 一 子 1 < 即 各 下 
1.3.5 证 明 :(1) lm 对 == 0; (2) lim 训 二 0， (a> 1D). 
证 a 


任 给 *。> 0, 存 在 Y= [二 ], 当 = > 时 ,有 1 对 | 入 二 =， 即 


(2) 因 o>>1, 令 = 一 1 十 (>0), 则 有 
一 (十 驴 一 1 十 风 十 井 s 一 D2 二 十 


1 2 

> "nD%, 
从 而 要 使 二 < 本 二 < :只 须 *> 声 十 1 即 可 , 即 
任 给 。 > 0, 存 在 N= 来 十 本 , 当 * 之 丸 时 ,有 1 证 一 中 一 二 < 
一 23 一 


故 和 全 
1. 3.8 证 明 ;(1) 数列 {十 ) 的 极限 不 是 1; (2) 数列 {了 车 二 ) 的 极 
限 不 是 0. 


证 (1) 对 于 常数 1, 存 在 正 数 m 一 去 ,使 对 任 给 正 整数 W( 无 论 怎 
样 大 ), 总 有 mw = N 十 1 > N, 使 得 
| 1 1| mo 一 N ~ 
no no N+17 2° 


所 以 数列 {二 } 不 以 1 为 极限 . 


(2) 对 于 常数 0, 存在 正 数 m = 广 , 使 对 任 给 正 整数 , 总 有 二 入 
十 1> NV, 使 得 


nN N+1 1 
[41 -WF> 
所 以 数列 {于 了 ) 不 以 0 为 极限 . 


3 
4 证明 于 二 本 


分 析 ”直接 解 不 等 式 | 5 二 “二 《一 号 | 一 1 了 和 二 -21 < 很 


困难 ,可 先 限定 z* 之 7, 这 时 2a 十 7 入 2n 十 na, 而 
2(2u 一 3) 一 202 + 2(n: 一 3) > 2n2， 


友 2s 十 7 Ke ol 2a+n 3 
于 是 | 丈 天 一休 | 32 3 < a < we 
证 ”首先 限定 a 之 7, 对 任意 。 > 0, 解 不 等 式 
5 十 za 一 4 :es 2 十 7 [ 生 2 十 7 二 aa 
2 2 2(2w: 一 3) 2(2% — 3) 、2w 
< 三 < 


六 > 二, 吉 Y> Daxf[2],7}, 于 是 对 任意 给 定 的 *> 0, 当 a> N 
多 对 ,有 - - a - 


Do 十 nm 一 4 5 ~ 
I , 二! < 故 由 一 环 一 有 人 下 到 


§ 3 ”数列 极限 
1.3.8 证 明 limg 一 0, 其 中 lq| < 1 
证 因 lg| 过 1, 故 存在 a 0, 使 lq| = 二 二 <* 据 二 项 式 定理 ， 
1 1 
| 人们 一 0 一 19 
CE + De ey 


1 
+ 


ze RS i > 0, 只 须 解 不 等 
1 十 mm 十 


式 二 <s en 取 ~ [二 ], 于 是 当 *>>W 时 ,有 Ig 一 0| 
<<e 即 time = 0. 
1.3.9 证 明 :01) lm 十 = 0, 其 中 ao 0 


(2) lim】 士 2 二 一 十 2 一 0) 


“二 二， ， 为 偶数 ; 


(3) lima, = 1, 其 中 4a, = a 
bea La nn 


为 奇数 

证 〈1) 对 任意 的 。> 0,， 解 不 等 式 1 二 一 0 = 十 二 :或 
> 二, 得 > (十 六 ;由 此 可 知 ,对 任意 的 :> 0, 总 存在 自然 数 之 
[( 浅 ) 沐 , 使 当 a>> 时 ,有 

| 去 一 0 <e， 即 lim 去 ==0. 

(2) 因为 1 丰 人 二 ?| 一 <p 于 
Pe 

1 0 < in 

(3) 任 给 。> 0, 当 * 为 奇数 时 ,要 合 


一 1 本 —, 
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愉 古 十 如 


la 一 1 =1 i 
Rn n 
VR 十 RR 十 2n 


1 

只 须 取 Ni 一 [ 序 ] 

当 + 为 偶数 时 ,要 使 “Ie. 一 11 =1 "+ 一 11 = 十 <。 
只 须 取 Ns = [十] 

因而 当 #> N = max{Ni,Ns} = [十] 时 ,就 有 

la 一 11<*， 即 Jima. = 1. 

1.3.10 证 明 lim Ya =1 (a> 0). 

证 法 1 《用 定义 )(1) 当 a> 1 时, Ya > 1. 对 任意 :> 0, 解 不 等 
式 | wa 一 1 一 o" 一 1 过 :或 过 1 十 :两边 取 对 数 ， 得 十 Ina < 
in(1 十 中, 从 而 有 a 之 dj- 于 是 ,对 任意 *> 0, 总 存在 自然 数 放 之 
[i 5]' 使 当 *>>W 时 ,有 | Ya 一 1| 过 入 即 

im Ya =1(>. 
(2) 当 90<e< 1 时 , 令 二 =5> 1 有 


1 Ye 一 1 1 1| (< Yi. 
已 知 Y8 > 1, 则 由 1) 知 对 任意 。 > 0, 总 存在 自然 数 N, 使 当 a 之 N 
' 竺 清 | 5 一 中 之 于 是 就 有 | Ys 一 1 
lm Ya =1,(0<a<l). 


Gy 当 g 一 ;时 , 则 对 任意 s, 都 有 一 1, 从 而 
知 Ye=1 (a= DD). 


一 各 一 
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综合 (1D)、(2)、(3) 知 lim Ya =1, (a> 0). 
证 法 2 ” 当 4a 二 1 时 等 式 显然 成 立 . 
当 a>1 时 , 令 Wa =1 十 h(h> 0), 则 


1) 


a 二 (1 十 h)* 二 1 十 确 十 一 5 一 可 十 十 及 之 h， 


故 0 过 加 二 , 取 极 限 得 ee Ya = lm(d+h) =l. 


0<a 时, Ya i 1 ui 

TN 2 

综 上 所 述 , 当 > 0 时 有 lim Ya=l. 

1. 3.11 证 明 数 列 {( 一 1)"} 发 散 . 

证 ”只 须 证 明 , 任 意 实数 a 都 不 是 此 数列 的 极限 . 

事实 上 ,存在 6 = 1, 若 a 0, 则 对 任意 自然 数 ,总 有 奇数 mw > 
N, 使 |( 一 1 一 al 一 | 一 1 一 al=1 十 o 志 1 一 

若 s<< 0, 则 对 任意 自然 数 N ,总 有 偶数 mw 之 ,使 (一 一 al = 
11 一 al > 1 = s, 从 而 任意 实数 都 不 是 数列 {( 一 1)*) 的 极限 ,所 以 数 
列 {( 一 1)"} 发 散 . 

1.3.12 ”证 明 数 列 z, = 二 n(n 二 1,2,…) 无 界 ,但 当 n- 一 co 时 ， 
它 并 不 成 为 无 穷 大 . 

证 因 对 无 论 多 么 大 的 数 W > 0, 总 有 数 N 一 [名], 使 当 n > 和 
时 |zz| 一 |2n2”| = 2n >> M, 故 {z,) 无 界 . 

但 是 ,对 于 {z.} 的 奇数 项 zw_-, 一 元 上 ,显然 当 a-* co 时 并 不 无 限 
增 大 ,从 而 limz 天 co. 


1.3.13 设 (Ds = 去 ， (2)z, 二 (一 1)** (0. 999)"; 证 明 z, (x 一 


2,…) 为 无 穷 小 量 ( 即 z. 以 0 为 极限 ). 
证 (1) 由 于 n!l 二 n(x 一 1…3.2.1 之 2.2.…2.1= 2 


故 a 一 0| 一 击 达 于, 要 使 | 一 01 <。 只 须 z1 二。 解 此 不 等 式 


i 
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1 1 
得 * 之 1 二 “四 志 - 


因此 ,对 于 任意 的 e> 0, 存 在 一 1 二 [二 "hh 士 ], 使 当 >> NW 时 ， 
有 |}z, 一 0| 到 :, 即 limz, = 0. 
(2) 要 使 |z. 一 0| = |( 一 1)** (0.999)* 一 0| = (0.999) < 。, 只 
1 
1 nl 


须 n>> 一 0995 因此 ,对 于 任意 的 :> 0, 存 在 N= [一 F036." 使 
当 >>N 时 ,有 | 一 0| 二 1( 一 1)"* (0.999)"| <。, 即 lmz = 0. 

1.3.14 设 (1) z=2 人 ,(2) z, 一 In(lnn)(n 之 2), 证 明 z, 有 无 
穷 极限 . 

证 (1) 任意 给 定 M>> 0, 要 使 |z.| = 2 “>> M, 只 须 
> (和 所 以 ,对 任意 内 > 0, 存 在 六 一 [Ci 区) 相 ,使 当 a> N 时 ,有 
lz| > M, hlims, = oo. 

(2) 要 使 lz.| = In(Inn) > 以 ,只 须 4 之 er 从 而 ,对 任意 的 M 之 0， 
存在 N = [e' ], 使 当 * 之 N 时 ,有 || > MM, 即 limz. 一 co 

1.3.15 证 明 数列 {o} 袜 ,收敛 的 充 要 条 件 是 {az} 忆 ,与 {ox-) 叱 : 
收敛 于 相同 的 极限 . 

证 ”必要 性 ” 设 {a.) 收敛 , 记 lma = 4, 则 对 任意 给 定 的 :二 0, 存 
在 NW>> 0, 使 当 n 二 NN 时 有 |o. 一 ol 过。 于 是 , 当 24 一 1>>N, 即 4 二 
2 = [ 言 CN + D] 时 lou-, 一 中 <% 且 当 3t> N, 即 t> Ms 一 [了 
时 Jaw 一 al 去 2 即 limoa- = liman = a. 

充分 性 设 limaw-, = liman 二 4, 则 对 任意 0, 存在 Mi,M: 二 
0, 使 当 上 > Mi 时 ,有 |aw-'1 一 a| 二 e, 当 +>M; 时 有 low 一 al 二. 取 
M 二 max{Mi,M2}, 则 当 k 二 MM 时 有 lan- 一 a| 二 e、law 一 a| 过 :同时 
成 立 .由 于 上 > 相当 于 2 一 1>21 一 1,2k>2M, 因 此 可 取 N = 2M， 
则 当 * 之 入 时 恒 有 la. 一 oi 二 * 即 lima 二 a. 

1.3.16 证 明 : 若 数列 zCa 二 1,2,…) 无 界 , 则 存在 子 数列 zs(z 赤 
1,2,…) ,使 得 imzr = co. 


一 28 一 


§3 数列 极限 


证 因 zx Ca 一 12,…) 无 界 , 故 存在 某 一 项 z 满足 |zu| > 1 由 
于 数列 zn 二 pi 十 1, 十 2…) 也 无 界 , 故 又 存在 某 一 项 z,,(p: > pzD， 
使 得 |z,,| > 2; 一 般 地 , 若 已 选 出 某 一 项 mm 满足 |z,| >, 则 据 数列 
zt(n 二 ptisPrtz,""*) 是 无 界 的 , 故 可 选 出 某 一 项 ,pr+1 > pr) 满足 
zl > 十 1; 于 是 ,我 们 得 到 {z.} 的 一 个 子 数列 {z,.} 满足 |x| 之 n(n 
= 1,2,."). 由 此 可 知 limz,。 = o0. 

1. 3. 17 设 lima, 二 a,limb, 一 56, 且 a 闯 5, 证 明 数列 :a161,a2,52，…， 
ab 不 收敛 . 

证 记 C= 人 人 二 和 人 一 42 ,着 数列 (cj 收敛， 
则 存在 极限 ( 设 为 c), 于 是 ,对 任 给 的 。> 之 0, 必 存在 W, 使 当 * 之 N 时 ,有 
lc 一 ec| <。 于 是 , 当 2x 二 2 一 1>N, 即 夺 > 一 [村 时 ， 
| 一 中 < 六 一 | 之 。， 这 表明 lima 一 lim 和 一 ,此 与 co 关 5 巴 
盾 . 

1.3. 18 证 明 : 若 lima. 二 a, 则 lim |a.| 二 |al. 反 之 是 否 成 立 ? 

证 ”对 任意 的 :> 0, 因 为 lima, = a, 所 以 存在 WN 二 0, 使 当 > W 
时 ,有 | 一 ol 过 < 又 由 |la| 一 |all 二 1a 一 ol 过 ,得 

lim |a.l = lal. 

反之 不 真 .例如 a 二 (一 1)", 显 然 lm |a.| = 1, 但 {( 一 1)"} 并 无 极 
限 . 

1. 3. 19 设 lima, 二 a,limb, 二 6, 且 a 过 5, 证 明 : 存 在 自然 数 尺 > 0， 
使 当 m 之 N 时 过 %b.. 

证 取 4 二 去 (一 a) > 0, 则 由 题 设 知 ,存在 自然 数 Wi 和 Nz, 使 


当 a > 六 时 la 一 a|<<* 从 而 有 o < 十 aa 一 去 人 十 昌 ; 当 > Na 
时 |& 一 6| 之 eo, 从 而 及 之 5 一 wm 一 去 (a 十 扩 . 取 NN 一 max{NisNs)， 


则 当 *> WN 时 ,有 < 之 方 (a 十 过 如 
1.$.20 车 {a.} 收 剑 , 则 它 的 任何 子 数 列 {a} 忆 ;都 收 贫 , 反 之 也 
— 29 一 
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成 立 . 

证 〈1) 若 ima 二 a, 则 对 任意 给 定 的 :二 0, 存 在 入 二 0, 使 当 n>> 
入 时 1o, 一 al 之 。. 任 意 给 出 数列 {a,) 的 一 个 子 列 {a.,} (由 {a.} 中 选 出 无 
穷 多 个 无 素 , 按 它们 在 原 数 列 中 的 先后 顺序 排列 成 一 个 新 的 数列 ;w 是 
子 列 中 的 元 素 ,在 原 数列 {} 中 的 位 数 ,* 是 o 在 子 列 {fc.) 中 的 位 数 ， 
因此 恒 有 上 委 w). 车 令 玉 一 N. 则 当 4>>M 时 ,由 于 mm>>ny 二 mm 安 N， 
所 以 也 满足 |o, 一 ol 二。. 综 上 所 述 , 任 给 :> 0, 存 在 人 (二 入), 使 当 
> 用 时 | 一 ol <。, 即 limo, = a. 也 就 是 说 收敛 数列 的 一 切 子 列 都 收 
敛 于 原 数列 的 极限 . 

(2) 反之 , 若 已 知 任何 子 列 {o,,) 忆 {o} 都 收敛 , 则 它们 必 有 相同 的 
极限 ,否则 将 两 个 收敛 于 不 同 极限 的 子 列 逐 项 交错 排列 所 得 的 子 列 将 
不 再 收敛 . 特别 地 ,其 子 数列 (ax-,) 和 {ow} 当然 也 都 收敛 于 同一 极限 ， 
因而 所 1. 3. 15 题 知 数列 {a.) 必 收 敛 . 

1.3.21 设 序列 (z} 收敛 , 试 证 其 算术 平均 值 的 序列 


于 二 各 二 下 十 束 也 收 化, 且 有 lim 本 十 皇 二 一 十 忆 一 jimz, 但 反之 
结论 不 真 ,举例 说 明之 . 

证 设 limz 一 "%, 则 对 任意 给 定 的 。> 0, 存 在 m, 使 当 a > 之 m 时 ， 
Is 一 ol < 各 -由 此 , 当 *>>m 时 ,有 
21 十 zz 十 … 十 ze 十 zao+: 十 … 十 z 


n 
| 十 十 十 2 十 Zti 十 十 一 na 


n 
二 Ot | 


0 
一 e 页 
2 人 0 [a 


e 
n 加 es: 站 2 
0 


me > la — al 本 
将 
30 一 
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0 
同一 个 > 0, 存 在 N, 使 当 z> 之 N 时 ,0 二 加 二 下 < 条. 取 N>m， 
Z1 十 zz 十 … 十 za 
办 


于 是 当 z 之 N 时 ,| 


下 面 的 例子 说 明 逆 命题 不 成 立 . 
设 z = sinnz, 则 当 z 尖 2trGk = 0, 土 1, 土 2,…) 时 ， 有 


sin 广 @ 十 1)z sin 了 


a|l < 3 十 > 二 “证 毕 . 


sinz 十 sin2z 十 … 十 sinnz 
加 


本 本 — 0(n— 00) 
RSIN Ee 
当 z = 2kr 时 ,当然 也 有 smz 十 sm 十 汪 士 smez 0, 而 当 z 天 的 束 
数 倍 时 ,极限 limz = limsinnz 不 存在 . 

注 当 e= 十 ce 或 一 co 时 ,本 题 结 论 仍 成 立 ; 但 o= co 时 ,结论 
不 成 立 . 

实际 上 ,本 题 结 论 是 施 笃 效 定理 的 特例 . 


1.3.22 求 ,jim [sin 号 十 sm 吧 a 
(2n 一 1)a 
Nn 


(2n 一 1)a 
md 
La 
解 记 4. 二 sin 急 十 sin 加 十 … 十 sin 
二 Dlsin (2 3 Da 
(D 设 一 0, 则 4 一 0, 故 im4. 一 0. 
(2) 设 s> 0, 因 lim sz 一 1, 故 对 任意 给 定 的 e> 0, 总 有 5> 0, 使 
得 0< lz| < 4 时 ,有 | 中 一 1| < 二 ,于 是 , 当 a> 22 (6> 如 ) 时 ， 


(28 —1) 2 2 
二 < 二 一 全 <5) 故 


i (2k 翅 Da 


有 筷 < 总 <… < 


GID “ll 
nz 
2k—1 28 一 了 2 一 
-|< 2 


即 | 


一 :有 一 
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所 以 | Dl Gsin (2 — Da Ch Ds,) 


六 
De 人 


1 一 站 7 
< Dlsin 去 1)a (2 去 Del .es D2 训 1 
Pe i 


二 。 吉 [1 十 3 十 … 十 (2 一 1D] 


一 让" 让 = 
又 儒生 于 一 a 从 而 有 | 了)sin 如 二 De -ol <<* 即 
Ce 4 


(3) 设 a 之 0, C.= sn 二 2 十 … 十 am 二 (二 Da， 


一面 半 十 十 血 凶 一 De， 
站 Rn 
则 4 = 一 0,,lim4, = lim( 一 0.). 于 是 ,由 (2) 得 ， 
lim4. 一 一 lim(C.) 一 一 (一 a) = a. 


综 上 所 述 ,得 tm 人 一 = 


1.8.23 设 z >0,z+l 一 号 二 吉 ， 二 1,2,3,…, 证 明 此 数列 
有 极限 ,并 求 其 极限 值 | 

解 ”车 该 数列 的 极限 存在 , 设 为 1, 则 由 递 推 式 知 1 二 3 时 寺 卫 , 解 
之 得 != 士 V 3. 而 之 0, 故 /= V3. 现 证 V3 确 是 {z.} 的 极限 . 
由 
301+z5) 3U+ V3) 

$+ 1 3+ V3. 

3G3 十 V3)(G 二 zz 一 3G 十 YD te 
” (3 十 z-D0(G3 十 W3) 
CG 一 V3)Gar V3) 


3 十 zt 


lz 一 W31= 


| 


1 ls VL 
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依次 类 推 , 有 | 一 Y 3 1 入 Sls 一 V31, 再 据 


3— 3 < 1m — V3)=0, 即 limz. 一 V3. 

注 ”也 可 用 单调 有 界 原理 证 明 {z.} 极限 的 存在 性 . 

1. 3.24 ”证 明 下 述 结论 : 

(1) 设 数 列 {z.} 是 有 界 的 , 则 它 收 敛 的 充 要 条 件 是 ;集合 {z.} 有 了 唯 
一 聚 点 ， 

(2) 设 数列 (z,} 是 单调 的 , 则 它 收 敛 的 充 要 条 件 是 : {z.} 存在 一 个 
收敛 的 子 数列 . 

证 (1) 必要 性 显然 . 

充分 性 ” 设 {z.} 有 唯一 聚 点 a, 若 它 不 收敛 于 a, 则 存在 am>>0 及 无 
穷 子 列 (zu) 忆 使 得 |z,, 一 a| 之 eol 二 1,2,…), 又 由 维尔 斯 特 拉 斯 诊 
点 原则 知 {z,,) 忠 ! 亦 有 聚 点 5, 由 上 面 不 等 式 知 5 关 e, 与 假设 矛盾 , 故 
{z} 忆 收敛 于 a. 

(2) 必要 性 显然 . 

充分 性 ”不 失 一 般 性 , 设 {z,} 单调 上 升 . 若 它 不 收敛 , 则 必 有 子 数 
列 {z%) 吕 ,使 limz = co, 再 设 {z.) 有 收 合子 数列 为 (zr) 守 1. 由 (1) 式 
知 ,对 于 任意 自然 数 放 ,必定 存在 ,使 吉之 入 ,又 由 单调 上 升 性 可 知 : 
总 存在 2 E {z。) 满足 :之 忒 ,，, 即 对 上 述 的 ,有 式 ,使 吉之 ， 
这 与 数列 {z} 收敛 矛盾 . 

因此 , 若 所 论 数列 {z.} 不 收敛 ,那么 它 就 没有 收敛 子 列 . 

1.3.25 车 .> 0(n = 1,2,…), 且 lim 24 存在 , 则 

lim Vr = lim +t. 


ae Is 


证 《0D 设 35 -十 co, 由 定义 知 必 存 在 MX > 0, 使 当 n> 之 YN 时 ,有 


2 
zi 之 Pes -ND), 


故 当 *> 2N 时 ,z > M", 即 zt > ,因而 lm YY 一 十 oo. 


Ps 


第 一 章 分 析 引 论 


(2) 设 人 于! 一 0, 令 么 一直; 则 加 一 ;于 一 十 co, 从 而 lm 尺 和 
3 就 ye Tat Wan 
1 
一 十 co, 故 得 lim VY z= lim 一 一 -= 0. 
oo noo “/ 也 
(3) 设 22 -> 0, 则 当 * 之 六 时 ,有 oa 一 *<< 志 -<o 十 % 故 


oo 一 < < 二 oa 一 < 之 < 
a wy 
[se dO< Va < [esl Co 十 9， 
取证 ?及 加 且 社 4 一 eo 得: 一 + Ya 过 a 十 6. 因 :为 任意 正 
数 , 故 得 lim Ya = = lim SH. 
注 本 命题 的 着 命题 不 真 例如 za- 一 azz 一 pz 一 1,2，)， 
a 去 6 都 是 正 数 , 则 lim Yz 存在 ,而 lim 后 不 存在 . 


2. 柯 西 准则 
1.3.26 应 用 柯 西 准则 ,证 明 以 下 数列 收敛 ， 
CD a, = 吕 ! 二 2 十 2 


1 1 
(Dat ta FD" 


证 (1) 利用 基本 极限 im 去 一 0 知 ,对 任 给 的 :> 0, 必 存在 N， 


使 当 4 > N 时 有 去 二 。, 因 而 当 a> N 时 ,对 一 切 ? = 1,2,… 均 有 
| sin(n ps 1) sin(n 十 | 
于 


22+7 
1 1 1 和 
去 Zi 十 和 … + 三 = 去 G -< 
则 由 柯 西 准则 知 {a.) 收 全 
(2) 任 给 *> 0, 取 太一 [二 ], 则 当 严 > *> 时 有 


十 … 1,2，…。 


十 … 十 


+ — oa,l 


en 
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| | 1 1 
mmm+2) +23) 


1 
的 
= (二 ) + (i )+…+ 寺 一 1) 
n 二 1 请 到 十 1 
1 1 1 
2 十 1 Ri 
由 柯 西 准则 知 {a.} 收敛 . 


1. 3. 27 设 x = 1 十 去 十 到 十 …… 十 让 ,na 1,2,… ,应 用 柯 西 
准则 证 明 数 列 {z,} 收敛 . 

证 对 任意 给 定 的 。> 0, 取 W = [二 ] ,使 当 m > > NW 时 , 恒 
有 


二 
I ++ “+ 


1 1 1 
< 条 十 TDGT 可 ”本 
1 1 和 1 
= 二 D+ I- i 
=+ -<i<,, 
n m n 
则 由 柯 西 准则 知 数列 {z,} 收敛 . 


1.3.28 若 有 常数 M 及 数列 {o}， 对 一 切 z* 有 4 = lo 一 m| 十 
l@ 一 oz| 十 … 十 la 一 %- 相 委 妈 证 明 :(1) 数列 (4 收敛 ;(2) 数列 {o} 
收敛 . 

证 〈1) 因为 4 一 本 = |o+ 一 中 | 过 04 委 Ma 一 1.3，， 
所 以 {4.} 是 单调 递增 且 有 上 界 的 数列 , 故 收敛. 

(2) 由 于 {4.} 收敛 ,因此 对 任 给 的 。 > 0, 必 存在 入 > 0, 使 当 
人 而 二 2 二 N 时 |4 一 4| 二 :, 从 而 有 


| 一 | 一 lem ant ai 一 十 at1 一 a.| 
委 lo 一 o-| 十 |o- 一 ao-z| 十 … 十 lo 一 am 
一 4 一 4 一 |4 一 4 和 < 王 。 
即 {a.} 满足 柯 西 条 件 , 因 而 收敛. 


1.3. 29 “应 用 柯 西 准则 证 明 以 下 数列 不 收敛:(1) w = (一 Ds 
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NR 1 1 1 
(2) 全 一 sn 了 (3) 一 1 十 可 十 可 十 人 十 三 


证 (1) 对 于 一 去 及 任意 大 的 自然 数 W, 当 取 * 为 大 于 的 任 


意 值 (例如 * 二 入 十 1), 且 m= 二 十 1 时 ,有 
lo — l= |et+1) (~ Dl=1>", 
所 以 数列 {( 一 Da) 不 收 化 
(2) 对 于 一 去 及 任意 大 的 自然 数 N, 当 一 2N > N,m 一 2N 十 


1>>N 时 ,有 


[a lan CY 2 sin 2 
=|(—D*—0=1>4, 
所 以 数列 {sin 宇 ) 不 收 敏 . 


(3) 存在 wm 一 于, 对 于 任意 大 的 自然 数 W, 当 取 * 为 大 于 V 的 任意 
数 (例如 4 二 入 十 1), 且 m= 24n 时 ,总 有 


I al = 二 + 二 + .+ 去 > 到 = 去 = 
故 {o} 不 收敛 . 
1 3. 380 已 知 数列 {2.) 满足 条 件 ,lim(z 一 =-5) ~ 0, 证 明 
iim 和 Ta 一 1 


证 因为 lim(z, 一 =-?) 一 0, 故 对 于 任意 给 定 的 元, 存在 正 整数 


N > 2, 使 当 * 之 N 时 ,有 |z 一 -sl 之 广 , 于 是 对 于 任意 正 整数 p， 
有 


Jzwrs 一 zw+o-Dl = [zwts 一 Tuts-2 十 Zn+r-2 一 Tw+9-1) 


委 |zw+, 一 zw+p-z| 十 zat+es 一 zat+s-il 


< 十 lzw+-: 一 Zot9-s | 十 [zotps — zoro-2l 
2 二 tl Se 
入 
,Ep 十 ent ntl = 2 二 十 le -4x 
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选取 ?使 十 ?> 2 全 一 下 -证 , 则 当 * 之 入 十 p 时 ,有 


Ed ,Earle ,2 
| I< 到 十 站 < 也 二 也 = 


1.3.31 设 当 n 之 1 时 ,|z.+2 一 zti| 过 klzt1 一 |, 这 里 0 之 
过 1, 证 明 数列 {z,} 收敛. 

证 令 玉 = |z+t 一 za 于 是 0 和 5 委 示 (一 1,2,…) ,依次 类 
推 可 得 + < Po 二 1 2,…)， 故 对 任意 严 > "%, 当 一 co 时 有 


lz zl 一 (Sn -ol< l= pe 


之 b(1 十 十 十 如， Pe 
即 {z} 是 柯 西数 列 , 故 收敛 . 

注 ”已 知 数列 {z.}%,, 如 果 对 任意 的 :二 0, 存在 自然 数 入 ,二 0, 当 
mn > N, 时 ,有 |zs 一 zi 二 2, 则 数列 {z.} 呈 ) 称 为 柯 西 数列 . 


cos1! | cos21! 
1.3.32 设 z 和 2 十 2。 和 十 ,证明 limz 存 
在 . 


证 ” 因 |1z.+ 一 z.| 委 


1 1 
CE ICE) "HTDGTDt 


1 1 1 
DT 生计 人 1T< 计 1 故 当 > 时 ,对 
于 任意 正 整 数 ,都 有 |z+ 一 | < 。 因 而 lmz 存在 . 


1. 3.33 ” 若 存 在 常数 ,使 jz 一 2 十 |zs 一 zz| 十 十 |z 一 zl 
之 cln 二 2,3,…) 则 称 数 列 {z,} 有 有 界 变 差 . 证 明 : 凡 有 有 界 变 差 的 数 
列 皆 收敛 . 

举 出 一 个 收敛 数列 而 无 有 界 变 差 的 例子 . 

证 令 == | 十 |zz 一 zi 十 |z3 一 zz| 十 … 十 |z 一 zs|, 易 
知 ,单调 递增 且 有 上 界 , 故 lims, 存在 

据 柯 西 判别 法 知 ,存在 正 整数 入 ,使 当 r 二 NN 时 ,对 5 二 1,2,…, 有 
ls+r 一 5.| 过 < 于 是 

[EP 

十 [sets 一 zo+r-il 


一 各 二 
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= Bs™— 6s, 
从 而 limz。 存在 . 


下 人 1 
例子 : 令 z,=1 $+ 可 一 “十 (一 DD :二 = > ( De 


则 因 |z.4, 一 z.| 


1 | a 
I~ a 5 二 5 二 3 .十 ( Ds)l 
1 人 
8 十 1 Rn 十 2 十 3 Rn 十 3 十 4 
1 
< 证 


据 柯 西 准则 知 limz. 存在 ,然而 s- = 1 十 也 十 计 es 十 一 + co, 即 
{z,} 不 是 有 界 变 善 数列 . 


3. 夹 通 定理 
1. 3. 34 。 求 下 列 极限 ， 
Dt + 
Wnt+ + 
(3) tim( 去 。 于 

Dr 


(4) lim i 


1 1 1 De 
解 CD 由 于 0<< 刘 十 而 二 1 十 汪 十 而 让 有 < 妇 南 十 点 十 
“十 而 一 可 一 六 ;而 lm 二 = 0, 因此 ,由 夹 通 定 理 得 


(由 于 一 一 < 一 +.…+_! < 
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且 i 
wn J a 
R22 十 驴 1 十 工 
lim lim 1， 
so /7 am 
Tl 


1. 


1 1 1 
故 lim( 十 十 一 十 )= 
T° VrR+l1 VP 十 2 Vm+n 
1 .3 . .2a 一 1 
4 


(3) 由 于 0<< 本 本 D7 
1 2a—1 


1 
< 。 i 
V1.3 V3*5 VY(n 一 1)(2n 十 1) 


a< yp 一 1 十 21 十 … 十 一 21 十 人 一 D1I 十 al， 
和 
nD) D+nl<2n— DI+al 


| 
D7! 
2 D! Hi 而 im2@ 一 DIT1-1， 


所 以 二 全 < 了 lim 可 
Pr! 
故 lm x 


1t+ Y2+%…+Y2_1. 
oo 加 


1.3.35 证 明 lim 
1+1+… 二 11 十 义 2 十 …… 十 区 二 
Rn by 四 


证 ”因为 
<<Ya 二 Ya 二 十 六 ， 


一 39 一 
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六 1<1 土 义 2 十 十 Ya < yi, 

又 im Yn = 1, 所 以 由 夹 吾 定 理 知 

1+ V2+%+ Yr 
R 


lim 


a 


1.3.36 证 明 : 若 w > 0%, 且 im 地- = 4 之 1, 则 ima = 0. 
tl ba 
证 ”由 题 设 有 lim % 一 寺 一 ?< 1, 令 9= 二 十 D, 则 ?< 


<< 1. 由 极限 的 性 质 知 , 必 存 在 正 整 数 ,使 当 # 之 入 时 ,有 < 9, 因 


而 aow+, gans ont+2 < ganti < gan sd I Nan o> 0, limg Nay 
三 on* limg* 二 0 ( 因 0 过 4 过 1), 故 由 夹 到 定 理 知 lima, 二 0. 


1.3.37 证 明 lim 号 一 0 (o> 0). 


1. 


证 法 1 存在 自然 数 4,k 生 a, 使 1 > 地 5> 半 53>>…， 


当 ”> 上 时 ,有 
a a a a a a a a 
ss 本 ET 
全 
ki n kl na” 


即 当 4>t 时 ,有 0<< 和 < 守 “十. 已 知 守 是 常数 , 且 tim 十 = 0, 因 


， 而 由 夹 到 定理 知 fim 对 一 0. 
证 法 2 ”存在 自然 数 N,N > “于 是 当 a 之 N 时 ,全 < 号 <1, 且 


~ 上 a 


革 = 贡生 < 疝 守 一 % -由 此 可 知 所 论 数列 从 项 
以 后 是 单调 递 三 的 ,又 由 5. 0 知 此 数列 有 下 界 ;所 以 数列 {5} 有 极限 ， 
设 limb. 一 5, 对 递 推 公式 一 了 5 两边 分 别 取 极限 ,得 5 一 05 一 0， 
hlim S$ = 0 > 0). 
| 注 ” 当 a。< 0 时 上 述 结论 仍然 成 立 . 
| 一 一 
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1. 3. 38 ”证 明 lim Yn=1. 
证 因为 Ya 之 1, 故 令 Yw 一 1 二 a., 则 二 (1 十 a)", 且 对 任 
意 自然 数 *, 有 a 之 0. 于 是 ,由 二 项 式 定理 得 
一 (1 十 oj) = 1 +a> 二 a 


当 a > 之 2 时 , 因 2n 之 4(n 一 D, 二 过 万, 故 有 


即 0 过 Yr 一 1< 一 2 二 .由 1.3. ,lim 一 2 = 0, 则 据 夹 通 定 理 
E Ye 时 
Ne Va=1. 
1.3.39 证 lim 一 一 一 0. 
由 mm -大 


证 设 t 之 1, 当 nn 之 k, 即 一 之 0 时 ,有 k(n 一 上 ) 之 rn 一 k, 因 
而 有 tn 一 上 十 1) 之 nm. 故 
1 .na 过 a2( 一 1) 过 ma3( 一 2) 二 na。 之 1 


1 1 
,得 (al1)2 过 mr i 
将 各 式 两 边 分 别 相 彩 ,得 Ca! yi 
得 


= 0. 
DT 
1.3.40 求 lim[ (x 十 1)*: 一],(0< 之 kt< DD. 
解 因 0<[o+1D 一 轨 =w[G 二 -一 1 
i 
而 当 4 一 时 ,a i 六 0, 故 im[(x 十 1)* 一 一 0,(0<t<. 
1. 3. 41 求 lim (1 十 a) ,其 中 上 > 0. 
解 ” 由 1.3.10 题 可 知 im Y 2 = 1. 


ws 
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iL 所 
() 设 0<e 入 1, 则 1< (1+o) 入 V2 ,从 而 
lim(1 + oe) =1 


(2) 设 a 之 14, 则 (e)* 之 to < C2a), 即 
oUt) <Y2 .ac. 
由 夹 下 定 理 得 lim (1 十 a) 二 a. 


y 1 入 一 
La 证明 m( 二 二 


2n 
1 1 1 
证 由 1.2.6 题 知 0<< 广 -本 二 元 


因 lim 一 -一 = 0, 故 由 夹 明定 理 得 
“~” V2n+1 


-1s=0. 


mm 本. 工 。 


ao 4 


1.3.43 已 知 jim(o 十 o 十 … 十 mw) 一 s, 证 明 : 
CD lim TCar 十 2 十 … 十 az = O03 


(2) tim nl a are 0) = 0,(@ > 0si = 12 
证 (1) 令 二 a 十 az 十 … 十 %, 则 lims, = 一 8? 而 
ol 十 2os 十 … 十 na 
一 si 十 2(s 一 si 十 3(ss 一 s) 十 … 十 ns 一 S -1) 
一 ns 一 (si 十 sz 十 … 十 ga 
据 题 1. 3. 21 知 当 a 一 co 时 ,有 
Ta 十 2 十 …… 十 mm) 
3 十 sz 十 … 十 s-i.za 一 1】 
全 一 人 用 


即 lim (a 十 2 十 … “十 na.) = 0. 


(2) 因 0 委 Cal ,aaa 并 一 Ya 201* Ms 
< tm 


一 6 一。 本 
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则 由 (1) 及 夹 通 定 理 得 
lim (1 上 as 并 一 0. 
1. 3. 44 求 lim 于 Ca >1). 
解 (1) 当 == 1 时 , 先 证 一 辅助 不 等 式 


n 4 
<< D> (1) 
因 e>> 1, 可 令 a 二 1 十 4(4>> 0), 由 二 项 式 定理 得 
et ett > FD 


当 " 之 2 时 ,显然 有 一 1 > 去 ,从 而 > 于 (a 1D)?, 由 此 即 得 不 等 式 
(01D. 由 于 tim 455 未 一 0, 则 由 夹 通 定理 得 lim 她 一 0. 
(2) 当 #>> 1 时 ,因为 a 和 > 1, 故 于 (1) 式 中 以 a4 代 a 得 
0< < Gr 
又 n> wm 人 Ti 时 ,有 1> tim"' 从 而 得 


0 一 <1, 


4 


, 
于 是 有 0< = [yl < ey 
由 (1) 知 lim gan; 一 0, 故 有 lim 让 = 0 (> 1). 


(3) 当 #<< 1 时 ,有 lim 莹 == lim 一 一 Im 三 


综合 (1),(2),(3) 得 lim 人 =0 (> DD). 


注 ”由 此 题 可 得 一 重要 极限 lim 等 = co (a > 1). 
1. 3. 45 。 求 下 列 极限 
CD hm | lh 


(2) im[t + 1 i+ tty ke 4 + + 


一 43 一 
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解 i 


n 
而 lim (z 一 十 ) = z, 则 由 夹 通 定 理 得 lim [zz] = = 
1 1 n 
2 ke pe 了 tt" + < 
及 lim Tomi 一 lim 页 站 1 一 0 得 
De 
+ 二 + t+- 


1. 3. 46 ee 


解 由 于 点 Cnnl) 二 十 (nl 十 in2 十 + Inn) 


< 二 [时 二 时 二 十 虹 ]， 
而 im 到 = 0, 则 由 1.3.21 题 知 “ 
Inl ，in2 ,lnn: 
二 0, 
故 由 夹 遂 定理 得 lim 点 (inal) = 0, 从 而 
lm (1) = eo 1. 


1. 3.47 给 定 严 个 正 数 ma,…，,a, 记 4 一 max{a1,a2,… san) ,证 
明 lim Yi 十 中 十 一 十 区 二 A 
证 因 4== max{ai,a2,… aw) ,所 以 


mn 
轩 十 三 十 下 十 区 性 四 十 外 十 下 十 久 二 m4 

男 一 方面 ,十 中 十 十 中 之 四, 从 而 各 者 十 台 十 … 十 a 二 m4 

即 AZ Ya 起 十 十 二 4A、 Ym, 

由 于 lim4。 久 mn = 4, 则 据 夹 通 定 理 得 


lim Ya 十 用 十 十 二 4. 


工 3 48 计算 im 2 [Gt 二 D+ D-H] 
Ee ;- 
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解 令 y 一 十 DT 一, 则 my 一 一 二 mce 十 D, 求 导数 得 


1 1 1 
了 D jinn 
由 二 in(ee 十 1) 二 er 二 I" 到 1 nn Llnn 0 
及 y>0 知 ,yw 二 0， 放 y 是 关于 的 单 增 汪 数 ， 故 
< +DTD 十 < 一 一 一 ， 
iT 2 Ce 十 1 


当 ，-* co 时 ,不 等 式 两 端的 极限 是 1, 故 jim > Cw + D 十 一 1. 


较 尹 | 有 = Ly 
同 理 有 pe D) 十 < 这， 
故 lim > (一 D 证 一 1， 
Pog 
从 而 lim > [Ot D+ wD- =2. 
ol 


4. 单 调 有 界 数 列 的 极限 

1.3.49 ”证 明 : 若 {a,) 是 单调 递增 数列 , {5,} 是 单调 递减 数列 , 且 
m < blim(b, — a.) = 0, 则 lima, = limb,. 

证 “由 题 设 知 << 六 信之 aa 一 1,2,…), 故 {o.), 人 {} 单调 有 界 ， 
则 lima,, limb, 存在 , 故 lim (&. 一 0)= limb, 一 lime, 一 0, 所 以 

Jima 一 mt 

1. 3. 50 判断 下 面 数列 的 收敛 性 : 

(1) zx 一 pzo 十 ?pV10 十 … 十 pvyV10 (一 1,2,…), 式 中 mm 一 0,1， 
2,…) 是 非 负 整数 ,从 m 起 不 大 于 9; 

(2) mm 一 10/1 .11/3.。…。(C 十 9)/(2n 一 1) (n= 1,2,.), 
(9) 二 一 去 )Q 一 证 ) (一 去 ),(n 二 1,2,…)， 
(9 = 一 (十 一 )GL 十 村)…G 十 二) 一 12 
解 1 于 人 所 区 < > 二 的 放 
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列 {z,) 是 单调 增加 的 ,又 由 于 
0<z<pt+ /10+ 二 1/10) 之 po 十 1， 
所 以 数列 {z,} 是 有 界 的 ,从 而 该 数列 收敛. 
(2) 当 n>> 10 时 ,由 Ca 十 9)/(2n 一 1) < 1 知 , 该 数列 单调 递减 且 
显然 有 下 界 (z. > 0), 从 而 该 数列 收敛 . 
(3) 显然 ,0 过 过 1 又 zu41 二 2.(1 一 1/2*+1) 之 z,, 从 而 {z.) 单调 
递减 且 有 界 , 故 该 数列 收敛 . 


1.3.51 定义 数列 zx 为 :m 一 oz 一 bz 一 二 (za 十 zD，， 
二 去 (zz 十 -0，, 试 证 {zx} 的 极限 存在 (a,6 是 常 实数 ). 

证 不 妨 假定 sb 即 < 由 一方 (zo 十 帮 ) 得 wn 芝 < 
zi 由 zs 一 到 Ge 十 za) 得 zz 委 m 入 mm ,于 是 有 

d= II n= b, 

从 而 数列 {zz} 单调 递增 旦 有 上 界 ,数列 {z.+1) 单调 递减 且 有 下 界 ， 故 
{zz},{za+l) 都 收敛 . 又 由 za+t 一 za 一 到 Ga 一 zm-z)， 因 {za} 收敛 ， 
攻 za 一 za-2 一 0 (nn 一 00), 从 而 z+ 一 za 一 0 (~>oco), 即 limzz+ 
一 Jimzx 于 是 ,根据 1. 3. 15 题 知 limz, 存在 、 

1. 3. 52 ”给 定 两 个 正 数 a 与 hilai > 5b) ,作出 其 等 差 中 项 a = 
生 坝 号 与 等 比 中 项 如 二 Vad, 一 般 地 , 令 oti 一 全 二 台 ,bts 一 ab 
证 明 极限 lima， 与 limb, 存在 且 相 等 . 

证 由 于 Vab 莹 去 (@ 十 b), 喜 bri 芝 otion 一 1,2,…. 从 而 


hh VEEVb ha + 


< + = 


即 {a.} 是 单调 递 碱 数列 , 且 以 5 为 下 界 ;{5.) 是 单调 递增 数列 ,上 且 以 a 为 
上 界 , 故 它们 都 收 急 . 设 ld 一 alimh 一 6, 对 2+ 一 9, 十 两 边 分 别 


了 极限 ,得 20 二 9 二 有, 所 以 a 二 加 六 
一 答 一 


8$3 数列 极限 


1.3.53 ”证 明 数列 


VasVat v2 Ya+Va+…+ Va,(a>0) 


收敛 ,并 求 它 的 极限 . 


证 邻 ss 二 Na+ 和 Nadt+ Ma+t… 十 Va (n 个 根 导 ), 则 有 


su+1 二 Va 十 s,, 首 先 证 明 数列 {s,} 单调 递增 且 有 上 界 . 显然 ,si < s2; 设 
s < sk 是 自然 数 ), 则 ee 十 ss<a+sary vae+s< Ya 十 s+1, 即 
St+1 过 st+z* 则 由 数学 归纳 法 知 所 论 数 列 是 单调 增加 的 . 又 当 n = 1 时 ， 
有 sw = Va 过 Va 十 1, 设 4=k 时 ,有 s 二 Va 十 1, 则 当 n 二 上 
十 1 时 ,也 有 


st 一 Yao+s<Va 二 Ya 十 1 
<Va+2Ya 二 1I=vVa 十 1， 


故 由 数学 归纳 法 知 该 数列 有 上 界 . 
综 上 所 述 ,数列 {s,} 的 极限 存在 . 
下 面 我 们 来 求 它 的 极限 . 
设 lims。 三 4 已 知 s+1 二 a 十 ,于 是 2 二 a 十 4, 解 方程 得 
= 去 (1 士 Vi 十 条 ， 
根据 极限 的 保 号 性 知 ,i 不 能 是 负数 ,因而 数列 {s.} 的 极限 是 
lims, 一 (一 去 G 二 VT 46). 


1. 3. 54 ”证明 数列 .二 (1 十 十 )*，(n 二 1,2,…) 单调 递增 且 有 上 
界 ,而 数列 二 (1 十 十)*++(n 二 1,2,…) 单调 递 威 且 有 下 界 . 由 此 证 明 
它们 有 相同 的 极限 :lim(1 十 十) 一 lim(1 十 三 )*t! 二 

证 和 欲 证 zx 之, 即 (1 十) 之 (1 十 二 ), 亦 妈 


= 
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+<| 


1)" a 1 


3 7)". 


(1+a) < i 一 | ,或 1 
Lt 

由 题 1. 2. 3 可 得 上 面 不 等 式 ,从 而 知 数列 {z.} 是 单调 递增 的 . 

欲 证 -1 之, 即 (1 十 二) > (1 二 二) 只 须 证 


二 :一 全 
1 + L 了 2 1 1 
人 >1+ 士 或 = (十 二 > 1 二 二 ， 
由 1.2.3 题 可 得 (1 十 五 二) > 1 十 二 二 [> 1 十 工 , 故 数列 {g) 是 
单调 递减 的 . 
下 面 证 明 这 两 个 数列 都 是 有 界 的 : 


显然 有 3 1, 故 {y.) 有 下 界 .又 因 z, 之 y 故 z 之 yj 之 yi 过，… 
三 ys, 即 {z.} 有 上 界 . 
综 上 所 述 ,极限 jimz 与 limy, 都 存在 . 


又 limy. = lim (1 + 过) * limz, = limz,, 即 它们 有 相同 的 极限 , 记 作 
。 由 于 1<。<w, 故 取 a 二 5 得 1<e<( 世 )' 之 3. 

1.3.55 利用 lim (1 十 十 )" 一 。, 求 下 列 极限 : 

CD limCl 二) (2 lim(l+ pa 


和 1 1 
(3) lim(1 4 Zs (4) lim(1 小 > 


n—1 


i & 
i 
= iim 1 1 TI 
(Dt (lh 
1 1 


i es 1 
lmG 二 TD imG 十 iT) 


一 如 一 
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i 
Co mm 人 二 于 = 各 (+ 村 (+ 二 
一 e" 1 一 e 


We 荆 )> 十 一 
(3) lim(1 十 去) (I 二 于 辣 了“ 


1 ma2 
(4) lim [ 1+ 二 ) = jim th me ("+3) 


= lime™™ = e = 1. 


1.3.56 求 下 列 极限 


a 
CD lim (1 — ni C) im| 1 + 2 二 二 
(3) lim 一 上 全 一 上 二 上 。 (入) (一 二) 其 中 4 是 
常数 . 
解 (1) 原 式 = lim{[1 一 ( 王 ) 宁 -全 -一 e 一 1. 
2 
(2) 原 式 = hm[GL + 2 二 罗 0a 本 
| 有 一 大 十 1 A 
(3) 原 式 可 : oe res) 
A 
(1 一 全 ) 
lim 才 (1 ) + 一 <) ， 
| (1 一生》 
人 EAR 
= 着 -所 = 击 兴 和 
1. 3. 57 求 im (2 十 二) 
解 ” 记 4. 二 (二 = (1 十 二 于)", 则 有 
a es LD +), 
于 是 limaw-! 二 又 ou 一 (I+ 元 二 了 亏 一 了) 所 以 


ee 
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2 
24 一 2 


然而 im(1 十 冀 )= 一 im[G 十 一) 于 一 o 
Se [ew 


2 ts bl, a Ns 
Jim(1 十 区 二 2) = lim[(1 十 和 了 T) ] (+ FI) ee, 


下 一 了 
故 imaz 二 e, 从 而 lima. 一 lim (2 + 
1 


nC—1 
1.3.58 求 lm(1 十 十 十 十) 


1 sa 十 1 -3 十 上 1 
解 因为 去 十 一 二 一 2 一 】 


a 2 


)*, 


2 
(+ 专 ”<on<U+ 


) 一 el. 


,所 以 
1). LL+ly = )。 
(十 元 < (十 孝 十 识 )2< (十 这 TD) 


S TS 二 1 
而 lim(l + = lm (+ 


ao 和 


) 


=e= lm(l 十 Ly)., 


故 由 夹 到 定理 得 lim (1 十 二 十 十 > 人 
L 3.59 证 明 lim(1 十 1 十 击 十 喜 十 … 十 吉 ) 一 。, 并 由 此 证 明 


下 1 ,0 
AN 一 一 一 一 一 区 一 一 
公式 一 1 十 1 十 开 十 可 士 十 而 十 (0< 和 < 1) 


用 有 
证 因 

1 一 凤 

二 二 二 1 十 1 十 击 (一 二) 十 于 一 上 (1 一 和 ) 

1 1 2 ed \ 
二 有 证 py Sy a 志 祷 量 Er )， 
故 十 二 之 1 十 和 十 小 十 下 十 荆 CD 
四 1!1 21 nl 


又 若 上 是 任意 给 定 的 自然 数 , 则 当 = 之 上 时 有 
G 二 二 >1+1 十 击 G 一 二 ) 十 … 
+ 震 G 一 二 和 一 全 一 二 
令 * = oo, 由 1. 3.54 题 即 得 
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<>1+1+ 击 +… 十 在， 
其 中 上 为 任意 自然 数 . 若 将 上 改作 "并 注意 (1) 式 , 则 得 
e>1+1+ 击 二 …… 十 直 > + 二 
再 取 极限 , 则 得 lm 十 1 十 下 十 “十 动 ) 一 。 
又 由 1+1+ 直 十 … 十 二 <。 


十 … 十 工 十 
nl 


Ta Te 


区 十 … 


1 
Ca 十 1)! 
1 1 
<1+1+ 囊 十 “十 吉 


1 1 1 1 
timritomtytamt1 


|! 1 1 
= 下 51 二 上 上 证 刷 

可 知 ,存在 9. 满足 0 二 6. 二 1, 使 
1 9. 


| 
e=1+1+ 十 剖 十 “十 训 十 关 富 


B+) 
1 


nen! 


1. 3.60 证明; 二; < InGl 十 十 ) < 二, 并 用 此 不 等 式 证 明 : 
(el = 人 十 二 十 … 十 二 一 Ina} 为 单调 递 碱 的 收 全 数列 
证 “由 1.3.54 题 知 ,{(1 十 十 )+0 是 单调 递减 数列 ,{(1 十 工 )) 
是 单调 递增 数列 ,它们 都 以 。 为 极限 ,因此 有 
1<G+i)<e<ati, 
取 自然 对 数 得 0 之 nln(1 十 二) 之 1 之 (a 十 Din( 十 十)， 


1 
Rn 二 1 


上 面 不 等 式 等 价 于 ;二 [<inCs 十 D) 一 In 之 小, 由 有 边 不 等 式 可 


因而 有 ln(l 十 十 ) < 十 和 In(1 十 工 ) > 


得 六 nd+D 一 mg< 六 二 , 即 


Pe 


= 
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Nt ee 


于 是 c+:= 1 + 去 十 。 “十 一 in 十 D> 夺 1>0， 
即 数列 {c,} 有 下界 
再 利用 左边 不 等 式 可 得 


cs. 一 cl 一 InG 十 erp 


= In(l + 一 >0 
这 表明 数列 {<.) 是 单调 递减 的 
综 上 可 知 ,数列 {c.} 有 极限 , 记 作 lime = c 
注 。= 0.5772156649… 称 为 欧 拉 常数 . 
+ a 81。 证 明 以 下 两 数列 都 以 )n2 为 极限， 


1 
De tt “二 


a 
(2)b.=1 于 十 村 于 十 + (一 DT 
证 ”由 1.3.60 题 知 
1 1 1 1 
i fd ee EM ah Th hee BR 
一 (c 十 in2n 十 ta) 一 (c 十 nn 十 aa) 一 In2 十 em 一 sy 
由 于 limeo 一 lime, 二 0, 故 lima, = In2. 


0) 售 本 一 1 二 二 十 证 十 十 二 二 6 十 tt 二 其 中 是 
拉 常 数 ,lime, = 0. 则 有 
pts 
1 ,1 I 
tat"+a™ 3, 
ee | 
1 十 十 “十 包 TI = fH» oH 
加 二 二 
b= (十 可 十 下 十 二 二 了 一 (二 + 寺 十 "时 
= Ha— H: 
一 (c 十 ln2k 十 sz) 一 (c 十 ink 十 a) 一 In2 十 so 一 ay 
io- 一 和 十 去 


全 人 ' :£01 
| 


一 驳 一 
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从 而 有 limba 一 jimba-: 一 ln2, 故 limb, 一 In2. 

1.3. 62 ”证明 数 列 

zl 一 1],zz I + 3 
1 十 工 1 十 1 
1 十 一 T 重 
了 

有 极限 ,并 求 该 极限 . 

证 显然 ,0 过 之 1 (n 二 1,2,…), 且 太一 于 二 , 设 加 一 0， 
则 有 + 一 一 革 双 ,a 一 0,1,2,…, 由 此 容易 推 得 数列 

1+z, 


{za 是 单调 递增 的 , 故 数列 (za.) 有 极限 , 记 limzz 一 aa 


类 似 地 ,可 证 {z-!} 有 极限 , 记 limza 一 及 由 zz 一 了 二 后 一 知 ， 


4 一 于 由 z+1 一 二 壮志 知 'p 一 了 和 i 解 之 得 一 p 一 半生 一 !， 
V5 一 1 

设 连续 卫 数 f(z) 在 [1， 十 co) 上 是 正 的 .单调 递减 的 , 且 
= ro- [row 证 明 :数列 {6.) 是 收敛 的 . 

证 由 于 f(z) 在 [1, 十 co 上 是 正 的 ,单调 递减 的 ， 故 由 积分 中 什 


定理 得 5 一 6. ， Ss [se ro+ 人 三 f(z)dz 


因此 timz。 = 
工 3. 63 


= fw 「 Hz)dz = TCD 一 7) < 0， 
a 
这 理 : 满 足 4 一 1s 
2 3 
又 上 一 fGD 十 f(2) 十 … 十 fo) 一 | row | 1 
1 


et f f(z)dr 
| 
一 了 (1) — f(6) 十 f(2) + f(62) 十 … 十 fa 一 1 
二 5- 一 


第 一 章 分 析 引 论 


— f(é. DD 十 fa) > 7 > 0. 
其 中 i 名 i 二 1,i=1,2,…,n 一 1. 
故 数列 {5.} 单调 递减 是 有 下 界 , 从 而 收敛 . 
1.3.64 已 知 F(z,9) 一 元 fG 一 2,PG0) 一 和 y 十 5, 任 选 
zo 过 0, 作 zi == F(z0,270) ,zz 一 F(T1,271) Zot1 二 F(z,,27,),…. 证明 
极限 Jimz. 存在 ,并 求 其 值 . 


证 因 P(z9) 二 或 f(y 一 丰 , 则 FCsy) = 二 fG 一 D, 又 已 知 


2 
PC) = 二 一 ?十 5 一 二 [Ge 一 Di+ 9]， 
故 fy—D)=(— :+y, 
从 而 JG@ 一) 一 (9 一 2)? 十 9, F(z,9) = 下 [Gy 一 2 十 9] 
对 任 选 的 zo > 0, 得 数列 
zi = F(z0,270) = 去 十 9)， 


zs = F(z1,221) 一 去 地 十 9)， 


zt P(r2z) 一 下 (村 十 9 
因为 rz > 0, 故 此 数列 是 一 正 项 数列 : 


1 1 9 
由 二 二 1 十 9 一 可 (et 二 二)， 
1 1 9 9 
Ze+1 57 十 9) 4 (zi 二 a 十 二 面 9 ， 
“i 
可 得 za4 一 as 村 -+ 才 )+ 一 人 一 了 十 地 
上 i 一 
并 Zs] 
一 一 二 me 地 Ge 中 二) 
i 中 一 Ne 
ml 
一 一 7 村 C.- 十 9 
Za—l 不 a= St 
二 汪 妆 


| 一 54 一 


| 
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即 x+; 二 = 所 以 数列 人 天) 是 单调 递 威 的 . 
又 因数 列 {z.) 是 正 项 数列 , 故 0 必 是 其 下 界 . 或 由 


二 下 (十) 一直 3 十 9) 之 趟 "203=3 
知 3 也 是 单 三 数列 {z,} 的 下 界 , 所 以 limz。 存在 , 设 limz， 二 1, 则 1 之 3. 


对 zt 二 起 ( 必 十 9) 两 边 取 极 限 , 得 7 = 二 ( 有 十 9) , 解 方程 ,得 
1 一 十 3. 由 7 过 3 知 !=3, 即 1 一 limz 一 3. 
1.3.65 设 由 达 0， wii 一 巡 一 十 1，C 一 1,2,…), 试 求 


lim wu,. 


解 ” 当 ww 过 1 时 ,由 数学 归纳 法 易 知 % 志 1, 上 wi 一 如 二 以 一 
2w 十 1 之 0,bn 二 1,2,…), 故 {uw} 是 单调 有 界 数列 ,从 而 limw 存在 .在 


an 一 认 一 和 十 1 两 端 取 极限 , 易 解 得 limw。 一 1. 
当 和 之 1 时 ,可 以 证 明 limw 一 十 co ,证 明 如 下 : 
由 上 已 知 wx 单调 递增 , 故 w 三 z > 1(n 二 1,2,…), 再 由 


wz— l= = uw — 1), 


加 一 1 一 姑 一 2 一 to( 一 1)， 


+ 一 1 一 好 一 如 一 (如 一 1)， 
诸 式 两 端 分 别 相 乘 ,并 约 去 非 零 因子 ,得 


ht =u 1) > ww — 1), 
汪 <1 
而 当 n-> oo 时 ,lu 一 D) 一 十 co, 所 以 lm 一 人 有 
1. 3. 66 设 a > 0,nt1 一 二 G. 十 二 ) ,Oo 一 1,2,…). 证 明 ; 


limz = V2. 


证 由 如 > 0,zh 一 二 纪 十 之 ) 知 , 必 有 开 >> 0,(n 二 1,2,…)， 


一 6 
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且 m= VE E+2 V3] VI, 1,2,.) 


B14) <i) 1 = 1,2,.. 
+) +) = = 1,2,…), 


所 以 {z>} 是 单调 递减 是 有 下 界 的 数列 ,从 而 {z.} 收敛 . 
设 limz = 4, 则 4> 0, 对 zt 一 去 Cz, 十 之 ) 两 边 分 别 取 极限 ,得 


4 = 去 (4 十 二 ), 即 全 一 2, 从 而 有 4= W3( 因 4> 0, 故 4 一 W 了 3 


会 去 ). 由 此 证 得 limz， = V2. 
1. 3. 67 ” 设 数 列 {z,} 由 递 推 式 
t= 让 (2 二 3) n= 1,2,3,.… 0) 
确定 ,其 中 zi 二 0, 证 明 极限 limz. 存在 ,并 求 该 极限 . 
解 ” 当 二 1 时 ,用 归纳 法 可 以 证 明 该 数列 的 所 有 项 均 不 超过 1. 
事实 上 ,车 1, 则 zt 一 二 (24. 十 3) 过 二 (2X1+3) 一 1 


其 次 ,由 .<1 易 知 ni 之 言 (2 十 3z.) = z., 即 数列 (z.} 单调 北 


增 且 有 上 界 . 
当 z 之 1 时 ,类 似 地 可 证 {z,} 是 单调 递减 数列 , 且 有 下 界 1. 
综 上 所 述 , 当 z 二 0 时 , {z.} 是 单调 有 界 数列 , 故 limz, 存 在 , 设 为 


在 (1) 式 两 边 对 取 极限 ,得 一 二 (21 十 3), 解 此 方程 可 得 


lmz, 一 (一 1. 
1. 3. 68 已 知 数列 z, 定义 为 
二 让) 一 1,2，…， (1) 


其 中 为 正常 数 ,am 是 任意 正 数 , 求 amz. 


解 ” 因 > 0,z>0, 由 z 的 递 推 式 知 z > 0. 又 由 算术 平均 值 不 
小 于 几何 平均 值 知 


1 
二 -二 二) > = 一 V aa 一 2 
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再 由 也 -一 去 (! 十 二 ) 之 1,4 一 2,3,…, 知 {z.) 单调 递 威 且 有 下 界 ， 
故 limz, 存在 , 设 为 

在 (1) 式 两 边关 于 * 求 极限 ,得 /一 二 (十 全), 又 据 /(> 0 可 解 得 
(= Ma. 

1.3.69 已 知之 如 之 0, 作 如 下 两 个 数列 一 地 Co 十 避 )， 


一 0,1,2,. ,b+ = = 1 …, 求 lma 和 limb 


解 由 数学 归纳 法 及 和 &++ 的 递 推 式 可 知 ,a+: 与 44+: 都 在 
与 b 在 之 间 , 且 a 之 6,n 二 0,1,2,…. 于 是 有 
0 下 之 bl 之 bo 


故 两 个 数列 a. 和 b. 都 是 单调 有 界 的 ,从 而 极限 存在 . 
记 lima = 4, limb, = B. 由 于 


ag, — ba)? 
2 了 让 < 


i 一 0 一 0, 从 而 知 4= B. 
易 知 a.b, 二 aobos《n 二 1,2,…), 从 而 和 二 aobo, 故 有 
lima, 一 limb, = A= VY aobo. 


ao+1 一 如 + 一 言 (@ 一 bon = 0,12 


ZI 
1 加 1 十 


1. 3. 70 已 知 z =1, z= 1 二 二， 站 Tz- 
1 


求 limz,. 
“ 解 显然 ,z, > 0Cn 二 1,2,…), 又 
22— 21 1 十 

假设 二 一 mm- > 0, 则 
Ze+l 一 健一 (上 十 


TH 2>0, 


TT 
网 | 

hd Te ey 
即 mn+ > za,, 故 由 数学 归纳 法 知 {x.} 单调 递增 . 


Ta 


) 


.7 
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又 二 2 一 了 二 二 2', 即 (z.) 有 上 界 , 故 jimzr 存在 . 


TF 
令 limz, 二 0， 则 4 之 0, 对 一 1 十 了 于 二 一 两 边 取 极限 ,得 a 二 1 
二 卫生 所 4 之 0 解 此 方程 得 a 二 关 十 ,所 以 
| 1 十 VS5 
2 


a—l 
1.3.71 设 z= Din(zo 一 ,二 2,3,4,…, 其 中 z6>> 0,z 一 


in 试 证 imz, 存在 并 求 该 极限 . 

解 ” 由 于 当 z 二 0 时 ,不 等 式 Inz 过 z 一 1 成 立 , 所 以 zo 一 z== zo 
一 Ijnzo 之 1, 一般 地 , 设 对 上 有 z 一 五 志 1 则 mt 一 人 一 In 一 轨 ) 委 
ze 一 zt-b 即 z 一 zi+: 过 1, 故 由 数学 归纳 法 知 z 一 忒 过 1 一 1,2,3， 
…. 由 此 可 见 , 对 于 一 切 nz, 都 有 定义 ,并 且 zx 是 单调 递增 且 有 界 的 数 
列 . 因此 limz 存在 , 设 为 人 

由 z+ 二 十 In(zo 一 z) 及 函数 lnz 的 连续 性 知 

1 二 1 十 jn(z 一 0)， 

由 此 解 得 limz. 一 :一 mm 一 1 

1.3.72 设 pz 一 1,2,…) 为 趋 于 十 co 的 任意 数列 ,q.( 一 1,2， 
…) 为 趋 于 一 ce 的 任意 数列 ,求证 

lim C1 十 二 = lim(1 十 二) ie 
证 令 二 [pj, 即 表示 z, 的 整数 部 分 , 则 <p 和 < re 


由 于 如一 十 0, 秦 一 十 ,从 而 (1 十 元 症 一 。. 因 让 之 士 之 


A 
bh 


二 二 < tt 二 六 次 
二 二 了 克 Q 十 二 ?> (1 十 二 ) > tet 


lim(1 十 Et lim(l 十 


六 一 e， 


让 可 
所 以 im (1 十 二 一 e. 
其 次 , 因 9 一 一 co, 令 了 一 一 4, 则 天 一 十 c. 于 是 


| 一 58 一 


$3 数列 极限 


De Py 
et i 
1 


1 
-lm “二 


) 一 e， 
故 imG 十 二 六 = ImGL 二) 一“ 
1.3.73 ” 设 g1,g2,93,… 是 使 下 列 不 等 式 0 过 g, < 1,(1 一 9)9.+ > 


本 ,Ce = 1,2,3…) 成 立 的 任何 数 ,证 明 limg 一 去 


证 因 对 任何 实数 =, 有 zl 一 z) 之 考 , 因 此 (1 一 4.< (1 
gg9.+b 又 由 g < 上 知 1 一 % 过 0, 所 以 % 过 go+1, 即 数列 {9.} 单调 递增 
且 有 上 界 1, 故 极限 limg, 存在 . 


设 limg, 一 泌 则 由 (1 一 9)9.+ > 十 知 ,! 必 满足 (1 一 站/ 之 放 , 于 是 


必 有 1 一 半 , 即 img 一 站 
1.3.74 ”数列 {w} 由 递 推 公式 = bwu+l 一 好 十 (1 一 2o)w 
十 Cn 之 1) 所 确定 , 当 a 与 5 为 何 值 时 数列 {uw} 收敛 ?收敛 时 求 其 极 
限 . 
解 ” 由 ti 二 如 十 (1 一 29)w 十 a 知 ,如 果 {w} 的 极限 为 4, 则 
4 一 4 十 (1 一 204 十 oo, 即 4 一 
另 由 递 推 式 w+ 一 好 十 (1 一 2 十 ao 得 一 如 十 (一 a)2， 
故 w+ 之 wu 
车 对 所 有 的 ,都 有 w, 三 a, 则 {w} 单调 递增 且 有 界 , 从 而 {u.} 有 极 
限 .而 若 对 某 一 个 ;有 xu > a, 则 存在 正 数 7 > 0 使 之 a 十 7, 故 对 一 切 
j >; 有力 > 十 7, 这 说 明 {uw} 不 可 能 有 极限 a, 从 而 极限 不 存在 . 因此 ， 
tu} 的 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 对 一 切 ,都 有 过 o. 
车 5 二 a, 则 之 a, 从 而 {w) 不 收敛 
若 4 二 a 一 1, 则 a 一 5 这 1, 所 以 
Wz 二 十 (一 a)?= 6 二 (ab):>b+a—b=a, 
故 tu) 仍 不 收敛 . 
若 a 一 1b a, 则 易 知 a 一 1 二 wa, 利用 数学 归纳 法 易 得 


一 B= 
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a 一 1 之 ww 过 a, 此 时 {4} 收敛 ,并 且 limu, = a. 


综 上 所 述 , 当 且 仅 当 时 4 一 1 三 5 之 a 时 ,{w} 有 极限 , 量 为 a. 


2 
1 3.75 设 半 > 0444 一 全 各 村 39,a > 0 (x 一 1,2,…), 证 明 
limz, 存在 ,并 求 该 极限 . 
z(z2 十 3a) 


证 因 二 > 0, 且 函数 -3z 二 go 是 单调 增加 的 , 故 若 0 < mm < 


Va ,; 则 0<<< 半 一 Ya，…0<<rzr< Va, 又 此 


时 ti 一 = 守 辐 二 并 > 0, 因 此 fz.) 是 单调 递增 且 有 上 界 的 数列 ， 
故 linz 存在 , 设 为 4 
又 由 zs 一 人 各 本 9 知 1 一 和 32. 解 此 方程 得 1 一 W 5 


若 Va 过 zw 则 Va 过 zsz.41 一 过 0, 即 {z.) 是 单调 递减 是 有 
下 界 的 数列 ,故此 时 limz, 也 存在 , 同 理 可 求 得 tmz 一 Va. 


5. 施 笃 兹 定理 和 托 普 利兹 定理 
1.3.76 证 明 : 若 y%+i > 加 (一 1,2,，) ,lim 和 一 十 ce ,并 且 


由 绩 三 交 存 在 , 则 有 各 半 一 各 下 三 克 
证 “假定 im 对 二 全 一 4. 由 此 并 注意 到 一 十 oo 可 知 ,对 于 任 
给 的 。> 0, 存 在 正 整数 N, 使 当 *> 时 , 恒 有 加 之 0, 且 | 二 全 一 
€ TN+i+1 一 ZN > 
4|1<< 志 从 而 4 一 也 St + 人 
因为 %+ > 如 ,所 以 ,这 些 分 数 的 分 母 都 是 正 数 ,于 是 得 


(4— Yr tt zo 


已 


<< AU+E Yt ,i= 1,2,8,.", 
所 以 , 当 * 之 和 时 有 
一 朗 一 
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一 


oy 
py (4 一 二 ) yytit — y+) 过 BD) eurits 一 zw 
pe 


A 
< Dt EG 一 nr， 

即 (4 一 半 )G 一 gtD) 之 zhi 一 zwt1 < (4 十 Dt y+) 

则 当 >> 时 , 恒 有 | 天 二 全 tt 一 4| < 去 .另外 ,我 们 有 
和 14 ZL 一 Ayyt! 十 (1 一 Ht) 4). 

加 EA EA 加 一 gr+l 

注意 到 ! 一 十 e ,可 以 取 正 整数 > N, 使 当 z > N' 时 ,有 


2 
| 2 7 tt| < 


于 是 由 yr > 0 及 上 述 推 证 知 , 当 n > N' 时 ， ,有 


4| <e， 即 lim 了 2 A= lim + 
ae Yt1 OO 


ee 


注 ”本题 称 作 施 笃 效 (stolz) 定理 
1.3.77 若 数 列 z(a 一 1,2,…) 收敛 , 且 z. 之 0, 证 明 


lim 以 riza* I = jz 
证 设 lima 一 0, 因 0(=1,2,…), 故 a 宇 0. 先 设 a 二 0, 则 


Ina. 于 是 ,由 施 笃 兹 定理 得 
lim TL dna 十 lnz: 十 … 十 Inz,) 一 Ina. 


5 | i a - 
故 lim Yaarz, = limer tit tii) = em = q = Jimz,. 


车 a = 0, 设 = Yzriz…z, 则 对 任意 。 > 0, 存 在 正 整数 入 ,使 当 
">>N 时 ,有 0<<z 过 所 , 从 而 
0<~y,= VY riz2zy 。 EE < Waizareezy 


因为 lim Yrzeezy 一 1 lim() 一 玫 , 故 必 存在 N' ,使 当 n>>N 
时 
一 61 一 


limlnz, 一 
ooo 


e ay 


0 


第 一 章 分 析 引 论 


0< Yrsy <2, (了 ) 了 << 六， 


所 以 , 当 na > 之 N' 时 ,有 0 二 <2: 加 一 *, 即 lim = 0. 
注 如 果 limz。 三 十 cc, 则 本 题 结论 仍 然 成 立 . 
1. 3.78 ”计算 下 列 数列 的 极限 

1+ V2+Y3+… 十 Yn, 


(1) a, 
en 
解 (1) 由 于 lim Yn = 1, 则 据 施 笃 效 定理 知 ima 一 1. 


(2) 由 于 / 3 去 … 吉 , 而 lim 二 0, 则 由 1. 3.77 题 知 ， 


limb, = 0. 


Se 
1.3.79 计算 Im 二- 一 ,其 中 是 任意 实数 


(2) 0 一 


Set le+f1 十 2a+1 十 … 十 net! 


已 Nt 
解法 1 因为 全 记 二 如 二 5 一, 故 可 用 施 笃 兹 
nO) nt 
[en 
定理 来 计算 . 
设 z 一 14 十 2 十 入 十 mt 和 一 mt 则 
le+! 十 2e+1 十 … 十 ne+l 并 
lim 2 lim 一 
a x mo 所 
lim 于 二 za: 一 th 
py nr Cn 1 
二 nt 
e+2 一 [net? 一 (Ca 十 2)no+l 十 tt Dm 一 …] 
| 
| a 二 2 


| pr 
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同 理 可 求 得 lim + el 


因此 


1.3.80 设 ao 一 0, awti 一 1 十 sin(a, 一 1), 二 0,1,2,…, 试 求 


解 ” 令 b= 二 4 一 1,n 二 0,1,2,…, 则 由 oi 二 1 十 sin(a, 一 1) 可 

得 : 
bri = sinb, (n= 0,1,2,..). SM 

因为 = 0, 故 有 bo 1, 从 而 b= sin( 一 1) 过 0, 由 此 推 知 4. 过 
0. 又 当 z 过 0 时 , 人 恒 有 z 过 sinz, 故 5b 过 sinb, 一 bn 一 0)1,2 > 
即 {5.} 是 单调 递增 且 有 上 界 的 数列 , 故 极限 存在 - 

设 limb, = 4, 则 由 正弦 函数 的 连续 性 及 (1) 式 得 /一 sin!, 解 得 ! 一 0， 
所 以 limb. 一 lim (a, D 一 0, 即 ima. = 1. 


< 一 8 一 
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a 
再 据 施 笃 效 定理 得 lim * = = lima, = 1. 


1.3.81 已 知 siniz = sinz,sin,z = sin(sin,_17), n 二 1,2,3,…, 若 


sinz 之 0, 证 明 lim 总 sinz 一 1. 


证 “ 取 定 z, 显 然 当 ” 一 十 co 时 ,sinsz 单调 递 威 且 趋 于 零 ,于 是 由 
施 笃 效 定理 有 


limnsin#z = lim -一 lim ?证 2 -人 
Sin3z siniriz siniz 
， 1 1 EE 1 
但 tim 一 | Tt a 
sin2+iz sin?z sin?(sin.z) sin?z Sin2z 22 


limnsin?z . 
所 以 lim Nsinz = 3 = 1]. 


1.3.82 设 产 > 0, 一 1 2 定义 数列 (9 如 下 :9 一 P 十 pz 十 
十 Poon 二 1,2,…, 并 设 (9.) 发 散 ,但 limpgr = 0, 试 证 
PigTL 十 pzgi 十 … 十 pgrl 空中 
Ing, 


证 因 {p) 为 一 正 项 数列 , 且 (9.}》 发 散 , 故 {9.) 必 单 调 递增 至 
十 co, 从 而 {lng,} 也 单调 递增 趋 于 十 ,根据 施 笃 兹 定理 ,有 


lh 1 十 。。 一 ! 一 ! 
Jim PAT 十 Pegi 十 … 十 pg Jim Pg 
ao lng, ac Ing, 一 Ing,—1 
,pg - prqs 
1 
= min Pp 
pt ht 


prq Ne 1 
lm — in(l ~ 895) lm 一 jn(t 一 2) 


这 里 用 到 题 设 条 件 impzg7 一 0. 
1.3.83 设 po 十 pi 十 … 十 pe 一 1CG 一 0,1,2,…) ,又 设 
= psoze 十 psizi 十 pozzz 十 … 十 Boozs (一 0,1,2,.), 


1. 


一 和 


8》3 数列 极限 


且 志 之 0 ij 二 0,1,2,…), 证 明 : 由 limz. 一 a 推出 limy, 一 “的 充分 必 
要 条 件 是 limpwn 一 0 Cm 二 1,2,*…). 

证 “充分 性 由 limz, 一 a 知 ,存在 MM 之 0, 使 |z. 一 a <M 一 
0,1,2,…). 又 对 任意 <。 和 0, 存在 正 整 数 N" ,使 当 4>N* 时 | 一 a| 过 
计 又 由 imm 一 0G 一 02 ) 知 ,存在 Ni > N ,使 当 > 人 


时 ,有 0 和 了 < 了 = 0 2 NN). 
令 N= ,max.{N), 则 当 = > 入 时 ,有 


ln l= EE 光 区 二 中 
> ‘vt 
I» 并 3 eu € 
<N**M 3NM+ 2 < 也 只 加 e. 
imy +1 


BTlimy, = a. 
必要 性 。 对 任意 m, 当 nn 宇 m 时 ,定义 
{x 天 mn 
2 一 (n= 1,2, ,mm 二 1,***) 
1]1， n= m, 


则 limz, 一 0， 此 时 y= pz 之 mm 所 以 limy, = limz, = limpwn = 0. 


注 ”本 题 结 寺 论 称 作 托 普 利 兹 (Toeplitz) 定理 . 
1. 3. 84 ”已 知 两 个 正 项 数列 {p.} 和 {9,) ,它们 分 别 满足 条 件 


pe 
外 丙 十 轴 十 必 干 元 = ni ao 
全 
一 ?og, 十 Pig. -1 十 … 十 pqgo za 一 0 1 2 
证 明 {r,} 也 满足 条 件 lim 区 二 交合 区 二 二 0 


To 十 TI 十 … 十 7。 
证 令 己 = 十 站 十 … 十 pg 一 十 9 十 … 十 0 
及 一 mo 十 mi 十 … 十 ra 一 0,1,2, ,又 令 


P- 一 "mn, 


Po 
PoQ 十 PIC- 十 … 十 peo 


< 是 
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显然 RTT (n 一 00), 所 以 对 任 一 固定 的 m, 有 


limP,n = 0， Dr-~ = 1. 又 因 


7. _ po + Pig,-: 十 … 十 pg go gq 和 
局 DO 二 一 二 一 Pe 各 十 Pu 如 二 +P 各， 


Ts 


故 据 托 普 利 效 定理 有 lim Pre 人 委 0. 
1. 3. 85 设 m>0 CQ 二 0 ls 2,.. *) ,又 设 


(1) lim RT 0， (2) lms.=s. 


证 明 ;lim sp。 十 sip-: 十 … 十 spzo_ 


mp 二 十 … TT 


i Le = D2 E27 
证 令 pm pr 让 二 8 0,1,2,… ,二 1,2,…). 因 


为 0< p< ns m, 有 


limpm 一 0, 且 > po = 1, 


又 & 一带 让 二 em 一 六 pa, 因此 由 托 普 利 效 定理 


得 limy, = lims, 一 s. 
6. 综合 问题 
1.3.86 求 下 列 各 极限 : 


1 1 1 
(Di 十 十 … 十 
| VAdn—1: V4a: 一 22 | 5 
sina 十 sin(a 十 七) 十 … 十 sin(e 十 2 一 了 
(2) lim 


1 1 i 
(3) limaf THT + 


(4 im(G Tt t a) 


一 66 一 


$ 3 数列 极限 


It+Y2+V3+%+ Vs, 


(5) lim 

a: nVan 

a 1 1 
ey tp ht 
(Co > 0) 
68) lm 二 让 十 丰 二 二) 


十 1 十 


1 
1 =im 
解 (1) 原 式 mt 4 — (C2): 
n n 
下 
| 
n 


-| - arcsin | ee 
oV4—z 2 6 
(2) 当 b = 二 0 时 , 原 式 = sina， 
当 5 关 0 时 ， 
el 
原 式 = lm ZsinGo 十 二 工 


上 
一 ac 十 bz)dz = 二 [ceoa 一 cos(a + 6b)]. 
0 


1 
; 人 "dz 1 3 
(3) 原 式 = lim 2 = [ = arctgz| 一 一 . 
吉之 1 十 (Ty sl+s 上 4 
im 1 1_[f a 
(4) 原 式 = lim os 
下 之 (1 十 全 nn J+tz) 


Ps 
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1 | ”dz 
(6) 原 式 = lim 。 In2. 
加 > 1 十 二 0 il 站 


， 
(7D) 原 式 = 各 > C) "= | ze i 
0 


(8) 原 式 = lim n> 5 -| ezndz 一 去 ce 一 1 
求 lim CO 


1. 3. 87 mn 二 二 二 
解 CD 设 z 季 -1 天 一 1 则 
{和 
原 式 = lim 2 


六 


> Re 加 [fae] G+ D+ 


| [Dy Le+1] [fe] CE 
(2) 设 z = 一 1,y = 一 1, 显然 原 式 = 1. 
(3) 设 z= 一 1,y 关 一 1, 则 
原 式 一 lim(1 十 误 十 十 十)+ 
{oe 当 y 二 一 1 时 ; 


0， 当 y 过 一 1 时 ， 
(4) 设 zt 关 一 1,y = 一 1, 则 


原 式 = lim I lL nh 
(1 十 二 本 必定 2 


本 位 当 z 二 一 1 时 ; 
十 cc， 当 z< 雪 一 1 时 . 
1.3.88 计算 limcos 去 cs 子 …eos 译 (天 0 是 实数 ). 


8$3 数列 极限 


1. 3.89 ” 求 下 列 各 极限 : 


,3 Y nsinn! 
(1) lm 
(—2)+3 
(人 rar Tt 
1+a+te 二 二 oe 


mtotetetr ll < bl<D, 


NN 一 1 
(4) Jim( 更 十 更 十 六 十 一) 
(5) lim|l 工 一 全 十 了 一 十 (一 Do 于 
we n n Rn n 
， -1 22 Ca 一 D? 
(6) lim[ 吉 十 年 十 十 和 一 ]; 
1 3: C2n — 1)? 
(07) im[ 训 十 种 十 下 十 一 二 一]; 
5 2n— 1 
(8) | 
(的 im[ 了 二 二 开赴 志士 二 
el.2 2.3 n(n 1)- 


0) lim(V2 VY2 W202); 
十 Gn! 十 十 qs-in 十 a 
DD) nr om 二 二 0m 十 如 "其 中 km 都 是 自然 数 ， 
且 丰 和 mioy 6,(i 二 0,1,…,k; jj 一 0,1,…,m) 都 是 与 4 无 关 的 常数 , 且 
qo 0,bo A 0; 


ce 人 
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2 十 3 
(12) lim rr rr 
2sinn!) 
解 〈D 原 式 = lm 二 一 一 一 一 0. 
a 
n 
+! 
(2) 原 式 = lim $: 
(一 全 十 3 
ee 
(3) 原 式 = lim (二 5770 一 5) 一 Ta 
(4) 原 式 im 坟 . 包 二 一 im 壮 G 一 小 ) 二 广 . 
(5) 原 式 = lim [1 一 2 十 3 一 … 十 (一 Dm] 
| 1 一 (一 1 
ed | 
1 一 (一 D _ 1 
i 
(6) 由 于 了 十 2 十 必 十 一 0 一 外 二 De 一 也, 故 
一 DOn 一 1) 
ee 
1 1 1 
dim, 和 0 nl 25) 等 


(7) 设 s = 1 十 2 十 … 十 呈 , 则 
1 十 3 十 … 十 (2 一 1)2 一 S: 一 48。 


二 [2n(2n + DC4a 十 1) 一 aa 十 1)(2a 十 1)] 


一 上 十 (DC 二 20 一 圳 (2a 一 D2n(2n 十 1)， 


故 原 式 = lim (2r— 1)(2x+1)_ 村 


3m2 3 
(8) 设 = 一 证 二 人 则 
2 =1+3 + 赣 中 -+ 抱 ， 


8# 3 数列 极限 


两 式 相 减 ,得 = 1 二 1 十 二 十 …… 十 趟 ;一 天 二 


2 2 
过 1 2 2 十 3 
二 BS, 
故 ” 原 式 = lims, 二 3. 
(9) 原 式 = lim[(1 一 小 ) 十 (二 一 二) 十 … 十 (J 1 )] 
PN 2 2 3 “Ts n+l 
-mma -pt 
(10) 原 式 = lim( /了 .YI Yo. Wa) 
二 Jim245+ 和 + 在 +~ 4 二 lim2! 3 一 -= 2. 
am 3 
9 ar 
(11) 因 ao 十 ant 十 … 十 a te 
Br bn 二 be 十 二 让 i 
im 和 ”一 i 
1 当 4 二 时， 十 各 十 十 全 和 
因此 , 原 式 = limn'-"。 a 人 


mm 十 卫 十 … 十 全 全 当 k 之 m 时 ; 
如 十 于 十 下 十 妈 
(12) 由 lim (二 ) 一 0 知 ， 
3[(C 人 3 十 二 1 cea | 1 

原 式 = lim 3 lim 了 

> 3 十 1] 人 [C3 大 全 
1. 3.90 判断 下 面 数列 是 否 收敛 : 
Dae), = (1 


Ea y 


to), = {1 去 ,2 二 ,3, 工 了 1 


Eo 
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C3) (a) 二 和 0.2, 去, 玉 ' 计 ,了 芝 本 


(4){a)} ,= 人 ， 


~ 一 2 十 (一 3)1” 
(ti 一 (一 写本 生殖 | ， 
解 (1) 由 于 ou-, 一 一 华 寺 一 一 1 十 去 一 一 10- oo)， 
2k 1 
= 一 1- 于 二 Tl 0). 
故 由 1. 3. 15 题 知 所 给 数列 发 散 . 
(2) 由 于 aa_1= 二 ko00 (tt 一 co)， 1 ee 故 


5 十 1 
由 1. 3. 15 题 知 所 给 数列 发 散 . 


(3) 因为 on 二 和 一 1 Go0) sn = 1 1CGt-* co) , 据 


1. 3. 15 题 知 所 给 数列 收敛 . 
(4) 因为 (a), = fsin 芝 和 ,= {1,0, 一 1,0,1, 一 1,…) 显然 是 
-发 散 数列 , 据 1. 3. 15 题 知 所 给 数列 发 散 . 


EE 
2 十 3w _ 3[C3)+1] 


(5) 由 于 上 -> co 时 mx 


1 
er 


2 
2 ae- (+1 1 
BE (了 "十 :AS 
据 1. 3. 15 题 知 所 给 数列 发 散 . 
1.3.91 人: 
(1) lim n> TT 
(2) amG 一 去 )G 一 一 站) 
(3) 人 


> 


§ 3 数列 极限 


解 (1) 因 1 FF2 十 … 二 aa 十 1, 故 


2 
1 2 2 Ee 
1 
OTTIT TF 
1 1 1 1 
i rr ET i er er 
| a 1 1 
-2(T 一 到 十 2 二 -二 ) 二 2 一 二) 
1 1 
二 “十 2( 衣 一 二 
1 
= 20 一 站) 
1 lim2(1 -1 )—2 
Tata lm N+ 


(2) 因 (1 一 去 )G 一 可 )…(1 一 二 ) 


QQ+D2—D.B3+D)3 DD.,..,nt+ Dn— 1) 
Se 2 ED Se ne 


i 1 1 1 二 
所 以 im (1 一)(1 一 5)*…*(1 一 喜 ) lim De 


2 2 2 
lim( + 人) im[ 二 十 D(2n 十 1) 3 
1 
人 
ae Gn = 6 2 
1.3.92 求 


lim 二 [Ge 十 也) + +t) 十 十 十 于 一 Do) 
woo RR n Rn n 


解 lm [G+ + +) 十 … 十 (十 色 二 Do)] 


ee 
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= im lm D+ ett De] 
ee 29 = zs 十 多 


1.3.93 证明:lim 一 e. 


4 


证 Po .), 则 因 lim 2 一 lm 十 二 一 


据 1. 3. 25 题 得 lim 


| Vet+YstYe 本 于 + Ye) ,we> 0). 


1.3.94 求 lim 


f 1 下 
3 


L 
解 由 于 liman| 人 二 “二 a | = lim | 


性 十 让 十 | 
| 二 上 
， 可 必 lna 十 姑 lnbg 十 clnc)/( 一 去) 


| 
一 本 In(Cabc)， 
上 二 上 二 二 
故 人 + + = limev t+ 一 dt" ~ ate, 


所 以 原 式 = Yabe. 
1.3.95 求 limz[ 一 一 ~ 1]. 
”+ 2 


解 ” 设 y== (1 + 二), 则 lny = zin(1 十 十 ), 两 边 求 导数 ,得 


和 1 
E# = slin(l + 二) 一 了 二 zj] 
1 1 1 1 1 
eg +t-TF >D 


§3 数列 极限 


z+ (zl>) 


1 
2 +3 +"] 
A 
= 人 总， 
于 是 
limz[ 一 一 — 1] = lim 1 am 
i Fd 
ba Ea I 
从 而 原 式 = 二 
1. 3.96 ” 求 下 列 各 极限 : 
F? 2 ;和 一 生生 
(CD limn (arctg 3 arctg < 十 T)， (a 0); 
(2) lim (cos £2)". 
解 (7 因 lim #*(arctg 一 — arctg > 4 1) 
a a 
i arctg 了 — arctg = 
Er 主 
了 2 
RE i 
2 (sz 十 1 辣 
1 -yz 0_ yz 
让 示人) 上 GT 
st 机 


工 
i 2z 十 于 
:tm 2 (好 2 十 oa)[Cz 十 1)5 十 o 林 


< 
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(2) 设 y = (es 上), 则 Iing = zineos 全, 因 


0 9 
Incos 2 二 如 《= 去) 
limlny = lim I i hn 一 0， 
本 a 
故 原 式 = e" = 1. 
1.3.97 计算 


lm L[Cat+ 8) + (十 22) + + at 8]. 


解 原 式 = tim 二 [Cn 一 Det Att te Dp 


= lm[ a+ 1p] =a+ 了. 
1.3.98 设 |z| 二 1, 求 
lim(1 十 z)(1 十 za)(1 十 z0…(1 十 z2). 


解 ” 原 式 = lim 了 (1 一 (+ 二) 


= lim Tt C1 二 2 一 
1 十 1 
= lim = (lz| < 1)， 
ea } 
1—2z 


1. 3. 99 。 求 下 列 各 极限 : 
+ 
解 (1D 设 y==t8( 盾 十 士 ), 则 


-= 


iny 二 zmtg( 于 十 十) z>> 二)， 


inte( + 二) 
因 liminy = lim 一 一 和 一 一 


二 : 
z 


$ 3 数列 极限 


1 


ee = 
x 
故 原 式 = e?. 
(2) 因 1 一 一 一 1 


bs aS0; 

1. 3.100 回答 以 下 问题 : 

(1) 当 {ow-1), {aw) 都 收敛 时 , {a,} 是 否 必 收敛 ? 

(2) 当 {aa-1),{aa),{au) 都 收敛 时 , {a.} 是 否 必 收敛 ? 

(3) 若 {a,} 是 单调 数列 , 且 数 列 {aw) 和 {ax-,} 中 至 少 有 一 个 收敛 ， 
这 时 能 否 保 证 {a.} 必定 收敛 ? 

和 解 (1) (a,) 不 一 定 收敛 . 

例如 ,数列 a, = (一 Da = 1,2,… 不 收敛 .但 ao- 一 lou 一 1， 
(4 二 1,2,…) 都 收敛 . 

(2) 设 imax- 二 aiimaw 二 5,limay 二 c, 则 {ow) 的 偶数 项 子 列 为 
fan) C {aw) ,从 而 limas 二 c. 同 时 {ow} 也 是 (aa) 的 一 个 子 列 , 即 {aw} CC 
{au) ,因此 又 有 limas = lma» 一 5, 故 5 一 c. 

完全 类 似 地 , (aa} 的 奇数 项 子 列 {as-:} 也 以 C 为 极限 ,但 它 又 是 
{an—1} 的 子 列 , 于 是 又 有 a Vs 

综 上 所 述 ,a = 5b, 因 而 数列 {a.} 必 收敛 . 

(3) 设 {o.} 单调 递增 ;县 limaa-1 一 0, 由 于 or- 和 ou 入 oo+o 且 
4 一 co， ak 00), 故 据 夹带 定理 知 ,lima, 二 a 

1.3.101 已 知 数列 

-二 ( 坟 宇 | -( 二 全 - 
已 志 ( 二 2 a » R= 12 
求证 :lim es A 三 4 


~ Ft 


~ 0. 618. 


一 77 一 
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x SE 
Pat (EE) =) 
2 2 
有 
(TE- 芒 从 | ] 
小- [三 纤 | ] 
(1+ /I | ] 
四 | 二 各] < 
| 二 二 -: 各 VS 人 0， 
一 TV5 TYV5 
从 而 lim 天 三 Sl~0.61 
1.3.102 证明 


《1) 若 lim (o 一 0.-1) 一 4, 则 必 有 lim 加 = 
(2) 若 o > 0,Cn = 0,1,2,…), lim 二 4, 则 必 有 
2 
lim Va = dy 


ee 三 2 @ 
证 (1]) 令 b= 二 4 一 ab 则 lim 二 4, 且 


二 (a1 一 40) 十 ao 


nn l. 


& PA 


中 六 


8$ 3 数列 极限 


一 如 十 如 十 十 bh mm， 
Rn Rn 
由 于 lim 生 二 如 二 人 十 limb, = d, lim 全 0, 因 而 lim 全 a. 


(2) 令 二 二 ; 则 limb, = d, 且 


qo a 1 


由 于 lim bbov = limb, = d, lim Va = 1, 因 此 lim Ya = 


(3) 令 一 否 , 则 有 
十 1 .ai 十 1 


at -im Ca 十 1) .sa 8 十 1、、 一 
dm lim (n+ DI sw lm 有 > 
由 (2) 可 知 lim YY a, = lim = lim 二 一 e 
a 


1.3.103 ”证 明 : 若 lima, = a,0, 二 为 十 加 十 好 十 co(n 一 00)， 


入 >>0C 人 一 1,2,…) 则 ， 


ht hm 
十 加 十 下 十 入 , 


《这 是 算术 平均 值 极限 的 推广 , 称 为 加 权 平 均值 的 极限 . ) 
证 因为 lma, = 。, 故 任 给 * > 0, 存 在 正 整数 w,, 使 当 。 > ,时 


|o 一 al < e/2, 于 是 当 * > Ni 时 ， 
| 2 和 十 十 ha, a| | 


0, On 
hm 一) 十 … 十 入 (a, 一 a)| 
On 
he 
Mw+ilowi+: 一 al 十 … 十 和 la 一 ol 
让 On 
4 ，Mwi+l 十 … 十 ee 
Ss 
dd me 4 己 
ot mt 


二 
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其 中 4 一 和 la 一 a| 十 … 十 入 ,law, 一 al 是 一 个 定数 , 由 于 limo. 一 


十 oo, 所 以 lim 和 = 0, 故 存在 N:, 使 当 a> Ns 时 ,有 | 妾 | 一 委 < 竺 - 
取 和 = max{Ni,N2), 则 当 4 NW 时 ,有 
Mial 十 haz 十 … 十 has 4 日 2 e 
oe | 


即 im 二 Ca 十 和 qz 十 … 十 和 ao.) 一 a 

1.3. 104 设 {o.), {5b,} 是 两 个 单调 递增 的 正 项 数列 ， 且 lima, 与 
limb, 存在 ,对 “的 每 一 固定 项 ,总 有 心 的 项 大 于 它 ! 同 样 ,对 于 上 的 每 一 
固定 项 ,总 有 a, 的 项 大 于 它 . 试 证 lima, 一 lim& 

证 设 ima 二 a,limb 一 5; 若 a<5, 则 由 极限 的 定义 ,对 于 54 一 a 
> 0, 存 在 Y > 0, 使 当 n 之 入 时 ,有 |b 一 引 之 5 一 a, 因 递增 , 即 当 
nn 之 NN 时 有 45, 之 a, 又 a 是 递增 正 数列 ,对 任意 m 有 om 二 a, 故 a 过 4 过 
b, 此 与 题 设 蔬 盾 , 因 此 必须 a 之 5. 

类 似 地 ,可 得 3 宇 a, 于 是 a = 6. 
1 十 吉 十 … 十 二 
1.3.105 求 lim 


ae 1 1 
让 
V 2 V 


1 (一 1,2,…), 则 zz 之 0, 且 


解 令 z.= 
Yn 
lim (PP 十 Ps 十 … 十) 一 co. 


再 令 。 一 7 二 Pua。 ,县 limo, 0. 
本 6 
| 1 
因为 ut Wi Bai 十 pzaz 十 … 十 pa 


pe 1 Pi 十 Pp 十 十 Pp 
2 


， V2 Va 
则 由 1. 3. 103 题 知 , 原 式 一 Jima. 一 0. 


L3106 求 im[ 卫 二 2 起 记 士 七) 其 中 ?为 正 束 
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数 . 
DO 二 2 十 十) 一 nt! 
解 ” 原 式 = lim F (p+FD-w , 
取 z= Gp 十 DG 十 2 十 十 wr) 一 tty 二 《(p 十 1m, 则 
zt p+ Dt 1 Ct 1 — nrt!] 
三 (7 十 Dm 十 pa! 十 … 十 1] 


一 [+ Dm 十 吉 p 十 Da- 十 沪 十 匡 


一 去 PCP 十 Un 十 p(Cn)， 
其 中 p(n) 是 关于 = 的 次 数 低 于 ? 一 ! 的 多 项 式 . 
tt 一 如 二 (p 十 DD[Gnt 2) 一 ww] = (p+ pn! + y(n). 
其 中 y(n) 是 次 数 低 于 p 一 1 的 多 项 式 . 
于 是 , 据 施 笃 兹 定理 ,有 
?CP 十 Daa! 二 + p(n) 


Pe ed 1 
原 式 in + 一 加 P(P 十 LD! y(n) 3 


oa (人 -人 人- 


下 
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-入 和 9 鸭 - 


即 zx = 一 16 十 妇 光 一 一 12 十 莫 , 所 以 limz 一 一 16,lim% 一 一 12. 


21 
一 16 十 到 


14 | 
一 12 十 到 


2 


+ 5 
za 十 工 
n 


本 汪 皇 


1 
+ 


2 
1. 3. 108 ”计算 lim |z 十 了 


二 
了 


解 “ 因 》 一 2 = 十》 一 二, 而 利用 等 级 数 展开 式 知 
人 十 了 “1 十 


2 之 1 十 时 , 故 当 a 之 i 时 ,有 


全 
1 


二 祝 , 所 以 ,由 连续 函数 的 介 什 定 理 及 函数 2 


2 T = 2 ,于 是 


的 连续 性 知 ,存在 4 E 一, 二], 合 得- 


ni 


1 
1 2 Wo 
lim 2 J2 dz I 


1.3.109 设 0 入 zx 入 rz 十 zyCma 一 1,2,…) 证明: 极限 


证 ”由 题 设 知 0 志 z; 过 2z1,0 志 zs 二 3z4, 一 般 地 ,有 0<<z, 志 mz， 
“ 故 0< 全 之 1, 于 是 a = inf{ 训 } 之 (0. 
sl 丽 


对 任意 给 定 的 。> 0, 由 下 确 界 的 定义 知 ,存在 正 整 数 m, 使 "< 委 王 


| 一 ta 一 
| 
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莹 a 十 方 -而 任意 正 整 数 都 可 写 为 + 二 gm 十 ,0<r<m 一 1. 于 
是 


二 二 = +H， 4 十 王 ， 
十 


2 LO Im Tr 
那么 “ 委 寺 过 (十 本) 让 


2 
又 因为 0 过 7 记 m 一 1, 所 以 |z| < MM, 这 里 M 是 常数 . 


因此 当 a > 到 时 ,有 as 生生 <a 十 吉 十 去 一 ea 十 o 即 


te 

1.3.110 设 函 数 f(z) 满足 条 件 

(1) ~ oo <a<f() Sb<+ ,rE€ [a,b]; 

(2) |f(z) — FDI Ekr oy,0 Lt 1 ,zy € [a,b]. 
证 明 ; 存 在 唯一 的 4E€ [a,6] 满足 方程 $= f(). 

证 设 ze [a,8], 并 令 z4i 二 了 (zo) sn 二 1,2,…, 则 当 n 之 1 时 ， 
有 |z+z 一 zt 之 tlz+ti 一 zz|. 故 由 1.3.31 题 知 ,数列 {z.} 的 极限 存 
在 . 设 iimz, 二 ,而 由 条 件 (2) 知 ,f(z) 是 连续 函数 , 则 由 z.+, = f(z.) 知 
§ = f(6). 

设 又 有 € [a,8], 满 足 61 二 50), 则 1 一 如 | 一 |f(6) 一 了 6)1 
忒 k|$ 一刀 |, 故 必 有 = 如, 即 满 足 方程 的 4 是 唯一 的 . 

1.3.111 设 数 列 {z。) 满足 z. 二 0,limz, = 0. 试 证 有 无 穷 多 个 下 
标 zw, 使 得 zx. > ze 一 1,2，…… 

证 因 limz。 一 0, 则 对 于 zx > 0, 存 在 正 整数 N,, 使 当 z Ni 时， 
有 于 之 玉 记 一 max(z.} ,我 们 来 证 明 z, 是 存在 的 .事实 上 ,对 于 zw 
> 0, 存 在 一 个 m > Ni 使 当 z 二 mi 时 ,有 xz. 到 zxv, 取 ee 一 max{zy,， 
zyiti9 zn-1} ,再 取 二 maxfzalz 一 c NS 入 z 委 mi 一 1} 即 可 . 故 得 
> tk = 1,2,.. 

青 让 z,, 取 代 zi 的 位 置 ,从 ,以 后 重复 上 述 讨论 ,可 以 找 出 x, 满足 
zu > Tk 二 1,2,…, 如 此 下 去 , 即 得 无 穷 多 个 下 标 # ,满足 z, 之 zt 
k= 1,2,3.. 
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1. 3. 112 设 数列 全 ,学 ,…, 芝 ,…, 趋 于 十 co, 并 设 4 大 于 其 中 最 


小 的 一 项 (显然 最 小 项 是 存在 的 ) 试 证 有 一 个 (或 几 个 ) 下 标 awa 之 1 ,使 
得 二 -二 2 全 小 于 或 等 于 4, 且 有 无 穷 多 个 商 2+4 于 ， 


于 二 ，… 都 大 于 或 等 于 4 


证 因为 tm ( 袍 一 入 二 十 0, 所 以 有 lim(z 一 m4) 一 十 co, 故 
序列 {z。 一 m4) 中 必 有 最 小 数 , 设 z 一 na4 一 min{z。 一 mAsm 二 0,1,2， 


…} ,其 中 zo 规定 为 0, 显然 
Zap (Ro pAz CO— nA, p= 1,2,.,n, (1) 
— (nv)A>z,— nA,v = 1,2,., (2) 


由 (1) 及 (2) 二 而 过 <4, A=: 1, 2， 


Tat 


A v= ,2,%. 


且 由 4 的 假设 知 ,min{z, 一 mA;m 一 0,1,2,…} 过 0, 故 n 关 0, 即 
n> 1. 


1.3.113 证 明 数 列 2,2 十 方 ,2 十 一 
2 十 


证 ，…… 有 极限 ,并 求 此 极 
互 
限 . 

解 。 记 数列 的 首 项 为 wm, 第 ”十 1 项 为 oa = 1,2,…,，, 则 有 递 椎 关 
系 +i 一 2 十 二 器 = 0,1,2,…. 由 此 知 ,车 {a.} 的 极限 存在 , 设 为 4, 则 


有 4 二 2 十 让, 由 a 之 0 知 4 之 0, 则 解 方程 得 4 一 1 十 V 3 , 现 证 


1 十 V2 确 是 数列 {o.) 的 极限 . 
由 a 二 2 十 i 三 1,2,3,…, 得 


I 一 C+ V2)=12 二 二 一 (3+ 一 一 )| 
人 1 十 V2 
名 la + Vo) 
ol+ V2) 


一 一 
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而 ,之 2,1 二 V2 之 2, 故 
la 一 (+ V21 生 去 la 一 + V2)1， 
类 推 地 ， 
I 一 + V21 生 南 lm 一 0+ YV2)1= 志 CV3-D， 
即 lima=1 二 V2. 


; ,， 1 
1.3.114 设 o = 1 a 二 k(qi 十 D ,计算 im I[ 二 二 
解 ”由 已 知 的 递 推 关系 可 得 出 
qa= 2 十 2. (2 一 1)， 
am=3+3(3 一 D 十 3(G3 一 1D)(3 一 2)， 


一 nm 十 nn 一 1 上) 十 … 十 na 一 1)G 一 2)…2 十 ml， 


1 t+]1 tt 
而 ITa+t) I Da C+ DI’ 


Rd 中 和 岂 
是 和 mJ + 一 吉 而 于 15 


有 


、 1 1 a 
a 
1.3.115 设 o = 10 一 2,34.42 一 awl 十 a 一 0 (7 之 1), 求 


lima, . 
解 ” 递 推 公式 化 为 
3(asrz ~ Gt) 一 qi 一 (1) 
设 b 二 a 一 on 关上 ,那么 (1) 式 变 为 江 二 误 , 即 {) 为 等 比 数列 ， 


首 项 == qs 一 a 二 1, 公 比 g 于. 于 是 六 biq™! 于 7 故 


十 十)+a 
三 如 十 丸 十 … 十 思 十 am 


二 i 十 有 十 … 十 襄 十 1++1 


从 可 有 me = 号 
1.3.116 设 s>0, 取 z' 与 z 使 


Va <n<2Va,Va <u<2Va, (1) 
证 明 按 二 阶 非 线性 递 推 式 一 天 -二 ， 一 3,4,… 所 确定 的 数列 
{z} 收 化 到 W a. 
证 ”由 递 推 式 易 知 
2 Vi = ta Va = := Va)(zs— Va) 
了 Zl 十 -2 Zl 十 2 
(2) 


上 式 说 明 , 当 z-> Va ,zz> Va 时 ,有 zt.>> Va. 由 (1) 式 及 数 
学 归纳 法 知 z.>> Va (n 二 3,4,…). 

另 一 方面 ， 

LT<CYa -Ya)2Va 一 Ya)_ 1 pa 

i yr 
从 而 > < Va 十 去 Va <<2 Va , 故 全 部 z 均 满足 Wa <z< 


2 Va ,再 由 (2) 式 得 
i ey 


Zl sos 


< Ve) = 二 (5 Va). 


类 似 地 , z,-, 一 Va < 到 (一 Va), 
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所 以 z. 一 Va < — Va), 由 一 Va >0 可 知 
limz. = Va. 
1.3.117 的 不 相 二 的 月 的 表 订 25 
明 : 从 {a.} 中 可 选 出 子 序列 @ ,0… ,满足 关系 ou > i 
证 显然 ,只 要 证 明 满足 >;i 的 ;是 无 限 的 ,否则 就 从 某 一 个 
开始 和 :得 以 满足 . 
设 max， (a) = M ,研究 数 oaz,… ,atw.wm ,这些 数 中 任 一 个 数 都 不 
超过 jn CM 和 N) ,这 些 数 互 异 且 每 一 个 数 都 大 于 1. 由 此 引出 矛盾 . 
1.3.118 设 oo 为 任意 取 定 的 实数 ,上 且 of 十 哩 取 0, 定 义 
Got+l 一 la 十 Lo 1, (1) 
其 中 ,/ 为 正常 数 ,n 二 1,2,…, 试 求 lim -2 


wi ge 一 1 


解 ” 令 a= (十 VE 十 和 /2,B 二 (4 一 Ye 十 41)/2 是 方程 
开 一 刀 十 4 的 两 个 实数 根 , 则 a 十 8 二 kap = 一 4,| 妈 | < 1 把 它们 
代入 (1) 式 可 得 


+1 ~ Gq, = Pla, — qq), n= 2,3,., (2) 
或 oa+1 一 pa, = ala, — pai), n= 2,3,.%, (3) 
反复 利用 (2) 或 (3) 式 可 推 得 

Qi — og = fi(as — oa) # = 2,3,°.° (4) 

qat1 ™— Pa, = a :Ca 一 Fo n= 2,3,.° (5) 
由 (4)、(5) 式 可 得 

ai » = (6) 


当 o 一 po 时 ,就 及 = 1 一 12 …, 因 此 
Ca+1 k— Vk+4l 


nr 2 


当 m 夭 pa 时 ,可 取 " 充 分 大 ,使 得 le 
此 时 a. 关 0, 于 是 


» 


42 一 QQ 
二 Ba: 由 (6) 可 推 知 


= 清 有 Ts 
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dtl (qz — Ba) — Prlas — aai) 
a oi(as 一 Pal) — Pi(as 一 aq) 


利用 | | < 1, 可 得 


注 ”在 题 中 车 设 + 十 /= I, 则 ac= 1,8 = 一 4 所 以 
2 十 如 一 《一 ()"-:!(as 一 oo ， 
1 十 ! 

由 0 之 1 之 1, 可 得 lima, = 委 专 各 

1.3.119 设 0<z<<1, 且 z+i 二 zl 一 zz), rn 一 1,2,… ,证明 
limaz, = 1. 
证 zi 一 二 2 一 2 一 吉 二 一 Zz 之 0, 又 zz 一 mi 一 z) 二 0， 
zz 达 1;0 之 zy 之 1, 则 由 数学 归纳 法 易 证 明 0 一 z, < 1, 故 数列 {z。} 单调 
递减 是 有 下 界 , 因 而 limz. 存在 . 

设 imz 一 ,对 fl 一”%(1 一 民 ) 两 边 取 极限 ,得 a = 一 ,从 而 


aa 一 0, 即 limz. == 0. 


中 


由 施 特效 定理 有 
加 和 
3 zx, 1 
= lim 2 一 2-0 -lim(l 一 ) 一 1 
No Ta 一 ma 


1.3.120 设 二 = (1 十 二 ) (一 1 十 sm 到, 证明, 数列 {z) 不 
收敛 . 
证 当 a 一 gm 及 3m 一 4 时 sn 于 一 0 


1 
当 z=8m 一 1 及 3m 一 3 时 ,sn 开 一 -一 
4 V2 


当 # 二 8m 一 2 时 ,sin 字 一 一 1 
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当 4 一 8m 一 5 及 8m 一 7 时 ,sin 字 一 1 


ey 
V 2 
当 4 二 8m 一 6 时 ,sin 字 一 1. 
故 limzss 二 limza- 一 e， 
lim za- = lim zs。-: 一 一 e 一 一 一 lim ze- 一 e 一 1， 
mo ao /2 Py 
lim ra-s = lim ze- 一 一 e 十 ， lim zs-s 一 e 十 1. 
mo ao 2 po 


因而 limz, = 一 e 一 万 limz, = e 十 ls 即 lmz 天 limz,, 故 数列 {z,} 


2 
不 收 伍 . 
1.3.121 试 举 出 以 已 知 数 ooz，…… ,0 作为 聚 点 的 数列 的 例 
了 


解 显然 数列 mw 十 十 ,oa 十 去 a 十 土 ,…so 十 地 一 ;al 十 让 Pp 


oz 十 


ya3 十 0) 十 pr 再 yqz 十 


ee 1 有 
7 二 3” 2p 十 1 27 十 2° 
硬 填 3! 吕 十 吉 1…… 以 已 知 数 ow01,0,… 6, 为 其 聚 点 


1.3.122 举 出 具有 下 面 性 质 的 数列 的 例子 : 
(1) 没有 有 限 的 聚 点 ; 

(2) 有 了 唯一 有 限 的 聚 点 ,但 非 收敛 者 ; 

(3) 有 无 穷 多 的 聚 点 ， 

(4) 以 每 一 实数 作为 聚 点 . 


解 (1) z= 二 (一 Dm,(n 二 1,2,…,), 没 有 有 限 聚 点 . 
2) = 一 ?十 D 二 十 ,Ga 一 1,2,…), 以 零 为 其 聚 点 , 它 还 有 
另 一 聚 点 +z 一 十 co. 


1 1 1 1 1 1 
《3) 数列 1， 1 


4 十 ,2 十 证,3 十 村 了 ,4 十 元,，……; 显 见 所 有 正 整 数 都 是 这 数列 的 聚 点 . 


1 
?十 2 


一 -人 条 . 一 
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(4) 取 zo 一 0,z. 一 wid 十 @= N, 其 中 N = 1,2,…, 而 P 为 非 
零 整 数 ,Q 为 正 整数 ;具体 地 表 出 这 数列 为 : 


0,1 1,2,21 2 A 3 1 1 
ee 
RE ee 
i 
每 个 实数 都 是 这 数列 的 聚 点 . 


1. 3.123 ”证 明 数列 z, 和 y. 二 zx, Yn (n = 1,2….) 有 相同 的 聚 
点 . 
证 ” 设 o 是 {z,) 的 任 一 聚 点 . 
(1) 当 a = 0 时, 据 定义 ,对 任意 的 :二 0, 必 有 无 穷 多 个 wa 一 m， 
na, 使 得 | < 读 . 


又 因 lim Yn = 1, 故 当 充 分 大 时 , Ya < 2, 于 是 , 当 一， 


tmnten 时 ,|%| 一 | Ynz| < 之 2. 却 一 ,这 表明 0 也 是 (y.} 的 聚 
点 . 

《2) 当 a 关 0 时 , 据 定义 ,对 于 任意 的 : 0, 必 有 无 穷 多 个 n,n 二 nn， 
wy 使 得 lz 一 中 << 计 ,又 当 "充分 大 时 | Yn 一 1| < 让, 因此 ， 
当 n 一 mnptiongt2r"…* ,时 有 . 

| 六 一 中 一 lz Yr zt+r—al 
< zl(Ya 一 1D 十 jz. 一 olj<2lo| * TT 
这 表明 a 是 {y.) 的 聚 点 
再 设 b 是 {y.) 的 任 一 聚 点 , 则 因 lim Yn = 1, 故 
人 一 中 和 Es ll 十 中 六 =1l} 
于 是 仿 上 推 证 可 知 ,6 也 是 {z,} 的 聚 点 . 


一 90— 
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A 
$1 函数 及 其 图 象 
内 容 提 要 


1. 函数 概念 

在 某 一 变化 过 程 中 ,有 两 个 变量 z 和 y, 如 果 对 于 变量 z 的 变化 范围 
内 的 每 一 个 值 ,变量 y 按 照 一 定 的 规律 有 确定 的 值 与 它 对 应 , 则 称 y 是 z 
的 函数 ,一 般 用 符号 y = f(z) 表示 . 其 中 z 叫 自 变量 ,y 叫 因 变 量 . 自 变 
量 的 取 值 范围 ,叫做 函数 的 定义 域 ; 因 变 量 相应 的 取 值 范围 ,叫做 函数 
的 值 域 . 

对 于 z 所 取 的 某 个 定 值 zo,y 所 取 的 相应 的 确定 值 yo = f(zo) 叫 函数 

三 gz。 处 的 函数 值 . 

2. 函数 的 特性 

(1) 有 界 性 

设 函 数 y= f(z) 在 X 上 有 定义 (X 可 以 是 函数 f(z) 的 整个 定义 域 ， 
也 可 以 只 是 其 定义 域 的 一 部 分 ). 如 果 存 在 一 个 正 数 M, 使 得 当 z 取 X 
内 的 任 一 值 时 ,对 应 的 函数 值 f(z) 都 满足 不 等 式 |f(z)| < M, 则 称 函 
数 f(z) 在 XX 内 是 有 界 的 ,否则 称 为 无 界 函数 . 

(2) 奇偶 性 

在 函数 y = f(z) 的 对 称 定义 域 (一 a,a) 内 , 如 果 有 f( 一 z) 一 
一 f(z) 成立 , 则 称 f(z) 为 奇 函 数 ; 如 果 在 对 称 定义 域 ( 一 a,a) 内 有 
天 一 z) = f(z) 成 立 , 则 称 f(z) 为 偶 画 数 . 

(3) 周期 性 

“对 于 诸多 了 关 过 68 ;如 果 存在 一 个 庄 数 开 使 得 关系 式 f(z 二 一 
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f(z) 对 于 定义 域内 的 任何 = 都 成 立 , 则 称 f(z) 是 以 7(T 是 满足 这 种 关 
系 的 最 小 正 数 ) 为 周期 的 周期 函数 . 

(4) 单调 性 

如 果 函 数 y 一 f(z) 对 于 区 间 [a,8] 内 的 任意 两 点 zt <<z>, 都 有 fr) 
过 f(z2) (或 f(z1) > f(z2)), 则 称 y = f(z) 在 [a,5] 内 是 单调 递增 (或 递 
减 ) 函数 . 

3. 反 函数 

设 函 数 y = f(z) 的 定义 域 为 X, 值 域 为 Y. 如 果 对 于 了 中 的 任 一 如 
由 函数 式 y = f(z) 能 在 XX 中 确定 唯一 的 zx 与 它 对 应 :z = p(y) ,那么 , 酉 
数 z = ply) 就 叫做 y = f(z) 的 反 画 数 . 它 的 定义 域 是 Y.y = f(x) 的 反 
函数 也 常 记 作 z = 三:!(9)， 

4. 复合 函数 

设 y= f(w),u = 9(z), 且 当 z 在 某 一 范围 内 到 值 时 ,相应 的 * 值 可 
使 f(z) 有 意义 , 则 称 y 是 = 的 复合 函数 , 记 为 ?一 [pCz)]. 鞭 中 叫 中 
人 间 变 量 . 

注意 ,在 进行 函数 复合 时 ,函数 p(z) 的 值 不 能 超出 函数 y = 0 
的 定义 域 . 

5. 初等 函数 

(1) 基本 初等 函数 

1) 守 函 数 。 函数 y = z(4 是 实数 ) 叫做 筹 函数 . 它 的 定义 域 随 不 
同 的 “而 异 ,但 不 论 4 为 何 值 ,在 区 间 (0, 十 co) 内 窒 画 数 总 是 有 定义 
的 . 

2) 指数 函数 。 函数 y= a(a 关 1,4 > 0) 叫做 指数 函数 它 的 定义 
域 为 (一 oo, 十 co), 值 域 为 (0, 十 co). 

当 a 二 e = 2.718281828.… "时 ,函数 yy 一 特别 有 用 . 

3) 对 数 函 数 ?= log.z(a 关 1,4 之 0) 叫做 对 数 函数 . 它 的 定义 域 
为 (0, 十 co), 值 域 为 (一 oo, 十 co). 

当 a 一 。 时 ,用 Inz 表示 logz, 并 称 为 自然 对 数 、 

4) 三 角 函 数 正弦 函数 y 二 sinz 与 余弦 函数 # = cosz 的 定义 域 为 
(一 co， 十 co), 值 域 为 [一 1,1]. 

正切 函数 y 一 tgz 的 定义 域 是 z 关 人 十 于 =, 余 切 函 致 xz 一 ctgz 的 


主义 域 是 天 如一 0 二 太守 28D) 训 人 的 售后 的 为 (了 7， 


| 
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十 co). 

5) 反 三 角 函 数 ”反正 弦 函 数 y 一 arcsinz 与 反 余弦 函数 y 一 arccosz 
的 定义 域 为 [一 1,], 值 域 分 别 为 [一 也 ,也 ] 与 [0,*]. 反 正切 函数 y 一 
arctgz 与 反 余 切 函 数 #y 一 arcctgz 的 定义 域 为 (一 co, 十 cc) , 值 域 分 别 为 
(一 到, 豆 ) 与 (0,z)， 

《2) 初等 函数 

由 常数 .基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 的 函数 复 
合 所 构成 并 可 用 一 个 式 子 表示 的 函数 ,叫做 初等 函数 . 

6. 凸 函数 

设 f(z) 是 区 间 7 了 上 的 函数 . 如 果 对 任意 的 zi\z:E:7 及 满足 0< 14<< 
1 的 任意 的 ,都 有 区 jz 十 (1 一 2)z] 和 if(zD) 十 (1 一 和 f(z2) 成立， 
则 称 f(z) 为 ! 上 的 凸 函 数 . 

7. 有 界 变 站 函数 

设 f(z) 是 [a,8] 上 的 函数 ,如 果 对 [a,6] 的 任意 分 点 a = zo 过 zi 过 
有 4 一 了 (1,2,…,n) ,存在 常数 


MM 之 0, 使 得 >) 1 人 ft| 过 M, 则 称 f(z) 为 [6,8] 上 的 有 界 变 差 函数 . 称 


[a0] = sp 六 | 人 | 为 F(z) 在 [a,6] 上 的 全 变 关 . 


问题 与 解答 


1. 求 函数 的 定义 域 . 值 域 

2.1.1 求 函数 f(z) = logyogilogsz 的 定义 域 . 

解 ” 要 使 logslogsz > 0. 必须 有 logsz > 1. 从 而 得 z> 5. 所以, 隆 数 
的 定义 域 是 (5, 十 cc). 


2.1. 2 求 函 数 f(z) 二 V1 一 红 十 3arcsin 疆 二 的 定义 域 


" 1 一 2z 二 0， = 苹 半 ， 
解 Eh 
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所 以 函数 的 定义 域 为 [一 言 ， 中. 
2.1.3 家 国 训 一 i iW 的 详 久 过: 
1<1—z:<i1, 0 入 z 和 2， 


解 由 不 等 式 组 {6 解 得 (人 


所 以 ,函数 的 定义 域 为 (1,2]. 
2.1.4 求 函 数 y 一 arccos(2 一 3) 与 y 一 lglgz 的 定义 域 


解 ”由 不 等 式 |2 一 3| 之 1 解 得 1 达 z 过 2. 所 以 ,函数 y 一 


arccos(2" 一 3) 的 定义 域 为 [1,2]. 
又 由 不 等 式 lgz > 0 解 得 + > 1. 所 以 ,函数 y 一 lglgz 的 定义 域 为 


[1, + co)， 
2.1.5 求 函 数 y 一 (2z)! 的 定义 域 . 
解 ” 因 当 2z 二 n(n = 0,1,2,…) 时 , 画 数 y 有 意义 ,所 以 ,函数 的 
定义 域 应 为 集合 {0, 吉 ,1, 训 ,2, 多 ，…， 呈 ，…) 


2.1.8 已 知 f(z) 一 一 1 f(z)] 的 定义 域 


解 ” 由 f(z) = i 半生 得 


1 2 a 人 
N01 = TF FS 1 
+s 
。 故 所 求 定义 域 为 z 头 一 lz 天 一 2 的 全 体 实数 . 
2.1.7 着 已 知 函数 y 一 位 二 训 


的 值 域 是 y < 0,y 之 4, 试 来 函数 5 的 
定义 域 ,并 措 绘 此 函数 的 图 形 . 
解 ”由 不 等 式 衬 二 让 > 4 解 得 
3<zr< 子 . 
再 由 不 等 式 空 二 地 之 0 解 得 


于 和 zx<3， 
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从 而 ,所 求 的 定义 域 为 [3 ,3) U3, 也] 
2.1.8 设 y 二 f(z) 的 定义 域 是 [0,1], 问 
(1) f(z2)3 (2) f(sinz); 
(3) fl(z+ oa),(a> 0); (4) f(z 十 a) + f(z ma),(a> 0) 
的 定义 域 各 是 什么 ? 

解 (1) 使 f(z?) 有 意义 的 z 应 满足 0 过 x? 过 1, 从 中 解 得 一 1 志 
z 魏 1, 所 以 ,f(z?) 的 定义 域 是 [一 1,1]. 

(2) 使 f(sinz) 有 意义 的 = 应 满足 0 入 sinz 入 1, 从 中 解 得 ,2ar 生 xz 
和 (2 十 Dr, 所 以 ,fGsinz) 的 定义 域 是 [2ar,(2n 十 1)r]. (一 0, 士 1， 
士 2,…). 区 

(3) 使 f(z 十 a) 有 意义 的 + 应 满足 0 三 z 十 a 二 1, 从 中 解 得 ， 
一 a 声 z 世 1 一 a, 所 以 ,f(z 十 a) 的 定义 域 是 [一 a,1 一 aj. 

(4) 使 f(z 十 a) 十 f(z 一 a) 有 意义 的 应 满足 不 等 式 组 : 
0<z+a<l, —a<zr<1l—a, @ 
(0 人 @ 

由 题 设 a > 0, 此 外 ,为 使 函数 有 意义 ,@ 与 @ 应 有 公共 部 分 . 为 此 , 须 
1 一 a 之 a 即 a 过 二 -所 以 , 当 0<<。< 去 时 ,函数 的 定义 域 是 [a， 
1 一 o]. 


2.1.9 求 函 数 y = Vsin Vz 的 定义 域 . 


解 ”由 不 等 式 sin Wz 之 0, 得 2x 二 Vz < (24 十 Dx, 二 
0,1,2,…); 即 4b<z 和 (28 十 1)2r, 故 所 求 定 义 域 为 (z14Pm <z 扫 
《24k 十 1)2m?,4 为 正 整 数 }. 


2.1.10 求 函 数 y = lg(sin 工 ) 的 定义 域 . 
解 ”由 不 等 式 sin 二 > 0 解 得 2tr<< 二 << 《2k 十 Ds, 即 元 车 
<z<< 南 尼 关 0 或 1<z<< 十 oo, 所 以 ,该 函数 的 定义 域 为 (zl < = 


<+ ce 或 二 二 z 王 二 ,一 士 1， 土 2 


2 1 2k 
2-1.1 求 函 数 y 一 lg[cos(lsz)] 的 定义 域 - 
解 ” 解 不 等 式 coa(lgz) > 0, 得 加 全 由 
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24 一 也 "之 gz 之 (2 十 到 )m 人 = 0, 土 1 士 2…)， 
即 。 10 天 "< z< 109+87, 从 而 所 求 的 定义 域 为 {(z|10%-" < = 之 
10c2+#)" 上 为 整数 ). 

2.1. 12 。 求 函数 y 一 arcsin 了 年 的 定义 域 . 


解 有 ts 所 求 的 定义 
域 为 [一 去 ,1] 
2.1.13 求 函 数 y 二 In 二 如 (a 关 0,5 关 0) 的 定义 域 


解 。” 解 不 等 式 。 填 如 > 0. 当 a.8 同 号 时 ,& 士 妈 > 0 的 解 为 


二 
lz| < 全 1 当 o.b 异 号 时 ,人士 既 的 解 为 |z| < 一 二. 故 所 求 的 定义 域 为 


lz| <| Fl 
2.1.14 求 函 数 y 一 arccos 人 码 的 定义 域 和 什 域 


解 ”由 于 (1 一 lz)*>> 0, 故 对 一 切 z 皆 有 1 了 径 | 之 1 所 以 ， 


函数 的 定义 域 为 (一 co， 十 co)， 
显然 ,其 值 域 ( 主 值 范围 ) 为 [0,]. 


2. 1. 15 求 函数 ? = arcsin(lg 让 7 的 定义 域 和 什 域 . 


解 由 不 等 式 一 1 之 Ig 去 而 乏 1 得 1<z<< 100, 故 所 来 的 定义 
为 [1,100]. 
易 见 , 值 域 ( 主 值 范围) 为 [一 也 ,了 J : 林 
2.1.16 求 函数 y = (一 1): 的 定义 域 和 值 域 . 
解 ”定义 域 为 {zlz = 元 外 ,7 为 整数 } 值 域 为 (1，- 1 
2.1.17 求 函 数 y 一 V2 十 z 一 的 定义 域 和 值 域 . 
解 。” 解 不 等 式 2 村 z 一 之 0 得 -一 1 过 + 将 沪 s 疡 以 函数 的 定义 
域 为 [一 1,1]. 诗 避 507 摧 甘 站 加 附 
一 全 一 
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由 于 f(z) 一 2 十 z 一 屏 一 了 一 ( 寺 一 5D? 易 见 f(z) 的 最 大 值 是 


号 .又 因为 2 十 xz 一半 一 0 有 解 ,所 以 ,y 的 最 小 值 是 0 


由 此 可 见 , 函 数 的 值 域 是 [0, 忆 J. 
2.1. 18 。 求 函数 y 一 ls(1 一 2coez) 的 定义 域 和 值 域 
解 ”由 不 等 式 1 一 2cosz > 0 解 得 耳 数 的 定义 域 为 (2hr 十 所， 


2 十 等 ), (4 二 0, 土 1, 土 2,…). 


因为 max(1 一 2cosz) = 1 一 (一 2) = 3, 所 以 ,其 值 域 是 (一 co， 
lg3]. 

2.1.19 求 下 列 函 数 的 值 域 

(1) f(z) 一 于 一 6z 十 5 

(2) f(z) = 2 十 3sinz， 

解 (1) 因为 f(z) = 一 6z 十 5=(z 一 3)? 一 4 之 一 4， 
所 以 ,该 函数 的 值 域 是 [一 4， 十 0). 

(2) ”因为 一 1 过 sinz < 1, 所 以 ,有 一 3 过 3sinz < 3, 从 而 ,有 
一 1 秋 2 十 3sinz 和 5, 所 以 ,该 函数 的 值 域 是 [一 1,5]. 


2. 求 函数 值 .建立 函数 关系 式 
2.1.20 设 f(z) 一 , 求 二 ， 


a 
解 ”该 函数 在 z =a 和 z= 6 处 的 值 分 别 为 :f(a) = o,f(8) 一刀 ， 


fo) 一 fCa) 下 一 下 
ne a 


2.1.21 设 函 数 f 在 (一 oo， 十 oo) 内 有 定义 , f(z) 关 0, f(z :9) 
二 了 (z)。 f(y). 试 求 f(1985). 

解 ” 令 z= 1985,y 二 0, 则 fC0) = 了 (1985)，f(0), 因 为 f(0) 天 
0, 所 以 4(1985) = 1. 


9 一 1<z<<0 
2. 1:32… 设 fx) 一 ds ‘3 0SEz<1 
人 


和 
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求 f( 一 0.5), fC0), f(2), f(0.5). 
解 根据 z 所 在 的 不 同 区 间 ,而 采用 相应 的 算式 . 
因为 一 0.5E (一 1,0), 所 以 f( 一 0.5) 一 2-"5 一 32 
因为 0E [0,1), 所 以 f(0) = 2; 
因为 2E [1,3], 所 以 fF2) 一 2 一 1 一 1 
因为 0.5 € [0,1), 所 以 f(0. 5) = 2. 


2. 1. 23 ” 设 定义 在 区 间 ( 一 oo, 十 oo) 内 的 函数 f(z) 严格 递增 , 且 
有 f{f[f(z)]}== f(z), 求 f(z). 
解 ” 设 zo 为 (一 0, 十 ce) 内 的 任 一 点 ， 
(1) 如 果 fro > zo, 则 
开 f(zo)] > f(zo)，f(f[f(zo)]} > ff(zo)] > fGzo)， 
这 与 f(f[f(z)]) = f(z) 矛盾 . 
(2) 如 果 f(z0) 过 zo, 则 
了 LTGzo)] < Fz0) ,fF{fLF6z0)]} < fLf(zo)] < f(z0), 
这 也 与 {f[f(z)J} = f(z) 矛盾 . 
由 (1)、(2) 得 ”fCz0) 一 zo. 
由 于 mo 为 (一 co, 十 co) 上 的 任意 一 点 ,所 以 ,f(z) = z. 
2.1.24 已 知 fsin 王 ) 一 cosz 十 1, 求 fCcos 子 ). 


解 ”由 fin 斑 ) = cosz 十 1 一 2 一 ?sin? 于 可 得 ， 
flcos 也 ) = 2 一 2cos: 王 一 工 一 cosr. 
2.1.25 已 知 flz 十 工 ) 一 二 十 十 , 试 求 f(z). 


解 ”由 f(z 十 十 ) 一 二 十 去 = (z 十 小 ): 一 2 可 得 
f(z2) = 2 — 2. 
2. 1.26 ”容器 中 装 有 A、B.C 三 个 活 栓 ,在 每 分 钟 内 ,4、B 分 别 流入 
20 升 .25 升水,C 流出 80 升水 .车 4 开放 5 分 钟 后 开放 B,B 开放 10 分 
| 钟 后 开放 C. 求 容器 中 水 量 与 时 间 的 函数 关系 ,并 绘 出 它 的 图 象 . 
| 解 ” 设 活 栓 4 开放 :分 种 未 时 容器 中 的 水 量 为 y 升 , 则 得 
| 一 柄 一 
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20t， 0<t< 5; 
20X5 十 (20 十 25)G 一 5)， 5<t<15; 


y=4100+45X10+ (45— 80)(t— 15), 15<t<307; 


0， y :30 卫 . 
550 
即 
20t, 0<iti<5; 
45¢t 一 125， 5 之 上 < 15; 
一 1 一 35( 十 1075，15<< 上 < 30 了 100 
Xx 
5 ds 
0， 4 30 了 > 
2.1. 26 题 图 


2.1.27 在 如 图 所 示 的 等 腰 梯 形 4BCD 中 , 设 4D = 二 a, BC 二。 
(oa > 已 ,高 HB 一 入 引 直 线 MN 平 行 互 B,MN 与 顶点 4 相距 4M = z, 把 
图 形 4BNM4 的 面积 8 表示 成 变量 z 的 函数 s 一 *(z), 并 作出 函数 的 图 


2.1. 27 题 图 


解 〈D 当 0 生 z 生 4 本 ?时 ,az) 一 二 zy. 由 于 w14 一 z2 


一 .99 一 
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2iz 。， 人 
从 而 得 W 一 zj 二 35’ 所 以 si(z)》 一 pg 站 


(2) 当 ?本 < ><<“ 二 ?时 ,有 


4 一 


52(7) = si(z) 十 h(z 一 3 


) = hab) + hr — 3 


=#(z ~ 3). 


(3) 当 “ 才 ?< ><<a 时 ,有 


(2) 一 二 Co 十 D4 一 下 ia 一 5， 


由 于 如 :4 一 (a 一 z) + 4 计 % 从 而 可 得 如 一 世代 一 对 ,所 以 
b 2 
综合 (1)、(2)、(3) 得 函数 : 
A ,和 一 看 
pt 0<z< 2 
3(z) = hs — 8), < 
一 2 
中 -= 多 ,<r 


2.1.28 已 知 函 数 f(z) 是 以 2 为 周期 的 函数 , 且 在 区 间 [0,2) 内 
f(z) = 2, 求 该 函数 在 [4,6) 内 的 表达 式 , 并 在 区 间 [0,6) 内 画 出 函数 
y 一 f(z) 的 图 象 . 》 

解 ” 显 然 


2 0<zr<2; 
:0 -es 2<z<4; 
(z—4)’:, 4<zr<6. 
2.1.29 设 f(0) = 15, f(2) = 30， 了 了 4 时 
f(4) = 90, 求 形 如 f(z) = a 十 ic 的 函 
数 . 2.1. 28 题 图 
解 f(0) = 15,f(2) = 30,f(4) = 90, 代 入 f(z)=a 十 如 得 


一 0— 


| 


| 


| 
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a 二 bc = 15, 
上 + 
a 十 bc 一 90. 
解 之 得 一 10,5 二 5，e 一 士 2, (会 去 负 值 ) 故 所 求 函 教 为 
f(z) = 10 十 5。2-. 
2.1.80 设 2=z 十 y 十 fGz 一 妨 , 若 当 一 0 时 ,2 二 z?, 求 函数 
了 及 2Z. 
解 ”由 y= 二 0 时 ,Z 二 =z? 得 f(z) 一 于 一 z. 因 此 
f(z 一 有 一 (z 一 82 一 (z 一 9)， 
所 以 名 一 (z 十 妃 十 (z 一 9 一 (z 一 纺 一 (z 一 9)2 十 2y. 
2.1.31 设 2Z 一 Vy 十 他 YYVz 一 1), 并 且 当 y= 二 1 时 有 2 二 =z， 


试 求 函数 f(z) 及 2 的 解析 表达 式 . 
解 ” 以 y= 1 时 2Z=z 代 入 2 的 表达 式 , 得 
z—1=f(Y zs 一 1D. 


设 久 zx 一 1 二 4, 则 z 二 (1 十 0 代入 上 式 得 
TCD 一 (1 十 缮 一 1 一 中 十 3 十 3t 
所 以 f(z) 及 Z 的 解析 表达 式 分 别 为 ; 
f(z) = 3 Z= Wy 十 z 一 1. 


2.1.32 设 ls| 关 1,9(z) 是 在 z 关 1 时 有 意义 的 已 知 落 数 , 试 求 
函数 f(z) ,使 它 在 z 天 1 时 有 意义 ， 而 且 满 足 等 式 


TG ze) = of(z) + 9(z). 
解 ”在 等 式 f( 二 of(z) 十 w(z) 中 把 = 换 成 二 ,得 
f(z)= f(s 1) GT T)， 


因此 f(z) = a(a， 
f(z) 一 


[ap(z) 十 vs) 


1 
3. ER ] 
er ze [6,1] 
于。 忆 务 过 ce) 一 人 信 专 必 B03 
一 0 
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1 
i - 信 ze [一 去 ,0 


sinz, z € [0,2], 
求 f(z) 十 9(z)、 


解 
e+, ze [on [- 去 ,0 
inz， » 0， 
fC3) + gz) = e+ sinz zz€ [0,1]NTC 
z 十 1 十 m， zz€[-1,0N[- ,0 
z 十 1 十 sinz，zE[ 一 10n50,2] 
1， t= 0; 


@ + sinz, z € [0,1]; 


er 十 sinz， zeE[0,1] 1 
2 十 z 十 1， z6E[ 一 六 ,0 


z 十 1 十 z，ze [一 二 ,0 


2.1.34 设 f(sinr) = sinz 十 sin5z, 求 证 
[f(sinz)]: + [7(eosz)]: = 4cos?2z. 
证 “ 作 变 换 = = 也 一 4 并 令 : 二 z, 便 可 得 
了 (cosz) = cosz 十 cos5z 
于 是 [f(sinz)J? 十 [f(cosz)]: = [sinz 十 sin5z]: 十 [cosz 十 cos5z]: 


一 2(sinz。sin5z 十 cosz。cos5z) 十 2 一 2cos(5z 一 z) 十 2 


= 2eoe4z 十 2 2 .2cos 径 = 4cosr2z 


2.1.35 已 知 f(z) 一 全 1 
及 ep(z) 一 fGz 一 1D， 
求 函数 p(z) 的 表达 式 ,并 在 同一 坐标 系 
内 画 出 y = f(z) 及 y = 9(z) 的 图 形 . 
解 w(z) = fGz 一 1D) 
=- 位 一 co<rzr 一 1 和 0 
el!l, 0<z 一 1< 十 co. 
< 一 co<z 委 1 
e-1，1<xz<+oco. 
| “2188 ， 下列 秀 数 能 否 复合 成 函 2. 1. 站 题 图 
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数 f(g(z))? 若 能 , 写 出 该 复合 函数 的 表达 式 、 定 义 域 及 值 域 . 
(1) fo) = Vs, gs) =z— a 


(2) f(u) = Inu, g(z) 一 sinz 一 13 


(3) fo) = 二 ww, gz) 一 {2 1 
解 (1) flg(z)) = Vz 一 za 其 定义 域 为 [0,1], 值 域 为 
4 
0 一 上 十 
[ 7 
(2) 不 能 . 
(3)f(g(z)) = 地 其 定义 域 为 (一 co, 十 co), 值 域 
为 {0,2}. 


，a 云 2 
2.1.37 已 知 位 ii 4 二 一 1, 试 将 y 表 示 为 < 
的 函数 . 过 

2(z — 1), <1 
解 y= ( ),， |z| 3 


05 lz| > 1. 
2.1.38 若 f(z) 二 守土 ? 


Te 9) 一 公车 ?其 中 mn.a.bsc.L 畏 为 
常数 , 且 fw(z)] = gp[f(z)], 试 求 cb 与 mn 间 应 满足 的 关系 式 
aoetm 
解 ffp(z)] = az 十 1 一 (以 十 如 )z 十 om 十 妈 
和 om (dton)s+omtal’ 
az 十? 
i 
g[f(2)] = c+a (dt em)z+am+h 
ma。 号 十 


十 an)z 十 动 十 al?” 
十 
cz 十 a 
可 见 , 若 fLw(z)] = w[f(z)], 则 必 有 bn 一 em. 
2.1.39 设 于 (z) = fF{ 玫 …f(z)]}, 着 f(z) 一 
~ 一 一 一 


2 


, 求 
YL1 十 2 
f(z2). 


当 # 二 2 时 ,f(z) = 一 -一 -一 . 
机 V1 22 


i 
一 103 一 
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设 #= 时 ,有 天 (z) 一 , 则 当 w 一 上 十 1 时 有 ， 


将 
VI 十 三 
2 5 
A ee ey 
VIT+ G+ Dr 
让 治 


而 ,由 数学 归纳 法 知 ,对 于 任何 自然 数 *, 有 二 (z) = 一 一 
从 而 ,由 数 纳 法 知 任何 自然 数 ,有 yh 


firi(z) = 


2.1.40 设 f(z) 一 二, 试 束 LFCF{7C)))] 及 下 市 )， 车 记 
FFF (2))] = F(z) 试 来 f(z) 与 futi(z), 
Me 


解 因为 (2) = f(z) = 二 = -Cz 关 0,z 关 ,从 而 ， 
Fy 


1 
有 起 ;=1 一 十 ， 
机 ee 
eg z 
于 是 | 南 )= 子 1 
站 f(z) 
falz) = f[f1(z)] = FEf(z)] -i 
Fz) 
Ev 
Tl) 
z 
ha) = f(D) = 0) = 二 =- 一， 


fi(Cz) = 拒 R(z)] = f[f(2)] = f(7) = 2. 
依次 类 推 ( 亦 可 用 归纳 法 ) 即 可 得 知 


fal2)=z, far?) 一 sr 
小 ZF 0 ye 
zr 之 0. 


2.1.41 设 p(z) 一 去 十 jz|2,#(z) 一 


求 了 一 9[%y(z)]， 
| 一 04 一 


| 
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0,z=0; zz 一 0 
解 9(z) 一 (a ed A 
0,z 和 0 
故 [ygo] 一 人 2 
- 0,z<0 0, zs<0 
2.1. 42 设 p() 一 人 2 


求 w[Lw(z)]、%[L%(z)]、w[#(z)]、 续 PCz)]. 


人 

#[¥(z)] 一 位 pe MP 0. (因为 对 一 切 =,y(z) 之 

wy] 一 人 (人 的 CS = 0. (理由 同上 ) 

%[9(] 一 他 ozP(z)， 2 S 
-ne 


2.1.43 设 f(z) 一 [eg pe 
0<<z<< 十 oo. 求 f[gCz)j 
解 ” 因 为 B= {zl0 和 nz 和 1) = [le]， 
= {z|1 <Inz <2} = (ee]， 
- a 2Inz, ze [1,e] NN (0, + oo); 
所 以 ,fg(2] 一 位 z € (e,e?] (| (0, 十 co) 
了 人 z € [le]; 
In’z, z € (e,e’]. 
2.1.44 ” 求 出 下 列 函 数 的 反 函 数 y 二 p(z) 的 显 式 : 
-本 
z+1! 


3 3 
(3) y= Nz+ Vl+i+r+ Vz— Vl+i+z. 


解 〈1) y 一 到 2 的 反 函 数 由 = 一 夯 生 了 确 定 ,从 而 可 解 得 
= (2+D=2 :或 2 一 一 z， 
因为 = 一 页 区 1, 所 以 0 一 之 1 有 而 糊 1 一 :学 0T 三 - > 0， 
一 ft65 一 


9(z) = lnz 


(1) y= (2) y= 1+2sinT 
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于 是 得 2 一 T 二 一, 故 可 得 其 反 函 数 的 显 式 为 :y 一 lg:T 二 二 


1 


(2) 9 一 1 十 2sin 研 一 } 的 反 函 数 由 = 一 1 十 2siny 下 确定 ,从 而 


z 十 1 
于 一 A he 昌 
可 以 解 得 2 一 sin 二 1' 因 为 y 寺 1 Arcsin 一 ， 
或 31 Arcsin SF] = 1+ Areinz 了 1， 
1 十 Arcsin<—=! 


故 可 得 其 反 函 数 的 显 式 为 :y 一 
1 一 Arcsin 


(3) 函数 y 二 和 Ye 十 VT 二 十 Vs 一 Vi 二 的 反 印 数 由 
z 一 V+ ViTF + Vy 一 Vi 十 闻 确定 ,在 上 式 中 令 


$ 3 
Ny+ Vi+¥=u, Vy— Vi+r¥=v, 
便 有 = 十 二 太 十 如 十 3uv(# 十 5) 二 二 十 四 十 3uvz 
= + Vit+y + — V1 十 护 ) 


3 
+ 3 V+ Vi+¥) (yy— Vi+t+w) 
=2y+3z. VY—1= 2y 一 3z. 
故 可 得 其 反 函 数 的 显 式 为 ?一 去 (= 十 3z). 
rz, 一 co 记 z 王 1 
2.1.45 族人 1 过 z 过 4，; 的 反 函 数 . 
2"，4<z 志 十 co 
解 由 y=z, 一 < 之 z 之 1, 得 :二 y, 一 之 y < 之 1， 
由 yg 二 xz?，1z<<4, 得 :二 Vy,，1<y<16, 
由 y 二 22， 4 过 sz<< 十 co, 得 z= 二 lo0gxy，16 < 之 y < 之 十 %. 
综 上 所 述 , 得 其 反 函 数 为 
2 —oo<z<1; 
-| 1<z<16; 
| logz， 16 千 << 十 so ， 


z 


Vii ; 计 
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么 条 件 下 ,其 反 函 数 就 是 它 本 


2.1.46 讨论 函数 y 一 昱 二 
身 . 
解法 1 a 着 |， 外 一 以 一 % 一 0 时 ,一 4 为 常数 , 故 无 反 机 


(2) 基 |" ?= o 时 ， 
cd 
GD 若 c= 0 天 0, 则 y = 全 z 十 二 是 不 过 原点 的 一 条 直线 ,要 反 


函数 为 其 自身 ,该 直线 应 与 直线 y = = 垂直 .所 以 ,全 一 一 1,4 一 一 a, 即 


ye —, 


0) 若 。 一 0 一 0, 则 y = 也 x, 要 反 函 数 为 其 自身 ,a 一 土 z 均 可 ， 
即 y=z，y= 一 z. 
( 痢 ) 若 c 关 0,y = oh ,对 z 关 一 ,fF(2) 都 有 意义 ,从 而 有 


et 
— 五 
二 故 当 4 一 一 a 时 ,F(z) 一 大: 


解法 2 对 任意 的 z(z 天 一 二 )， 当 f(f(z)) ==z 时 , 反 函 数 就 是 它 
本 身 . 


f71(z) 


a 

cz 十 d 
由 生生 全 
+ 
或 (ac cd)z + (a — dd)z— (ab + bd) = 0, 
有 ac 一 一 od,a? = d?,ab 一 一 bd. 
(DD) 当 e 一 0,4 关 0 时 ,a 一 一 4 从 而 有 y 一 一 z 一 此; 
(2) 当 c 一 0 一 0 时 ,一 士 d, 从 而 有 y 一 z 或 一 一 z3 


(3) 当 c 了 0 时 ,a 二 一 4， ,从 而 有 y 一 号 十 亏 
2. 1.47 求 函 数 y 一 thz (thz 一 人 二 全 ;), 一 oo <z<< 十 co 的 反 
函数 和 它 的 定义 域 . 


2Z。 


C。 


= 一 
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解 ” 因 ?=thz 在 (一 co, 十 ce) 内 严格 单调 递增 , 故 它 的 反 函 数 
存在 , 且 是 严格 单调 递增 的 . 


1 
1 
t _t-l 2 
令 e 二 4, 则 y= 工 FFT=1! 到 二 了 于 是 有 
t 
2 2 1+¥ 
?十 1 一 ] , 即 产 一 1=1i 了 


所 以 ee = ,从 而 得 z arcthy jm 

这 个 函数 的 定义 域 为 一 1<y<1. 

2.1.48 设 f(z) 是 (一 co, 十 co) 内 的 单调 函数 ,glz) 是 f(z) 的 
反 函 数 ; 又 设 G(z) 是 F(z) = mf(tz 十 5) 十 a 的 反 函 数 (m,k 取 0), 试 用 
g(z) 表示 G(z). 

解 ” 令 y= G(z), 由 反 函 数 的 定义 得 z 二 PC) 一 mf( 刀 十 b 十 


G(z) = 


4. 判断 单调 性 
2.1.49 证明 f(z) = 十 z 在 (一 oo， 十 oo) 内 是 单调 递增 函 
数 . 
证 设 一 吕 <a<z<+oo 则 
f(z2) 一 f(z1) = (zz 一 7T1) (zf 二 Ti 十 圣 D 
(za 一 z0[(z 十 至 2 十 3 十 1]>0, 
即 f(zz) 之 fz), 故 f(z) 在 (一 co， 十 2 内 为 单调 递增 画 雪 . 
2.1.50 证 明 下 列 各 函数 在 所 示 区 间 内 是 单调 递增 函数 . 
(1) f(z) = 22， 0 00); 
(2) f(z) = snz，( 一 ~ 2 Tr 忆 )， 


证 (1) 当 zs 二 zy 之 0 时 ， 
F(z) — f(z) = A= (+e) >0. . 


一 间 罗 
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于 是 f(z) 在 [0, 十 co) 内 是 单调 递增 函数 . 
(2) 当 a 


于 二 2 开 
2 es Et 
HR an 
f(z2) — f(z1) 一 sinzs 一 sinz! = 2cos < 六 .sin 也 3 > 0. 


所 以 f(z) = sinz 在 [一 也 ,至 ] 内 是 单调 递增 函数 . 
2.1. 51 ”证 明 下 列 函 数 在 所 示 区 间 内 为 单调 递 碱 函数 . 
(1) f(z) 一 z( 一 co<z 委 0); 
(2) f(z) = ctgzr, (0<z< nn). 
证 (1) 当 zi 之 zz<<0 时 ， 
f(z2) 一 fl71) = (zz 一 z1) (z+ 71) < 0, 
所 以 f(z) = 于 在 (一 2,0] 内 是 单调 递减 函数 . 


(2) 当 0< <zz< 天 时， 
f(z2) f(z1) = Cooxs Coszy pe cosxzSinzl 一 coszisinzy 


Sinzz Sinzl Sinzl。Ssinzz 
sin(z, 一 zz) 

一 一 一 一 一 一 一 < 0 
sinz) 。Ssinzz 和 


所 以 f(z) = ctgz 在 (0,r) 内 是 单调 递减 函数 . 
2.1.52 证 明 :f(z) = 2z 十 sinz 在 (一 co, 十 co) 内 严格 单调 递 


增 . 
证 设 z > z 则 
了 (zi) 一 f(z2) = 2(zi 一 zz) 十 sinzi 一 sinzy 
2Gz 一 za 十 2008 于 广 宇 .sin 于 卫生 
2 — 2) 21eos 开放 宇 | lsin 开 也 全 | 
> 2(z 一 za) — 21sin 2 本 | 
宇 2(z: 一 zz) | | = 一 xz>0. 
故 函数 f(2) = 2 二 知 = 在 (一 co， + ~) 内 严格 音译 才 增 。， 
人 E: uy, ti 3 


一 109 一 
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5. 判断 有 界 性 
2.1.53 证明 f(z) 一 1 圭一 在 (一 co, 十 co) 内 是 有 界 函 数 . 


证 因为 对 于 任意 实数 z, 都 有 3 
1i+ 1 
1 十 2 “T+T 1+ 汪 三 


所 以 f(z) 在 (一 co, 十 co) 内 是 有 办 函数. 
2.1.54 试 证 f(z) 一 tegz 在 (0, 工 3) 内 无 界 . 
证 法 1 宙 丰 着 的 闸 六 二 革 人 TS 让 有 


1 1 
secm 一 Hz > M's cosr < 7: 


注意 到 cosr 在 (0, 子 ) 内 是 递减 的 , 故 取 areeos 方 入 z<< 于 ,就 有 
tl@z > M? 一 1, 即 对 任意 的 VM 一 1 > 0, 存 在 zE (0, 子 ) 使 ltgz| > 
YM 一 1, 所 以 ,tgz 在 (0, 也 ) 内 无 界 . 

证 法 ?注意 到 当下 <z<< 子 时 ,sinz> sin 名 二 方 . 故此 时 ,对 
任意 的 M > 1 欲 使 tgz| = | smz 


> > ,只 要 cosz 之 埃 j 取 z， 
使 和 <<z< 了 于 eee 即 tgz 在 
(0, 和 至 ) 内 无 界 . 

2.1.55 证 明 函 数 f(z) 一 = 十 cos 站 在 + 一 0 的 任意 邻 域内 是 无 界 
的 ,但 是 在 z 一 0 时 它 不 趋 于 无 穷 大 . 

证 对 z= 的 全 但 种 域 [= 5,6],6 > 0, 对 任意 给 定 的 正 数 W， 
都 存在 自然 4, 使 zo 一 2 € [一 6,5],2nz >> M. 从 而 


1f(zo) | = 12nrcos2nr| = 2ar > M. 
这 表明 f(z) 在 [一 5,6] 上 无 界 . 


1 
由 于 f(z) = 了 | 2 上 元 | = 0, 所 以 f(z) 不 趋 近 于 无 穷 大 . 
2 


2.1.56 设 f(z),g(z) 是 [a,8] 上 的 有 界 函 数 ,证 明 : 
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(1) inf [f(z) + g(z)] 2 inf f(z) 十 inf g(z); 
< eet er 

(2) sup [f(z) 十 9g(z)] 委 sup f(z) 十 sup g(z). 
rc css xc 


证 (1) 由 题 设 知 ,对 任意 z € [a,5] 皆 有 
inf f(z) 十 inf g(z) < f(z) 十 9g(z)， 
er<b eCrep 


这 表明 f(z) 十 g(z) 是 下 方 有 界 的 函数 ,并 且 inf f(z) 十 ,inf 9(z) 是 它 


的 一 个 下 界 . 根据 下 确 界定 义 , 则 得 
inf [f(z) + g(z)] > inf f(z) 十 inf g(x) 
ea 和 rsb Sr<h ea<r<h 


《2) 可 用 类 似 (1) 的 方法 证 明之 . 


> 


6. 判断 周期 性 
2.1.57 ” 求 函 数 f(z) 二 4 :sin(az 十 5) 的 最 小 正 周期 . 
解 ” 设 f(z) 的 周期 为 w 则 f(z 十 o) 二 了 f(z), 即 
A sin(az + b) = A sin[alz + w) + ©]. 
亦 即 sin(az 十 6b) 一 sin[a(z 十 @) 十 


一 一 2cos[oz 十 6 十 他 ] "sin 字 三 0. 


从 而 sin 全 = 0. 由 此 推出 办 = br，(4 一 0,1,2,…). 最 小 正 周期 应 取 


正 周期 是 1. 
证 首先 证 明 任何 整数 都 是 它 的 周期 . 
f(z 二 +h)=z+k— [z++t]=z+k—k—[z]=2z— [zj], 
即 f(z) = f(z 十 有 ), 故 1 是 函数 f(z) 的 正 周期 . 
下 面 证 明 1 是 它 的 最 小 正 周期 .对 任何 0 二 1 过 1, 取 z= 0, 有 
f(0+D=L— [d=i0=0— [0=f0). 
这 就 是 说 ,任何 0 上 < 1 都 不 是 了 的 周期 , 故 1 是 它 的 最 小 正 周期 . 
2.1.59 求 下 列 函数 的 最 小 正 周期 : 
(1) f(z) = costz 十 Sn 
(2) f(z) 二 1 十 58 于 十 3cos 邱 
解 (1) f(z) = ne (sin’s igo ~— mn 
一 HI 一 
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i 1 
1 7sin 2z 一 | 4 


故 f(z) 的 最 小 正 周期 为 一 至 = 子 . 


(2) 他 于 和 eos 本 的 周期 各 为 5r 和 6r, 故 f(z) 的 最 小 正 周期 为 
@ = 30rr. 

2.1.60 ”证 明了 f(z) = sinz: 不 是 周期 函数 . 

证 ” 若 存 在 与 x 无关 的 正 数 o, 使 sinz? = sin(z 十 o):， 
则 当 z = 0 时 ,有 0 = sinoz, 故 oz = nzyo 二 War (n 为 正 整 数 ). 从 
而 


(1 一 cos4z) 3 中 Feos4z. 


sinz? 一 sin(z + V nn)’ = sin(z’? 二 2z V ns + nm). 
今 取 z 天 es (kt 为 正 整 数 ). 则 2z VY nx 十 sr 2kx 


因此 ,sinz? 尖 sinCz? 十 2z War 十 mn). 故 f(z) = sinz: 不 是 周期 函数 . 

2.1.61 设 f(z) 是 (一 co， 十 ce) 内 的 函数 ,而 且 

f(z + T) = f(x), kT> 0. 
证 明 :f(z) = qa， g(x),(a 为 常数 ),plz) 是 以 了 为 周期 的 函数 . 

证 车 f(z) 三 0, 结论 显然 成 立 .不 妨 设 f(z) 天 0, 则 存在 xz。€E 
(一 co， 十 0), 使 f(zo) 关 0, 并 且 由 题 设 知 f(zo 十 7T) = 好 (zo), 故 有 上 
= f(z + T/F(z0) > 0, 信 a= [f(t T) /F(z > 0vp(z) = [f(z 
十 7)/f(z0)] f(z) 则 

f(z) = [flzo tt T)/F(z) FF pz) = a plz). 
而 且 glz + T) = [f(zo t+ T)/FCz0)]-$ 。F(z + 7) 

= [f(zo T)/F(z0) J 7-! » kf(z) 

= [f(z + T)/F(z) Ff(7) = (2). 

2.1.62 设 f(z),g(z) 是 [o,5] 上 的 周期 函数 ,周期 分 别 为 Ty,7,， 
而 且 7 二 (24,7,) > 0. 证 明 f(z) .9(z) 也 是 周期 函数 ,其 中 7 = (74,7,) 
表示 74,7, 的 最 小 公 倍数 . 

证 设 T= 7 = m7,, 则 

| flz + T) gz + T) = f(z 7 gz mT,) = f(z) » g(z) 
| 即 f(z) ，g(z) 也 是 局 期 画 数 ”、… “ 
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2.1. 63 ”证 明 多 项 式 不 是 周期 函数 . 

证 ”用 归纳 法 证 之 . 

设 4 为 多 项 式 的 次 数 .4 = 1 时 ,一 次 多 项 式 y = az 十 5 不 是 周期 
函数 . 因为 ,否则 必 存 在 一 实数 w 关 0, 使 a(z 十 w) 十 5 一 az 十 5 对 一 切 
z 均 成 立 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

当 n 一 上 时 省 次 多 项 式 f(z) 不 是 周期 函数 ,证 明 * 十 1 次 多 项 式 
天 +1(z) 也 不 是 周期 函数 . 采用 反 证 法 . 

车 ft1Cz) 是 周期 函数 ,以 w 为 周期 , 任 取 一 实数 a 天 w, 作 函数 
g(7) 三 h(x 十 9) 一 无 11(z), 则 g(z) 是 + 次 多 项 式 , 它 是 以 w 为 周期 的 
函数 ,与 假设 矛盾 . 证 毕 . . 

2.1.64 证明: 若 函 数 y= f(z)( 一 coe <z<< 十 co) 的 图 形 关于 直 
线 z 一 sa 和 zz 一 5 >a) 对 称 , 则 函数 f(z) 为 周期 函数 . 

证 ”由 于 函数 y= f(z) 关 于 直线 z 二 a 对 称 , 因 此 ,对 于 任意 的 = 
皆 有 

f(z) = f[o 十 (e 一 z)] = f(2a — 7). (1) 
又 因为 函数 y = f(z) 的 图 形 关于 直线 z 一 ”对称 ,因此 有 
f(2a 一 2 一 和 十 (一 2 十 z)]=f[z 十 2 一 ao)]. (2) 
由 (1) 和 (2) 可 知 ,对 任意 的 = 皆 有 
f(z) 一 f[Lz 十 2( 一 oa)]， 
即 f(z) 是 以 2(b 一 a) 为 周期 的 函数 . 

2.1.65 证 明 : 若 函数 y = f(z) (一 coe <z<< 十 co) 的 图 形 关于 
两 点 4(a,yo) 和 BC6,y4) CO > a) 对 称 , 则 函数 f(z) 是 线性 函数 与 周期 函 
数 的 和 . 特别 地 , 若 yo = y 时 , 则 f(z) 是 周期 函数 . 

证 ”对 于 任意 的 xz € (一 co, 十 oo), 由 于 F(z) 的 图 形 关于 点 
A(la,yo) 对 称 , 所 以 

f(2a 一 z) = 2yo 一 了 f(z). WCG 

又 由 于 f(z) 的 图 形 关于 BC5,y) 对 称 , 则 由 点 (2a 一 zy,2yo 一 f(z)) 

及 (1) 式 推 知 
flz + 2(6 — a)) = 2y, — [2 — f(z)]. (2) 


设 f(z) = g(z) 十 健一 奖 z, 下 面 证 明 g(z) 是 以 2(5 一 a) 为 周期 的 


b—a 


函数 . 


E 
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因为 g(z) = f(z) 一 加 一 各 ,根据 (2) 式 得 


g[z + 2(5 — a)] = ffz + 2C6 — a)] 允 二 2[z 十 2 一 o)] 


2y 一 2yo 十 f(z) 人 yz 2(9 — yo) 


= f(z) 一 下 一 = 9(z). 
由 此 可 见 9(z) 是 以 2 一 o) 为 周期 的 周期 函数 ,从 而 ,根据 (3) 即 
知 f(z) 是 周期 函数 与 线性 函数 hz) 一 加 二 冯 z 的 和 - 
特别 当 二 yo 时 ,h(xz) 一 0, 从 而 恒 有 f(z) 一 9(z). 
因 %(z) 为 周期 函数 , 故 f(zx) 为 周期 函数 . 
2.1.66 设 函 数 f(z) 在 (一 co, 十 ce) 内 是 奇 函数 ,f(1) 一 o, 且 对 
任意 的 z 值 均 有 
f(z 十 2) — f(z) = f(2). (x) 
(1) 试用 a 表示 f(2) 和 f(5)， 
(2) 间 a 取 何 值 时 ,f(z) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 
解 (1) 在 (x) 式 中 ， 
令 z= 一 1 得 f(2) = 2f(1) = 20， 
令 z= 1, 得 f(3) = f(1) 十 f(2) = 3a， 
令 z= 3, 得 f(5) = f(3) 十 f(2) = 5a. 
(2) 由 (1) 知 当 且 仅 当 a 二 0 时 ,f(2) 一 0. 再 由 (* ) 式 ,这 时 f(z 十 
2) 二 f(z). 即 a 二 0 时 ,f(z) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 
2.1.67 已 知 定义 在 [0,4] 上 的 函数 f(z) = 3:, 先 把 它 延 拓 到 
[一 4,0] 上 ,使 它 成 为 偶 函 数 ,然后 再 把 已 延 拓 到 [一 4,4] 上 的 函数 延 
拓 到 整个 实 轴 上 ,使 函数 成 为 以 8 为 周期 的 函数 . 
解 ”依据 条 件 f( 一 z) = f(z) = 3 可 知 , 延 拓 到 [一 4,4] 上 的 偶 
函数 是 
3 0<zr<4; 
A (2 一 4 去 z 挟 0. 
其 次 , 因 周 期 o = 8, 故 由 条 件 廊 (z) = 天 (z 一 8£) (为 整数 ) 知 ， 
当 & sz 生 8 十 4, 即 0 委 z 一 8 入 4 时 有 
fi(z) = f(z — 8k) = 32 


| 
| 一 114 一 
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而 当 一 4 委 z 入 8t, 即 一 4 和 zx 一 8 去 0 时 有 ， 
f(z) = fi(z — 8k) 一 3- 二 
因此 , 延 拓 到 整个 实 轴 上 的 周期 为 8 的 偶 函 数 是 : 
3 8k<zrABk 4; 
二 人 8k— 4<z< 8k 


7. 判断 奇偶 性 

2.1.68 如果 了 (z) 是 定义 在 (一 22) 内 的 任意 函数 , 试 证 

(1) f(z) 十 f( 一 z) 是 偶 函 数 ; 

(2) f(z) 一 f( 一 z) 是 奇 函数 . 

证 (1) 设 g(z) = f(z) 十 f( 一 z), 由 于 

9( 一 z) 一天 一 z) 十 所 一 (一 z] 一 FGz) + f(z) = yg(z), 
所 以 ,f(z) 十 f( 一 z) 是 偶 函数 . 

(2) 设 m(z) = f(z) 一 f( 一 z), 由 于 

g( 一 z) 一 于 一 z) 一 拒 一 (z)] 一 一 [f(z) 一 所 一 z] 一 一 9p(z)， 

所 以 ,f(z) 一 f( 一 z) 是 奇 函数 . 

2.1. 69 证 明 除 0 以 外 ,没有 既是 奇 函数 又 是 偶 函 数 的 函数 存 
在 . 

证 ” 设 f(z) 既是 奇 函 数 又 是 偶 函 数 , 则 有 

. 了 (一 z) =— f(z), 了 (一 z) = f(z). 

于 是 f(z) = 一 f(z). 即 f(z) = 0. 

2.1.70 ”检验 下 列 函数 的 奇偶 性 : 

(Df(2) = Vr 十 2sinz; (2) f(z) = 2 + 2-7; 

(3) f(z) = |z| 一 5e®; (4) f(z) = z+ 5zj 

(5) f(z) = te 十 

解 ”各 小 题 中 函数 的 定义 域 都 关于 原点 0 对 称 ,前 4 个 小 题 的 定 
义 域 为 (一 oo, 十 co) ,而 第 5 小 题 的 定义 域 为 (一 co, 一 3) U (3， 
十 co) 

(1) 因为 f 一 z 一 (一 :区 一 > 十 2sin( 一 2) 
— r+» Yr — 2sinz = f(z). 


所 以 该 函数 是 奇 函 数 . 
(2) f 一 z) 二 2 十 2-59 一 2- 十 2 二 f(z), 所 以 该 函数 是 偶 函 
一 15 一 
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数 . 
(3) f( 一 z] 一 | 一 z| 一 5ec 涪 一 |z| 一 5” = f(z), 所 以 该 函数 
是 偶 函 数 . 

(4) f( 一 z) 二 (一 z)? 十 5( 一 z) 二 一 5z, 由 于 f( 一 z) 关 f(z) 且 


开 (一 z) 关 一 f(z), 所 以 该 函数 既 不 是 奇 函 数 , 也 不 是 侦 函 数 . 
—z*+3_,:—3 z+ 3 


(5) f( 一 中 一 1 二 和 二 3 一 1 一 1 全 3) 
一 一 2 十 一 一 fo). 
所 以 该 函数 为 奇 函数 . 


2.1.71 已 知 函数 f(z) 满足 
of(z) 十 好 ( 士 ) = 全 ,ape 为 常数 ,|a| 并 151， 
试 证 明 f(z) 是 奇 函数 . 
证 在 所 给 的 关系 式 中 ,用 二 代替 =, 得 


af) 十 bf(z) 一 c(z). 


解 方程 组 
af(z) 十 (十 ) 一 
of CT) 十 if(z) = or, 
得 f(z) = 二 (时 一 DD， (2 一 全 关 0) 


由 天 一 2 一 二 尺 ( 名 一 br) 一 一 f(z) 知 ,f(z) 是 奇 函数 . 

2.1.72 ”把 函数 f(z) = 4zs 十 zx? 一 6sinz (z 之 0) 延 拓 到 整个 实 轴 
上 ,使 它 成 为 奇 函数 . 

解 ” 设 z=0, 则 

于 一 z)》 一 4( 一 2)5 十 (一 z): 一 6sin( 一 2z) 
一 一 4z5 十 zz 十 6sinz. 
由 条 件 f(z) = 一 f( 一 z) 知 ,z 之 0 时 应 有 
f(z) =— (— hz + z+ 6sinz) = 4z5 — 7 — 6sinz. 


， 所 以 


Ct 
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4z5 十 zz 一 6sinz，z 志 0 
Ts (二 — 2 6sinr, z< 0. 
这 就 是 所 求 的 奇 函 数 . 

2.1.73 证明: 定义 在 对 称 区 间 ( 一 i,/) 内 的 任何 函数 f(z) 必 可 
表示 成 偶 孙 数 H(z) 与 奇 函 数 G(z) 之 和 的 形式 , 且 这 种 表示 形式 是 唯 
一 的 . 

证 令 H(z) G(z) 


则 召 (z) 与 G(z) 分 别 为 定义 在 (一 上 2) 上 的 偶 函 数 与 奇 函 数 , 且 

f(z) = H(z) + G(z). 

如 果 还 存在 偶 函数 H(z) 与 奇 函 数 G1(z) ,使 

flz) = H(z) + C1(7), 
则 有 H(z) + G(z) = Hi(z) + G1(z), 
从 而 H(z) 一 Hi(z) = G1(7) — Gz). (1) 
以 一 z 代 入 (1) 式 得 

H(—7)— Hi(—7)= G0(—z)— 0(~ 27) 

即 H(z) 一 Hi(z) = G(z) 一 G1(z) (2) 
由 (1) 十 (2) 得 2H(z) 一 2H,(z) = 0, 即 H(z) = Hi(z). 
于 是 由 (1) 式 得 c(z) = G,(z). 唯一 性 得 证 . 


f+ (2) _ f(z) — f(— 7) 
2 2 


8. 函数 作 图 

2.1.74 已 知 函 数 y = 二 f(z) 和 3 一 w(z) 的 图 象 ,说 明 怎样 用 几何 
作 图 法 ,绘制 f(z) 与 p(z) 的 和 、 差 、 积 . 商 的 图 象 . 

解 因为 函数 y = f(z) 与 y = p(z) 的 图 象 已 知 , 所 以 对 于 给 定 的 
zx, 线段 f(z) 与 p(z) 的 长 便 已 知 ,这 时 根据 几何 作 图 法 , 便 可 求 出 以 上 
二 线段 的 和 、 差 . 积 、 商 为 长 度 的 线段. 其 中 y = f(z) * p(z) 与 y = 


f(z)/p(z) 的 情形 ,可 分 别 写 成 她 一 2 与 辣 一 区 的 形式 ,然后 


用 求 第 四 比例 项 的 几何 作 图 法 便 可 得 到 ?的 线 肌 长 
既然 对 于 给 定 的 < 能 求 出 对 应 的 y 的 线段 长 ,那么 可 以 恰当 的 选取 
足够 多 的 + 点 ,进一步 用 描 点 作 图 法 得 到 所 求 函数 的 图 象 . 
2.1.75 已 知 函数 y 一 f(z) 的 图 形 , 试 作 下 列 函数 的 图 形 . 
(Dy=—fD Vf 
(Y= ;Die 
一 87 一 
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(5)y 一 去 [lfGD1+ Ke] (6 = 去 [IfCD1 一 fa] 

解 (1) y= 一 f(z) 的 图 形 与 y = f(z) 的 图 形 关 于 z 轴 对 称 .如 
图 (1). 

(2) y = f(z) 与 y 一 f( 一 7) 的 图 形 关 于 y 轴 对 称 . 如 图 (2). 


x 


y=f(x) 


(1) 2.1.75 题 图 (2) 


(3) 3 一 一 大 一 z) 的 图 撒 与 y= f(z) 的 图 形 关 于 原点 对 称 . 如 图 
(3). 

(4)y 二 |f(z) | 的 图 形 , 当 f(z) 之 0 时 ,与 y= f(z) 的 图 形 相同 ; 当 
f(z) < 0 时 ,与 y= f(z) 的 图 形 关于 z 轴 对 称 . 如 图 (4). 


(4) 


(3) 


(5)8 = 读 [17Gz)1 十 fCz)] 的 图 形 , 当 fz) > 0 时 ,与 J(z) 的 图 形 
相同 ; 当 f(z) < 0 时 , 它 恒 取 零 值 ,如 图 (5). 

(6) y 一 二 [IfCD1 一 了 (2)] 的 图 形 , 当 J(z) < 0 时 , 它 的 图 形 与 ? 
,= f(z) 的 图 形 关于 * 轴 对 称 ; 当 f(z) > 0 时 , 它 便 取 零 值 . 如 图 (6). 
| 一 ts 一 
| 
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y= 


Z ft) + Fe) 3 10) 


fix)] 


(5) (6) 


2.1.76 ”确定 下 列 函 数 图 形 的 对 称 中 心 . 
1 
Droits—3 
(Wy=1+ Yr—2. 
解 ” 欲 证 函数 以 某 一 点 为 对 称 中 心 ,只 须 证 该 函数 在 坐标 变换 
下 , 它 是 新 坐标 系 中 的 奇 函 数 . 
(1) 作 如 下 坐标 变换 (2 二?” 
则 在 新 坐标 系 z oy 中 ， 原 丁 数 表达 式 为 


= fw ) = + 二 + 地 


] 
z— 3 


2 天 三 本 
. 9 1 1 
且 有 f( -Hi+t + 
=— (二) = f(r ). 


Wl zz 十 1 
由 此 可 知 ,函数 f(z' ) 关于 新 坐标 系 的 原点 对 称 . 从 而 在 原 坐 标 系 zoy 
中 ,函数 y = f(z) 的 图 形 的 对 称 中 心 是 点 (2,0). 
(2) 由 y = f(z) 一 1 十 Yr 一 2 有 ,(y- 1 二 z 一 2. 作 坐标 变换 
位 =y—1, 
Bs— 2. 
则 函数 f(z) 在 新 坐标 系 z' oy 中 的 表达 式 为 wy， 二 z'. 易 见 这 是 一 个 
奇 函数 ,从 而 可 知 在 zoy 坐标 系 中 ,函数 f(z) 的 对 称 中 心 是 点 (2,1). 
2.1.77 测定 直列 本 数 的 图 开关 于 什么 样 的 各 丰 币 对 向 | 


(Dy= 寺 + 于 
= 
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(2) y= Va 十 z 十 YI 一 rz， (0 一 ae 二 0 
解 (1) 显然 , 数 轴 上 的 两 点 a 十 :和 a 一 :关于 点 a 是 对 称 的 . 
如 记 z 一 aa 十 se, 则 ao 一 *=2a 一 z; 
如 记 z 一 oa 一 * 则 cs 十 = 2a 一 z. 
可 见 , 数 轴 上 的 两 点 z 和 2a 一 z 关 于 点 a 是 对 称 的 ,不 管 z 在 a 的 左边 还 
是 右边 . 
据 上 可 知 ,f(z) 的 图 形 如 有 垂直 对 称 轴 z 二 a, 则 f(z) = f(2a 一 z) 
对 于 f(z) 的 定义 域内 的 一 切 z 成 立 . 
根据 这 个 方程 解 出 与 z 有 关 的 a, 就 能 求 出 对 称 轴 了 . 但 往往 不 易 
做 到 , 须 另 谋 他 策 . 对 此 ,在 这 里 不 作 一 般 性 的 议论 , 仅 对 本 题 给 出 解法 
如 下 . 
易 见 f(z) 的 定义 域 是 (一 co,0),(0,1) 和 (1, 十 oo). 如果 f(z) 的 
图 形 有 垂直 对 称 轴 z = a, 则 
1 1 
+e Ca 
应 对 其 定义 域 上 的 一 切 z 成 立 . 
今 取 z = 2, 相 应 的 就 有 
1 


区 ee 1 ( 
ti Gat ai 2 
这 是 a 必然 满足 的 方程 , 即 f(z) 有 垂直 对 称 轴 = = = 的 必要 条 件 ,当然 
不 是 充分 条 件 . 
整理 方程 (1) 得 
20a: 一 100c: 十 177a? 一 1304 十 32==0， 
因 式 分 解 ,得 
(a ~— 2)(2a — 1)(10a — 25a ++ 16) = 0. 
由 此 可 见 ,方程 (1) 只 有 两 个 实 根 。 一 2,4 一 去. 
如 上 所 述 , 这 只 是 必要 条 件 , 而 非 充分 条 件 ,因此 ,直线 = = 2 和 
z = 雪 是 不 是 垂直 对 称 轴 , 尚 须 验证 . 


当 a 二 2 时 ， 

1 1 1 1 
tae at 
不 是 恒等式 . 所 以 ,z 二 2 不 是 f(z) 的 图 形 的 径直 对 称 轴 . 
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1 1 1 


村 
(一 了 CG2 二 一 z C2: 去 一 z 一 DD 


这 是 关于 的 恒等式 . 所 以 ,z = 去 是 f(z) 的 图 形 的 垂直 对 称 轴 . 
(2) 据 (1) 中 所 述 可 知 ,车 z ==。 为 f(z) 的 图 形 的 垂直 对 称 轴 , 则 应 
有 f(z) = f(2c 一 z), 即 
Va+z+ Vo—z Va+ 2c z+ Vb 2c 十 z 
对 定义 域 中 的 一 切 z 均 成 立 . 
今 取 z = 0, 则 由 上 式 有 
Va+ Vb = Vat2+ Vb— 2c. (2) 
这 是 f(z) 有 垂直 对 称 轴 z = 。 的 必要 条 件 , 但 非 充分 条 件 、 
整理 方程 (1) ,可 化 为 等 价 方程 
(a 十 20)(5 一 2c) = ab, 或 c(2b 一 2a 一 4c)==0. 
由 此 可 见 ,c 一 0 和 。 一 2 吉 < 是 方程 (2) 的 两 个 实数 根 . 容易 验证 ， 
当 c 二 0 时 ， 
Vatzt+ Vo—z— Vat+2.0—z+ Vi—2.0+z 


= Va—z++ Vb+i+z. 
这 不 是 关于 z 的 恒等式 , 故 + 一 0 不 是 f(z) 的 图 形 的 对 称 轴 . 
当 。 一 3 时 ， 
Vatz+ Voz 
= A/a+2 22 一 z+A/ 2 + 
Rp 
这 是 一 个 关于 = 的 便 等 式 ,所 以 = 一 “于 (>>o) 是 f(z) 的 图 形 
的 垂直 对 称 轴 . 
2. 1. 78 绘制 函数 ， 一 cosz .sgn(sinz) 的 图 形 . 
解 。 由 题 设 可 知 


a Es 
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0， 当 sinz > 0; 


cosz， 当 sinz > 0; 
-| 
一 cosz， 当 sin < 0. 


即 ?一 
Cosr, 2ktr<<z< 2k In; 
0， = kn; 
a 
20 + Dr. 
(4 二 0, 土 1, 土 2,.) 2.1.78 题 图 
图 形 为 图 中 的 实 线 部 分 . 


2.1.79 绘 函数 y = |1 一 zl 一 11 十 zl 的 图 形 . 


2， 当 z < 一 1; 
,全 > 当 一 1 和 xz 入 1 
一 2， 当 z> 1. 


2. 1. 79 题 图 


2.1.80 绘 函 数 y 一 z 十 二 的 图 形 . 
解 ”此 题 可 以 利用 图 形 的 加 法 绘制 
首先 绘制 由 一 =, 加 一 十 的 图 形 , 然 后 做 图 形 的 加 法 即 可 得 所 求 图 形 
如 上 图 中 的 实 线 部 分 . 
2.1.81 ， 作 函数 y = Te 的 图 形 - 
解 此 函数 图 形 可 由 二 sinz 和 加 二 工 十 二 的 图 形 按 图 形 乘法 
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求 之 ,其 中 思 一 工 二 二 的 图 形 可 由 抛物 线 加 ~ 1 十 于 的 图 形 按 倒数 的 
图 形 作法 得 到 . 下 图 中 的 实 线 部 分 即 为 所 求 的 图 形 . 
2.1.82 作 函 数 y= |z 一 al 
十 音 |z 一 中 . (a 之 45) 的 图 形 . 
解 当 z 一 "时 ， 
y= 去 @ ts 
当 z = 二 5b 时 ,y= 二 5 一 a; 
当 z 汪 5 时 ,y= (z 一 a) 
十 二 (z 一 = 了 37 
2 2 
一 去 (2a 十 5 2. 1. 81 题 图 


当 e<z<0 时 由 = (一 四 十 二 人 一 六 一 二 一 二 (2 一 0 


当 z 过 a 时 ,y (a 一 四 十 去 6 一 2 - 冯 十 于 (2a 十 已、 


故 函 数 的 图 形 是 一 条 折线 . 如 图 中 的 实 线 部 分 . 


y= cos(2arccosx) 


a Jy ~、b 
2. 1. 82 题 图 ?.1.83 题 图 


2.1. 83 ” 作 函 数 y = cos(2arccosz) 的 图 形 . 

解 y 二 cos(2arccosz) 的 定义 域 是 一 1 二 z 过 1, 对 一 切 一 1 和 z 
和 1 有 # = cos(2arccosz) 一 2cosz(arccosz) — 1 = 2z: 一 1. 
故 其 图 形 如 上 . 

2.1. 84 ”描绘 函数 y = arcsin(sinz) 的 图 形 . 


1 
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解 ”在 [一 也 ,也 ] 上 有 


siny 一 sinz， 和 受 z 去 


4 3 ka 
2 于 时 
所 以 ,y 一 z， (了 <:<F) 


). 
车 在 区 间 [ 持 , 容 ] 上 考虑 , 则 
singy = smz, 于 三 xz 三 和 区， 一 了 <y< 子 : 


所 以 ,y= 二 x 一 zz， ( 持 <z< 和 加). 
因为 y = arcsin(sinz) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ,所 以 沿 z 轴 的 正 
负 方向 ,每 隔 2r 平行 移动 [一 所, 25] 上 的 图 形 . 就 会 得 到 其 全 部 图 


2. 1. 84 题 图 2. 1. 85 题 图 


2.1.85 画 出 函数 y = e-"。sinz 的 图 形 . 
解 ”此 函数 的 定义 域 为 (一 co， 十 oo). 由 于 
le-* sinz| < |sinz} + e~* < ee, 
即 一 所 <<e sinz <<e "因此 ,函数 y 一 。 sinz 的 图 形 介 于 y == ee- 
与 y 二 一 e 的 图 形 之 间 . 又 由 于 


sint 一 0， sin(3r# 士 一)r 一 士 1 一 0, 士 1, 士 2 
故 y 一 * "sinz 的 图 形 与 = 轴 的 交点 为 (tr,0), 并 通过 点 ((2t 十 于)， 
et) 与 点 ((2k 一 去)， 一 e 一 ce- 和) 
再 考虑 正弦 曲线 的 特征 ,以 及 lime-，' sinz 一 oo. 最 后 将 上 述 各 点 
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用 光滑 的 曲线 连接 起 来 , 即 可 得 出 y 二 e-*， sinz 的 图 象 如 上 . 
2.1.86 ”作出 函数 |Inz| 十 liny| = 1 的 图 形 . 


1 
linz| < 1， Ps 


liny| < 1， 1 <s<e., 


e 


解 由 { 


当 二 <z<1, 二 <y<1 时 ， 
有 一 nz 一 Iny = 1, 从 而 ,y 一 二， 
当 二 <z<1,1<y<e 时 ,有 
一 Inz 十 Iny 二 1, 从而,y = er; 

当 1<z<e 二 <y<1 时 ， 

E34 

Inz— Iny=1 = 
有 Inz y ;从 而 有 ,y 下 2. 1. 86 题 图 


当 1<z<el<y<e 时 ,有 Inz 十 Iny = 1 ,从 而 有 9 = 二 . 
综 上 所 述 ,可 作出 |Inz| 十 liny| = 1 的 图 形 . 


2.1.87 作出 函数 
2 当 z 为 无 理 数 ， 
RD 3 
所 当 z 一 二 ,pg) 一 1 
的 图 形 . 


解 ” 当 z 为 无 理 数 时 ,点 [z， 
f(z)] 在 直线 y 二 z+ 上 ,点 (0,0), 即 
原点 也 在 直线 y = xz 上. 

当 且 仅 当 ?一 4 时 ， 

和 到 一 二 成 立 .此 时 7G) = 
1, 点 (1,1) 也 在 直线 y 一 z 上. 
容易 证 明 , 若 zp 二 g, 则 2.1. 87 题 图 
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[i+r ~ 新 
Tie gq" 
若 ? > 9, 则 过 5< 工 


因此 , 设 z 为 有 理 点 ' 风 当 。 < = < 1 时 ,点 在 [efKa)] 在 直线 
= 之 上 方 ; 当 = > 1 时 ,点 [z,f(z)] 在 直线 y =- = 之 下 方 . 

特别 地 , 当 ?.4 很 大 时 ,A/ 二 十 到 接近 全 ,因此 在 直线 ! 一 z (z 之 0) 
的 近 旁 密集 着 成 堆 的 函数 图 形 的 孤立 点 

值得 注意 的 是 , 若 * 为 有 理 数 , 则 z 一 7 与 :二 "时 ,函数 值 相同 ， 

， 故 在 有 理 点 集 上 ,函数 的 图 形 关于 y 轴 对 称 . 据 上 述 分 析 可 绘 出 此 函数 

的 简 图 . 

2.188 设 当 0 全 z 芝 1 时 ,f(z) = z(1 一 2?); 又 函数 以 关系 式 
fz 十 1) = 2f(z) 向 [0,1] 外 延 拓 , 求 作 y = f(z) (一 cc <z<< 十 co) 
的 图 形 . 


解 ” 当 0 委 z 近 1 时 ,f(z) = =z0 一 ao)= 才 -全 一 z)2, 要 使 


f(z 十 1) 一 2f(z) 一 于 一 2( 却 一 Zz)?, zcE [0,1], 作 变换 , 令 z 十 1 一 
如 得 到 1 和 上 和 2 时 ,有 

f= 子 一 2( 守 一 人 D: 
人 函数 表达 式 为 

Fa) = 了 一 2 一) 
要 使 1 二 + 二 2 时 ， 有 

f(z 十 1) = 2f(z) 一 于 A 2( 子 一 3) 二 
同上 作 变 换 ， 可 现 S 证 妆 玉 这 长 
f(z) = 他 一 2 一 


如 此 继续 下 去 ， 向 外 拓 可 得 , 一 1 委 z 委 * (为 自然 数 ) 时 , 函 
数 表达 式 为 


fa 一 2 一 2 
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容易 证 明 , 函数 向 区 间 [0,1] 左 方 延 拓 时 , 这 个 表达 式 也 是 成 立 
的 ,只 是 式 中 的 4 值 取 0 和 负 整 数 罢了 . 

综 上 所 述 , 得 到 函数 在 整个 数 轴 上 的 表达 式 为 

f(z) = 2 — 2-1(22 元 z)2,， 2 一 1 委 z 入 nn 为 整数 ， 

在 每 一 个 区 间 [z 一 1,x] 上 ,图 形 是 一 段 向 下 张口 的 抛物 线 , 以 直 
线 = 一 轻 寺 | 为 对 称 轴 , 以 | 也 于 ,2.-*) 为 顶点 . 交 = 轴 于 一 1,0) 
和 (n,0) 两 点 . 每 段 抛物 线 顶 点 的 纵 坐 标 等 于 其 左 邻 区 间 上 抛物 线 顶 
点 纵 坐 标的 二 倍 . 由 此 可 画 出 f(z) 的 图 形 如 下 . 


2. 1.88 趣 革 2.1. 89 题 图 


2.1.89 设 当 0 过 +z 之 x 时 ,f(z) = 0, 函 数 以 关系 式 f(z 十 7) 一 
f(z) 十 sinz 向 区 间 [0, 中 外延 拓 , 求 作 函 数 y 一 f(z) (一 co<z<< 十 co) 
的 图 形 . 

解 ” 当 0 二 +z<<# 时 ,f(z) = 0. 由 题 设 应 有 

f(z 十 7) = f(z) + sinz = 0 十 sinz = sinz. 
作 变换 z 十 7 ==, 得 到 7 过 1 过 2x, 这 时 有 f(t) = 一 sint. 
仍 记 1 为 z, 于 是 x 达 z 达 2x 时 ,函数 表达 式 为 f(z) = 一 sinz. 
仍 由 题 设 ,x 三 z 二 2x 时 ， 
了 (z 7) = f(z) 十 sinz 一 一 sinz 十 sinz = 0. 
同上 作 变 换 , 得 到 2r 过 z 过 3x 时 ,函数 表达 式 为 f(z) = 0. 
综 上 所 述 ,可 推 知 本 数 在 全 数 轴 上 的 家 达 式 为 
» 2ax Zz (Zn 1)n; 
人 (me (24 一 Dx 之 z 过 2a.《" 为 整数 ) 
由 此 可 画 出 函数 的 图 象 . 
2.1. 90 ”作出 下 列 用 参数 方程 表示 的 函数 的 图 形 . 


i ee 
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(3) z 一 a。cos8，3y 一 avsin20. 
解 (1) 易 见 z 与 y 都 既 无 上 界 又 无 下 界 .并 且 由 于 十 1 之 2l1tl， 
所 以 有 
= 4+ 二 |= 人 >z 
由 此 可 知 在 二 直线 = 一 一 2 和 z= 2 之 间 无 图 形 . 又 因为 
ey -D+ 


(+ D[Gd 一 二 十 了 ] 
£ 
所 以 y 与 上 十 1 同 导 : 
t 十 1>0 即 > 一 1 时 ,yy> 0 
t 十 1 二 0 即 1= 一 1 时 ,y = 0; Vd 
t 二 1<<0 即 1< 一 1 时 ,y 过 0. 

描 点 绘图 得 图 (1). 

(2) 易 见 z 和 ?都 是 ! 的 以 2 为 
周期 的 函数 , 且 z.y 都 是 关于 1 的 奇 
函数 ,因此 只 要 看 上 从 0 到 的 变化 
即 可 . 


据 三 角 函 数 的 性 质 可 知 , 当 上 1 0 2.1..90 题 图 
从 0 变 到 -了 时 ,z 单调 增加 3 从 亏 1 
变 到 = 时 ,z 单调 大 小 ,这 时 = 的 最 
大 值 为 1, 最 小 值 为 0. 当 t 从 0 变 到 谷 时 ,y 单 调 增加 ;t 从 公 变 到 时， 


3# 单 调 减 小 ,这 时 ? 的 最 大 值 为 3 最 小 信 为 0. 

措 点 绘图 得 图 (2). 

《3) 消去 方程 组 = = a cos'6, y 一 a sin8 中 的 参数 9, 得 到 隐 式 方 
程 22 十 =a:， 由 此 方程 可 见 ,函数 的 图 形 是 关于 坐标 轴 和 原点 对 
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称 的 .zy 都 是 以 2r 为 周期 的 函数 . 故 只 需 考察 0 三 9 过 2x 时 情况 即 
可 . 


当 0 和 9 乏 坟 时 ,0 委 z 入 o0 入 y 入 "图 形 在 第 一 象限 ; 当 李 区 


6 过 mr 二 9 区 于 .下 <9< 2r 时 ,图 形 依次 在 第 二 三、 四 象限 . 用 描 
点 法 及 其 对 称 性 得 到 其 图 形 如 图 (3). 
y 
小 


(2) (3) 
2.1.91 作出 下 列 用 极 坐标 表示 的 > = >(%) 的 图 形 . 
(Dr 一 9? ( 阿 基 米 德 螺 线 ); 
(2) > 二 al 十 cosp) (心脏 线 ); 
(3) m2? 二 36cos2p ( 贝 努 利 双 纽 线 ); 
(4) > 一 2sinp (四 叶 玫 瑰 线 ); 
(5) > 二 2sin3p (三 叶 玫 瑰 线 ). 
解 ”其 图 形 分 别 为 图 (1)、 图 (2)、 图 (3)、 图 (4)、 图 (5). 


2. 1. 91 题 图 人) 


i ee 
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QD 


x 六 wy 四 x 
(4) 


(3) (5) 


2.1.92 项 数 y 一 sgnz 由 下 述 
法 则 定义 
1, 当 z 二 0 时 ; 
“1 当 z 一 0 时 ; 
一 1， 当 z*<<0 时 . 
试 作 出 这 个 函数 的 图 形 , 并 证 明 
|z| 一 z。，sngz 


解 ”此 函数 图 形 如 图 右 . 


按照 函数 相 乘 规则 有 和 
2°1=z, 当 z> 二 0 时 ; 
Co 当 z 二 0 时 ; 
z。( 一 1) 一 一 z, 当 z 一 0 时 . 


因此 有 |z| 一 >，sgnz. 


4. 有 界 变 差 函数 . 凸 函 数 
2.1.93 设 f(z) 是 区 间 1 上 的 函数 ,如 果 对 任意 的 zi、zz € 1,0 过 
4<< 1 有 于 tr 十 (1 一 入 到 委 if(GzD) 十 (1 一 和 f(zz), 则 F(z) 称 为 是 
函数 . 试 证 :对 /上 的 凸 函 数 f(z), 恒 有 
za — fs) Fe) TD < < sn ec 本 加 下 5 


2Z2 一 31 Z3 一 2 
证 令 4== 空 二 衬 , 0 之 4 之 1, 则 
Za 一 Tr 
1 —4= 人 EE, = + (1 Ars, 
f(z2) = f(z 十 (1 Oo— Mz) <A) 十 (1 一 X)fGzs)， 
, 故 f(z2) 一 f(z) < (1 — WFz3) — (1 — PDF). 


| 一 130 一 
| 


81 冰 数 及 其 图 象 


f(z2) 一 F(z) f(s) 一 fc 
Z2 一 ZI Vy 
2. 1. 94 设 7C) 是 区 间 7 上 的 凸 函 数 ， 证 明 f(z) 在 1 的 任意 闭 子 
区 间 上 有 界 , 但 在 1 上 不 一 定 有 界 . 
证 ” 设 [a,5] 夺 1, 对 任意 的 z€ [a,8], 存 在 0 二 4 二 1, 使 

z= ha (1 — Wb. 

据 凸 函数 定义 得 
fz) = fra + (1 — ND) SAH) + (1 — DFO) 

< max{f(a) ,f(b)}. 

故 flz) 于 [a,65] 上 有 上 界 ,, 设 M 为 其 上 界 . 


令 ze [ao=z 一 去 (十 Diz 一 去 (十 只 十 


即 


a+b t=a+b—zr,a<a+b—z<b, 


方 (a + 5) +€ [ed], 


因此 74 二 0 = 一 区 去 人 二? 十 站 十 二 @ 二 2 一 0] 
坟 二 [1 本 十 D 十 fC 寺 ?一 9] 
二 去 GfGz) + 0). 


从 而 27( 于 2 一 M 之 f(z) 之 M, 即 f(z) 在 [a,5] 上 有 界 . 


例如 ,f(z) 一 士 ,1 = (0, 十 co),f(z) 在 7 上 为 凸 函数 ,但 f(z) 于 
(0, 十 co) 上 无 界 . 

2.1.95 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 函数 ,如 果 对 [a,5] 上 的 任意 分 点 : 
9 ,4 fm) fz), (k= 1,2,…,n) 存 


在 常数 M > 0, 使 得 14| < MM, 则 称 f(z) 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函 


数 . 称 wf6,b] = sp > 14.| 为 f(z) 在 [a, 妇 上 的 全 恋 差 ,证 明 ， 


(1) 车 f(z) 是 [a,5] 上 的 单调 函数 , 则 f(z) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 
函数 , 且 w[a,5] = |f(a) 一 f(5)|; 
《2) 有 界 变 差 函 数 是 有 界 函 数 . 
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证 (1) 不 妨 设 f(z) 不 减 ,于 是 4 过 0, 因此 
之 14fj| = > 全 一 TO) 一 fo)， 
< 
wa,6] = |fla) 一 了 (b)1. 
(2) 取 z E [a,6], 作 分 点 {a,z,5} , 则 
f(z) 一 fo)| 十 1fGb) 一 Ff(2)| EM, 
因此 ,1f(z)| 入 1f(o)1 十 M. 
2.1.96 设 flz) 是 [o,8] 上 有 界 变 差 函 数 ,又 a<c < 5b. 证 明 
f(z) 是 [a,c] 和 [c,6] 上 有 界 变 差 函数 ,而 且 
wa,6] = va,c] + ve,b). 
证 令 两 组 分 点 为 
om = 
一 za+1 忆 Te+2< 刀 … < ze+ 一 由 
于 是 对 [a,6] 有 分 点 
SS Om Sh 


注意 Dll + Slam = 六 als ur[a,b]， 


故 fd 十 二 二 [5 
另 一 方面 ,对 [a,5b] 的 分 点 4 二 zo 之 2 过 … 之 z= 添加 分 点 <， 
不 妨 设 wz 过 c 过 zs,1 二 4 之 4, 则 
14f| = (fz) 一 fx-D1 委 1f(Gzo — fl0)1 十 jfGCc) — fm_0)1, 


于 是 “之 )1Afl < [B71afl 十 |f(m-1) 一 fo 上] 


十 [IfCe) 一 f(z)| 十 S14f1] 


< vwLase] 十 vsLe,b]. 
2.1.97 设 f(z) 是 [a,b8] 上 的 有 界 变 差 函数 , 令 z € [a,8] ,vs) 一 
vy[La,z],v(a) = 0, 证 明 
(1) vnw 是 [a,5] 上 的 不 减 函 数 . 
《2) vw 一 f(z) 是 [a,5] 上 的 不 减 函 数 . 
证 (1) 设 a。 过 z 过 zy 二 5, 于 是 
vi[asy] = va,z] 十 vz,¥], vw 一 ee = oj[z, 执 > 0. 
(2) 令 Po = vw — F072), 则 i 
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Dro 一 Drw = wo 一 wo 一 [Gy) — f(z)] 
一 vw[z,y] — [fy) 一 F(z)]. 
一 般 地 ,有 f(y) 一 f(z) 入 vr[z, 刀 , 故 
ve 一 了 (z) < vw 一 f(y). 

2.1.98 设 f(z) 为 (一 co, 十 co) 内 的 不 减 函数 zmE (一 co， 
十 ceo),z 一 fx- 一 1,2,…), 又 设 m 一 "时 ,数列 {z} 们 :收敛 ,证 明 
min (af(o))》 之 z 入 max{a,f(a)} 时 ,{z) ,也 收敛 . 

证 记 z?=a, z=fz 人 2),(r 二 1,2,…), 且 limz4? 一 4, 不 妨 


设 4 过 flq), 已 知 z6 二 a 时 ,{z.}, 收 全 , 故 考虑 4a 过 zo 过 f(a). 又 f(z) 
为 不 碱 函 数 ,zf? = f(a) > a. 故 
a<o<fa) 一 zz 和 < 一 f(z0) < fF(7) = 2 
依 此 作 下 去 ,一 般 有 
ZS zt S12 (n= 1,2,.%°). 


于 是 ,根据 极限 比较 准则 知 lmz+: 一 4 


10. 综合 问题 
2.1.99 下 列 函 数 是 否 相同 . 
(1) n = 2lgz 与 ya 一 lgz23 
(2) n= 与 yy =z 
(n= VR 与 p= 
解 (1) 因为 函数 六 的 定义 域 为 X = {zlz > 0) ;函数 y 的 定义 
域 为 X, 二 {z|z 天 0}. 可见 两 函数 的 定义 域 不 同 . 所 以 ,y 与 是 不 同 的 
函数 
(2) % 与 y 是 不 同 的 函数 . (理由 同 (1)) 
(3) 函数 与 y; 的 定义 域 相同 , 但 两 个 函数 的 对 应 规律 不 同 . 因 
此 ,是 不 同 的 函数 . 
2. 1. 100 讨论 狄 利克 莱 (Dirichlet) 函数 
pz) = 人 i 当 z 为 有 理 数 时 ， 
0， 当 z 为 无 理 数 时 . 
的 特性 . 
解 (1) 显然 D(z) 是 单 值 函数 
《2) D(z) 是 偶 函 数 . 


= 
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事实 上 , 当 z 为 有 理 数 时 , 一 z 也 是 有 理 数 , 所 以 f( 一 zx) = f(z) 一 
1; 当 z 为 无 理 数 时 , 一 z 也 是 无 理 数 ,所 以 f( 一 z) = f(z) = 0. 
(3) 显然 ,D(z) 不 是 单调 函数 . 
(4) 由 1D(z)| 二 1, 所 以 D(z) 为 有 界 函 数 
事实 上 ,对 任何 有 理 数 7, 若 z 是 有 理 数 , 则 z 十 7 也 是 有 理 数 , 即 
有 
f(z) 一 f(z 十 7) 一 1 
车 z 是 无 理 数 , 则 z 十 > 也 是 无 理 数 , 从 而 有 
f(z) = f(z + 7) = 0. 
综 上 所 述 ,所 有 有 理 数 都 是 D(z) 的 周期 ,D(z) 无 最 小 正 周 期 . 
2.1.101 已 知 f(z) = 二 z 十 1,9(z) = z 一 2, 试 解 方程 
jf(z) + 8(z)| = |f(Gz)| 十 |m(z)| 
解 ” 当 且 仅 当 a* 8 之 0 时 ,不 等 式 la 十 6| 过 lal 十 18| 中 的 等 
号 成 立 . 从 而 本 题 之 解 应 为 
(xz 十 1)(z 一 2) 之 0， 
即 z 之 2 或 z 过 一 1. 
2.1.102 已 知 f(z) = zz 一 3,9(z) = 4 一 z, 解 不 等 式 
lf(2) 十 wp(z)| < |fGz)| 十 llz) 1. 
解 ” 当 且 仅 当 a: 8 二 0 时 ,不 等 式 la 十 Bi 三 1al 十 18| 中 的 
“<” 号 成 立 , 从 而 知 本 题 之 解 应 为 
(z—3).(4—z)<0. 
解 之 得 ,z<< 3 或 z> 4. 
2.1.103 车 已 知 f(z) = 二 zz? 一 z 十 3, 试 求 方程 f(z) 一 


f( 5 入 8 的 所 有 实 根 . 
解 ” 由 f(z) 一 f(2 寺 8) 有 


z 十 81: z 十 8 
?一 3 人 (2 让 一生 + 
整理 后 得 ”z' 一 3z: 十 3z? 一 10 一 72==0， 
即 (一 4)(z 十 2)(zz 一 z 十 4) 一 0. 


解 之 得 ,其 根 为 > 一 4,z 一 一 2. 
2.1.104 车 f(z 十 DD 二 f(z) 十 f(9) 、 
(1D fC0) = 0; Ee 


eo ?ee 
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(2) p。f(z) 一 f(pz)，(? 为 任意 正 整 数 ). 

证 (DD) 在 f(z 十 ) 二 fz) 十 fly) 中, 取 z 二 y= 0, 则 有 f(0) 
= 2f(0), 即 可 得 知 必 有 fC0) = 0. 

(2) 在 f(z 十 y) 二 f(z) 十 fly) 中 取 z 二 y, 则 有 2f(z) = f(2z) 用 
归纳 法 , 设 对 正 整 数 k 有 《f(z) = f(tr) 于 是 有 

flz 十 hz) = f(z) 十 f(tz) = f(z) 十 好 (z)， 

即 fF[(t+ Dz]= (t+ 1) :f(z). 
亦 即 (2) 得 证 . 

2.1.105 设 f(z) = a(a >> 0,a 关 1), 若 自 变量 z = z(n = 1,2， 
…) 的 值 组 成 一 个 等 差 数列 . 试 证 :对 应 的 函数 值 y, = f(z,)(n = 1,2， 
…) 组 成 一 个 等 比 数列 . 

证 因为 {z,} 组 成 一 个 等 差 数列 , 即 z+ 一 zx+i 二 zs+i 一 zs 所 
以 


1 
Gt gma+l Yat2 Wt a i 
即 吉 二 训 -， 亦 即 i (二 1,2,…), 所 以 ,y, == f(z,) (n= 二 


1,2,…) 组 成 等 比 数列 . 
2.1.106 设 f(z) 是 一 多 项 式 ,并 且 有 性 质 ， 
f(0) = 0， f(z2 十 1) 一 [f(z)] 十 1， 
证 明 这 个 多 项 式 f(z) 必 恒 等 于 z. 
证 由 f(0) = 0 知 ,把 z= 0 代入 f(z 十 1) = [f(z)]: 十 1 得 
f(1) 一 0: 十 1 一 1. 
再 把 z= 1 代入 f(z? 十 1) = [f(z)]: 十 1 得 
f(2) 一 1 十 1 一 2. 
再 把 z = 2 代入 f(z? 十 1) = [f(z)]: 十 1 得 
f(5) 一 2: 十 1=5. 
记 m 一 1, 二 2,43 二 5 ,一般 地 ti 二 9 十 1,(n 二 1,2,…). 
用 归纳 法 , 设 fa) = om, 把 z 一 a 代入 f(z 十 1) 一 [f(z)]* 十 1 得 
fo 十 DD= [f+1=a+1. 
因 w+: 二 全 十 1, 故 得 fa = at 于 是 fz) 一 z 对 z 一 ayayos 
都 成 立 . 
因 f(z) 是 多 项 式 ,可 设 它 的 次 数 为 m(m 为 正 整数 ). 因为 f(z) = z 
对 于 mm 十 1 个 不 同 的 正 整数 cc,…，*a+i 都 成 立 .于 是 mm 次 多 项 式 f(z) 
一 135 一 
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一 z 有 m 十 1 个 不 同 的 根 . 从 而 f(z) 一 z 必 重 等 于 零 , 妈 f(z) 一 
2.1.197 ”证 明 任 何 函数 f(z)(z € R) 都 可 表示 成 两 个 非 负 函 数 之 
差 . 
证 令 p(G) = 过 2 了 4z) = 二) 一 JC). 显然 ， 
yp(z) 过 0,%(z) 过 0, 且 
9(z) 一 pr) 一 


2.1.108 ”证 明 cosz 和 sinz 不 是 有 理 函 数 . 
证 首先 就 sinz 采用 反 证 法 证 之 . 


设 y 一 sinz 是 有 理 数 , 则 它 可 以 表示 为 y 一 3, 其 中 2(z)、alz) 毕 


为 :的 多 项 式 . 因为 当 z. = 2hr 十 也 (n 一 1,2,…) 时 ,总 有 一 sinz, 
二 1, 所 以 ,由 假设 有 Pp(z.) 一 gCz,) = 0, 这 说 明代 数 方程 p(z) 一 9(z) = 
0 有 无 穷 多 个 根 . 

又 因为 函数 y 不 是 对 一 切 z 恒 等 于 1, 所 以 代数 方程 z(z) 一 gq(z) 天 
0, 根 据 代 数学 定理 ,方程 根 的 个 数 不 能 超过 方程 的 次 数 ;一 个 代数 方程 
只 有 有 限 个 根 . 因此 ,y = sinz 不 是 有 理 函 数 . 

同 理 可 证 y = cosz 也 不 是 有 理 函 数 . 

2.1.109 证明 sinz 不 是 代数 函数 . 

证 ”用 反 证 法 若 y = sinz 是 代数 函数 , 则 它 满足 代数 方程 

PT39) = PorNF pry 二 二 plz)y 十 plz) = 0 (1) 

其 中 为 正 整 数 . po(z) 了 关 0,p1(z)、pz(z)、…、p.z) 都 是 z 的 多 项 式 . 

因为 y = sinz, 所 以 存在 无 穷 多 个 z> 值 .二 = 2tr 十 于 (k 一 1,2， 


…) 使 ?= 1, 因此 ,代数 方程 2(z,1) = 0 有 无 穷 多 个 根 == 2hr 十 也. 
但 方程 (1) 不 是 关于 = 的 恒等式 . 

所 以 ,代数 方程 (1) 只 能 有 有 限 个 根 . 与 假设 矛盾 . 

注 一般 地 ,用 类 似 的 方法 可 证 不 等 于 常数 的 周期 函数 不 是 代数 
函数 . 


I +1 1 1 ps), 
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§ 2 函数 的 极限 
内 容 提 要 


1. 基本 概念 
(1) z ~ zo 时 函数 y = f(z) 的 极限 的 定义 : 
如 果 对 任意 的 > 0, 存 在 着 一 个 5= 5(e) > 0, 使 当 0<< |z 一 zl 
< 56 时 ,有 
|f(z) 一 4| < 
成 立 , 则 4 叫做 函数 f(z) 当 z ~ zo 时 的 极限 , 记 为 
limf(z) = 4. 


(2) z 一 co 时 函数 y = f(z) 的 极限 的 定义 ， 

如 果 对 任意 的 :二 0, 存在 着 一 个 N= 二 N(e) > 0, 使 当 |z| 这 六 时 ， 
有 If(z) 一 4[ <e s 
成 立 , 则 4 叫做 函数 f(z) 当 = ~ oo 时 的 极限 , 记 为 imf(z) 一 4. 

(3) 左 , 右 极限 的 定义 : 

如 果 对 任意 的 se> 0, 存 在 6= 5(e) > 0, 使 当 0<z 一 zr<6(0<< 
z 一 zo<6) 时 有 

1f(z) 一 4| < 

成 立 , 则 称 4 为 f(z) 当 z 一 za 时 的 左 ( 右 ) 极限 , 记 为 limf(z) = 4 一 


f(zo 一 0) Clim f(z) = A= f(z 0)). 
et 
(4) 上 、 下 极限 的 定义 : 


称 jimf(z) 一 inf sup f(z) (limf(z) 一 sup inf f(z)) 为 函 
so 4s>00<ls—sol<s 0 4>0 0< 1r 一 zol<4 


和 
数 f(z) 在 zo 处 的 上 (下 ) 极限 . 
(5) 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 的 定义 : 


设 lim f(z) = 4， 
so 


1 当 4 = 0 时 , 则 称 f(z) 为 当 z mtz 一 00) 时 的 无 穷 小 量 . 
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2) 当 4= co 时 , 则 称 f(z) 为 当 z 一 zolz 一 o0) 时 的 无 穷 大 量 . 

2. 函数 极限 存在 准则 

(1) 柯 西 准则 

函数 f(z) 在 z 的 极限 存在 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 。 > 0, 存 在 
6 二 5(z) > 0, 使 得 只 要 

0<lr—zl<6, 0<lr*—zl<s6, 

就 有 |f(z ) 一 f(z")| 之。 成 立 . 

(2) 函数 f(z) 在 zo 处 有 极限 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 序列 {z.} (其 
中 吉隆 20), 当 limz, 一 za 时 , limf(z,) 都 存在 且 相 等 . 

(3) 函数 f(z) 在 zo 处 有 极限 的 充 要 条 件 是 f(x) 在 zo 处 的 左右 极限 
存在 且 相 等 . 

(4) 函数 f(z) 在 zo 处 有 极限 的 充 要 条 件 是 f(x) 在 ze 处 的 上 .下 极 
限 存在 且 相 等 . 

(5) 如 果 limh(z) 一 img(z) 一 4 而 且 hx) 芝 f(z) < 9(z) ,那么 


limf(z) = 4. 
3. 函数 极限 的 四 则 运算 法 则 
设 limf(z) 二 4,limg(z) 一 B, 则 有 
ey 0 
(1) lim(f(z) 土 g(z)) 一 4 士 有 3 
sa 


(2) lim (f(z) » g(7z)) = AB; 
0 


还 im fz) 4 
(3) 着 还 有 天 0, 则 iim 人 (33 一 委 
4. 两 个 重要 极限 
(1) lim Smz = 1. (2) lim (1 + LL): = 6. 

z=0 ZX oo I 
5. 无 穷 小 的 比较 
设 lim f(z) = 0，lim g(z) = 0. 
(或: 一.) 人 
(GD 若 lim {2 = tO0< |4| 过 十 0), 则 称 当 z 一 zo( 或 z 一 00) 
a 


《或 = 一 c) 
时 ,f(z) 与 g(z) 是 同 阶 无 穷 小 , 记 为 f(z) = 0(gCz)). 


I 
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(2) 车 lim {8- 1, 则 称 当 z 一 zo( 或 一 oo0) 时 ,f(z) 与 9(z) 是 
uy 


等 价 无 穷 小 , 记 为 f(z) ~ gz). 
例如 , 当 z 一 0 时 ,有 


sinz 一 zi ln(1 十 z) 一 23 tgr~z. 


(3) 车 lm 一 0( 或 lim 9 一 oo) , 则 称 当 z 一 zo( 或 + 一 
lon 


(或 :一 吕 ) (或 一 品 ) 
co) 时 ,f(z) 比 g(z) 是 较 高 阶 的 无 穷 小 ,或 者 说 9(z) 是 关于 f(z) 的 低 阶 
无 穷 小 , 记 为 f(z) = olg(z)). 


问题 与 解答 


1. 用 定义 证 极限 
2. 2. 1 证 明 limcosz 一 1. 
证 当 |z|< 吾 时 ,|sinz| < |z| < ltez| ,于 是 
leosz 一 1| 一 | 一 2n? 子 | 过 21 子 [过 夫 |zl: 
因此 ,对 任意 的 。> 0, 存 在 6== V2e > 0, 当 0< |z| <6 时 ， 
leosz 一 1 过去 zl< = 
所 以 ,limcosz 一 1. 
2.2.2 证 明 lim Vz 一 VE (是 之 0 的 实数 ). 
证 若 s>0, 由 Vz 一 Vs1= 一 上 ~- 外 < 上 = 外 
VVi Ve 
知 ,对 任意 的 :> 0, 取 5 一 V5 …。, 则 当 0 过 |z 一 6| 过 56 时， 
JVr—- Viel<e: 
威 立 ,所 以 ,lm Vz = WE- 
车 二 0, 由 | Vz 一 0| = Vz 知 ,对 任意 的 :之 0, 取 6 二 #2， 
则 当 0< lz 一 引 < 6 时 Vs 一 VS 1 二 成 立 : 
一 189 一 
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所 以 im Vz 一 0， 

2 用 :一 5 定义 证 明 下 列 等 式 : 
CD iim # = 27; 
lim 一 
z+3 6! 
2z2 一 2 


(3) 也 LE 


证 (1) 因为 :一 3， , 帮 只 需 考虑 7 二 3 近 傍 的 = 信 . 不 妨 令 |z 一 3| 
三 4, 即 有 2 二 +z 过 4, 于 是 
| 一 271 一 lz 一 31 | 十 3z 十 9|<<371z 一 3 


因此 ,对 任意 的 。> 0, 要 使 一 27| < *, 只 要 lz 一 3| 之 闸 即 可 .从 


而 , 取 5 一 min(1, 纹 ), 则 当 0< 1z 一 31<<5 时 ,有 |z2 一 271<<* 成 立 , 
所 以 ， lims? = 27. 


2 一 4 5,(z— 3)(6r+ 13) 
(2) 因为 1z 二 8 一 51 一 | 6 | 
着 令 |: 一 31 <1, 则 有 2 <= < 从 而 


2 一 4 
3 汉人 


对 任意 的 。> 0, 只 要 取 6 = min(1,359 , 则 当 0<< lz 一 31 < 时 ， 


5 z2 一 4 5 
恒 有 | 二 二 二 一 车 | 之， 即 Im 二 卫 一 让- 


(3) 因为 z 一 2, 可 先 设 |z 十 2| < 1, 于 是 
lz 十 2l2< lz 十 2|, 即 1<z 二 4<<3， 
对 任意 的 。 之 0, 由 
(2 = 1 
= 二 1 z+4 
一 |(z 十 2): 一 5(Cz 十 2)! 
和 lz 十 21: 十 5lz 十 21<6lz 十 21<e 
知 ， Se 则 当 0 过 lz 十 2| 二 5 时 ,有 
2—2 + 


| 1 < um 


| 一 ae 一 


= 
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2.2.4 证明 lim 三 = 0,(e> la> 0)- 
es 


证 “由 于 iim “本 :+ 一 0 (> 1, 故 对 任意 的 。> 0, 存 在 
NE 2+, 当 aN 时 ， 


0< ?二 <。 
取 和 > N, 从 而 当 z 之 广 时 ,[z] > NW,[z] 声 + 过 [zj] 十 1, 因 此 ， 
0< 三 5 <li<e<l 
各 +L+-。 (za+D 
即 0< 训 CT< ht < 
故 im 到 = 0， 


2.2.5 证 明 下 列 极限 等 式 
(1) lim 1 =+ ,a> Di 


(2) lim 所 =+%， ,a> 1,> 0); 
es 


(3) lim, SF=+%,(> lt> 0,a> 0 
(4) lim EE = 0,(a> 1e> 0); 
(5) imz， "Iniz 一 0,(a> 二 0 为 自然 数 ). 


证 (1) 由 数列 极限 知 ， lm 所 = 十 oo (e> 1), 同 时 有 
Jim 二 =+c >D， , 即 对 任意 的 > 0, 存 在 自然 数 W, 当 na 之 W 
时 ,有 5 全 > Mr, 令 [四 = 则 有 < 和 =<a 十 1 且 开 了 
取 6 一 N 十 1, 则 当 z=> 0 时 ,有 w> N, 于 是 , 生 > ,所 以 
lim 和 8 
st 工 


(2) 对 任意 的 :> 1,t> 0, 便 有 导 > 1. 由 (1) 的 结 困 有 


二 


| 


| 
1 


| 
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和 
因此 , 当 上 > 1 时 ,对 充分 大 的 z 有 全 一 [> 了 > 人 


由 此 可 知 , 当 上 之 1 时 有 


lim 所 = 十 oo. 


s+ 


当 0 过 t+<1 时 ,显然 有 所 之 全 (z > 1), 此 时 有 
.一 + 
(3) 令 y= az, 则 当 z 一 十 co 时 ,y 一 十 co, 由 于 


om 
m= tim LF (a> 1k>0), 


从 而 根据 (2) 的 结果 有 


i 
,im 光 ee 


(4) 令 3g 一 lnz, 即 zx 一 e, 则 当 z 一 十 co 时 ,有 3 一 十 co， 
从 而 有 lim DE = lim 世 (o>0e>0)， 
st 有 t+ 9 


由 (3) 的 结果 可 得 


lim 一 0 (a>0,:>0). 
st 2 


(5) 令 y 一 士 , 则 有 z 一 0+ 时 ,y 一 十 oo. 由 于 
lim zn'z = (— 1)* lim my, 


a + 攻 
从 而 ,根据 (4) 的 结果 即 可 得 
li “Inz = 0, (a> 0,£> 0). 


2.2.8 试用 。 。 方 法 证 用 
(了 车 limf(z) 二 4, 则 在 zo 的 邻 域内 ,f(z) 必 有 界 . 


(2) 车 limf(z) = 4, limg(z) = B, 则 limf(z)g(z) = 
| po me 
证 (1) 由 limf(z) = 4 知 ,对 任意 的 * > 0, 有 8 之 小, 使 当 0 一 
pe 


四 
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lz 一 zl<56 时 ,有 |f(z) 一 4|1<。* 即 4 一 。<fGz) 过 4 十 ey 故 f(z) 
在 zo 的 邻 域内 有 界 . _ 
(2) 由 题 设 及 (1) 的 结果 ,在 z。 的 邻 域 ( 即 0< lz 一 z| 二 四 内 ,有 
l9(z)| < MM, 并 且 , 对 任意 的 :> 0, 有 6 > 0 与 4: > 0, 使 得 
当 0<< lz 一 zl<< 和 时 ,有 |f(z) 一 4| < 
当 0 过 1z 一 zl 过 5 时 ,有 lg — Bl < FT 
取 5 二 min(5,6,62), 则 当 0< |z 一 zo| 过 5 时 ,上 述 两 个 不 等 式 同时 成 
立 , 故 有 
|f(z)g(z) 一 AB| = | (f(z)g(z) 一 Ag(z)) 十 (4g(z) 一 4B)| 
|g(z)) * |f(z) 一 4| 十 141ly(z) 一 8 
< (CUH 十 14l) | = 
所 以 limf(z)g(z) 一 
2. 极限 的 计算 
(1) 求 左 . 右 上、 下 极限 


2.2.7 设 f(z)==z 十 [23J]， 求 {Df 一 0)f( 十 0). 
解 f(1) = 2; 


f(1—0)= 和 人 让 长 
f(l+0)= met [aD 1+1=-2 


2.2.8 设 f(z)= i 试 求 f(z) 在 4 处 的 左右 极限 与 上 、 
下 极限 . 
解 ”由 定义 ,有 


fn 一 0) 一 lim f(z) 一 sgn( 一 Dt! = (— DD)"+!, 


f(x++ 0) 9 sgn(— 1)* = (— 1)°; 
limf(z) = inf pb f(z) 一 1 
ef = 加 -区 本 


2. 2.9 求 卫 数 f(s) 一 圭一 a 二 @ 为 自 台数 ) 的 左 、 


a 
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有 极限 . 
解 ”考察 z = 凸 近 旁 的 情况 : 


当 j 二 Tz 过 十 时 ,十 1> 士 > 这 时 有 


[= 一 [4]= 十 
用 "一 1 代 痊 ,得 到 
当 二 <z<< 二 时 ,f(z) = 十 一 (a 一 1 


从 而 lim f(z) = lim He=0 
lim f(z) = lim [二 一 GD1=L 
s+o eit 
注意 :此 处 用 到 极限 的 另 一 种 记号 


lim f(z) = lim f(z). 
= 过 erot0 


2.2.10 当 z-> 3 时 , 求 函数 f(z) = 一 一 的 左 .有 极限 . 
+ 2 


3 


. 
解 ” 当 z 一 3 一 0 时 ,有 > 一 一 271 一 0, 从 而 ， 


i 
mf 
1 
当 z 一 3 十 0 时 ,有 > 二 本 十 0， 21 一 十 o0, 从 而 ， 
lim f(z) = 0. 


(2) 有 理 式 的 极限 
一 般 公式 : 
卫 ，a 一 ms 
lim 2 十 十 oo 上 
rm baz" 十 加 -十 … 十 加 0， n<ms 


co， NR>m. 
也 (zo) 
lim Ee 2 ES palz0) 本 OF <: 
Ee ov kz0) 一 0 闪 休 


一 34d4 一 


§ 2 函数 的 极限 


PZ) 、pn(z) 分 别 为 am a dia 
2. 2. 11 求 极限 im 研 二 并 至 二 1,Cm,n 都 是 正 整 数 ). 
， 各 一 上 本 人 Dr 十 十 十 1) 
解 加-T 一 各 人 Te 十 二 二 二 1 
PR 拉 下 十 sd 一 工 十 1 十 … 十 0m 项 ) 二 
一 区 II 十 1 十 必 十 1 项 ) 一 
2. 2. 12 求 极限 lm 2 二 十 -pgsr\s 都 是 正 整数 ). 
解 ” 用 代 换 z= ww 以 及 题 2. 2. 11 的 结果 , 则 可 得 
zl_ tl pe 
lm i 
; (z 十 1)(z: 十 1). :T+ 
2.2.13 求 lm (nz) Tr 
解 有 , 即 


原 式 = 
2.2.14 求 im 全 3 (3 + 2)° 


etl 
= 


(2s + 1)” 
(2z 一 3)2 .+ (3z + 2)% 
解 lm (27 FD™ 


(2 一 上 "3+2Om 3 
= 种 一 一 一 一 一 = 人) 
+)s 


2.2.15 设 |z| 二 1, 求 
lim(1 十 z)(1 十 z2)(1 十 z9…(L 十 22). 
解 lim( 十 2D 十 2 二 2).(1 十 27) 


一 lim Tl 一 2 十 2)(1 十 zl 十 ze(1 十 z2) 


= lm | 一 2)0 十 z23)(1 十 ze(1 十 2z7) 


ee 


= lim i 一 z0)(1 十 z9…(1 十 z2) 
2 


poy 


A 


第 二 章 ”函数 与 极限 
= 一 (zl< 1 
2. 2.16 求 下 列 各 式 的 极限 : 
(1) lim 六 士 me 人 十 az (msn 为 自然 数 )， 
(2) md 一 一 T 二 二 )，(mvn 为 自然 数 )、 
解 (1) 
原 式 一 加 十 [1 十 关 (mz) 十 PT Dm + .+ me) 
1 一 站 om — Dr)? — … -oz 
一 2 Dz eT Dw = 到 m). 
令 z= 二 1 十 y, 则 
= m Lb 
原 式 = lim[T 一 tT 于 y= TaFy] 
= lim[ 党 


二 ] 
l—l— oy— cro — oy 
= lim[~ = 的 ] 
moyt+ opi +or olyt oy + cy 
= lim .MC — mo! + (nes — mci)y + (ncs — mei)y? + 
my (G+teyt+ +r ). (toy it Ty) 
NB— mi mn 
do 2 


“1 3 一 上 其“ 
证 (Dim lm 
(2) 令 z 二 六 , 当 z 一 1 时 ,y 一 1, 于 是 由 (1) 有 

Ei ， 扩 一 1 (一 1)MG 一 1) 
TU 一 
2.2.18 求 lm 十 十 下 十 一» 


el z—1 


一 146 一 


§ 2 函数 的 极限 


(人 z 一 1) 十 (一 1) 十 … 十 (一 1) 
解 ” 原 式 = im i 
.ond | =—l1 2 
一 二 i 
_ n(n 二 1) 


二 1 十 2 十 3 十 "十 # 一 2 一 ( 见 2.2.17 题 )-. 
(3) 无 理 式 的 极限 
2. 2. 19 ” 求 极限 lm (V z+ wz 一 Wz). 


解 lim(Vz+wVz-Vz)= im 一 :十 =- 一 > 


于 
3 
SI- 


2. 2. 20 求 极限 lim z%:，[(z 十 1)?3 一 (z 一 D)20]， 
sto 
解 lim zi0[(z 十 D2 — Cz — 1)2/] 


主人 zs[(z + 1):— (z— 1)?] 
pe Fz 十 15TA 十 [一 DJ 十 Tz— DT 
z's 
ee DC EC 
= lim i a i I 
下 十 去 ) 十 (1 一 去 )22 十 (1 ss 


2.2.21 求 极限 lim 一 荆 十 \z 十 V = 


本 
= 艺 . 


人 
1 十 Mz 十 Vz 
解 ” 原 式 = lim 三 = 


2 
了 


2. 2. 22 求 下 列 各 式 的 极限 : 


+ 


elt 2 


第 二 章 ”函数 与 极限 


(1) lm (Vz+ Vzt Vr—rz); 


(2) tim Wf LT +AL+AL). 
Em z 工 


z 
三 i 
其 


a 


z+Nz+ Vz mztVNrt Vs 


lim 
1 
2 Vz 十 Vz 


lim 
Sa Vz 十 NV A 


= 


Vli—z—3 
2. 2. 23 i 
求 机 最, 2+ Vz 


一 #448 一 


§ 2 函数 的 极限 


V1 一 z 一 3 《YI 一 202 一 3 
2+ Vz (2+ Yr (VI—z+3) 


一 (z 十 8) 
(2 十 yz)CVI 一 z+3) 
一 [4 一 2. 义 z 十 ( 尺 z) 林 


V1 一 z 十 3 
[4—2. Vz+(Yzr)] 
从 而 , 原 式 = lm 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 2. 
we V1l—z++3 


2. 2. 24 。 求 极限 lim teil, 为 自然 数 ). 


解 令 y= Yi 十 z 一 1, 则 有 z= (1 十 y)* 一 1, 且 当 z 一 0 时 ， 


3 一 0. 于 是 
Yz 十 1 一 1 y 1 
工 (1 十 弛 一 1 d+toy+ 二 cy 
从 而 , 原 式 一 lim ! 1 


加 a 和 Ty 
2. 2. 25 。 求 极限 im 外 士 22 一 ,Cr 为 有 理 数 )- 


解 当 r 0 时 ,lim 人 二 2 一 1 tim -0 = 0， 


ae 多 


当 r 一 于 > 0,(ma) = 1 时 , 作 变换 (1 十 2 一 (1 十 D1, 则 
z 二 (1 十 一 1, 且 当 z 一 0 时 ,y 一 0. 由 于 


Ut 1_ UtnD-1_ CL 十 2 一 1 y 
和 (1 十 类) 一 1 y QD1 
由 题 2. 2. 24 的 结果 知 ， . 
工 
原 式 一 im 六 士 D 二 1 .一 2 对 一 > 
mo y (+i—1 


当 r 二 0 时 , 一 + 之 0, 由 于 
二 2) 一 1_ (十 2 一 1.G 十 z) 一 
天 工 (1 十 2 一 


一 M9 一 
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GL 十 z 一 一 1 1 
= (一 1 “= 
eG Wa he 2 dts WE 
从 而 , 原 式 = lim( 一 1) > = 
=(—-D. (7 .1=r. 
综 上 所 述 ,对 一 切 有 理 数 7 人 恒 有 
+ 


lim 


a0 


2. 2. 26 。 求 极限 im 0 Yrt+2 


™’ Yr+9—2 
解 由 
Yr+9—2 Yr 
注意 到 7 TE i i ed J 
人 一 (一 DCVz 十 2 二 3) 
1 
一 lim -一 一 一 一 一 一 ， 
A 
i 03 1 lm + 9 21 
?7 -7 27 = xz-7 22 
Vz 十 2 一 3 Vr+20-3 1_ 1 
i a z—7 6 27 4 
故 原 式 = lim 三 a 4 和 4. 
3 Yr+9—2 1 27 
"RT 32 


2. 2.27 求 极限 Hm 


§ 2 函数 的 极限 


3 4 
z 工 
A/1+ 王 一 1 Vad, 
z 工 
和 i 
. 2 


= (No 1) 1. 
据 因 式 分 解 可 得 ， 


/ 工 
1 十 了 一 1 1 1 


DE 
(1 十 可 六 十 (1 十 要 站 十 1 


1 1 
$ 
4 二子 六 十 十 手 六 十 ( 十 也 半 十 1 


he =21+1- 廊 ). 
1 一 A/1 一 三 
2 
一 了 Ne ey WS 
故 原 式 = lim(1 一 /D4 = (可 一 让 ) 4 一 基 . 
2.2.28 设 P(z) = wz 十 az: 十 … 十 az*(n 为 正 整 数 )， 
求证 :im 六 二 2 一 1 一 血 . 


0 m 
证 YL 十 zz 一 1 Vit+p) — 1 .97) (1) 
2 7(z) yy 
设 fw = 区 二 “一 一 p(z), 则 有 tims = 0. 由 2.2.25 题 知 
limf(u) 一 十. 

从 而 得 ,im 二 人 一 一 limfCp(z)] 一 二 (27 
又 加 2 = lim E+ tt, "ey 

由 (1)、(2)、(3) 即 知 


第 二 章 ”函数 与 极限 


lim 


ee] 


2.2. 29 求 极限 lim 


数 ). 
解 , 
V1l+ar. Yl1+ 71 十 pz 一 1 


_ te 1 闪 一 
从 而 ,根据 极限 运算 规律 和 2. 2 28 vp 


原 式 一 lm[ YT. 人 十 儿 一 1 让 十 全 一 1 


+20 1 a 
m 
EAE SAE (mn 为 非 零 整 


= 上 + 
2. 2. 30 求 极限 im > 十 外 Y1 十 pz 
解 ” 原 式 和 ng 
= alm tml p.m Yl+p—!l 
sr0 ar 0 pr 
th 


2. 2.31， 求 极限 lim (ViT2—2 Vr+1+ Vz). 


解 六.(V3TI -2VzTIT+Vz) 
-0 Vz)] 


A FF 
二 Vz— Vz 十 2 
(Vz+2+ Vz 十 1)C(Wz 十 1 十 Vr) 


et! ,fed 


| 
| 


§ 2 函数 的 极限 


一 2 二 
(VE 十 5 二 Vit Vtit Va Vr + Vita) 
从 而 , 原 式 


Ea ve + V+ 人 +1] [1+ i+ 


= 二 
了 


2.2. 32 ” 求 极 限 lim 人 二 六 + \C iis 了 


Cn 为 自然 数 ). 
解 ”由 |z| = zsgnz, 作 恒 等 变 形 
(人 z 一 VC— D+ (s+ Ve 1) 


92(z) = 


(2— Va a 1 一 去 > 


-0 
-人 -we 到 上 [+wew 下 


如 果 z 一 十 co, 则 从 某 时 刻 起 ,z 恒 取 正 值 , 即 有 sgnz = 1, 于 是 


Jim GD) = im [G 一 和 1 一 圳 "十 (十 和 1 一 吉 )] 
一 0 十 2 一 2 
这 就 是 说 ,对 任意 的 之 0, 存 在 MM 二 0, 使 z>>M 时 有 
lo(z) — 2|<e. (1) 
间 理 可 证 ,z 过 一 时 ， 


lp(z) — 2°| < ee, 
合并 (1) 和 (2), 当 |z| > M 时 ,有 |p(z) 一 2| 二 : 即 
limp(z) = 


2.2.33 。 求 极限 imme(Y = 一 "Wz), (z > 0). 


一 


第 二 章 ”函数 与 极限 


解 (YD = 1) 
} 5 1. 到 


= zt, lat 
n(n 二 1) 
所 数列 极限 和 函数 极限 的 关系 有 lim 35 中 一 1 一 Inz， 
n(n 二 1) 
Wi 
2. 2. 34 求 极限 


jm TEE MF HEE MTS 
sO 区 十 2z 十 z 一 YI 十 = 
解 ”由 2.2.28 题 的 结果 知 
tim 十 只 一 1 一 开 ， 


#0 ba 


Mtl Ht-l Html Mts-l 
E23 


十 
故 原 式 = lim = 
中 +l Nt! 
2 = 
Ce 
_ 王 十 可 一 百 一 了 了 _313 
EE ee 280" 
全 十 一 


解 ” 原 式 = ml ss 区 
本 [LO = Vas+ Ye) 
+ VGTOC Vr + Va) 
+ Ve 
VC 十 oOG 一 o) 


154 一 


8 2 函数 的 极限 


= lim[ Yz 一 6 a 1 ] 
st Vz 十 a(Vz 十 Va) YVz 十 a 
=0+-= 一 
VY 2a VY 2a 
YV1 十 2z 一 3 
2. 2.36 ” 求 极限 lim 
4 Vz 一 2 
解 令 Vz 一 y, 则 
原 式 dm YL 土葬 一 3 in 1 十 2 妨 一 9 
ey m?(y— 2). (V1+2y + 3) 
= lim— +2) dy 
| ms Vitwm+3 3 
LE 求 极限 lim z( Ve 十 2: 一 2 Va 十 z 十 2). 
解 ” 原 式 = timz 本 生机 生生 
Tm MY 了 十 2z 十 z 十 2 Vz’ 
al ~ 
= lim 
+ (VD 十 2z 十 z 人 *“(VZ2 十 2z 十 z 十 1) 


“a | 


1 
区 
2 


2. 2. 38 


解 ” 原 式 = lim 


a [CR 


求 极限 lim (z 十 1)(z: 十 1)…(z 十 D 
so [ee 十 人 


aa 十 


1 十 十 )(1 十 十)*…(1 十 十) 


arD 


Ee Cm DP 


ee. G+ at 吉 )…( + 二) 
i .1 一 -本 
Cr 十 去 ) 


(4) 短 指 函数 的 极限 


第 二 章 ”函数 与 极限 


2.2. 39 (1) 设 imf(z) 一 4> 0,limg(z) 一 B, 这 里 a 为 有 限 数 或 无 
穷 大 ; 令 p(z) 一 fe , 试 证 明 limg(z) 一 4?. 


(2) 问 lim(5 ~ 32)* = (~ 4)-?= 击 ' 对 否 ? 
解 (1) 首先 注意 到 , 论 及 z 一 a 时 ,函数 f(z) 的 极限 是 指 f(z) 在 
a 点 近 旁 的 函数 值 的 变化 趋势 . 由 题 意 设 4 > 0, 据 极限 性 质 , 当 z 充分 
接近 a 时 ,有 f(z) > 0, 从 而 plz) = f(z)'* 是 有 意义 的 , 且 显 然 
liminf(z) 存在 . 因此 ， 
limwp(z) 一 limf(z)"® = limer ‘f(s) 
= mp 
(2) 据 函 数 极限 的 定义 ,所 谓 limw(z) 一 工 , 意 指 对 任意 的 *> 0, 存 
在 6>0, 使 当 0< lz 一 ol <5 时 
|p(z) 一 工 | < = 
这 表示 w(z) 在 a 点 的 邻 域 有 定义 ,是 研究 p(z) 在 z-> a 时 有 无 极限 的 
前 提 . 本 题 的 plz) 仅 在 z == 3 的 任 一 邻 域 中 的 菜 些 点 有 定义 ,而 在 其 中 
无 穷 多 个 点 无 定义 ,例如 , 设 4 为 接近 于 3 的 无 理 数 , 则 5 一 3e 是 负 无 理 
数 ,1 一 “是 负 无 理 数 , 这 样 , (5 一 34)'-' 便 没有 意义 .既然 p(z) 不 是 在 
z 二 3 的 任 一 邻 域 的 每 点 有 定义 ,当然 就 谈 不 到 取 极 限 了 . 据 此 ,本 题 应 
予 判 错 . 


2.2.40 计算 
(D 全 ; (2) im 全 二 2 后 
1 = z. Ve z 到 2 2 


(3) ,lim (3 re, (4) lm(2z 下 了) 


(5) lim Eu 十 z)]sz;i (6) lim(] 一 22)+ 
+ 0 


Vz We Wo 1 局 

解 〈1) 因 lim 一 一 人 二, 所 以 
二 1 
(3 于 r= 


一 156 一 


§ 2 函数 的 极限 


工 土 z) 二 Ee 人 - /2 
(2) lim(s Fz) T== lim(3 二 二) Pen 可 


1 十 zy 


(3) lm (2+ ) P=1. 
i 2 
(4) 因为 lmzm 豆 十 3 一 一 oo, 所 以 
TY 
lim (3 和 i” = 
(5) 因为 bm te( 半 十 术 一 中 芷 > 起 于 一 1， 
T+0 
lim tg2z 一 一 co， 
e+0 
从 而 有 » lim [te2zlntg(- 可 十 z)] 一 一 co. 
+ 
因此 有 lim [tg( 名 十 z)]** 一 0， 
e+0 


(6) lim(1 i 2z)* = lim[(1 2 2z)- 雪 -。 = ee, 


2. 2. 4 未 极限 mC 二 站) 二 . 


0 
，_tgz 一 sinz 。 把 z 一 sinz 
lim = 一 
由 于 加工 下 anz 一 0， lm 0， 
tgz 一 sinz、LLtse _ 
imG 十 必 二 Sn 二 和 一 。， 
从 而 , 原 式 = lim[(1 十 二 | 了 AN 


2. 2.42 求 极限 lim (in 工 一 十 eos 1):. 
so Ea 了 


有 
站 es kl 
解 (sin 3 + cos 本 ) 一 er em tar ,由 于 


m[l + Gin 二 二 cos 工 一 D] 
lim I 2 =1, 


sin 二 十 ce 二 一 1 


TT rs 
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limz(sin 1 十 cos D 一 lim 党 
Poe 3 有 ~ 一 | 1 
一 1 十 0 一 1， 
从 而 ,im Csin 二 十 eos) 二 ort 一。 


2. 2.43 。 求 极限 lim( 人 二名 十) Ca,6,c > 0) 
解 令 p(z) 一 全 和 二 1， gz) 一 [1 十 9(z)], 则 有 


8(z)》 
ea 十 十 La 3 een, 
由 于 limg(z) 一 lim(S+ ete 一 1D = 0， 
um ps 


RE In[1 十 mw(z)] _ 
因此 limg(z) Ps Hm 9p(z) » 
又 由 于 

了 证 一 1 -1 ce 一 1 

pe 

一 于 na 十 nb + Inc) = In Yabe, 
从 而 , 原 式 大 Timne 上 ee 一 el Wa Be /a 
0 


a s+ 
2. 2. 44 求 极限 lim(2erf - De 


解 。”(2e 宙 一 了) 


+ incor D 三 土 jn[2(er D+ 
5 EF 
+1. 1+ 2 DD] .ri 1 
所 2Ceif — 1) 


由 于 im "C1 十 2(eit: — 1)] =1; 


~ 2 1) 


§ 2 函数 的 极限 
2 DD z n+l 
a 
+z 
从 而 ,limC2er 一 De 
2.2.45 求 极限 lim 5 
1 2 
解 im( 2 ， 


SF = ,2 一 2x 十 2, 当 z 一 co 时 ,x-> 十 co, 所 以 ， 


lm (ze 2 一 lim(1 十 十) 和 


ae 


一 limG 十 上 .im 十 上 .limGl 二 工 ) 一 所 
如 ooco u oo vu 


， (z 十 a)"+t*。(z 十 b+ 
2.2.46 求 极限 mm Cz 二 a 二 DDT 
解 “ 代 十 9 十 切中 
(z+ at drt 

一 ET 二 _ a 于 
i ed np 
b 
wo Zz 十 a 十 

一 5 rr 一 一 5 
一 a 


)+te 


和 b + 1 a 
从 而 , 原 式 = lim(1 一 > 于 sa 二 6" lm(1 一 Fas 


De 
一 e 一 e+9。 


2. 2.47 ” 求 极限 lim (tgz)**. 
-+ 


解 ” 作 代 换 z 二 地 十 y, 当 z 一 邱 时 ,y 一 0 


一 189 一 
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A 一 sc23 
色 本 十 tgy 
原 式 一 lim[te( 本 十 ]] + 一 jim | 一 一 一 一 一 一 
Tt 


= im[ a 十 TS] Ve, 
2. 2. 48 ” 求 极限 lim(cos2z) = 
解 ” 原 式 = lim(1 一 2sinzz)-2 = e. 
2.2.49 ” 求 极限 lim(cosz)"™. 
解 ” 因 当 z -> 0 时 ,sin* 于 ~ 于 或 2~ 4sin? 到 ,所 以 ， 
lm(eospD)” 一 lim(1 一 2sin 地 )* = ml 一 2sin? 本 ) 估 全 


一 Jim 人 [1 十 (一 2 于 ) -2 一 er- 


或 lim(cosz)" = lim(1 2sin? 本 lim(1 一 2 .三 ) 


0 4 


一 limt[1 十 (一 号 )]- 呈 于 一 e 
2. 2. 50 。 求 极限 lim (eos Vr. 


st 


a 
解 lim(cos Vz 六 一 oo Ye ero+ 辣 
sr0t i 
而 加 nee V = 一 lim TIn(1 一 2sinz 
0 十 
1 
Se 7 7 
一 2sin? 3 in| 1 — 2sin: 
lim 2 
sot 党 


&2 函数 的 极限 


sin? ph ye 
一 一 lim 一 -天 一 … limln| 1 — 2sin: ~ 2 
0t Vz 0t 
2( 一 7 
1 二 一 一 
一 一 Zine = 2， 
工 
所 以 lim (cos V z )* = e-#. 
0 二 
qz 二 by 
2. 2. 51 求 极限 lim (zzz 十 可 )，(a > 0,a; > 0). 
Ne aq (+ cl， bh 
解 原 式 一 lim Co) Ge) ,其 中 一 有一 


es 
而 lim Ct) = lim [(1 + nS] Te 一 ee 


at+o 2 十 Ca oo 2 十 oa 

0， 当 @ <<o 
又 lim -全 当 a = a 
和 十 co， 当 m>o. 

0， 当 a 过 a23 

故 原 式 = 人 = em, 当 m 一 az 

十 co， 当 mm 之 az 

2. 2.52 求 极限 lim (sinz). 
2 二 


解 ” 令 :二 也 一 y 则 
原 式 == lim(cosy) 党 
一 lim{[1 十 (cosy 一 DJ] ) 


a 
一 lim{[1 十 (cosy 一 DJ -ep 一 % 一 1 
eo 


2.2. 53 。 求 极限 lim(1 十 az) 本 . 


解 ” 当 z 一 0 时 ,sinz ~ z, 所 以 
原 式 = tim(1 十 ar)+ = lim[(1+ az)#] = ec. 


-ee 
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2. 2. 54 ” 求 极限 tim zCYz 二 1) YY 一 1 
+o Inz 
解 由 愉 z 一 小" 一 1 十 工 inz 十 odaz) 


z(CVz — 1)= Inz+ olinz), 


_ ilnz 十 odnz) _ 
故 原 式 一 jnz 二 


《1 十 z)' 一 cos 气 
2. 2. 55 求 极 限 lim 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


一 " (sinz 一 sin 地 )(e 1 


解 ” 因 (1 十 z)z 一 et = rl- 一 eto) 


一 1 十 二 一 二 2 十 oz 


em 于 =1 一 机 (和 :+ oo = 1 一 直 #+ oz 
sinz si 到 一 > 到 十 oz 于 十 oz? 


@ 一 1 一 z 十 oz)， 
1 十 下 一 到 十 o(z3) 一 1 十 高 + olz’) 
故 原 式 = lim ST 
En [到 十 o(z2] [z+ olz)] 


= lim ee 了 
十 oz?) 


2 


2.2.56 求 极 限 lm (a = 1,2,3…). 


(十 去 7 

Dr 2 

解 ” 原 式 a ty sd 
G 一 豆 》 


1 
2. 2. 57 求 极限 lim (cos)”. 
s0 


1 
| 解 ” 原 式 = lim(ecos'z)*…* 
| 


上 162 一 
| 


| 
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ww 
lim[(1 一 sinzz) 5 十 一 e-. 


2. 2. 58 计生 “oll 十 了 ri” 


本 
解 ” 因 lm(z 一 元 2 1 一 mt[ 间 
一 ep 一 
lim(1 十 iD = Im[G + 而) 学] 击 = 起 ， 
二 
故 原 式 一 ae 
2.2.59 。 求 极限 lim (2 志 们 ) 


解 当 z>>0 时 ,( 子 ) < 1 


而 lm ( 季 六 = 0, 故 im (全 二 了 证 一 0. 
0 十 0 十 3 


(5) 三 角 函 数 有 理 式 或 无 理 式 的 极限 


2.2. 80 。 求 极限 lim[z 。(z 一 Dt 十 严 2] 


解 ” 原 式 - dimz dim Yr 一 了 ) 十 加 凶 于 


2 
limsin2z sin4 
= 4+ -5 ~ 3.6216 

一 2 

2.2.61 ” 求 极限 limcos* 一 
站 
一 Db] 

解 cos* 志 = EP = ee D* pe 


一 163 一 


解法 1 limtg'( 革 十 十 ) = lim 


§ 2 函数 的 极限 


1+e 工 | 1+ 工 | 
limtg"( 了 十 = lim 1 = lim 
1 一 志方 1 一 二 
lim(1 十 一 )" 
= 
lim(1 一 十) 和 


2. 2. 63 求 极限 lim[ * arctg a 十 页) 


十 


解 ” 今 p(n) NT te(3 


1 [3 和 
则 有 nearce serFI) Tz eC4 + 2r) 


ei 。 arctegp(n) . ss) 
=n* p(n) p(n e 。 
=- 二 
由 于 加 ro = lim sr FI FE FF RE 
于 是 ,由 limp(n) 一 0, limg(n) 一 0 可 以 得 到 
lim ae 1, (2) 
ts o 


一 


第 二 章 ”函数 与 极限 


) 一 1 


2 
工 


3 
+ ts] 


又 因 limn “yg(n) 一 lma[tg( 子 本 
= lima[tg( 子 


sin( 本 十 


cos 工 一 cos( 于 十 
limn[ 


2 4 


[a 
1 十 只 


综合 (1)、(2)、(3)、(4) 得 , 原 式 一 z+ cleo= 
2.2. 64 求 极限 lim arcsin( Vz? 十 z— z). 


解 lim arcsin( Vz 十 zz) = lim arcsin 2 
人 


= lim arcsin 1 2 


ed 了 一 arcsin > 5 
er 


2. 2.65 求 极限 limtg2z . 雪 ( 本 一 zs)。 


解 令 z 一 本 一 “ 则 


“ BF — 7) 一 limctg2u + tgu 一 “一 
人 te( 工 — z) = limctg2x tgu 一 如 次 pi 


2. 2. 66 求 极限 1 tim (sin V1++z— sin Vs 


8 2 函数 的 极限 


解 lim (sin V1 二 一 sin Vz) 


i Mits— Vim Mitst Vz 


s+ 2 
1 Vili+s+ Vs 
=2 lm sn 
"te 2(V1+z+ Vz) 
1 
因为 lim sin ——— ee — oe = 0, 
~t® 2(V1+z+ Vs) 
lows + “|<l, 
所 以 ，lim (sin V1 十 z 一 sin Vz)= 0. 
st 
1 十 sinz 一 cosz 
2.2.87 求 极限 im 工 十 anpz 一 cospz* 
四 E23 
解 “” 由 于 -上 士 sinz 一 cosz i 
1 + inps — cospr sinpz 十 2sin* 反 
z z 了 
es 
姑 (eos 大 2 
2sin 7 (cos “3 + sin ‘3) 
从 而 可 得 
sin 也 并 z 
EE “cos 了 十 sm 了) 
2 1。(1 十 0) 1 
x 号 i 
原 式 sn 信 1.p(1+0) p. 
。 i 
FF (cos 7 十 sin 7 ) p 
2 
zsin 1 
2. 2.68 求 极限 lm in 
in 二 工 1 
解 二 


= 
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2. 2. 69 求 极限 lim(1 一 z) 芭 和. 
Fe 
解 ” 设 1 一 z= 4, 则 
原 式 limug ZF(1 a) = limuctg Tu 


2 er 2 
Eu 
-| E 和 过 
0 3 x 2 ™ 
sin Fu 


一) 
tg2z tg‘a— 1 = 要 
一 lim( 2 te) = tg — 1. 


《 2z) 一 2 2: 
2. 2.71 求 极限 lim e+ 22) — 28(0 + 22) 十 to 


解 tg(a 十 2z) 一 2tg(a 十 z) 十 tga 
= [tg(a+ 2z) — tg(a++ 7z)]— [tg(a+ z) — tga], 


sin(a 十 2z) sin(a 十 z) 
而 人 (十 257) — tg(a + #) cos(a 十 2z) cos(a 十 z) 


= sin[(a + 2z) — (a+ z)] Ew Sinz 
cos(a 十 2z) "cas(a 十 z) cos(a + 27) * costa Tz)’ 
类 似 地 有 tg(a + z) 一 tga 一 一 一 sinz 


cos(G 十 z)cosa’ 
从 而 得 到 
tg (a 2z) 一 2tg(a 十 z) 十 ta 
sinz[cosa 一 cos(a 十 2z)] 
cos(a 十 2z) 。 cos(a 十 z) » cosa 
一 sinz[ 一 2sin(a 十 z) » sin(— z)] 
cos(a 十 27) + cosla + z) -cosa 
2sin?z » sin(a 十 z) 
cos(a 十 2z) » cos(a 十 z) » cosa’ 
， 2sinzz sin(a 十 z) 2sina 
故 原 式 cos(a + 3) cos(a 十 7。cosa 一 cosia” 
2. 2.72 。 求 极限 lim smCe 十 2) Se + 22) 一 sm 
sD 


解 ”由 于 A 人 


8 2 函数 的 极限 


sin(a 十 z) » sin(a 十 2z) 一 sinza 


一 sin(a 十 z)[sin(a 十 2z) 一 sina] 一 sina[sina — sin(a + z)] 


= 2cos(a 十 z) .sinz .sin(a 十 z) 十 2sina .cos(a 十 二 Dsin 季 ， 


从 而 , 原 式 一 lim[3952 .cos(a 十 z)sinCa 十 z) 


0 
十 sina ceos(a 十 王 ) "一 一 ] 


2 


= 1° 2cosa ,sina + sina cosa .1 一 2 sin2a. 


sin(z 一 配 ) 
2.2.73 求 极限 了 ge 


解 ” 令 y =z 一 持 , 则 当 z 一 于 时 ,y 一 0. 于 是 ， 


sin(z 一 瑟 ) 


Ey 
1 一 2cosG 十 可 ) 
六 siny 
1 一 2(cos coey 一 sin sing) 
Siny 1 


1 一 cosy 十 V 3siny CC + V 3 
y 


1 一 2cosz 


1 1 V3 
因此 , 原 式 = lim 和 一 \ 
I+ V3 ot+V3 3 
2. 2.74 ” 求 极限 lim -一 3tgz . 
Fcos(z 十 外) 


37 一 — 
解 Er Me 一 tez(tgz + V3) .EY 
cos(z 十 丰 ) cos(z 十 车 ) 


《1) 


"100. 7 
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各 .A 
而 tz— V3 _ sinr— V3cor 2(sin 于 "sinz 一 cos 站 ) 
coslz 十 囊 ) eos(z 十 吾 )easz cos(z 十 亚 )coasr 


x 
i 
cos(z 十 百 )cosz 


由 CD、(2) 得 原 式 =- timtgz(t8z 十 W 3 ) .二 2 


"地 


=YV3.CV3+V3)， 


wi 
2 
2. 2.75 求 极限 bm 于 二 十 
WN EE /Tm 
-a 
Vi VIF 
而 tr— sinz_ 1 .sinz ,1 一 
cosr 工 到 
| [为 四 
ee! 1 sinr {3 
Ta mz | 了 | (2) 
【 
由 (1)、(2) 可 得 
wl 
一 二 1 sinz 也 
原 式 = lim a ; 
m2 VT Vi cz 3 
二 全 
= 证. 
2.2.76 求 极限 lim 一 一 一 一 二 一 
Ver 


174 一 
| 


$ 2 函数 的 极限 


V1+z. sinz + Veosz 


[a 

解 二 一 

Y1 十 zsinz 一 Wcosz 1 + 
i 1 十 zz， sinr 2 VY cosz 2 4 
所 以 原 式 ln 一 cosz * sinz +1 3 

这 多 

2.2.77 。 求 极限 lim 亿 1 一 cosz 
0 1 一 cosz 


解 ”在 点 z= 0 的 近 旁 ， 


/ z: 
eer 2 .sin3 2 到 
1 一 cosz 1] 一 cosz 2 Tc 
YA 
a 
国 Ss | 也 
从 而 , 原 式 一 lm V 2 ， Ea ‘T= 2.1.1= V2. 
2 
2. 2. 78 求 极限 lim 一 V COsz 
i 
解 1— Veosr 1 一 cosz 
1 一 cos Vz (1 一 cos Vz). (十 Weosz) 
2sinz 二 
2 
(1 十 Veosz) 。2sin2 
sin? 人 = 志江 
= . 2 Z 二 
(了 sinz 1 十 VWcosz 
所 以 lim -1 二 Yer -0. 
"1 一 cos Vz 


2 二 19 讨论 极限 -后 寺 二 "(0 < 1l 一 


一 371 一 
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解 lim = im 一 -一 一 ， 
二 V1 一 cosaz 一 2sinz < 
wa 
当 0<a<r 时 ， 
lim 二 一 = tim( 二 ) a 


0 /2sim 和 0 V2. sin 宇 , 


和 工 Y 2 


lim lim = 
ot ar sot W 2 "sin 字 
2 


lim 二 一 lim 


2 
和 + 
#0 人 V2. sin 宇 上 


工 W 2 


lim 二 一 lim 一 一 5 
中 /2sim 衬 ~ V 2 
由 于 左 、 右 极限 不 相等 , 故 原 极限 不 存在 . 


2. 2. 80 ” 求 极限 lim sin sin…sinz. 
rn 
+ 
解 记 y) = sinrz， y= sinsinz, ys = sinsinsinz,***» 
如 二 sinsin…sinz, 则 
oases 


a 个 
y2 = sinyl, ys = sinyzs, “9 = Sinys— 1. 
由 于 一 总 < 一 1 和 sinz 和 1<< 艺 . 


因此 ,如 果 妨 = sinz 为 正 , 则 六 (z 2) 均 为 正 ; 如 果 3 = sinz 为 负 , 则 
如 (n 之 2) 均 为 负 ; 如 果 加 二 sinz = 0( 即 z= tx,k 二 0, 土 1, 土 2,…) 
则 一 切 y 均 为 零 , 此 时 极限 为 零 . 

不 失 一 般 性 ,可 假定 yy = sinz > 0, 当 二 sinz 之 0 时 ,可 设 
如 二 一 (一 如) ,考察 一 % 的 极限 即 可 - 

当 0<a< 吾 时 ,有 sina 所 因此 , 当 0<sinz 之 1 之 朗 时 ， 


§ 2 函数 的 极限 


sinsinz < sinz, 即 yj > ys, 同 理 可 推 得 
> > 


即 单调 递减 , 且 有 下 界 零 , 故 六 有 极限 , 设 为 4, 即 有 


simy, = lim sinsin…sinz 一 A 
St Mr 


lz 一 4| 知 limsinz = sin4. 根据 函数 极限 与 数列 极限 
= siny, 取 极限 即 得 ,4 一 


由 |sinz 一 sin4| 过 


的 关系 ,有 limsiny, 一 sin4, 于 是 对 关系 式 + 
sin4, 解 这 个 方程 得 4 = 0. 所 以 lim sinsin*…sinz 二 0 
和 


中 

2.2. 81 ， 求 下 列 极限 
; 1 

(1) ma 了 ER 

解 (1) 因 1 一 z 之 0, 所 以 arctgj 一 

1 Ed 

et A iy 


z << 0, 从 而 有 


二 0, 从 而 有 


(2) 因 1 一 z<0， 所 以 arctgT 


eT 上 一- 于 


2. 2. 82 求 极限 lim 1 arctg A 


lim 
= arctg | 一 -= 
| 一 zAf 1 十 二 


解 lim arctg 
es x 训 
二 一 1) = 一 工 
= arctg( 一 1) 4 
2. 2. 83 ” 求 极限 lim 2sinz 去 sin2z 
(Zn 一 i 一 
解 ” 原 式 = jim ,二 一 pos) 一 lim 23nz ,jim 
Ti 0 TI 
sin: -< 
一 2 lim. 本 2 2 二 全 1 
0 I 2 一， zs 2 
《了 六 于 
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2. 2. 84 。 求 极限 lim 四 


一 十 cos 一 V cos27) 


1 一 cosz ci 一 cos2z) 


十 
站 z2(1 + Weos2z) 


2sin? 过 R 3 
一 lim 2 十 cosz 。2sinz = 也 
2 
和 1 十 Veos2z 7 
2. 2. 85 ” 求 极限 im 至 一 
0 


Sin3z 
= jim Sinz(1 一 cosz) _ | 1 一 cosz 
解法 1 原 式 i Cosz » sin’z iim Sin2z 
Sin? 二 
le 二 (之 ): .2 
2sin? (了 7 1 
= lm ——=3 lim rm = 
0 Sin’z £0 sinzz ,» 2 
五 “二 
， in 一 cosz _ | (1 一 cosz)。(1 十 cosz) 
解法 2 原 式 sin?z len sin?z 。 (1 十 cosz) 
= lim 1 2 


ro1 十 cosz 2° 


2. 2.86 ” 求 极限 lim 了 


* sinz” 
4 4 
2sin? 地 sin 二 
解法 1 原 式 = lim tin | 
#0 4 Ei 区 4 
Z 。2sin 2 “cos 7 Cos 2 
1 
2 
上 一 coszt]。 [1 十 cosz 人 ] 
解法 2 原 式 th * sinzt。[1 十 cosz’] 
lim Sinz4 2 
oz [1 二 cosz] 2 
1 


2.2.87 求 极限 limz sin 7. 


一 :4 一 


8 2 函数 的 极限 


解 ” 因 lsin 二 | 之 1, 所 以 1 和 /sin 古 | 过 1( 有 界 ), 而 limz = 0， 
ss-0 


Pi /A 
所 以 limz /sin 7 = 0. 
， 1 一 coszcos2zcos3z 
.2.68 求 极限 I 了 一 cosz 
;，1 一 cosz 十 cosz 一 coszcos2zcos3z 
解法 1 原 式 De 1 一 cosz 
(1] 一 cosz) 十 cosr(1 一 cos2zcos3z) 
0 1 一 cosz 
1 一 cos2zcos3z 
zs-0 1 一 cosz 
1 一 cos2z 十 cos2z(1 一 cos3z) 


1 十 lim 
0 1 一 cosz 
ey , 1 CO— cos2z ,1 — cos3z 
Lt 1 一 cosz 本 加 l= 
sin 32 
= 1+ lim + lim 2 | 
sin 也 sin 7 
2sin? 二 
解法 2 由 lim 工 二 eosz -lim Ce gs We 
1 p 2 地) 2 
(一 0), 于 是 有 
lim 上 二 cosz。cos2z。cos3z 
0 ] 一 cosz 
[| (1 一 cosz)cos2zcos3: ] 一 cos2zcos3: 
lim[ 站 十 Se < 
》- 
zx? 4 
-CoS2zcos37z 
2 (1 一 cos2z)cos3 Tes 
lof 下 os 十 二 一 Sos3z] 
2 要 村 
于 m2z ,eeaz 全 cea 3 
上 
2- > .人 2 
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一 1 十 4 十 9 一 14. 
E 1 
解法 3 。 原 式 一 lim {了 oes[l cosz 二 cosz(1 一 eos2z) 


十 coszcos2z(1 一 cos3z)] 》 
区 im 点 [1 一 cosz 十 cosz(1 一 cos2z) 
0 


十 casz ~ cos2z(1 — cos37)] .一 一 


1 一 cosz 
于 
一 四 [二 + to 
十 9coszcos2z 上 
= (二 十 4 二 十 9 二 ) .2 = 14. 
2. 2. 89 求 极限 Jin caee 二 ye 


解法 1 注意 到 sinzz ~ zx?,(z 一 0)， 
原 式 = lim Ye 二 yeaer 


sD 


(Weosr 一 1) 一 (Yecosz 一 1 
“ 2 ee 


= lim 
=-0 E23 
A 3 
wi cosz 一 1 lim ~ 一 1 
Db z 0 于 
= lim 1 。 cosr 一 1 
etl 7 
lim 1 .cs—1 
Yeosiz+ Yeosz+l 
一 Iein: 
C1) .lim ee 
2 3 0 » FP 


,Veost— 1+1— Yeosr 
解法 2 原 式 = im 一 CT 于 co8z) (1 一 cosz》 


二 于 (Ye 一 1 Voor—1) 
2 一 cosz 一 工 cosz 一 上 


8$ 2 函数 的 极限 
Fn 1 EL: 
En Ye Yeosr+1  Vcosz 十 1 
二 2 
2. 2. 90 求 下 列 各 极限 
Yt V1+ sinz 
了 
(2) jim 一 二 一 一 一 
由- 
解 01) tim + ee i 
lim tgz 一 sinz 
"zaCV1 十 tgz 十 YI 十 sinz) 
nC sinz ,1— cosz, 1 ) 
oor Vitter+ Visine 
Ce a SE 
本 
1 
(2) 原 式 = lim 
To V1L 十 zsinz 一 1 ,1— Wecosz 
人 
1 
lim[ Tz* Sinz 再 1 一 cosz 了 
(CCV1I 二 zsinz 十 1) zl++ Veosz) 
1 _4 
2 :0 
Zt 


2. 2.91 。 求 极限 im z( 也 十 arctgz). 


解 ” 设 arctgz 二 J, 则 z 一 ty, 当 z 一 一 co 时 ,y 一 一 也 ,于 是 ， 


lim (也 十 arctgz) = lim (3 十 tgy 
Ct 


a 
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(F +) sing +y 
lim oy i = * lim siny 
~ sin(F 二 +) 于 去 
=1.(~—1)=—1. 
(6) 含有 指数 函数 、 对 数 函 数 的 极限 
2. 2.92 。 求 极限 lim e+ 


,loge(1 十 z) 
解 lim 二 


0 


一 limlog,( 1 re 
一 log lim(1 + = logee. 
当 a 二。e 时 、 lm be 


2. 2. 93 求 极限 lim 全 二 
解 ” 令 “一 1=4, 则 当 z 一 0 时 ,由 指数 函数 的 连续 性 有 :一 0， 
而 z = logs(1 十 纺 , 故 得 
ae—l 1 


lm 3 = lim gd FD loge Ina. 


特别 地 , 若 取 z = 十 (是 自然 数 ), 则 得 
lima (Ya — 1) = na. 


he 一 3e- 
2 2 84。 求 极限 ,im “36 十 e 
4 一 3e-*” 
解 原 式 一 .im 了 Te 一 2 
2. 2.95 。 求 极限 lim 公证 2 (4、 8 是 常数 ). 
4 > 0; 
4e" 十 B_ 1 
解 .mn 二 Re z 一 0; 
rz<0. 
er Bi 
2. 2. 96 求 极限 im 雯 一 2 


8 一 
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er(er -一 1) Le 
解 ” 原 式 一 种 一 5 一 了 lg l= Ea 


而 lime” = e" 3; 对 于 lm le 也 一 2 当 z 一 e 时 ,一 0; 且 
4 一 0 时 ,e 一 1 一 wx 所 以 ， 


2. 2. 97 二 


解 ” 令 +z 一 a==t, 则 当 z->a 时 ,t 一 0. 
To _ (atO)t—e de[aCe+oiesece+0 一 6 一 Ll 


(> 0). 
a 


Ee t i 
; Ce+Olegs(e+O _ dt . (a 二 t)log,(a + 人 二 a 
(a blog(at+t)—a t 
因为 im(a 十 Dlog.(a 十 一 a = 0, 故 有 ， 


Ce 十 Diogs(e 十 人 


| 
(a log(a Fd —a™ 
又 因 lim 人 十 ogo ~s 


ed 


lna.. (1) 


= lim{ 
0 


sews +) ~ ten] owt 4 0) 


log.(1 + 5) 
二 lim[ 一 一 一 一 十 loge(a 十 引 ] 


a 
一 logee 十 4 log.(ae). \ (2) 


故 由 (1)、(2) 得 ,lim 莹 


二 qlnalog.(ae) = a'ln(ae). 


2. 2. 98 来 极限 im #55, > 0). 
解 ee 
t 、。 
G+o ee “LU+a)—1] 


2 
故 2 
2 一 ao (+a) a w[(l 十 二 2 一 1 


ne 
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由 此 , 据 2. 2. 25 题 有 


(二 万)" 一 1 
a 
县 
Eh a a” a a 
lim ~ 3 lim = "= -ah 
Te rt 
如 


2.2.89 求 极 限 lim 一 了 ,a > 0). 
解 ee 


ee et RT 
as 2 一 0 to 
2. 2. 100 。 求 极限 lm 全 二 和 ,a > 0). 
z Eb2 
加 oa[o 一 一 (一 ) ES (一 了 
解 ee a 要 1 2 
—a 2 一 @ 2 一 @ nh 1 
vy s aln(1 十 二 一 9) 
1 2 
—a I | ea 


aln 一 
a 


当 z 一 a 时 ,等 式 第 一 项 趋 于 mlna, 而 第 二 项 趋 于 .1.1 = a, 所 
以 ， 
lm 和 二 和 qina = oan 2 


za 2 一 


2.2.101 求 极限 lim(1 一 z)log:2. 
al 


解 (1 一 Dlog2 一 (1 一 DD 加 . 令 1=1 一 z, 则 z 二 1 一 上 且 当 
z 阅 1 时 ,1 一 0, 从 而 有 ， 


ln2 
lim(1 Zz)logzz 一 limt BO 二 万 


一 In2 各 有 一 一 jn2. 
2.2.102 求 


一 180 一 
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lim[(z 十 2)in(z 十 2) 一 2(z 十 1)in(Gz 十 1) 十 zmnz]. 


ft Dt 
解 ” 原 式 im [nF = ] 


1 
2 十 1 


一 nt 十 Ty: 一 把 (xz 十 1)] 


a z+2_. Ec 
= tim[ nd + + nt in(1 十 1 | 


= lne 十 lnl — Iine = 0. 


ao 


)"+ 十 In(z 十 2) 


-mrt 


2.2. 103 求 lim | In(zlna) .mm DJ ,(a> 1)， 
十 


ln 一 
a 
lnaz | _ 2lna 
解 In(zlna) .in ne = nz 十 Ininao) “in 1 + Fi— ins 
二 a 
一 (lnz 十 Inlna) 。 2  。 a ei 
ee Inz — ina Zna : 
lnz 一 jna 
2lna 
由 于 lnz 十 Inme _ | jm In(1 + rz — na’ 
:一 +0 lnz 一 Ina kg 2Ina 
inz 一 Ina 
故 lim |inCzina) .in| nez | | = 2ina. 
s+0 mn 二 
a 
2.2.104 求 lim [sinin(z + 1) 一 sinlnz]. 
2 in(z++ 1)— lnz ln(1 十 z) 十 inz 
解 ” 原 式 一 lim_2sin 2 2 
2 十 1 
一 a x .cos + 1) 
s+ 2 2 


Se 
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吕 Inz(z + 1) 
因为 lim sin 一 3 一 二 0， |cos 一 一 | 二 1, 根据 有 界 函 数 与 无 穷 
小 之 积 仍 为 无 穷 小 的 结论 , 原 式 二 0. 


2.2.105 求 lim In(1 十 2")in(1 十 3). 


+m 


zin2 十 In(1 十 去 ) imG 十 于) 


NE 霜 站 十 站 
解 inGl + 29 .in(l 十 二 ) = 豆 3 
四 
3inC1 十 全 ) 
由 于 lim 一 一 3 一 一 3， (1) 
i 
r 
zln2 十 In(1 二 去) 
lim 一 一 一 一 -一 一 In2， (2) 
十 oo z 
由 (1)、(2) 即 得 
3In(1 十 也 ) zln2 十 In(1 十 去) 
原 式 = lim 3 - = = 3. In2 = Ing. 
ea 


z 


。 ln(sinzz 十 e)—z 
2 2 108 。 求 lm ji(a7 十 em) 一 37 


__ 1 ln(sin?z 十 er) 一 lner 
解 ” 原 式 En in(z: 十 e*) 一 jnez 


sin2z 
in2: 
= im- 一 limsinzer 一 1.- 
0 工 r0 并 
ee” 
sh2z 
0 求 极限 im tn(Cch3z) 
sh?z sh?z ch3z 一 1 
解 


inch3z) ”ch3z 一 1 ”in 二 (cns 一 1 
ln[1 十 (chaz 一 D] 
内 为 四 szT 


A 


| 
| 
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lim sh’z lim chis— 1 
soch3z— 1 z=0 4chsz 一 3chz 一 1 
lim Cchz 一 1)(chz 十 1) 
0 (chz 一 1)(4ch’z 十 4chz 十 1) 
chz 十 2 


mhz + ahr Fi 一 9， 
4 
故 原 式 二 子 - 
J 1 In(cosaz) 
2.2.108 求 lim Iinosbz)” 
一 2sinz 好 一 2sinz 如 in 开 | 
必 说 _ ln(1 一 2sin: 2 ) . 2sin: 2 5 sin 了 
Meow 一 2sin? 字 ”in(1 一 2sin 宛 ) sin 全 


， lncosaz qz 
由 此 可 得 lim ineosiz 一 本 


.ln(2 十 es) 
2 2 109 求 jim 这 3 十 ez 


2 
3z 一 
证; 返 In(2 十 ez) 这 lnex 十 In(1 十 十 ) 


rm In(3 十 ez) oo 


lne2* 十 ln(1 十 已) 
3 二 In(1 十 之) 3 十 In(1 十 之 ) 

和 e 7 e 

lim 3 lim 1 = 

人 2 二 mL 十 芒 ) “2+ Lin(+ 


3 
ER 
记 ) 
2.2.110 求 lim -Cew -一 e)(C1 一 cos3z) 


**0(tgz 一 Z)ln(1 十 z)sin2z 
解 当 z 一 0 时 ,有 tgz 一 z 一 ee 一 一 1， 


in + DD ~ zsin2z ~ 2z,] 一 cos3z ~ 于 (3z)?， 


1 2 
ee 壹 (3z) 
tgz 一 z Z。2z 


故 原 式 一 lime 。 
(7) 极限 方程 
2.2.111 由 条 件 im 二 二 一 az 一 5) 二 0 求 常数 a 和 4b. 


9 9 
ToT 


2 
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1 
2 十 | 
多 十 1 ed 
im 过 十 ] 一 0， 
on z 
. 十 1 0] 
LE rm 过]= 0. 
SS 
Wi 二 0 
将 4 二 工 代入 im[ 瑟 二 1 一 引 = 0 中 ,得 5 一 y 
2.2.112 ”由 条 件 
lim (Vz—z+1—ar—bh)=0 
和 me 


lim (VF zF1— ar h)=0 
i 


求 常数 a 和 (i == 1,2). 


解 A ont i oh ek ed 
QU—PDr— (+20)z+(l 二 


Ye 一 Zz 十 1 十 az 十 b 
上 式 的 极限 为 零 的 必要 条 件 是 
1 一 of 二 0 及 1 二 2o2 一 0， 


解 之 得 a = 土 1， bh = 干 二 : 
同 理 可 得 a 二 土 1， & == 干 让 - 
2.2.113 已 知 lim (Yar 十 6: 十 c 一 呈 一 p) 一 0,(a,bsc 为 沉 
数 ,a > 0) , 试 求 参 数 a,8 之 值 . 
解 ”由 lm(CY 吧 十 bz 十 "一 呈 一 已 
= ln te 2ps 
Tt™ Yar+br+ct+ati+p 
Sl 


0 Var+brt+et+at+p 
知 a 一 中 二 0, 从 而 得 a 二 士 a. 


| 
| 
| 
| 
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(5b— 2ap)z+ ec— Pp 


再 由 lim 0 及 土 a 得 
to Yoar+br+c+ai+p . . 
Nest A b 
b— 2ap = 0, A 土 却 
a= a, a=—4a, 
故 | _b | b 
b= 3 pe 


3. 综合 问题 
2.2.114 设 f(7) = lim 于 二 打 , 试 作出 该 函数 的 图 形 . 
解 当 |z| 二 1 时 ， 


| 


7 四 一 由 瑟 直 证 = 一 
当 |z| = 1 时 ,f(z) = 0; 
当 |z| > 1 时 ， 
f(7) = lim el 过 :县 
oz? 十 1 
—z, |z|<1 
| 0， |z|=1; 
z, |z| > 1. 
由 此 即 可 西 出 其 图 形 如 右 - 人 


1 ZC] 十 sinrz)" 十 sinrrz 、 
2.2.115 设 f(z) = lim 一 江干 8 二 ,Cn 为 正 整 数 ), 试 


作出 函数 y = f(z) 在 [一 1,1] 上 的 图 形 . 
解 由 于 当 一 1<z<0 时 ,有 0<<1 十 sinzrz< 1, 所 以 


lim (1 十 sinxz》 = 0， 


，。 z(L 十 sinrz)" 十 sinzz 
i 
由 于 当 0 二 z 过 1 时 ,有 1 十 sinnz > 1, 所 以 


lim (1 十 sinrz) = coy 


= sinxz. 


Sinxz 
(1 十 sinzrz) 
1 
(1 十 sinmz)” 


2 
,XZ(1 十 sinxz)’ 十 sinxr a 
1 Tn 一 各] 
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又 KO) 一 0, 7 一 D 一 一 二 ,TCD 


去 , 故 所 给 函数 f(z) 可 由 如 下 分 自 函 
数 表示 ， 


f(x) 一 40， z 一 0; 


下 Pe 2.1.115 题 图 


其 图 形 如 右 . 
2.2.116 作出 下 列 函数 的 图 形 
(1) 8 一 lm(z 一 1)arctgz"; 


(7= lim Af1+ e+ (a) ,>0). 
解 (1)y= (xz 一 1) limarctgz", 
设 |z| < 1, 则 因 limz = 0, 故 y == 0; 
设 + = 1, 则 因此 时 limarctgz' = 也 存在 , 故 y = 0 
设 z < 一 1, 则 由 江 的 出 现 而 知 limarcter 不 存在 ,故此 时 9 无 意 


义 . 
设 z> 1, 则 盖 一 二 co, 因 而 jimarctgz 一 子 , 故 
y= 地 (z 一 1D). 
因此 得 
0, -1<zs<l; 
| D, z>1 
其 图 形 如 图 (1)， 


(2) 设 0 和 =< 1, 则 因 1 福 1 十 z 十 (和 )<<3, 故 
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炙 MI+z+ 人 (到 | ~ 
设 1<z<2, 则 y 一 z+ tim 和 /{ 土 ) +1+ ( 子 ) = 


. 有 
设 :>2, 则 y 一 瑟 吉 |[ 训 ) 二 (全 ) +1 一 到 
ll。 0 和 31 
zs, 1 一 z 委 23 
故 y= 2 
了， >2. 
2 
1 
中 1 7 过 
(D) 2. 2.116 题 图 (2) 


2.2.117 已 知 当 z 一 zo 时 f(z) 的 极限 存在 ,g(z) 的 极限 不 存在 ， 
试 讨论 当 z 一 时 ,f(z) 十 glz) 与 f(z) .gz) 的 极限 存在 情况 ,并 说 明 
理由 . 

解 ” 设 imf(z) = 4,limg(z) 发 散 , 则 

(CD lim[f(z) 十 9(z)] 必定 发 散 ,否则 若 

lim[f(z) 十 9(z)] = B， 

则 得 ， limg(z) 一 lim[y(z) + f(z) — f(z)] 一 有 一 人 
这 与 假设 矛盾 . 
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(2) 当 4 关 0 时 , 则 limf(z) .9(z) 必定 发 散 , 否 则 若 
pe 
limf(z) + g(z) 一 了 
sg 


则 得 limg(z) = lim 27HD 2. 
ms) Tim A 


f(z 
这 与 假设 矛盾 . 
当 4=0 而 y(z) 在 0 一 jz 一 zl 二 5 上 有 界 , 则 
limy(z) "9y(Gz) 一 0 


这 是 因为 无 穷 小 量 与 有 界 量 之 积 仍 为 无 穷 小 量 . 

当 4= 0,glz) 在 0 过 Iz 一 zo 二 6 上 无 界 , 则 timf(z) “glz) 可 能 
发 散 也 可 能 收敛 

2. 2. 118 证 明 函 数 f(z) = 二 cos 小 在 点 + 二 0 的 邻 域内 是 无 界 


的 ,但 当 z 一 0 时 不 成 为 无 穷 大 . 
证 ”对 于 无 论 多 大 的 正 数 寻 ,总 有 充分 接近 于 z = 0 的 点 ,使 


二 eos 十 |> 成 立 .例如 取 z = 十 时 , 则 | 小 cos 士 | 一 mm, 故 若 
和 > 否 , 则 当 z 一 去 时 ,全 有 | 二 eos 十 | > MM. 即 函数 f(z) 在 点 < 一 0 
的 任何 邻 城内 是 无 罩 的 . 


其 次 , 当 z 一 0 时 ,f(z) 并 不 趋 于 无 穷 大 . 因 若 取 z 一 一 一 -一 则 
(n+ 本) 


当 a -> co 时 ,一 0, 而 这 时 十 cos 十 -~ 0, 故 函数 并 不 趋 于 无 穷 大 . 
2.2.119 证 明 : 当 z~> 0 时 ,f(z) 一 十 。 es 二 的 极限 不 存在 


证 法 1 取 z 一 一 一 
2nr 十 也 


一 0,(z 一 co). 


Leos 上 一 (2az 十 于 )cos(2ar 十 王 ) 


V2 


2 


f(z) 一 


(2an 十 也 ) 一 十 co 一 op). 


二 
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根据 海 湿 定 理 知 ，lim 十 cos 二 不 存在 . 
证 法 2 取 z, 一 ,也 一 下 ,对 任意 的 6> 0, 总 可 选取 


Ld 


2kr 十 万 
,使 得 0 二 Iz 一 0| 天 560<<| 世 一 中 <<5, 但 对 am 一 1 有 


|(2kr 十 于 )cos(2kr 十 村) 一 2hmeos2kr| 一 |2kr 之 eo 


根据 哥 西 准则 知 ,lim 十 cos 二 不 存在 . 

外 2.120 设 f(z) 在 Ur(zo) 上 定义 , 且 在 ze 的 任何 空心 邻 域内 无 
界 , 但 当 z 一 am 时 了 (z) 不 是 无 穷 大 量 , 则 一 定 存在 收 敏 于 mn 的 两 个 数列 
人 z) 及 {ww) ,使 {f(z.)) 是 无 穷 大 量 ,而 {f(g} 是 收敛 数列 . 

证 由 于 了 在 am 的 任何 空心 邻 域 无 界 , 即 对 任意 的 W > 0 与 4>> 
0, 存 在 zt E DCzo,9) ,使 |f(zo)| > 1 


依次 取 MM, = 2 及 本 一 工作 一 1,2,…， 对 每 个 自然 数 w， 


都 存在 E Vzo, 汪 ), 使 
[f(z.)| > M, = n,n = 1,2,.… 
显然 有 limz = zo, 但 limf(z.) 一 ce， 
另 一 方面 ,因为 当 z 一 zo 时 函数 f 不 是 无 穷 大 量 , 即 存在 Mo>0, 对 
任意 的 6 > 0, 都 存在 2,€ Ur(z0,6) 使 得 1f(2)1 过 Mo, 取 5 二 二 ,n= 


1,2,…, 则 有 ZE Le(zo, 工 ) ,使 1f(CZ)| < Mos 一 1,2 

显然 ,im2。 一 £0 

又 因为 数列 {f(Z.))| 有 界 ,由 列 紧 性 定理 , 它 必 含有 收敛 子 列 
{f(2)}, 令 = 2, 则 limy 二 z0, 且 {f(y%)) 是 收敛 的 - 

2.2.121 设 f(z) 在 [a,5] 上 严格 递增 ,a 二 zx, 二 5b， limf(z,) on 
f(a) ,证 明 limz. 一 2 

证 ”用 反 证 法 . 若 结论 不 真 , 必 有 > a, 对 任意 的 上 > 0, 存 在 z, 之 
c, 于 是 
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f(s) 之 fc) 站 一 1 2 
这 与 imf(z.) 一 f(a) 矛盾 . 
2.2. 122 设 f(z) 一 sin 十, 证明 对 于 满足 条 件 一 1<a<1 的 任 


何 o, 皆 可 造 出 序列 m 一 0C = 1,2,…) ,使 
limf(z.) =a. 


证 设 a 为 [一 1， 中 上 的 作 - 2 
令 zo = arcsina, 2 Tn 2 工 , 即 有 sinz 二 a 令 z 


2nz 十 zo 
(n 二 1,2,…), 显 然 有 
limz, = lim 3 二 m 3 一 0， ea 
并 且 f(z.) = sin HL = sin(2nx 十 zo) = sinzo = a. 
因此 有 . limf(z.) = a. (2) 


根据 (1) 与 (2)， ,本 题 得 证 . 
2.2.123 证 明 im f(z) = oo 的 充 要 条 件 是 对 任何 数列 {z.}, 且 


oad 
Ts > TosTs > Zon > oo)， 都 有 limf(z,) = co。 
证 ”必要 性 ; 设 lim f(2) = oo, 即 对 任意 的 :二 0, 存 在 5 之 0, 当 
5 
0<z 一 zo 过 6 时 ,有 
|fGz)1 > M (1) 
又 设 {z.} 是 任 一 数列 , 且 z > zz 一 za oo0), 则 对 上 述 5>> 0， 


存在 N>0, 当 "> 时 ,有 0<<|z 一 zol< 王 和 由 (1 式 有 |f(zJ)| > 
M, 即 limf(z,) = co 


充分 性 : 设 lim f(z) 关 oo, 即 存在 MM > 0, 对 任意 的 6 之 0, 存在 zw 
虽然 0 二 zs 一 zo 过 5, 但 |f(z)| 寺 M 有 

es 2 ,得 数列 (=), 且 0< 一 aa<< 工 ,= 12， 

,但 fz)| Mn = 1,2,.… 

显然 lmz 一 zw 但 Himf(z.) 关 oo 与 已 知 矛 导 ,所 以 


= 
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lim f(x) = ce- 
+ 


fe z， 当 z 和 1 
3 十 z， 当 z>1. 

Ei 当 z 世 1 
及 or 一 人， zr>1. 
试 讨论 当 z 一 1 时 f[g(z)] 的 极限 . 


一 2z3， 当 z 过 1; 
MM 
因为 , f[g(z)] = We (—2) =—1, 
JHim ye)] 一 加 (2z 十 2) 一 4， 
所 以 fg(D] 当 zs 一 1 时 和 极限 . 


2. 2. 125 设 > 0, 试 证 :. lim p39 Vz+k= 0. 
证 由 a 一 0 可 得 ， > ep 


be 


于 是 > Ti Do ViTt— Da Vz 


上 二 1 


= Dac Vitit— V7) > 人 


2.2.124 设 f(z) 一 人 


ie1 . rz 
所 以 lim Do Vz 二 = lim >) a 


1 


-这 ka, lim Vs = Sa 0 Som0. 
多 “AI+ 二 +1 Se Ses 
2. 2.126 已 知 limf(z) 一 co,limg(z) 一 2, 证 明 : 
E lim[f(7) 十 9(z)] = o%. 
证 因 limf(z) = oo, 即 对 任意 的 M > 0, 存 在 4 > 0, 当 
0<1z—1<HN 时 ,1f(z)|>M+3. 
又 因 lime(z) 一 2, 即 对 任意 的 0 < *。<< 1, 存 在 > 0， 


2 
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当 0 过 1z 一 1| 过 5 时 ,jg(z) 一 21<<* 即 有 
li<2—e<yg()<2+e<$ 
因此 ,对 任意 的 > 0, 令 6 一 min(jb), 当 0< 1z 一 1| < 之 5 时 ， 


1f(Gz) 十 9(Gz)| 1fGz)| 一 9(Gz)| > 
成 立 . 即 lim[f(z) 十 9(z)] 一 oo. 


2.2.127 设 曲线 ! = f(z) 过 坐标 原点 (0,0), 在 0 二 z 过 :时 ,该 
曲线 完全 位 于 由 直线 y = 一 缮 及 y = tr(k 关 co) 构成 的 锐角 内 ,证 明 
lim ro = 1. 

证 因 0<z<s<1, 对 > 0, 由 一 好 <fz) < 好 可 得 
二 ar 二 ze 
又 limz=]， ns = 1, 故 根据 极限 的 比较 法 则 ,有 


st 
lim zfc) = 1. 
sot 


2. 2. 128。 证 明 : 若 (1) 函数 f(z) 定义 于 域 z>a 内; 
(2) 在 每 二 不 有 限 的 域 s < z 过 5 内 f(z) 有 界 ， 
(3) lim [f(z 十 D 一 了 za] 一 十 oo( 或 一 oo)， 
则 im 人 = 二 (或 一 oo). 

证 只 对 ,lm [f(z 十 1) 一 f(z)] 一 十 co 的 情形 给 以 证 明 (对 
一 ee 的 情形 ,只 须 考虑 函数 一 f(z) 即 可 归 为 十 co 的 情形 ). 对 任意 的 
G > 0, 必 存在 正 数 zo > a, 使 当 z 之 zo 时 ,人 恒 有 

f(z+ Df) > 40. 

现 设 z> 2(ze 十 1). 于 是 , 恰 有 一 个 正 整 数 (依赖 于 z) ,满足 
nCTI— Zon 二 1. 

令 T=z 一 zw 一 加 则 0 坟 T 之 1,z 二 zo 十 f+ 十 

由 于 za 十 1>z 一 m>z 十 2, 故 之 z 十 1 之 mm 十 r, 从 而 
24 > =*, 即 二 > 寺 . 

又 由 人 = 2 ‘ff tn | ft 了 ,显然 有 


n 
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fo — ft - 工 》 [fl 十 十 日 一 fm 二 TD] 
本 


Rn 
> 工 .4nG = 4G, 
故 三. 一 fa 十 号 > 26. 
人 
由 假定 ,f(z) 在 mm 委 z<<z 十 1 上 有 界 , 故 存在 正 数 z, 使 当 z 之 z 时 ， 
恒 有 
| fw tn <o. 
I 
令 X= max{2(zo 十 D ,zi), 则 当 = > 闫 时 ,全 有 了 2 > 6, 由 此 可 知 
tim 2 于 下 如， 
2. 2. 129 设 (函数 了 C) 在 (o 十 co) 内 有 定义 ;(2)f(z) 在 每 一 
个 有 限 区 间 上 有 界 ;(3) 存在 有 限 极限 lim [f(z 十 1) 一 f(z)] =4 则 有 


证 人 

(一 言 <fce+D 一 fa)<< 十 襄 . - 
于 是 , 当 z 一 1 之 G 时 ， 

(一 二 <<fGa) 一 f(z 一 D<it+ 
当 z 一 2 之 G 时 ， 

全 诗 <fG 一 DD 一 f(z 一 2)<L+ 广 - 


当 z 一 # 之 G 时 ， 
a 豆 <<fz za 十 1) 一 f(z D) 之 十 去: 
ee 即 z 宇 G 十 n 时 ， 这 “个 不 等 式 均 成 立 ， Oe 
边 相 加 ,并 以 x 除 之 , 便 得 到 
诗 <f2 一 fs ~ 2 十 
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f(s) 一 fs 一 m) 忆 
或 1 一 fe 一 上 -1 < 施 


取 z= [z 一 6G], 则 xz 一 [z 一 6] 宇 G, 于 是 :之 G 十 1 时 ,有 
(zz 二 fz 一 [一 0]) 中 二 (CD 


[z 一 9 
由 直接 验算 可 知 : 
f72) _ fro [z — 6]— i(z ~ [z ~— GJ]) 
2 


z 一 2z) 一 7 了 (z 一 [zz 一 C]) 
+ 人 =|(£ 人 下 9] 中 (2) 


是 恒等式 .由 [z 一 所 十 1>z 一 6 过 [z 一 习 可 得 ,6 十 1>z 一 [z 一 
0] 之 06, 这 表示 z 一 [z 一 6G] 是 一 有 界 最, 又 由 题 设 知 ,f(z) 在 有 限 区 间 
[0,6 十 !] 上 有 界 , 故 f(z 一 [z 一 GJ]) 也 是 有 界 量 . 从 而 
lim £2—= oD Ws—[:—o ) - 0， 
或 者 说 ,对 任意 的 。>> 0, 存 在 @ > 0, 使 当 z > C 时 ， 
AC 2— 0D [0 < 3, (3) 
YN 
0<E 2:0!l< -ee Ga (4) 
在 (1)、(2)、(3)、(4) 中 取 0 > 0 十 1， 于 是 当 z >>G' 时 ,有 
(gl z—G 二 他 二 区 一 9])1 


十 1 = 一 中 | . | fo) 一 fz 一 z 一 G]) 1| 
zx Bd 


e 到 
去 二 凋 汪 全 亏 
2.2.130 证明; limf(z) = ~ limf(z°). 


证 显然,z 一 0， 当 目 仅 当 0. 
先 设 limf(z) = 4, 则 对 于 任 给 :> 0, 都 存在 5> 0, 使 当 0< jzj| < 


5 时 ,|fGz) 一 4| < 天。 故 当 0< |z| < min(1,6) 时 ,就 更 有 0< 1z|: 过 
5, 使 1f(z?) 一 4| 二 ,此 即 limf(z = 4. 


再 设 liimf(z*) 二 4, 则 对 任何 > 0， 都 有 正 数 5, 使 当 0 < lz1 <6 
时 ， Ee 0 << lz| 过 时 ,就 有 0 二 Yizi| 二 6, 使 
> 
| 


= 
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If 这 =] 一 4 <<* 即 1f(z) 一 41 < 之 。, 亦 即 iimf(z) = 4. 故 
limf(z) = limf(z°). 


2. 2. 131 。 求 极限 lim YB, (a> 1,> 0). 


im JS 一 0; 又 当 z 之 1 时 ,有 [z] 之 z<< [z] 十 1, 于 是 
[< #0+ | 
log[z] log[z] 和 十 1) -1log.2[z] 
人 而, 苦于 < 让 和 << 于 < 放下 
令 z 一 十 co ,两 边 取 极限 有 1 lim 8 =0. 
2. 2.132 试 证 : (1) im 过 = 1; (2) We 2 


证 0 对 任意 的 :之 1, 存 在 自然 数 使 nz 忒 # 十 1, 从 而 


上 入 二 < 二 Was 二 Van 十 1. 
当 = 一 十 co 时 峰 ~ co 在 上 式 中 令 = 一 十 oo, 取 极限 得 .lim 二 一 1. 
(2) 令 y 一 十, 当 z 一 0+ 时 ,y 一 十 oo, 由 (1) 有 


2.2.133 求 极限 lmz[ 二 ]. 
解法 1 因 士 一 1< [二 ] < 二, 故 当 z> 0 时 ,有 
1—z<zsi]<1, 


当 z<0 时 ,有 1 一 z>zx[ 二 ]> 1, 令 z 一 0+,z-~>0-，, 分 别 对 上 两 式 取 
极限 得 


limz[ 二 ] =1, lim z[ +] 二 二 
故 lmz[ 二 ] = 1. 
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解法 2 因 z|[ 填 |=z( 二 一 (十 )}, 其 中 (二) 为 二 的 小 数 部 分 ， 


因 (Ke) 1, 故 lmz[-] 一 lim{1 —zCl)} 一 1. 


2. 2. 134 ”证 明 当 z 充分 大 时 ,下 面 的 不 等 式 成 立 
(1) z+ 10z + 100 < 0. 001z’; 


(2 YY 


1 ，10 ，100 
证 0) 如 三 十 lz+l00 jm +++ 
tom 0.001z’ es 0. 001 i 
故 当 z 充分 大 时 ,z? 十 10z 十 100 过 0. 001z?3 
inioooz nz 1 
i = i 1 = 9 
人 Er in| zh 0 


故 当 = 充分 大 时 ,In'"z < Vz， 
2.2.135 ” 试 证 : 着 lim f(z) < lm f(r), 则 存在 6 > 0, 使 得 当 
0<a—z<56, 0<y 一 。<5 时 ， 有 f(z) < fy). 
证 设 limf(z) = 4， limf(D) 一 Bi4<B 则 4<< 人 主人 


去 ?< 8 


取 。= 4 十 上 8 网 分 别 存 在 6 0 > 0, 使 得 当 0 二 a 一 z 过 
5 时 ,有 


4 十 B 
2 ， 


4 一 上 <flz) 一 4 十 * 一 
当 0<#y 一 ae 忆 和 时 ,有 
4 二 2 一 <fGD) < 二。 (2) 
取 5== min{61,62), 则 当 a 一 6 之 z 过 a 之 y 过 a 十 6 时 ,(1) 与 (2) 两 式 
同时 成 立 , 即 f(z) < 4 二 2 一 f(y). 
2. 2. 136 ” 设 f(z) 一 aisinz 十 axsin2z 十 … 十 asinmz, 并 且 |f(z)| 天 
|sinz| ,ayoz,…，a, 皆 为 常数 ,求证 
|a 十 2 十 … 十 na| 过 


证 “由 1f(z)| 之 lsinz| 有 [Sa 即 


(Cl) 


上 
| 
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从 而 ,根据 tm sz 一 1 得 
lm 十 2 十 … 十 mas|l 委 1 
2.2. 137 ” 设 z 一 十 c, 选 出 下 列 函 数 的 形 如 c( 二 )* 的 主 部 ,并 求 


其 对 于 无 穷 小 士 的 阶 : 


(0D 3 (2) Yi+HI~ Vr, 
(3) VE 十 2 一 2 VE 十 十 Vz (4 Lain. 
天 十 
3 
解 GD 四 为 二 二 :一 2 二 了 一 1 (z 一 十 oo0), 帮 其 主 部 为 
1)s 


工 


per se 
de Vz 二 1+ Vz 


一 1 (z 一 十 co)， 


故 其 主 部 为 地 (二 汪 , 它 对 于 无 穷 小 二 是 二 阶 的 . 
(3) Vz 十 2 一 2 Vz 十 1 十 Vz 


2 YVz(z 十 2) 一 2Cz 十 1) 


wz 十 2 二 Wz 十 2Vz 十 1 
一 2 
(Vz+2+ Vr 十 2 Vz 十 DCOVzG 十 人 十 z 十 1 


于 是 得 
Vz 十 2 一 2 Vz 十 1 十 Vz 


一 和 
— 


4 
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_ 8 
Wit Zr1t2/1+t Dt2+1+1) 
一 1 (z 一 十 co)， 
故 其 主 部 为 一 丁 z- 主 , 它 对 于 无 穷 小 上 是 立 阶 的 . 


二 和 
—sin— sin 一 
z 2 工 
1 二 
z? 工 


故 其 主 部 为 ( 士 )*, 它 对 于 无 穷 小 十 为 2 阶 的 . 


2. 2.138 ”确定 a,5b 使 当 z 一 0 时 ,z 一 (a 十 bcosz)sinz 为 :的 5 阶 
无 穷 小 . 
解 # — (a + beosz)sinz = # — asinz 一 Dsin2z 
和 下 b 1 
371 十 十 …) (2z 下 
1 


5r 7 
十 本 32s 一 币 227 十 …) 


(4) 因为 


一 1，(z 一 十 co)， 


rz—alr 


Bz 


一 (一 a 一 b)z 十 (名 十 总 0) 一 本 (64 十 as 十 k? 十， 

当 z 一 0 时 , 欲 使 上 式 为 z 的 5 阶 无 穷 小 , 则 须 取 
1—a—b=0 
4 1 

| RE 
A i TZ (a+ beosr)sinz _, ,1 ey 
这 时 ,mn 一 一 = lim(30 十 kz? 十 …) 一 360° 
2.2.139 设 z 一 十 coe 和 f(z) 二 (x 一 1,2,…), 试 证 : 
(1) 天 (z) 中 的 每 一 个 函数 都 比 前 面 的 一 个 函数 -1(z) 增加 得 


快 ; 
(2) 函数 。 比 函数 所 (z) (x = 1,2,…) 中 的 每 一 个 都 增加 得 快 ， 
证 (1) 因为 赴 一 + 一 十 oo, 所 以 ,所 (x) 比 天 -1(z) 增加 得 
快 . 
(2) 因 所 一 十 colz 一 十 oo0,n 为 任 一 固定 的 自然 数 ), 所 以 e 比 
f(z) 中 的 每 一 个 都 增加 得 快 
一 8C— 


| 
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§ 3 函数 的 连续 性 
内 容 提 要 


1. 基本 概念 

(1) 函数 连续 的 定义 

定义 ” 设 旺 数 y = f(z) 在 点 zo 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 在 
zo 取得 一 个 增 量 4z, 对 应 的 函数 取得 增 量 49, 如 果 当 4z 趋 于 零 时 ,4y 也 
趋 于 零 , 即 

lim4y 一 lim[f(zo 十 4z) — f(z0)] 一 0， 

则 称 函数 y = f(z) 在 zo 点 是 连续 的 . 

定义 ” 设 函 数 y = f(z) 在 zo 点 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 且 

limf(#) = f(zo)， 


则 称 f(z) 在 zo 处 是 连续 的 . 
(2) 函数 连续 的 条 件 
1) 函数 在 z 的 某 个 邻 域内 有 定义 ; 
2) a = lim f(z); 


ss 过 


3) af = f(zo). 


(3) 左 连续 与 右 连续 
车， lim f(z) 一 f(zo), 则 称 f(z) 在 zo 点 左 连续 ;若是 lim 人 了 (zo)， 


则 称 TD 在 zo 点 右 连续 . 

(4) 函数 在 闭 区 间 上 连续 

车 f(z) 在 (a,8) 内 每 点 都 连续 ,并 且 f(z) 在 a 点 右 连 续 , 在 5 点 左 
连续 , 则 称 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 . 

(5) 函数 的 间断 点 

若 f(z) 在 zo 点 不 连续 , 则 称 zo 是 f(z) 的 间断 点 . 

车 f(z) 在 z = zo 不 连续 ,但 im f(z) 与 limf(z) 均 存在 , 则 称 点 ms 

CR 
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是 f(z) 的 第 一 类 间断 点 . 非 第 一 类 间断 点 统称 为 第 二 类 间断 点 . 
《6) 上 半 、 下 半 连 续 
车 jmf(z) 全 了 (zo), 称 f(z) 在 m 处 上 半 连 续 ; 若 amf(z) 之 f(zo) , 称 


f(z) 在 z 处 下 半 连 续 . 

(7) 一 致 连续 

设 f(z) 在 区 间 5( 开 ,、 闭 . 半 开 均 可 )》 上 有 定义 , 若 对 任意 的 正 数 *， 
总 存在 某 一 正 数 6 = 5(e) ,使 得 对 于 区 间 7 内 的 任意 两 点 xz ,z, 当 
lz 一 z?| 之 6 时 ,就 有 |f(z") 一 f(z')| 二:, 则 称 f(z) 在 区 间 7 上 一 臻 
连续 . 

2. 连续 函数 的 运算 

(1) 四 则 运算 法 则 

若 函 数 f(z) 和 9(z) 在 zo 处 连续 , 则 下 列 函 数 也 在 zo 处 连续 . 

1) f(x) + gz), 

2) f(z)g(z); 


f(z) 
3) 了 gz 天 0). 


(2) 复合 函数 的 连续 性 
若 函 数 z= wp(z) 在 zo 点 连续 ,函数 y= f(z) 在 有 w= mp(ro) 点 连续 ， 
则 复合 函数 y = f[p(z)] 在 zo 点 连续 . 
(3) 反 函 数 的 连续 性 
车 函数 y = f(z) 在 区 间 [a,8] 上 单调 且 连 续 , 又 f(a) = a,f(5) = 
8, 则 其 反 函 数 z = ply) 在 区 间 [a,p8]( 或 [8,a]) 上 也 单调 且 连 续 . 
3. 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 
设 函 数 f(z) 在 [a,68] 上 连续 , 则 下 列 结 论 均 成 立 : 
(1) f(z) 在 [a,58] 上 有 界 ; 
(2) f(z) 在 [a,8] 上 有 最 大 值 和 最 小 值 ; : 
(3) 对 于 f(a) 与 f(2) 之 间 的 任意 实数 py, 至少 存在 一 点 6($ € (a， 
0) ,使 fCE) 一 人 
(4) f(z) 在 [a,5] 上 一 致 连续 . 
4. 初等 函数 的 连续 性 
(1) 基本 初等 函数 (里 函数 、 三 角 函 数 、 指 数 函 数 、 对 数 函 数 和 反 三 
| 角 函 数 ) 在 其 定义 区 间 内 是 连续 的 . . 
(2) 一 切 初等 函数 在 其 定义 区 闻 内 是 连续 的 . 
一 200 一 


8$3 函数 的 连续 性 


(3) 如 果 将 上 面 的 结论 (2) 改写 成 :一 切 初等 函数 在 其 定义 域内 是 
连续 的 . 这 种 结论 是 错误 的 . 例如 函数 f(z) 二 Vcosz 一 1 是 一 个 初等 
函数 , 它 的 定义 域 是 由 一 列 孤立 点 z 二 0, 土 2r, 土 4r,… 所 组 成 . 显 
然 ,此 函数 在 这 些 孤 立 点 上 不 连续 . 又 如 初等 函数 f(z) 一 Vzz(z 一 1)3 
在 其 定义 域内 也 不 连续 . 

5. 一 致 连续 函数 的 性 质 和 运算 

(1) 在 有 限 区 间 (o,5) 上 一 致 连续 函数 必 为 有 界 函 数 . 

(2) 设 函 数 f(z) 在 (oa,5) 内 连续 , 且 f(a 十 0),fG 一 0) 存在 , 则 
f(z) 在 (a,b) 内 一 致 连续 . 

(3) 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a, 十 co) 上 连续 , 且 存在 ,lim_f(z) 一 
M( 有 限 数 ), 则 f(z) 在 [a, 十 co) 上 一 致 连续 . 

(4) 在 区 间 (a,8) 上 两 个 一 致 连续 函数 之 和 仍 在 (a,5) 上 一 致 连 
续 . 


问题 与 解答 


1. 证 明 连 续 
2.3.1 证 明 函 数 y= |z 一 2| 在 点 z = 2 处 连续 . 
证 因 limy 一 im lz 一 2| lim (z 一 2) 一 0， 
2 
ms "im lIz—2|= iim (2 一 z) 一 0， 
又 y(2) 一 |2— 2 ="0, 故 y 在 + = 2 处 连续 . 
2.3.2 利用 。 一 5 论证 法 证 明 下 列 函数 的 连续 性 : 
(Dartb; (Dz (Wr; (4) Vi 
(5) 这 zy， (6) sinz; (7) cosz; (8) arctgz. 
证 (1) 设 ww€ (一 co, 十 co). 对 任意 的 *> 0, 要 
|(oz b) CO— (aro b)| < 一。 


只 要 |z 一 zl< 训 1’ 0- 


取 5 一 了 |; 则 当 |z 一 zl <5 时 , 恒 有 - 
ICaz + 6) 一 (az 十 要 | 一 = 
-=> 
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由 于 zo 的 任意 性 ,所 以 ,f(z) = az 十 5 在 (一 co, 十 co) 内 处 处 连 


(2)|z: — z8| = fz zo * jz 一 zol 
|z— zl* (lz 一 zol 十 2|zol)， 
对 任意 的 :二 0, 要 | 袜 一 如 | < * 只 要 
|z 一 十 2lzollz 一 zol 一 *。<<0. 
即 只 要 lz 一 zol 二 VY 区 一 |zol. 
取 6 一 V 开 十 一 en lz 一 zol 二 5 时 ,人 恒 有 
| 下 一 zG| 过 2, 故 f(z) = zz 在 (一 oo， 十 0) 内 连续 . 
(3) 由 于 |z3 一 z= 二 |z 一 zo|，|z 十 zor 十 zz8| 
< lz— zol(lzl + lzllzol + zol， 
不 妨 设 lz 一 zo 二 1, 则 有 1z| 过 1 十 |zol 及 
lz — zl < lz oe zl (1 十 3|zol 十 3zi). 
对 任意 的 : 0, 取 $= min(1, 了 二 52[ 十 53)’ 则 当 
lz 一 zl 达 6 时 , 恒 有 1x: 一 zi| 过 e. 
由 zo 的 任意 性 , 即 可 得 出 在 十 co) 内 的 连续 性 . 
(4) 由 于 | wz 一 Ve 
WVz 十 Van 
二 芷 二 到 二 9, 
ro 
对 任意 的 。> 0, 取 6 一 。 W zo, 即 可 得 证 .车 zo 一 0, 则 取 5 = 忆 
(5) 由 于 1 YE- Yi 
| 十 (z 一 zo0)7 十 zz] 
lz — zol 
Ea ， (zo 0,z70 > 0), 
1 Ya 号 
取 5 = min{|zol,e。V #3} 即 可 得 证 . 
若 z 二 0, 则 取 5 = a. 
(6) 由 于 |sinz 一 sinzo| 2lsin 二 | leos 王 二 wz 
取 。 二 6, 即 可 得 证 . 
《7) 由 于 leosr 一 cem| == 2jsin 三 也 开 |1eos 加 | < |z 一 ao， 


zol， 
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取 * = 5, 即 可 得 证 . 
(8) 由 于 |arctgz 一 arctgzo| 一 |arctg 了 于 1, 又 因 1y| 过 到 时 ， 
lyl 三 ltgy| ,所 以 有 


|arctez — arctgzo| < | |. 


EE t 十 zz 

当 z 之 0 时 ,不 妨 就 |z 一 zof < |zo| = zo 进行 讨论 ,此 时 ， 
11 十 zzo| > 1, 故 

|arctgz 一 arctgzo| < |z 一 zol. 

当 ze<0 时 ,可 用 同样 的 方法 讨论 . 

所 以 取 5= min(Ce,|zol)，(z 一 0 时 , 取 6 一 9. 则 当 |z 一 zl 天 5 时 ， 
恒 有 |arctgz 一 arctgzo| 二. 

由 于 zx 的 任意 性 ,所 以 arctgz 在 (一 <o, 十 ce) 内 连续 . 

2.3.3 ”证 明 指 数 函 数 和 对 数 函 数 的 连续 性 . 

证 “ 设 。> 1, 我 们 先 来 证 明 e 在 点 0 处 的 连续 性 ,分 两 步 进行 . 


(1) 设 0 过 z 芝士 ,n 为 某 个 正 整数 , 因 a > 1, 故 
0<< 严 一 1 < Eu 
又 因 让 1 Qn 00), 故 Lima 一 1 一 a. 
所 以 «在 0 点 右 连续 . 
(2) 再 证 在 0 点 左 连续 . 设 :一 一 y, 那 么 “二 十 且 y 之 0, 由 (1) 
知 lme 一 lim 证 一 1 一。, 所 以 在 0 点 左 连续 . 
由 (1) 和 (2) 知 ,a 在 0 点 连续 . 
下 面 再 证 明 ee > 1) 在 任何 一 点 zo 连续 , 因 
le — a?|=ala-"— 1|, 
由 a 在 0 点 的 连续 性 知 : 当 z 习 zo 时 ,a 一 1. 所 以 , 当 z 一 zo 时 ， 
| 一 oo 一 aoc 一 1| 一 0. 
故 ea > 1) 在 (一 ce, 十 ce) 内 连续 . 
最 后 考察 当 0 二 a 二 1 时 «的 连续 性 , 令 a 二 到 上 ,那么 5 之 110 一 


二 ,由 于 4 在 (一 oo, 十 a 
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在 (一 co, 十 co) 内 连续 . 

由 严 的 连续 性 及 反 函 数 的 连续 性 可 得 ,对 数 函 数 logz(a > 0,o 天 
1) 在 (0, 十 ce) 内 连续 . 

2.3.4 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 连续 且 恒 大 于 零 ,试用 2。 一 6 方法 证 
明 1/f(z) 在 [a,8] 上 连续 . F 

证 ”由 f(z) 在 [a,68] 上 连续 且 恒 大 于 零 , 故 f(z) 在 [a,5] 上 有 最 小 
值 m 汪 > 0. 且 于 [a,5] 上任 一 点 zo 及 任意 给 定 的 2 之 0, 总 存在 5 二 0, 对 
满足 |z 一 zol 二 5 的 z, 有 

[f(z) 一 f(z0)| < m’e, 
1 1 |f(z0) — f(z) f(z) 一 f(z0) 
i < 
由 zo 的 任意 性 , 即 知 1/f(z) 在 [a,b] 上 连续 . 
2. 3.5 设 函数 f(z) 对 于 包含 a 点 的 某 一 区 间 内 的 一 切 z, 都 存在 
正 数 M ,使 得 不 等 式 
|f(z) 一 fl)| MIz—al 
恒 成 立 . 证 明 f(z) 在 a 点 处 连续 . 
证 ”对 任意 给 定 的 。 二 0, 命 6= e/M. 当 |z 一 a| 过 56 时， 
|f(Gz) — fl)| SMIz—al<M.e/M= Ee 
成 立 , 故 f(z) 在 点 4 处 连续 . 

2. 3.6 证 明 : 若 f(z) 具 有 下 列 诸 性 质 :(1) 在 闭 区 间 [a,8] 上 有 定 
义 且 单调 , (2) 取 介 于 f(a) 和 f(b) 之 间 一 切 数 作为 其 函数 值 , 则 此 函数 
在 [a,5] 上 连续 . 

证 ”用 反 证 法 ,不 妨 设 单调 函数 f(z) 为 递增 的 且 在 zo 间断 (zo E 
[a,6]) ,由 单调 有 界 函 数 的 一 切 间断 点 沸 为 第 一 类 的 间断 点 可 知 ,zo 只 
能 是 第 一 类 间断 点 , 则 f(zo) 一 f(zo 一 0) 及 f(zo 十 0) 一 f(zo) 中 至 少 
有 一 个 大 于 零 ,例如 f(zo) 一 f(zo 一 0) > 0. 于 是 ,由 函数 f(z) 的 单调 性 
知 ,f(z) 无 法 取 到 f(zo 一 0) 和 f(zo) 之 间 的 数值 . 

这 与 题 设 函 数 f(z) 的 性 质 (2) 矛盾 ,从 而 f(z) 在 [a,6] 上 连续 . 


2. 求 间 断 点 


2.3.7 ”讨论 函数 f(z) = 一 


的 间断 点 . 


二 十 


解 “显然 ; 当 z 一 0 和 z 一 IT 时 ,ftz) 无 定义 , 故 z= 0 和 z=1T 是 
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f(z) 的 两 个 间断 点 . 
对 z= lim 一 ! oo, 故 z 二 1 是 f(z) 的 无 穷 间断 点 . 
pa 


对 z = 0,lim 一 -一 lim; 三 了 一 0, 故 z 一 0 是 f(z) 的 可 去 间断 
et | -07 
点 . 


2.3.8 sem = {= 1| 二 1 的 间断 点 . 
lIz—1|,lz|>>1 
解 ” 先 分 段 检查 .cos 他 在 |z| < 1 上 无 间断 点 ;lz 一 1| 在 |z| 
之 1 上 也 无 间断 点 . f(z) 有 两 个 分 界 点 :z = 1 和 z 二 一 1. 
当 z 二 1 时 ， 
mf) = lim cos 他 = 0， 


sl- 


yc = im lz—1|=0, 
-十 


由 站 六- 二 cos 了 = 0. 


2 
所 以 ,f(1 一 0) = f(1 十 0) 
= f(D. 
故 z = 1 不 是 间断 点 . 
当 z 二 一 1 时 ， 2.3.8 题 图 
Hm f(z) 一 lim {1z—1|=2, lm f(z)= lim c= 0， 


故 z 二 一 1 是 跳 世间 断 点 . 
2.3.9 了 电工 到 画 数 的 间断 点 并 指出 其 闫 到 
(Dy 


slt slit 2 


1 十 z 一 
T+ (2Y= Fa 
(3) y = co 二 pe 


解 (CD 因 hm 1 生生 J 和 a 一 上 了 一 言 ' 故 + 一 一 1 是 可 去 
间断 点 . 
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人 2 由 于 到 二 二 一作 三 总 寺 史 故 > 1 及 > 2 均 为 
无 穷 间断 点 . 

(3) 因 limy 不 存在 ( 左 \ 右 极限 均 不 存在 ) 故 = = 0 为 第 二 类 间断 
点 . 

(4) 因 lim arctg } 3 » Jim arctg } = 3 , 故 z= 二 0 为 第 一 类 间 
斯 点 


“2.3.10 来 出 下 列 函 数 的 间断 点 ,并 指出 其 类 型 

(Dy=2: Wy=N E 二 

解 〈D 因 limy = 【及 limy = < (为 不 等 于 堆 的 整数 ), 所 以， 
z 二 0 是 可 去 间断 点 ,而 z = 二 tr(k 一 土 1 土 2,…) 为 无 穷 间断 点 . 

2msin 到 (2 二 加 
(2) 因 limy = lim 05 
N22) 2 (02 十 区 

同 理 limy 二 0, 故 z 二 2 及 z= 一 2 为 可 去 间断 点 . 


2.3.11 指出 f(z) = 十 的 间断 点 的 类 型 . 
< 十 


解 ” 令 gCz) = 1 一 < 十, 则 fz) 一 市 显然 使 v(z) = 0 的 点 和 
g(x) 的 间断 点 均 为 f(z) 的 间断 点 . 
令 9(z) = 0, 得 z= 0, 则 z= 0 是 f(z) 的 无 穷 间 断 点 . 


es 
lim g(z) 一 一 co， lim g(z) = 1， 
上 el 
从 而 可 得 lim f(z) 二 0, lim f(z) 二 1, 故 z 二 1 是 f(z) 的 跳跃 间断 点 . 
>l End i 
2.3.12 设 f(z) = lim 于 二 了 +, 指 出 汕 数 的 间断 点 及 其 类 型 
BY 2Z9 lz} 二 > 1; 
解 48 如 实生 0， lzl = 4 
1 ~ 
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六 lzl| > 1 
即 f(z) -1 0， lz| = 1 


一 z， |z| << 1. 
故 z 一 士 1 为 函数 f(z) 的 跳跃 间断 点 . 
2. 3. 13 。 试 求 函 数 y 一 时 2 的 间断 点 ,并 说 明 这 些 点 是 娜 一 类 间 
断 点 . 如 果 有 可 去 的 , 问 如 何 补充 函数 定义 使 函数 在 该 点 连续 - 
解 因 limE2 一 tim2 加 一 2, 故 z = 0 是 此 函数 的 第 一 类 间断 
点 , 且 是 可 去 间断 点 , 若 作 如 下 补充 定义 
人 z 天 0; 
y= 也 


2 z 一 0. 


则 函数 y 在 z = 0 处 连续 . 
此 外 ,一 下 十 等 (= 0, 士 1, 士 2,…) 为 函数 的 无 穷 间断 点 . 


2.3.14 ” 求 函 数 f(z) = 证 的 间断 点 ,并 判别 间断 点 的 类 型. 


解 f(z) 是 初等 函数 ,在 其 定义 域内 是 连续 的 , 故 只 须 讨论 使 分 
母 为 零 及 tgz 无 意义 的 点 . 


因为 当 z = nr(a 一 士 1, 士 2,…) 时 ,lim 证 一 co, 所 以 z == nm 
(x 二 土 1， 士 2,…) 为 第 二 类 断 间断 点 . 

因为 当 z 一 0 时 Jim 训 = 1, 所 以 z= 0 为 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 
点 ). 又 因为 当 z 一 az 十 本 (一 0, 土 1, 土 2,…) 时 ，lim 让 几 


st 
所 以 z == wr 十 也 (4 一 0, 土 1, 土 2,…) 为 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 
点 ). 


z(C1L 十 z) 


和 人 
2.3.15 讨论 函数 KGz) 一 人 ”37 的 间断 点 ,并 讨 
2 于 
一 cos 330. 
| 


论 f(z) 的 连续 性 . 


= 
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解 ” 先 讨论 分 界 点 z 二 0， 
2 
f(0)= 各 3 
z 
22 一 | 
fF(0+) = lim flz) = lim < + 


TT 
a0 ro+ sin zr 
2 


因为 (0-) = f(0+) = f(0), 所 以 x = 0 是 该 函数 的 连续 点 . 
为 了 找 出 f(z) 的 全 部 间断 点 ,还 应 对 各 段 的 函数 进行 检查 . 
当 z>> 0 时 ,f(z) = 于 二 全, (z > 0). 


sin -xz 
2 


当 z=0, 士 2, 士 4,…, 土 24,… 时 ,sin 也 x 一 0, 但 只 有 z= 2n(n 
二 1,2,…) 属于 z 之 0 的 范围 , 且 当 z= 2r (rn 二 1,2,…) 时 ， 
z(1 十 z) > 0, 故 lim 士 允 oo 所 以 ,z 二 2n (n 二 1,2,…) 是 无 穷 


sin Tz 
2 


葬 
二 ， 


f(0-) = lim f(z) = lim Zcos 
0 一 ba 


ao 


ee 
地 ， 


间断 点 . 
当 z 之 0 时 ,f(z) = 之 cos -二 


1’(*< 0). 


函数 cos 二 二 在 z 一 士 1 时 无 定义 ,但 只 有 z 一 一 1 属 =< 0 的 范 
围 ,lim cos 37 是 振荡 的 . 所 以 z = 一 1 是 振 蕊 间断 点 

综 上 所 述 ,函数 f(z) 在 除去 z = 2n (= 1,2,…),z = 一 1 外 的 所 
有 点 处 是 连续 的 .z = 2n (n 二 1,2,…) 为 无 穷 间断 点 ,z 一 一 1 是 振荡 间 
断 点 . 


zsin[ 3 (2” + 羡 7 
2.3.16 讨论 函数 f(z) = lim RE 的 连续 性 . 

解 ”分 别 在 z 二 一 1,z= 一 1,|z| 二 1,z 二 1, 及 z 之 1 的 范围 内 
求 极限 就 可 得 到 
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z 志 1 


0， 
1 
一 十， 
f(z) = 1 三 ， 
1 
了 ， 
oh, 2.3. 16 题 图 
由 此 可 讨论 得 ,z = 士 1 是 f(z) 的 第 一 类 间断 点 ,在 其 它 范围 内 
f(z) 是 连续 的 . 
ss i {20 ro- 人 


(1) 证 明 9[f(z)] = 1 一 f(z); 

(2) 求 f[g(z)] 的 间断 点 ,并 指出 其 类 型 . 

解 (1) 设 := f(z),v = g(z), 则 
ol 人 

但 当 z>>0 时 ,一 ljz 委 0 时 ,一 0, 所 以 


ol 人 so 

1—1=0, z+>0; 
而 1-#9= (107 z<o0. 

故 对 于 任何 z, 都 有 g[f(z)] = 1 一 f(z). 

(2) ”因为 

1, z>1; 
t=: z= 1 
Be hy 


所 以 函数 f[g(z)] 在 z = 1 点 间断 . 
由 limf[g(z)] = 1 知 ,z = 1 为 可 去 间断 点 . 


<l1. 


2. 3. 18 “证 明 单 调 有 界 函 数 的 一 切 间断 点 皆 为 第 一 类 间断 点 . 
证 不 妨 设 f(z) 为 单调 递增 函数 ,zo 为 f(z) 的 间断 点 , 则 因 fCz) 
在 一 6<z< x 内 单调 递增 , 且 f(z) < f(zo), 故 im f(z) 存在 , 且 


lim f(z) < f(z0). 
i 
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同 理 , 当 z* 自 mn 的 右 侧 趋 于 za 时 ,函数 单调 递减 且 有 界 , 故 lim f(z) 
存在 , 且 lim f(z) 之 f(zo). 从 而 可 知 单调 有 界 函 数 的 一 切 间断 点 皆 为 
第 一 类 间断 点 . 


3. 讨论 连续 性 

2. 3. 19 ”一 切 初 等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 ,这 个 结论 是 洛 
正确 . 

答 ”这 个 结论 不 正确 .例如 ,f(z) = Ysinz 十 Y 一 sinz 是 初等 函 
数 , 但 因 其 定义 域 为 离散 点 集 : {zlz = 二 az,n==0, 土 1, 土 2,…), 故 f(z) 
在 其 定义 域内 不 连续 . 

又 如 ,y 二 Yr**(z 一 1) 是 初等 函数 ,但 它 在 其 定义 域 {zjz 二 0 
7 之 1} 内 就 不 连续 . 

正确 结论 应 是 :一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 都 是 连续 的 . 


2.3.20 设 J(z) 一 人。 。 “全 9 应 当 怎样 选择 w 才 能 使 (az) 


成 为 (一 co, 十 co) 内 的 连续 函数 . 
解 因为 ed n f(z) Wes 1s lm h f(z) lim (a 7z) = a; 
ot 


f(0) = a. 所 以 当 二 1 时 ， Ta 在 :一 了 你 连续 

此 时 , 若 z> 0, 则 f(z) = 1 十 + 是 初等 函数 . 故 f(z) 在 (0, 十 co) 
内 连续 ; 若 z 一 0,f(z) 二 =e 也 是 初等 函数 , 故 f(z) 在 (一 oo,0) 内 连续 . 
从 而 , 当 a 二 1 时 ,f(z) 在 (一 so, 十 so) 内 连续 . 


er . ER 

2.3.21 ”讨论 函数 f(z) = z 二 0; 的 连续 性 . 
zinz; z>>0 

解 在 z 二 0 与 > 0 时 ， f(x) 显然 连续 . 又 


十 n f(z) i 2 0， f(z) He zinz = 0， 


而 了 (0) 一 0, 所 以 f( 在 + 二 0 世 连 续 . 由 此 襄 知 ， 对 一 切 z 值 ,f(z) 均 
连续 . 


~- 
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人 二 


4 
一 一 一， 六 
2. 3. 22 som se = {3 “过 2; 的 连续 性 并 绘 出 其 
4 z 一 2 
图 形 . 
Fe 
解 f(D 一 站 于 一 加 十 2 一 人 


因此 , 当 4 一 4 时 ,f(z) 在 点 z= 2 处 连续 ;而 当 4 头 4 时 ,f(z) 在 
z 二 2 处 不 连续 ,至 于 在 点 z 隆 2 处 ,显然 是 连续 的 ,并 且 f(z) = z 十 2， 
(天 2). 


2. 3. 22 题 图 六 2. 3. 23 题 图 


2.3. 23 ”讨论 函数 y 一 lim TCR 的 连续 性 并 绘 出 其 图 
形 . 


z, |z 一 trl < 百 ! 


解 ?一 1 王 ，z* 一 红土 于 (= 0, 士 1, 土 2,…) 
0， 辣 <<lz -如 | < 等 
所 以 ,z 二 好 十 所 为 第 一 类 间断 点 . 
2. 3. 24 ”讨论 函数 f(z) 一 Lim 5 的 连续 性 . 


解 ”讨论 这 类 由 极限 给 出 的 函数 ,一 般 是 先 设法 去 掉 极限 符号 ， 
将 它 转化 为 一 个 分 段 函数 ,然后 ,再 进行 讨论 . 

因为 在 * 一 十 co 的 过 程 中 , 当 z<< 0,z= 0 或 > 0 时 ,其 极限 是 
不 同 的 . 故 先 分 别 在 >< 0,z = 0,z >> 0 的 范围 内 求 极限 : 


= 
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s+ se 
本 


当 z<0 时 ,f(z) 一 lim 
to 

当 z 二 0 时 ,f(0) = 0; 
，。 了 十 ze re 一 十 22 
当下 lim i 
(因为 此 时 e-* -> 0); 


一 z,，( 因 为 此 时 e* 一 0)， 


2 


9 <0 
由 此 可 得 ”f(z) = 人 A 


由 于 f(z) 在 各 段 上 都 是 连续 的 ,在 分 界 点 z 二 0 处 ,有 
a f(z) = Mn 一 0， h f(z) 一 et = 0, 
且 f(0) 二 -0， 即 f(z) 在 z=0 处 包 连 续 . 
故 函数 f(z) 在 区 间 ( 一 oo， 十 ce) 内 连续 . 
2.3. 25 ”讨论 函数 y 一 f(z) 一 lim 于 二 二 的 连续 性 并 绘 出 其 图 
形 . 
解 分 ca- 二 co 与 一 一 co 两 种 情况 讨论 : 


oa = a 
ao 
(1) y= f(z) = JJ -人 xz 一 土 1; 
1， lz| > 1 
可 见 z 一 士 1 为 间断 点 ,连续 区 间 为 (一 co, 一 1D),( 一 1,1),(1, 十 co)， 
图 形 如 图 (1). 


(1) 2. 3. 25 题 图 (2) 


1， lz| < 1 
(2) y= faz) = lim ,到 于 |- 人 lz = 4 
一 1， lzl > 1. 
可 见 z 一 士 1 为 第 一 类 间断 点 ,连续 区 间 为 (一 co， 一 D)、( 一 1,1)、(1l， 
十 co). 图形 如 图 (2). 
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z 天 0; 
2.3.26 ”讨论 函数 f(z) 一 41 十 e 的 连续 性 . 


0 z 一 0 
解 ” 当 +z 关 0 时 f(z) = 一 一 一 ,有 定义 , 且 为 初等 函数 ,所 以 函 
1 十 e 


” 数 f(z) 是 连续 的 . 


当 z 二 0 时 ,函数 f(z) 在 该 点 有 定义 ,由 于 


limf(z) = lim 一 一 0 一 了 (0)， 
一 "1 十 e 
故 f(z) 在 z 一 0 点 是 连续 的 . 


可 见 f(z) 在 (一 co， 十 co) 内 是 连续 的 . 


2. 3.27 ”讨论 函数 S 
2 一 1，z 二 0; 0 委 z 委 1 
7 一 仁 =<<0. 与 ”9) 一 ee 1<z<2. 
在 分 界 点 的 连续 性 . 
解 因为 limf(z) = lim (一 1) 一 一 1， 
2 一 0 二 -0 十 
lim f(z) = limz = 0, 


0 -0 
所 以 f(z) 在 分 界 点 z = 0 处 不 连续 . 
因为 lim 9(2) = ne ls lm pn) = dn (2—2z)=1, 


又 p(1) = 1 所 以 pC) 在 分 界 点 z 二 1 处 连续 . 


T° actg —T es 1 
2. 3. 28 ”讨论 函数 f(z) = 一 一 一 一 一 的 连续 性 ,如 有 间 斯 点 ， 
ain 52 
2 
指出 其 类 型 . 
解 f(z) 在 z==0,z==1 及 z 二 2n(n 二 土 1, 土 2,…) 处 间断 , 除 
以 上 间断 点 外 ,f(z) 外 和 这 续 ， 
由 于 limf(z) 一 一 羡 ， fa) 一 到， Ja 一 寺 
limf(z) 一 一 ooy 
所 以 :二 0 是 f(z) 的 可 去 间断 点 ,z = 1 是 f(z) 的 跳 九 间断 点 .z 二 2n 
Ca 二 土 1,2,…) 是 f(z) 的 无 穷 间断 点 - 
一 
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z(1++ 2) z<0; 
TE 
2. 3. 29 ”讨论 函数 f(z) 一 27 的 连续 性 ,并 确 
sin 3 二 4 > 0. 
定 间断 点 的 类 型 . 
解 ”由 于 limf(z) = lim 十 字 二 0， 
Em se 00 
2 
上 i .8 ed 
lim f(z) lim sin 二 二 也 sin( 2 = pa 


故 在 z = 0 处 ,f(z) 不 连续 ,z 一 0 为 f(z) 的 跳 婚 间断 点 . 

当 z 之 0 时 ,f(z) 由 sin 吉 一 了 表示 ,而 z = 士 2 是 其 分 母 函数 y 一 
慰 一 4 的 零点 ,但 只 有 z 二 2 属于 z> 0 的 范围 , 故 z = 2 是 f(z) 的 振 
荡 间 断 点 . 


当 z 志 0 时 ,f(z) 由 


rz(1++ zx) 


x 
Cos 5 


2 
分 母 函 数 y = cos 也 z 的 零点 ,但 只 有 + 一 1, 一 3, 一 5,… 属于 
z 委 0 的 范围 , 故 z*= 一 1 一 3, 一 5,… 是 f(z) 的 间断 点 . 


表示 ,而 z== 土 1, 土 3, 土 5,… 是 其 


当 z 二 一 1 时 , lim f(z) = lim < 十 2 
zl 一 1 cos Fr 
因 cos Fr = cos(— 7) sin( 字 十 7) = sin 于 (1 十 2)， 


令 也 (十 z) 二 0, 则 1 十 z 20, 且 当 z 一 1 时 ,0 一 0. 


(20— 1 瑟 克 
下 2 


z(1++ 7) 
元 


lim f(z) = Jim lim - 
a! 二 -1 6-0 Sing 
cos I 

2 2 
A 
lim 和 eg 
9-0 sing 3 

0 
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所 以 ,z = 一 1 是 f(z) 的 可 去 间断 点 . 

当 m 一 一 3, 一 5,… 时 ,分 母 函 数值 为 零 ,而 分 子 函数 值 不 为 零 ， 
故 limf(z) = oo- 

所 以 z= 二 一 3, 一 5,… 是 f(z) 的 无 穷 间断 点 . 

综 上 所 述 ,函数 f(z) 的 间断 是 z 一 2,0, 一 1, 一 3, 一 5,…. 其 中 
z 二 2 为 振荡 间断 点 ,z 一 0 为 跳跃 间断 点 ,z 一 一 1 为 可 去 间断 点 ， 
z 一 一 3, 一 5,… 为 无 穷 间断 点 . 

22 一 1 

2.3.30 讨论 函数 f(D) 一 11 “天 人 


1， z 一 0 
在 zx= 0 处 的 连续 性 . 
Le 
解 lim f(7) = lim - 一 1， 
ao 0 IT 二 二 
2 
上 
lim f(z) = lim S— 1 =—1. 
-0 -2 十 1 


故 limf(z) 不 存在 , 即 f(z) 在 z = 0 处 不 连续 . 
1 


ER 5)， 4 委 z 王 一 1 
2.3.31 函数 f(z) = jz|， 1 
zz 一 4z 十 6 0<<r<3.5. 


是 否 处 处 连续 ? 
解 f(z) 的 两 段 诗 (z 一 5)、z 一 4 十 6 都 是 整 式 函 数 , 故 处 处 连 
续 . 
另 -县 为 zl 一 (”。 二。 其 中 ,一 :也 是 连续 的 也 
数 , 故 f(z) 只 可 能 在 一 1,0,2 三 点 处 间断 .因为 


lim f(z2) = lim 《一 z) 一 1， 
一 slit 


= 
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f(z) 一 br EG 一 5) 一 一 2， 


故 在 z= 一 一 处 不 连续 . 而 
in f(2) = Ds = 0; ee Dn (一 z) = 0; 


又 f(0) 二 故 f(z) 在 * = 0 处 连续 . 最 后 ， 
td lim (2 一 4z 十 6) = 2, lim f(z) = limz= 2, 


2 一 2 十 #2 2 一 


又 f(D) = 2. 故 f(z) 在 z == 2 处 连续 . 

总 之 ,f(z) 不 处 处 连续 ,而 在 [一 4, 一 1), (一 1,3. 5] 上 连续 . 

2.3.32 ” 设 f(z) 的 图 形 是 由 y= 二 1 一 z,y= 二 + 一 3 和 7 十 六 一 
十 3 一 0 在 上 半 平 面 (y 之 0) 的 图 形 所 组 成 . 写 出 它 的 解析 表达 式 , 并 讨 
论 它 的 连续 性 . 

解 ”由 题 意 , f(z) 的 图 形 由 三 段 组 成 : y = 1 一 z 上 的 直线 段 ， 
y= 二 zx 一 3 上 的 直线 段 , 圆 (z 一 2)? 十 二 1 的 上 半 部 分 .而 上 半 图 与 直 
线 y = 1 一 zy 二 zz 一 3 的 交点 分 别 为 (1,0)、(3,0). 所 以 可 得 f(z) 的 
解析 式 为 


$y 1; 
-| 1<z 和 3; 
Ws +> 3. 
显然 ,f(z) 的 间断 点 只 能 在 z 二 1 或 x 一 3 时 出 现 . 


2. 3. 32 题 图 


由 于 lim f(z) = lim (1 — 7z) = 0, 
Enc End 
lim f(z) = lim YV 一 22 十 4z 一 3 一 0 
1 二 slit 日 


一 21¢C— 
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f(1) = 0; 
及 lim f(z) = lim V 一 2 十 4z 一 3 一 0， 
3 3 
lim f(z) = lim (z 一 3) 一 0， 
3 十 一 3 二 


f(3) = V 一 9 十 12 一 3= 0. 
所 以 f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 处 处 连续 . 


区 
2.3.33 1)" ,z 一 DG 一 1) > 之 0,z 关 上 


f(z) 一 limP(z,D0， 试 求 f(z) 的 连续 区 间 ,并 讨论 f(z) 在 间断 点 处 的 左 、 


有 极限 . 
解 ” 先 求 出 f(z) 的 表达 式 . 


mm 了 二 圭一 1, 又 因 
意义 ， 当 tz 时 ,二 0%， 且 z 一 上 天 0 一 1#1, 所 以 


f(z) = limF(z,t) = lim(# 二 二 


=iim[G +5] = 二 


显然 , 当 = = 1 时 ,了 cz) 无 意义 , 故 z 一 1 是 f(s) 的 间断 点 (一 ce， 
D:(Gl, + co) 为 f(z) 的 连续 区 间 . 


对 z= 1 有 
1 
lim f(z) lim e = 0, lim f(z) = lim ec 1 十 co. 
zl Eo 1 十 elt 
2.3.34 设 
sin2z 
， > 0 
f(z) -| 2 ” 
4 
(1 一 z2)5 十 cos2z 一 1，z 扫 0. 


讨论 f(z) 在 z 二 0 处 的 连续 性 . 


解 ” 由 limf(z) = lim De = 


-0 0 二 


lim f(z) = lim [(1 一 十 cos2z 一 1]=1, 


pn 
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及 f(D) = (一 +cos0 一 1 二 1, 有 timf(z) 二 了 (0) 一 工 故 
f(z) 在 z= 0 处 连续 . 


2. 3. 35 设 
DG 十 2 z>0; 
f(z) = 40, r= 0; 


ti YL 一 bd: 
试 讨论 f(z) 在 z = 0 处 的 连续 性 . 


解 ” 因 limf(z) = lim + V1 一 z 
0 0 
= lim 2 1， 


Cn 


lim f(z) = lim DUD jmin( + 2s) = Ine= 1. 
一 0 十 0 十 区 0 


但 f(0) = 0. 故 函数 f(z) 在 z = 0 处 不 连续 . 
2.3.36 讨论 下 列 复 合 函 数 的 连续 性 : 


2 ul; 

1 一 一 
2 (eg u>1. 
ed 人 一 位 z 委 1 
PT lt4, z>1. 


Lu ul; 
ws 1<u<5; 


u—4, wu>5. 
E29 z 委 1; 
“一 全 EP 


[pF, og) <1; 
1 匡 
解 (1 f[e(2)] ey 9(7)>1. 
因为 ,z 二 1 时 ,p(xz) 三 1; zz 这 1 时 ,g(z) > 1. 于 是 
_ Jz, <1;_ Jz, es 
fp] 人 e+ 人 xz 过 上 
故 所 wz)] 在 xz 一 1 处 间断 


En | 
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[pF wp(z) 返 1i; 
(2) fLw(z)] := 人 1<<mw(z) <5; 
gp(z) — 4, gq(z) > 5. 
x» Xl; J/r, rel; 
= (Dk zr>1. lz, z>1. 


故 f[p(z)1 在 z == 1 处 连续 . 
2.3.37 设 f(z) -时 (~ oo <zr<+ %), 
zs? Ss<Os 
一 局 z 之 0. 
试 讨论 f[g(z)] 和 9[f(z)] 的 连续 性 . 
解 ” 因 ff(z) 和 9(z) 在 (一 co, 十 ce) 内 是 连续 函数 ,所 以 复合 函 
数 
0, z<0; 
flg(z)] = gLf(z)] = zz 之 0. 


在 (一 co, 十 co) 内 也 是 连 函数 . 
2. 3. 38 设 f(z) = sinz， 9g(z) 一 { 
试 证 在 点 z 一 0 处 f[g(z)] 连续 . 
。 /sin(z— 7),z< 0; 
证 fg] 一 sing(z) 一 位 十 r)，z>0， 
etn (x —2z)]=— sinz,z < 0; 
lsin(r 十 z) 一 一 sinz， > 0. 
即 在 (一 co,co) 内 ,ffg(z)] = 一 sinz. 从 而 f[g(z)] 在 (一 co,co) 内 连 
续 . 故 在 z = 0 处 连续 . 
2.3.39 当 z 一 0 时 ,函数 f(z) 无 意义 ,定义 (0) 的 数值 ,使 得 
f(z) 在 点 z = 0 处 连续 . 若 : 


z—7x,7<0s 
z+7,z> 0, 


YY1 十 z 一 T 1 
(Df(7) = 一 一 一 一 (2) f(z) = sinz。sin 一 
re 弄 
二 
(3) f(z) 一 去。 (4) f(z) 一 In?zs 
(5) 705) = BE, (6) f(z) = (1 + ts 


(7) f(z) =# (zx> 0). 
一 19 一 
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解 ig 
A | 
xz( VC 十 DVI+z+D 3 
lim 7， 
一 z(CVI 十 z 十 JJ) 


故 取 f(0) = 也, 则 f(z) 在 z= 0 处 连续 . 


(2) 因 limsinz + sin 十 二 0, 故 取 f(0) = 0 
#0 


(3) 因 tim 去 “e 让 二 0, 故 取 f(0) = 0; 


(4) 因 lmz , iniz = 0, 敬 取 了 (0) = 0 
(5) 因 tim Be, 2 = 2, 故 取 f(0) = 2; 
(6) 因 lim( 十 ?六 一。 故 取 fC0) 一 si 
(7) 因 limz 二 1, 故 取 f(0) = 1. 


2.3.40 ” 当 a.6 为何 值 时 ,f(z) 一 lim 于 一 夫人 十 终 为 连续 了 


~ 十 1 
数 . 
解 ”从 已 知 的 极限 式 求 得 
二 ， lzl>1; 
ar? 十 bz， lz| <1; 
f(z)=4atb+1 
gt Wl 
2 
i 
EE xz 一 一 1. 
因为 lim f(z) = 1, lim f(z) 二 a 十 6, 所 以 
十 Eos 
4 十 5 一 1. (1) 
又 因为 lim f(z) = a 一 5b, lim f(z) 一 一 1, 所 以 
hE En 
ea 一 0 一 一 1. (2) 


解 (1) 和 (2) 得 a 二 0, 5 二 1. 故 当 a = 0,5= 1 时 , f(z) 为 连续 函 
| 数 . 
| 一 220 一 


83 函数 的 连续 性 


2.3.41 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 有 定义 ,在 [a,c] 和 [ec,b] 上 都 连 
续 ,f(z) 在 [a,5] 上 连续 吗 ? 
解 ”是 连续 的 . 
因为 f(z) 在 [a,c] 和 [c,b] 上 分 别 连续 , 即 f(z) 在 a 点 右 连 续 , 在 5 
点 左 连 续 , 在 (a,c)、(c,8) 内 每 点 都 连续 ,在 点 < 既 左 连续 又 右 连续 , 故 
f(z) 在 [a,b] 上 连续 . 
2.3.42 若 f(z) 连续 ,|f(z)| 和 下 (z) 是 否 连续 ?又 车 |f(z)| 或 
f(z) 连续 ,f(z) 是 否 连续 ? 
解 ” 设 f(z) 在 z 连 续 , 则 对 任意 的 。> 0, 存 在 6 之 0, 当 lz 一 zl 
二 6 时 ,有 |f(z) 一 了 (zo)| 二 e, 所 以 
117(z)1 一 fd) 1 SF) 一 fo < es 
[F(z) 一 fz)| = |f(z) 一 fGzo)|。|f(Gz) + f(z0) | 
= |f(z) 一 f(z0) + 2f(z0) | » [f(z) 一 f(z0)| 
(e+ 2|f(z0)|)*e 
由 此 可 见 , 若 f(z) 连续 , 则 |f(z)| 及 F(z) 也 连续 . 
若 |f(z) | 或 f(z) 连续 , 则 f(z) 不 一 定 连续 . 例如 
#5 = 他 0 
i 
在 z = 0 处 间断 ,但 |f(z)| ,f(z) 均 在 z = 0 处 连续 . 
2. 3.43 设 f(z) 是 定义 在 (一 co, 十 ce) 内 的 实 函 数 ,并 且 具 有 中 
间 值 性 质 , 即 :如果 f(a) 二。 二 了 (8), 那么 ,在 a.b 之 间 有 一 个 z, 使 f(z) 
一 “再 假设 当 > 是 有 理 数 时 ,满足 f(z) = 的 一 切 z 组 成 闭 集 ,证 明 
f(z) 是 连续 函数 . | 
证 用 反 证 法 ,车 存在 zo。€ (一 co, 十 co) ,使 f(z) 在 zx 处 不 过 
续 , 则 存在 正 数 m 及 以 zo 为 极限 的 数列 {z,} ,使 得 
[f(z) 一 f(z)| 之 wo n= 1,2,3,.. 
首先 , 设 有 无 穷 多 个 点 {z.,) ,使 得 |f(z.,)| 过 fw) 一 忆 ; 则 寿 在 久 
为 有 理 数 , 使 得 
f(s) | <n < fro), k=1,2,., (1) 
四国 训 亲信 条， 存在 ,使 得 名 在 zo 与 z., 之 间 且 7 == f(6), t= 1,2， 
…, 但 (6) 为 闭 集 , 故 lim&. 一 z 仍 属于 此 闭 集 ， 从 而 fm) 一 7 此 式 


Pi 式 和 矛盾 . 
一 221 一 
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其 次 , 若 只 有 有 限 多 个 点 nyzz，…，z，, 使 得 
fz) < f(zo) 一 sa， 一 1,2, 
那么 , 必 有 无 穷 多 个 点 {z} 满足 : 
f(z0) < f(z ) —e j=1,2, 
仿 上 讨论 , 亦 得 出 矛盾 、 
综 上 所 述 , 故 知 f(z) 是 (一 co, 十 co) 上 的 连续 函数 . 
2. 3. 44 证 明 函 数 


rh 保 当 z 为 有 理 数 ; 


1 一 z， 当 z 为 无 理 数 
仅 有 一 个 连续 点 > = 也 ,此 外 在 任何 点 都 不 连续 . 
、、 1 1 
证 207) = 
取 有 理 点 列 * 一 于, 则 pr.) 二 7 一 却 ， GD) 
取 无 理 点 列 0 一 去 , 则 pla) = 1 一 w 一 1 一 于 = 寺 02) 
由 此 ,对 任意 点 列 x- 壮 , 若 二 中 只 有 有 限 个 无 理 点 , 则 由 (1 知 ， 
有 pbx ~ 去 ; 若 二 中 只 有 有 限 个 有 理 点 , 则 由 (2) 知 ,有 p(x.) ~ 二; 
车 中 既 有 无 限 个 有 理 点 ,又 有 无 限 个 无 理 志 xj, 由 (1)、(2) 知 ,对 
任意 的 :> 0, 存 在 1, 当 i 之 1 时 ,有 1p(z,) 一 去 | < 性 存在 J, 当 ;之 J 
时 ,有 p(s) 一 村 | <<。 故 取 W = maxt1,y), 则 当 > N 时 ,有 
1g(z) -于 | < 从 而 对 任意 点 列 =- 寺 ,都 有 9(z) 一 去. 再 根据 函 
, 数 极限 与 数列 极限 的 关系 , 便 得 到 


i gr 
limg(z) = = pF) 


所 以 p(x) 在 + 一 六 处 连续 . 
任 取 一 点 aa 夭 二 , 取 有 理 点 列 r>, -ma, 则 p(r) 一 7, 一 zo; 取 无 理 
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点 列 @ 一 zo, 则 gla) 二 1 一 a 一 1 一 zo. 因 zo 闫 小 2' 故 zo 关 1 一 x6, 由 
此 推 知 bn gp(z) 和 让 lim op) 均 不 存在 . 所 以 p(z) 证 z 二 zo 不 连续 ,zo 为 


第 二 类 间断 点 . 
2.3.45 若 f(f(z)) 连续 ,f(z) 是 否 连续 ? 
答 ”未必 连续 . 如 
2，3 产 0 
A 全 z<0. 
可 以 看 出 ,f(f(z) 三 2 在 (一 co, 十 co) 内 连续 ,但 f(z) 在 (一 co, 十 co) 
内 的 0 点 不 连续 . 
a 为 无 理 数 
5 日 
f(z) = 位 人 人 二 


可 知 f(f(z)) = 0 在 (一 co, 十 co) 内 连续 ,但 f(z) 却 处 处 不 连续 ， 

故 f(f(z)) 连续 时 ,f(z) 不 一 定 连续 . 

2.3.46 设 (1) 函数 f(z) 在 点 zo 连续 ,而 g(z) 在 点 zo 不 连续 ; (2) 
当 z 二 zw 时 ,f(z) 和 9(z) 都 不 连续 . 则 此 二 函数 的 乘积 f(z)g(z) 在 已 知 
点 是 否 一 定 不 连续 ? 举 出 适当 的 例子 . 

解 (1) 人 
它们 满足 假设 条 件 ， ,其 中 f(z) 处 处 连续 ,而 9(z) 在 点 z= 0 不 连续 ,但 
f(z)g(z) 三 0 处 处 连续 . 

(2) 未 必 . 例如 

f(z) = 们 呈 人 及 g(z) = fa)， 

它们 均 在 点 z = 0 处 不 连续 ,但 其 乘积 f(z)g(z) = 1 却 处 处 连续 . 

2. 3.47 若 f(z) 和 9%(z) 是 连续 的 , 试 证 明 函 数 w(z) = min[f(z)， 
9(z)] 和 #%(z) = max[f(z),g(z)] 也 是 连续 的 . 

证 因为 p(z) = 六 [f(z) 十 9(z) 一 |f(z) — gz)1], 


Vz) = 计 Lf(Gz) 十 gC) 二 442) 一 ga) 人 
我 们 知道 ,车 f(z) 为 连续 淆 数 , 草 瑞 数 7(z) = 1f(z) | 也 是 连续 函数 ( 见 
一 223 一 
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2. 3. 42 题 ). 故 plz) 和 #%(z) 是 连续 函数 . 

2. 3.48 ” 设 函 数 在 闭 区 间 [a,8] 上 有 定义 并 有 界 . 证 明 函 数 m(z) 
= ,inf (f(8)} 和 M(z) 一 Sup (fC6)} 在 闭 区 间 [a,5] 上 是 左 方 连续 
的 . 


证 设 zo€ (a, 雪 ,要 证 m(z) 在 zo 左 方 连续 .由 于 f(z) 在 [a,b] 上 
有 界 , 故 m(z) 恒 为 有 限 . 任 给 。 > 0, 必 存在 一 点 名 E [a,zo) ,使 得 
了 (eo) < m(zo) 十 2. 
于 是 当 如 过 fz 过 zo 时 ; 必 有 mzo) 之 m(z) 委 f(io) <m(zo) 十 ,由 此 可 
知 lim m(z) 二 m(z0). 故 m(z) 在 zo 点 左 方 连续 . 


同 法 可 证 M(z) 在 [a,6] 也 为 左 方 连续 . 

2. 3. 49 证明 狄 利克 莱 函 数 X(z) = lim {limcos"(xm1z)) 对 任意 
的 z 值 都 是 不 连续 的 . 

证 记 f(m,n) 一 cos"(mrmlz). 

当 = 为 有 理 数 时 ,总 可 以 认为 m > ?, 其 中 = 一 人 (2,9 为 互 质 的 束 
数 ), 于 是 flm,n) 一 1, 故此 时 XCz) 一 1 . 

当 z 为 无 理 数 时 ,对 任 一 固定 的 mm 而 言 , |cos(mmlz)| < 1, 从 而 
limcos"(xm!z) 二 0, 故此 时 XX(z) = 0. 

_ /1， 当 z 为 有 理 数 时 ; 

总 之 ,XG = [0， 当 : 为 无 理 数 时 

由 实数 的 稠密 性 可 知 , 对 于 z 的 任 一 值 ,在 其 任 一 邻 域内 均 含 有 无 
限 多 个 有 理 数 和 无 理 数 ,因而 X(z) 的 值 总 在 1 和 0 这 两 数 中 取 一 个 . 这 
样 ,X(z) 的 极限 就 不 存在 .于 是 当 z 取 任 一 值 时 ,X(z) 都 是 不 连续 的 . 


4. 连续 函数 的 性 质 
2.3.50 证 明 : 若 函数 f(z) 是 连续 的 , 则 函数 
一 c， f(z)<—ec; (C#) 
f(z) = fe If(2)| <e; (x*) 
Cy f(z)>e (x%%Y 
也 是 连续 函数 . ( 式 中 <。 为 任意 正 数 ). 
证 ” 设 z 为 定义 域内 任 一 点 ,分 别 讨论 如 下 : 
; 《42. 荐 :f(s0) :< c, 因 f(z) 连续 y 疡 六 对 任意 的 。 9 存 家 ;1 
一 284 一 
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6>>0, 当 |z 一 zl 雪 5 时 ,可 使 |f(z)| 过 oc, 目 |f(z) 一 了 (z)| 之 o, 又 
由 (* * ) 式 推 知 , |f.(z) 一 天 (zo)| 二 
(2) ”车 f(zo) < 一 c, 因 f(z) 连续 ,所 以 对 任意 的 。 > 0, 存 在 
和 >0, 当 lz 一 zol 天 56 时 ,f(z) 过 一 c, 且 |f(z) 一 f(z0o)| 过 se, 又 由 (x*) 
式 推 知 |f.(z) 一 f(z)|=|1 一 c 一 (一 |=0<e. 
(3) 同 理 可 证 得 当 f(zo) >c 时 ,|f.(z) 一 f(z)| 之 eo. 
(和) 车 f(zo) 一 “时 ,对 任意 的 。> 0, 存 在 6>0, 当 |z 一 z| 之 6 时 ， 
1f(z) 一 f(z0)| 过 ey 即 |f(z) 一 c| 二。e, 得 c 一 e 之 f(z) 之 ec 十 ey 故 c 一 
ef(z) <c, 于 是 |f.(z) 一 cl 之 ze 和 |f.(z) 一 天 (zo)| < ao 
(5) 同 理 可 证 f(zo) = 一 c 的 情况 . 
综 上 所 述 ,f(z) 在 任 一 点 都 连续 . 
2.3. 51 设 f(z) 对 任意 实数 有 意义 , 且 对 任意 的 实数 z, y 有 
f(z 十 奶 二 f(z) 十 f(y), 试 证 明 : 若 f(z) 在 z == 0 处 连续 , 则 了 (z) 在 一 
切 z 处 连续 . 
证 ” 设 zo 为 任 一 实数 , 则 
limf(z) = limf(z 一 zo + 70) = lim[f(z 一 zo) + f(z0)] 
pi ee pee 


= limf(z 一 zo) 十 limf(zo) = f(0) + f(z0) 
Ee Fe 
= f(0 十 zo) = f(z0). 
故 f(z) 在 z6 点 连续 ,由 zo 的 任意 性 知 ,f(z) 在 一 切 z 处 连续 . 
2.3.52 设 * 为 自然 数 ,函数 了 是 [0,a] 上 的 连续 函数 , 旦 f(0) = 
f(n) , 试 证 存在 a,a 十 1E [0,nj, 使 f(a) = f(a 十 1). 
证 令 y(z) = fGz 十 1) 一 f(z), 则 g(z) 是 [0,n 一 1] 上 的 连续 
函数 , 且 
了 Si 
B® = SH DF = fo — 100) = 0， 
3 二 
从 M(9) = max [g(z)], m(g)= min [yg(z)], 
0<r<s 一 1 0<z<s 一 1 
则 m(g) < g(t) < Mg), = 0,1,2,…,n— 1. 


mg) < iS < mo). 
=0 


由 介 值 定理 可 知 ,存在 a€ [0,a 一 1], 使 9a) = 全 Yy0 一 0. 即 
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有 
g(a) = f(a+ 1) 一 fa) = 0. 

所 以 f(a) = fa 十 1). 

由 于 0 三 a 过 4 一 1 过 <n, 所 以 0 过 1 过 a 十 1 过 n, 从 而 aya 十 1€ 
[0,2]. 

2.3.53 设 f(z) 在 [0,n] 上 连续 , 且 f(0) = f(x), 证 明 
f(z) 二 f(y) 至 少 有 有 个 不 同 的 解 .其 中 y 一 z 是 非 负 整数 . 

证 “用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 4 二 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 对 "一 1 成立, 现 证 命题 对 4 也 
成 立 . 为 此 ,由 假设 f(z) 在 [0,x] 上 连续 , 令 

d(z) = f(z + 1)— f(z),z € [0,n— 1], 

车 存在 非 负 整 数 k, (0 二 过 w 一 1), 使 得 4(k) = 0, 则 有 fk) = f(t 十 


1D. 若 db 关 0. 其 中 4 二 0,1,2,…sn 一 1. 因 f(0) = f(m), 故 yd) 
t=0 


二 0. 由 此 可 知 存在 非 负 整 数 ;} (0 三 j 过 a 一 少 使 
dD) dd 十 1) < 0, 

由 连续 函数 介 值 定理 知 ,存在 a € (j,j 十 1) 使 得 4(a) = 0. 

综 上 所 述 , 总 存在 Bp,p 十 1E€E 人 f(p) = f(8 + 1). 

d f(z), z € [0,8]; 

定义 gz) 一 (re 1y, x ET = 地 
则 gz) 在 [0,n 一 1] 上 连续 , 且 9(0) = g(r 一 1) ,由 归纳 法 假设 存在 
(zyg) 二 1,2,… sn 一 1, 使 得 g(zi) = gly) ,其 中 y 一 zi 为 非 负 整数 . 
又 


f(y) 一 f(z,), pb; 
0=9) — 9(7) = fe 十 1) 一 到 zx)， nSPhEy; 
了 十 1) 一 f(z 1), OF 


由 此 即 得 f(z) = f(y) 的 n 一 1 个 不 同 的 解 , 目 y 一 z 为 非 负 整数 ， 
再 加 上 (p,p 十 1) 得 到 = 个 不 同 的 解 . 

2.3.54 设 f(z) 在 闭 间 [0,2c] 上 连续 , 是 f(0) = f(2a), 则 在 
[0,o] 上 至 少 存在 一 点 z, 使 f(z) = f(z 十 0)- 

证 令 F(z) = 了 f(z) 一 了 lz 十 a). 因 f(z 十 a) 可 以 看 作 由 f(w) 与 
4 二 z 十 a 复合 而 成 ,所 以 f(w) 在 [0,a] 上 连续 , 故 F(z) 在 [0,a] 上 连续 ， 
注意 到 


| 2 
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F(0) = f(0) — f(a), 
F(a) = f(a) 一 f(2a) [fC0) 一 f(a)]. 
(1) 车 f(0) 一 f(a) ==0, 则 f(a) = 了 (0) = 了 (2q), 即 当 z = 0,a 时 ， 


有 
f(z) = f(z + a). (1) 
(2) 著 f(0) 一 了 (a) 关 0, 则 FC(0)* F(a) < 0, 由 介 值 定理 ,在 [0,a] 
内 至 少 存在 一 点 6, 使 FC) 一 0. 即 
了 (上 ) = 了 (5 + o). (2) 
合 (1)、(2) 得 ,在 [0,a] 上 至 少 存在 一 点 *, 使 
f(z) = f(z 十 
2.3.55 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 且 a 过 c 过 4 过 b, 试 证 在 [a,5] 上 
必 存 在 一 点 5, 使 
mf(c) 十 nf(d) = (m+ fCE). 
证 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,所 以 f(z) 在 [a,b] 上 能 取得 最 大 值 
到 和 最 小 值 元 又 因为 四 
Mm gfe) 二 nf(d) 过 mE 
即 < YO 二 "fd) < 
十 到 


故 由 介 值 定理 ， 站 中 上 几 存在 一 使 
2 = (0) = Je)， 
即 mf(e) + nf(d) = (m+ fe). 
2.3.56 函数 f(z) 在 (a,8) 内 连续 ,a 过 zi 过 zy 过 … 过 zw 之 b, 证 
明 在 (a,b) 内 存在 一 点 ,使 
Fe) = HD 十 Fz) + tf) 


R 
证 因 f(z) 在 [zi,z.] 上 连续 ， ' 族 有 地 大 值 :3 SE 
mm fz) 十 Te + “+f(n) < 5 


MN 


由 介 值 定理 知 ， 有 5sE€ [zz]， 使 得 
CE) = HD 十 FD 十 … 十 fn) 


n 
显然 6 € (a,5). 
2.3.57 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 且 0 和 fo 和 1， 证 明 至 少 有 一 
点 cE€ [0,1], 使 f(c) 一 c- 


= 
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证 如果 f(0) = 0 或 1(1) = 1, 就 取 c 一 0 或 1 
现 设 f(0) > 0,f(1) 一 1. 令 Fr) = f(z) 一 z, 则 F(z) 在 [0,1] 上 
连续 . 因为 
F(0) = f(0) — 0>0,F(D) = f(D) 一 1< 0， 
故 由 介 值 定理 知 ,至 少 有 一 点 cE (0,1), 使 F(c) = 0, 即 f(c) = c. 
2. 3. 58 设 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 且 f(a) = f(6) ,证 明 一 定 存 


在 长 度 为 于 2 的 区 间 [o,p] C [o, 菇 ,使 Ka) 一 f(p)， 即 在 区 间 
[a,< 当 <] 上 一 定 存在 a, 使 得 


f(0) = 
证 设 P(z) = f(z) 一 上 
连续 , 且 
Fo) = fa) 一 fla + 3 = (0) — F(T), 
RE) = + ff6). 


又 f(a) == 了 (6), 故 


< 二 2 


F(a) » P(E —) =— [fC — f(ao) <0. 
We ae [os 二 区 ,使 PCo) = 0. 即 
了 f(a) = 


2. 3.59 已 知 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 非 负 连 续 , 且 fC0) = 了 (1) 一 0， 
则 对 任 一 实数 1, (0 二 过 ]), 必 有 实数 zo,(0 过 zo 过 1), 使 
f(z0) = f(zo 十 0). 
证 作 函 数 F(z) = f(z) 一 f(z 十 人 ), 则 
P(0) = f(0) 一 fCOD 和 0，FG 一 0 =fGIL 一 0 三 0. 
若 PFC0) 一 0, 则 ze 一 0 即 为 所 求 ; 若 Fl 一 D) = 0, 则 z= 1 一 4 即 为 
所 求 ; 若 P(0) 关 0,P(1 一 站 关 0, 则 P(0) 过 0,F(1 一 0 之 0, 于 是 由 
F(z) 的 连续 性 可 知 , 存 在 0 二 zo 二 1 一 1 过 1, 使 
lL F(z0) = f(zo) 一 f(zo + 1) = 0. 
即 存在 me [0,1 一口, 使 
一 2 一 
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f(z0) = flzo 十 站. 

2.3.60 设 f(z) 在 (a,b) 内 连续 , 若 有 数列 zx. 一 a,y, 一 a (zj EE 
(a,5)) ,使 极限 imf(z.) = 4,limf(y.) 二 B 存 在 , 则 对 4 和 B 间 的 任意 数 
4, 必 可 找到 数列 一 a, 使 limf(z) 一 六 

证 若 *= 4 或 w= B, 则 取 Z 二 或 2 一 y 故 设 4<Zu<<B. 

因 f(z) 一 4, 所 以 存在 Ni, 当 n> Ni 时 ,f(z.) 过 4. 又 因 f(y) 一 
B, 所 以 存在 Nz, 当 na >>.Ns 时 ,f(y.) >z 取 和 = max{Ni,Ns), 则 当 
n> NBN,f(z) < < f(y,). 

由 于 f(z) 在 [z.,y] 上 连续 ,由 连续 函数 的 介 值 定理 知 ,有 亏 介 于 zx。 
与 如 之 间 , 使 得 f(z) 二. 从 而 可 构造 数列 (及 } ,使 f(a) 一 4 而 且 由 
Zh 和 

2.3.61 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,又 设 f(z) 只 取 有 理 值 , 且 
7 二) 二 2, 试 证 f(z) 二 2. 


证 设 zs 为 [0,1] 不 同 于 于 的 任 一 点 ,因为 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 


车 f(zo) 关 了 (去 ) = 2, 则 由 介 值 定理 知 , f(z) 必 取 得 介 于 f(zo) 与 2 之 
间 的 任何 值 ,包括 有 理 值 和 无 理 值 , 这 与 f(z) 只 取 有 理 值 矛 盾 . 故 
Tao) 一 f( 于 ) = 2, 因 而 在 [0,1] 上 ,f(z) = 2. 


2. 3. 62 ”连续 函数 f(z) 如 果 在 有 理 点 处 为 零 , 则 此 函数 恒 为 零 . 

证 法 1 用 反 证 法 , 设 f(z) 不 恒 为 零 ,比方 说 在 zo 处 有 f(zo) > 0， 
则 对 zo 的 某 一 邻 域内 的 一 切 z, 有 f(z) > 0, 这 一 切 z 里 有 有 理 点 , 即 在 
此 邻 域内 的 有 理 点 处 f(y) > 0, 这 与 假设 矛盾 . 

对 于 f(zo) < 0, 可 同样 证 明 . 

证 法 2 设 8 为 任 一 无 理 数 , 取 一 列 有 理 数 

Pio yo > ps 
由 f(8) 在 8 的 连续 性 ,得 
了 (DT(Cz)，… fy), > fp), 

即 0,0,…,0,… 一 了 (f), 由 此 得 f(8) = 0. 故 了 (x) 在 有 理 点 和 无 理 点 均 
为 0, 即 f(z) 恒 为 零 . 

2.3. 63， 若 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ， 上 天 点 的 在 [" 测 全 
为 正 ( 或 负 ). 
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证 设 f(z) 在 [a,b] 上 不 恒 为 正 (或 负 ), 不 妨 设 f(z1) < 0， 
f(zz) > 0, 因 f(x) 在 [a,8] 上 连续 , 故 在 [a,b] 上 必 和 至 少 存在 一 点 5, 使 
了 (5) = 0. 这 与 题 设 f(z) 在 [a,5] 上 无 零点 相 矛盾 . 

2.3. 864 ” 设 f(z) 为 连续 函数 ,z = az 一 5 是 f(z) 的 两 个 相 邻 的 
根 . 证 明 : 若 已 知 (a,8) 内 一 点 c, 使 f(c) > 0( 或 二 0), 则 f(z) 在 (o,5) 内 
必 处 处 为 正 ( 或 负 ). 

证 ”用 反 证 法 , 设 4 为 (a,b) 内 的 一 点 ,使 f(4) < 0, 则 有 f(c) 。 
f(d) 二 0, 即 在 (c,d) 内 至 少 有 一 点 6, 使 (6) = 0, 即 z 二 6 为 函数 fz) 
= 0 的 一 个 根 ,这 与 假设 矛盾 . 所 以 ,f(z) 在 (a,6) 内 处 处 为 正 . 

车 f(c) < 0, 同 理 可 证 得 f(z) 在 (a,8) 内 处 处 为 负 . 


5. 判断 方程 的 根 

2. 3. 65 ”证 明 方程 sinz 十 z 十 1 一 0 在 [一 筷 , 于 ] 上 至 少 有 一 个 
根 . 

证 令 w(z) 一 sinz 十 z 十 1 因为 p( 一 二) 一 一 于 <<0, 9( 子 


一 2 十 全 > 0, 故 由 介 值 定理 知 ,在 [一 于 ,于 ] 内 至 少 有 一 个 《使 
92(e) 一 sine 十 上 十 1 一 0, 即 z 一 < 为 其 一 个 根 . 
2. 3. 66 试 证 z= asinz 十 ja 之 0) 至 少 有 一 个 正 根 , 且 不 超过 
a 二 +b. 
证 ” 设 f(z) ==a 一 asinz 一 5b (a,b 之 0), 它 在 [0,a 十 6] 上 连续 ， 
县 f(0) = 一 b 过 0， 
fla+b) =a—a*sin(atb) = all ~— sin(a + 5)]. 
若 sin(a 十 b) 二 1, 则 f(a 十 5) = 0,a 十 5 即 为 一 个 根 . 
若 sin(a 十 四 之 1, 则 fla 十 5) 二 a[1 一 sin(a 十 b)] 之 0, 于 是 ,f(0) 
与 f(a 十 5) 异 号 . 故 在 (0,a 十 5) 内 只 有 一 个 根 < 
2.3.87 设 有 两 个 多 项 式 
f(z) 一 (一 anD)(z 一 a)…(z 一 ao)， 
与 gf(z) 一 (z 一 b)(z 一 加 )…(z 一 思 ). 
县 其 中 的 必 与 已 G 一 1,2,…,n) 满足 
< 
| 试 证 明 对 任意 的 正 数 ,方程 2 
| 一 S80 一 
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f(z) 十 Mg(z) 一 0 (1) 
的 4 个 根 都 是 实 根 . 
证 ”由 题 设 知 


fa) + ga,) = gla,) 
Mo — bi)(as — bi1) * (a, —b.) < 0, 
f(b6.) 十 hg(b.) = f(b,) 
= (BO— 9)"(b Oo 0) (b — 4) > 0. 
因 f(z) 十 Mg(z) 是 n 次 多 项 式 , 它 在 区 间 [a.,b.] 上 连续 ,由 连续 函 
数 的 性 质 知 , 必 有 满足 a 二 c, 二 5b. 的 c, 使 flc,) 十 Mg(c) = 0( 即 6 是 
方程 (1) 的 根 ). 类 似 地 ,可 证 方程 (1) 在 区 间 (aj,6,) 内 都 有 根 (7 = 1,2， 
…，z)，, 故 方程 (1) 的 a 个 根 都 是 实 根 ,分 别 含 在 区 间 (Ca,5,) 内 ,Cj 一 
PS, 
2. 3. 68 试 证 任何 一 元 三 次 方程 
aozs 十 aizz 十 az 十 as 一 0 
至 少 有 一 要 全 中 aoyqyayas 都 是 实数 ). 
证 设 f(z) = aoz: 十 oz: 十 oz 十 o 并 设 o 之 0, 则 


{=>0, 
即 当 |z| 足够 大 时 有 区 二 


当 z>0 时 ， ,了 (Gz) > Pe, :一 十 co 时 ,f(z) 一 十 co 


当 z< 0 时， f(2) < Dr, zr 一 co 时 ,f(z) -> 一 co 


所 以 在 (一 ce, 十 ce) 内 必 存 在 两 点 a。 和 5, 使 f(a) < 0,f(Gb) > 0. 又 因 
f(z) 连续 ,根据 根 的 存在 定理 ,在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 ,使 f(&) = 0， 
故 方程 f(z) = 0 至 少 有 一 个 实 根 . 

车 ao 过 0. 可 仿照 上 面 方法 证 明 . 


6. 利用 连续 性 求 极限 
2.3.69 利用 函数 的 连续 性 求 极限 im(G 十 三 )” 和 


LE 


oo\r—a 


me 
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解 lim(1 十 三 )* = lim[(1 十 过) 了 


= [lim(1 十 yy = 6 


lim (2) = lim(1 十 5 


) 一 lim(] 十 5 ) + 


= lim{[(1 二 二 ET “人 za 


yp 为 正 实数 ). 
2. 3.70 求 lm az 一 上 
t 或 z 一 上 十 e 当 z 一 e 时 ,! 一 0. 从 而 
fim CE 士 一 lne 
Tn 
t+e 
lim[ 二 ] 


= Lnfyi A Ls 
= in[lim(1 十 os glne = pe 
by 1 In(l + $3") 
i 
解 ” 原 式 = lim In[3:(1 + 3-) jin zln3 十 In(1 十 3-) 


sto lnL2(1 十 2 一 ) :+ zln2 十 ln(1 十 2-9) 
in3 二 InC1 十 3-?)7 


i z In3+0_ In3 
tjn2 十 In(1 十 2-") ln2 十 0 In2* 
I 


2.3.72 求 jimLY(z 十 ao)(z 十 op0…(z 十 o) 一 菇 ， 


式 中 ,om,…，va 是 给 定 的 常数 . 
解 YXztaD(ta)(r+a)—z 


< Mz + a) z+ on) (z+ a))— 
CMz tad)els tad) + a Mz a) 


oz 十 08)): 一 ?十 汪 十 二-1 


(qi 十 … 十 ab) 开 -1 十 〈aiaz 十 alg3… 十 mlat) 共 一 2 十 alaz as 
CHz 十 aD……(z 十 ob) 十 z( 认 z 十 az 十 ooDDi2 十 … 十 2 
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二 十 十 2 十 富 十 i 二 


CE 


A 
[ a+aa+s)] +[ a+ 名 + 鱼 ) | 十 … 十 1 
z z z z 


4 一 4 项 
十- 十) 十 0 十 0 二 十 0 _ a 十 aa 十 十 
LI 二 TI 十 … 十 1 三 下 


D 


因此 
lim[ Yr 二) (zo)(z 二 a) 一 2z] 一 全 二 和 二 


和 有 求 limnCat 一 1),(a> 0). 
解 ” 先 考虑 极限 lim z(a* 一 1) ,如 果 它 的 值 等 于 4, 则 必 有 
sm D4 


+ 1 
令 o 一 1 一 ! 或 z* 一 CD, 当 z 一 十 co 时 ,一 0, 于 是 


王 上 a jlna ay Ina 
se Dp ee inCT 十 5 in In(1 十 OF 

lna 

In[lim(1 + D+] 

0 

lna 
= 二 Ina 

lne 


从 而 lima(ar 一 1) = Ina. 


2.3.74 设 f(z) 在 (0, 十 co) 内 连续 , 当 z>>0 时 ,0 志 f(z) 之 z， 
车 qa 之 056+ 二 (a) (1 二 1,2,…), 求 lima,. 


解 ” 因 0 过 f(z) <z(z> 0), 故 由 有 之 0 知 ， 
G+1 = fa) <a,, 
即 {o.} 单调 递减 且 有 下 界 0, 所 以 可 设 
ima. = 4, 从 而 有 4 一 f(4). 
若 4> 0, 则 4 二 了 (4) < 4, 矛 盾 . 故 4 一 0 即 ima 一 0. 


= 


第 二 章 ”函数 与 极限 


7. 一 致 连续 

2. 3.75 ”对 于 s> 0, 求 使 函数 f(z) 在 已 知 区 间 上 满足 一 致 连续 的 
条 件 的 5 = 5(e)( 任 何 的 !)，, 设 

(1) f(z) 一 5z 一 3， (一 ce 二 z 志 十 co)3 

(2) f(z2) 一至 一 2z 一 1 (一 2 委 z 委 5 


(FD = (0.1<z<D; 
(4) f(z) = 2sinz 一 cosz, (一 oo rz 二 十 co). 
解 〈U 1f(z) 一 f(z2)| = 5lz 一 za| , 故 取 5 = 言 即 可 . 
(2) [f(z) 一 fz)| 一 lz 一 zl {z+ x — 2|, 
由 于 一 2<<+z 芝 5, 故 十 一 2| 过 8, 于 是 只 需 取 6 一 襄 - 


(3) If) 一 FD1 = | |< 


只 需 取 5 = 0. 01e. 
(4) {f(z1) 一 f(z2)| < 21sinz' 一 sinzz| + |eosz, 一 coszrz| 


2 | 十 | z1) 一 (过 


2 
故 只 需 取 5 = 可 


2.3.76 函数 f(z) = z 在 下 列 区 间 是 否 为 一 致 连续 的 ? 
(1) (一 4D),( 这 里 /为 任意 的 正 数 ); (2) 区 间 ( 一 co， 十 co). 
解 (1) 当 zzE (一 4bD) 时 ,f(z) — fz) 入 2z — zl. 


对 任意 的 e 汪 0, 取 5 二 高; 则 当 |z 一 | 之 6, 且 z1szs € (一 20 


时 ,和 恒 有 |f(z1) 一 f(zz)| < s, 故 f(z) 在 (一 1,1) 上 一 致 连续 . 
(2) 取 a=1 ,不论 5>0 取 得 多 么 小 ,只 要 m 充 分 大 ,我 们 总 可 以 


使 z= 二 4 十 二 ,z= 的 距离 |z/ 一 z."| 一 Ts 但 是 ， 


jz 一 zz| 
0.01 ” 


—z)| = 3|n — zl, 


FD 一 FN) 一 2 十 > 
可 见 f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 非 一 致 连续 . 
2.3.77 证明 y= 二 Vz 在 [0. + co) 上 一 致 连续 . 
证 “对 任意 的 e> 0, 由 于 y 二 Vz 在 [0,1] 上 连续 ,从 而 在 
[0,1] 上 一 致 连 续 . 故 存在 5, 当 zi,z: € [0,1] 且 |zi 一 zz| < 和 时 ,有 
| 一 234 一 
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|f(z) — f(z2)| < e. 
由 于 y = Vz 在 z= 1 处 连续 , 故 存在 6, 当 |z 一 1| < 纪 时 ,有 
1f(z) — f(D] < 七. 
在 区 间 [1, 十 co) 上 , 取 5 = *, 于 是 当 rzzE [1, 十 ce) 且 
lz 一 zl| < 时 ， 


lIVa— Va|l=| < 
取 5 二 min{51,62,6:), 则 当 z,zz€ [0, 十 0) 且 |zi 一 zz| 之 3 时 ， 
| Va 一 Val<e 即 y 二 Vz 在 [0, 十 co) 上 一 致 连续 , 
2.3.78 ”讨论 下 列 函数 在 已 知 域 上 的 一 致 连续 性 . 
DID = 1<r<D; 
(2) f(z) = lnz, (0 <z<= 1). 
Tl 


解 D170 一 f(D1=172 有 4 一 | 


= 4 十 ziz? 本 人 
了 10 而 0 一 | 全 一 3 
由 于 1 一干 关 -而 1 < 全 时 = 二 <1, 故 对 任 给 的 :>>0, 取 


6 二 。, 则 对 满足 |z 一 zz| 过 5 的 z,zz € [一 1,1] 的 值 , 均 有 
[f(z1) 一 f(z2) | < ze 因而 ,f(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 一 致 连续 . 


(2) 考虑 一 十 ,zi 二 水 , 则 当 0 之 a 之 In2 时 ,不 论 6 如 何 选 取 ， 


只 要 "充分 大 ,我 们 总 可 使 | 一 z/| 一 去 之 5, 但是， 
|f(z,) 一 f(z1)| = In2 > 。, 
因而 ,f(z) 在 区 间 (0,1) 内 并 非 一 致 连续 . 

2. 3.79 证明: Vinz 在 [1, 十 oo) 上 一 致 连续 . 

证 ”由 于 Vw 在 [0, + co) 上 一 致 连续 ,Inz 在 [1, 十 oo) 上 一 至 
连续 , 当 z 之 1 时 , 恒 有 inz 之 0 成 立 .因此 Winz 在 [1, 十 oo) 上 一 致 连 
续 . 

2. 3.80 。 试 证 f(z) = sinz 在 (一 co, 十 co) 内 一 致 连续 . 

证 “对 任意 给 定 的 。 > 0, 由 于 


~ 
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lsinz 一 sinz"| 一 -|2cos 一 圳 2sin 于 了 本 
欲 使 lsinz' 一 sinz"| 二。, 只 要 |z 一 2z?| 之 z, 故 取 56 = 2, 则 当 1z 一 zz 


三 5 时 , 均 有 


I< | ~ #"|, 


|sinz’ 一 sinz”| < e. 
所 以 ,f(z) = sinz 在 (一 co, 十 co) 上 是 一 致 连续 的 . 
2. 3. 81 证 明 通 数 f(z) = 二 在 区 间 (0,1) 内 是 连续 的 ,但 在 此 区 
介 内 并 非 一 致 连续 . 
证 ”连续 性 是 显然 的 , 现 证 其 非 一 致 连续 . 考虑 区 间 (0,1) 内 的 
两 个 点 列 . 


二 = 二， z= (n= 1,2,3,°) 
当 0<a<1 时 ,不 论 5> 0 取得 多 小 ,只 要 "取得 充分 大 ,总 可 以 使 
人 1 
re 


但 是 ， [fCz) 一 了 x)|=1> eo 
因而 ,f(z) = 十 在 (0,1) 上 并 非 一 至 连续. 
2.3. 82 ” 试 证 f(z) = sin 二 在 (0,1) 内 非 一 致 连 续 . 
证 取 二 涩 ,对 任意 5> 0, 都 有 
1 ， mm 1 ; 
[FI+ Dr ([ 当 ]+ Dr 十 到 
满足 zw,zE (0,1), 且 


1 1 
(+Dr (于 +Dr+ 玛 


lz 一 oz 一 
A 

PE 

(于 二 Dm (二 + Dx 十 半 } 


1 


< 一 一 一 一 一 
2([3]+D 2 
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ES oe | 7 
有 是 |sin 方 一 各 世 | 


= lsn([ 了 + Dr 一 snt([ 二 二 Dr 十 可 中 


liin{([3] 十 Dr 十 要 中 =1> 轿 


所 以 sin 二 在 (0， 1) 内 非 一 致 连续 . 
2.3.83 试 证 f(z) = z .sinz 在 (一 co， + oo) 内 非 一 致 连续 . 


证 借助 于 拉 格 朗 日 定理 ,容易 证 明 : 当 0<=<< 了 可 时 ,全 有 


Ea 
sinz > 了 


取 m 一 各 ,对 任意 正 数 6 < 既 , 都 存在 a = [二 十 1]， 


2 二 [于 十 1jx 十 全 ,满足 lz 一 zz| < 6. 但 
|z1 * sinz 一 zxsinzz| = ([ 村 十 1]x 十 二 ) » sin 了 


6 nT 6 


> 了 sin 了 > = 了 > 


2 
上 放 f(x) 一 rz，sinz 在 (一 co, 十 co) 内 非 一 致 连续 . 
2. 3. 84 ” 试 证 下 列 函 数 在 指定 的 区 间 内 一 致 连续 . 


(1) f(z) = az (0 < Ee 


(2) f(z) = ZE [ec, 十 co),(Cc>0). 


这 
证 (1D 由 于 lim sm = 1, 定 义 函数 
1， 2 一 0 

-性 0<zr< 
T= %。 


则 P(x) 在 [0,z] 上 连续 , 据 康 托 定理 知 ,F(z) 在 [0,z] 上 一 致 连续 ,从 
而 fx) 在 (0,x) 内 一 致 连续 . ， 
(2) 由 于 car 与 Vz 均 在 [o, 二 oo) 上 一 致 连续， 又 .eonr 在 


一 289 一 
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[e, 十 co) 上 有 界 ,对 任意 的 = 过 ,都 有 W z We , 故 ,f(z) = 
COSZ 
VC 
注 ”这 里 用 到 如 下 定理 : 设 f(z) 与 9(z) 均 在 区 间 X 上 一 致 连续 ， 
且 f(z) 在 X 上 有 界 ,又 存在 o> 0, 使 对 任意 zE 和 都 有 |g(z)| 之 a 成 
立 , 则 匠 号 在 六 上 一 臻 连续 且 有 界 . 


2.3.85 讨论 f(z) = 二。: cos LO <z<<1) 的 一 致 连续 性 . 


解 ” 取 a=1, 令 z= CE 一 志 Co 为 正 整数 ) ,显然 z,， 
zr! 均 属 于 (0,1) ,不论 5 之 0 取得 多 么 小 ,只 要 充分 大 ,总 有 
< 一. 


| 二 一 ze| 一 


但 fz) 一 fla)| = >1= 6 
因而 f(z) = eeos 二 在 (0,1) 内 非 一 致 连续. 

2.3.86 讨论 f(z) = arctgz, (一 co 过 +z 过 十 co) 的 一 致 连续 
性 . 

解 。” 当 >z ,之 充分 接近 时 ， 

If) 一 fazD1 = areter 一 aretgz| 一 arcty| Fl. 
若 z ,六 同 号 , 则 工 十 zz>> 1， 
若 z,z 异 号 , 则 取 6 如 此 之 小 ,使 lz 一 z*) 之 5 时 ， ee 


去 -所 以 8|fCz) f(2) | 一 | 夭 汉 |<2z |. 更 取 6: 一 


网 当 lz 一 ?| 过 时 ， 
tg|f(z) — f(z2)| <tge, 即 |f(z) — f(z) | < 
故 取 5 二 min(51,62), 则 当 |z 一 z 过 5 时 ,有 
f(z) — fr) | < 

由 此 可 知 f(z) 在 (一 co, 十 oo) 内 一 致 连续 . - 

2. 3.87 证 明 : 函 教 f(z) = sinz? 在 无 穷 区 间 一 co < 之 z< 之 十 内 
是 连续 的 ,并 且 有 界 , 但 在 此 区 间 上 并 非 一 致 连续 - 

”证 命题 的 前 半 部 分 是 明显 的 ,这 里 只 证 明 sinr 在 一 吕 之 z 


e 
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<< 十 ce 内 并 非 一 致 连续 . 
取 z* 一 (2a zz 一 (2nr 十 也 六 其 中 为 待定 的 正 整数 . 
对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 无 论 选取 5 为 怎样 小 的 正 数 , 必 可 取 4 如 此 
之 大 ,使 
TT 
lz 一 2 2 一 和. 


V2nr 十 A/ 2nr 十 本 


但 此 时 |sinz': 一 sinz”| 一 |sin(2nz 十 | =1>e. 
因此 ,sinz? 在 (一 co, 十 ce) 内 并 非 一 致 连续 . 

2. 3. 88 ” 设 函 数 f(z) 在 有 限 区 间 (a,5) 内 连续 , 试 证 :f(z) 在 (ob 
内 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 于 lim f(z) 和 tm n f(z) 存在 . 


证 充分 性 . 因 f(z) 人 内 连续 ， 所 以 lmf(7) 和 lm f(s) 存 
在 且 有 限 .定义 f(a) 一 lim f(z),f(5) 一 mo， 于 是 f(z) 在 [oO 上 


连续 . 由 康 托 定理 ,f(z) 宕 上 - 致 连续 ， 故 在 (a,5) 内 一 致 连续 . 
必要 性 . 若 f(z) 在 (a,b) 内 一 致 连续 , 则 对 任意 给 定 的 。> 0, 都 存 
在 5>> 0, 使 对 (ob) 中 的 任意 两 点 zz,z", 只 要 1z 一 z*| 过 5, 就 有 
, lf(z') — f(z2)| =e. 
特别 地 , 当 a 二 zx’ 二 a 十 6, 0 二 zr 二 a 十 6 时 , 必 有 
lf(z) + fF(2)| < 
当 b 一 6 之 zz 之 b,b 一 6 之 zr 之 b 时 ,也 必 有 
|f(z) 一 f(z")| <e. : 
因此 ,根据 柯 西 收敛 准则 ,f(a 十 0) = lim f(z) 与 区 一 0) 二 limf(z) 


都 存在 ， 

2. 3. 89 证 明 :在 有 限 区 间 (c,2) 内 有 定义 且 连 续 的 函数 f(z) 可 
用 连续 的 方法 延 拓 到 闭 区 间 [a,5] 上 的 充 要 条 件 是 函数 在 区 间 (a,b) 内 
是 一 致 连续 的 . 

证 必要 性 . 若 f(z) 可 用 连续 的 方法 延 拓 到 闭 区 间 [a,8] 上 , 则 延 
拓 后 的 函数 在 [a,8] 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ， 于 从 到 中 在 (b> 内 也 是 一 
致 连 续 的 . 


= 
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充分 性 . 若 f(z) 在 (a,8) 内 一 致 连续 ,显然 f(a 十 0) 一 lim f(z) 与 
f(& 一 0) = lim f(z) 都 存在 (有 限 ), 如 下 定义 [a,5] 上 的 函数 六 (z): 


f(z)， ga<zr< by 
Ft) -et 0), z=a; 
f(0—0), z=6b. 
显然 了 "(zx) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,5) 内 f(z) 三 f(z), 故 f(z) 是 
f(z) 在 [oa,5] 上 的 连续 延 拓 . 
2. 3. 90 ”函数 @y(6) = sup|f(z1) 一 (zz)1( 式 中 的 zzz 为 (a,5) 中 
受 条 件 lz 一 zz| 和 5 限制 的 任意 两 数 ) 称 为 函数 f(z) 在 区 间 (o,5) 内 的 
连续 模 . 证 明 : 函数 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 
lim (WD = 0. 


sD 


证 ”必要 性 . 设 f(z) 在 (a,5) 内 一 致 连续 .对 任意 的 :>> 0, 存 在 
9 > 0, 对 (a,8) 中 任何 两 点 z1、z2; 只 要 |z 一 zz| 二 5 ,就 有 


人 If(z1) 一 f(z2)| < 玄 : 

现 设 0<<5<<% , 则 当 |z 一 zl 委 5 时 , 必 有 1f(z) 一 f(z2) | 之 地 ， 
从 而 or(6) = suplf(zD 一 f(za)1 入 读 < * 由 此 可 知 lim or(g) 一 0， 

0 
充分 性 . 设 lim or(6) = 0. 对 任意 的 * > 0, 存 在 9 > 0, 使 当 
0 

0 二 6 过 时 , 恒 有 or(6) 一。 

现 设 .zs 是 (a,6) 内 满足 |z: 一 zz| <<? 的 任 两 点 . 

若 z = rz, 则 显然 

1f(zD 一 f(z2)| = 0 < 
车 关 zw 令 zi 一 zz| = 二 5', 则 0 过 6' 二 5. 于 是 
[f(z) 一 f(z2)| < 06°) <e. 

由 此 可 知 ,f(z) 在 (a,8) 内 一 致 连续 . 

2.3. 91 证 明 若 函数 f(z) 在 a 二 z 二 十 co 上 有 定义 并 且 是 连续 
的 ,而 且 lim f(z) 存在 , 则 f(z) 在 (a, 十 <") 上 是 一 致 连续 的 . 

证 对 任意 的 :之 0. 由 于 lim f(z) 存在 , 故 必 存 在 X 全 4, 使 当 江 
二 >X,w>>X 时 , 便 有 
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|f(z) 一 fr 一 
由 于 f(z) 在 [a,X 十 1] 上 连续 , 故 一 致 连续 ,从 而 必 有 正 数 2 存在 ,使 
当 z E [aoX+H,me [a,X 十 1],|z 一 "| 过 9 时 ; 恒 有 
|f(z) 一 fGz)| < 
令 56== min{b ,1}, 现 设 z,z' 是 满足 a 二 x < 过 十 oo,a 声 玉 < 之 十 0， 
Iz 一 ”| 之 6 的 任意 两 点 ,由 于 |z' 一 zx?| 之 5, 故 x 与 六 或 同时 属于 
[a,X 十 ]], 或 同时 满足 z > XX, 二 XX. 因此 , 恒 有 
|f(2) 一 foo ss 
故 f(z) 在 a 达 z 一 十 co 上 一 致 连续 . 
2. 3. 92 ”证 明 : 若 单调 有 界 函 数 f(z) 在 有 穷 或 无 穷 区间 (o,5) 上 
是 连续 的 , 则 此 函数 在 区 间 (a,5) 上 是 一 致 连续 的 . - 
证 分 三 种 情形 讨论 . 
(1) 设 (a,8) 是 有 穷 区 间 . 由 于 f(z) 在 (a,6) 内 单调 有 界 , 故 极限 
fa 十 0) = lim f(x) 与 1(6 一 0) 一 .lim,f(z) 都 存在 (有 限 ). 在 [a,58] 上 
定义 函数 f* (z): 
f(z), 当 a 过 zz 过 5 时 ; 
f°(:)= fe 十 0)， 当 z= 二 a 了 时; 
f(b 一 0)， 当 z==5 时 . 
显然 (x) 在 [4,8] 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ,当然 在 (a,b) 上 也 一 致 连 
续 , 故 f(z) 在 (a,b) 上 一 致 连续 . 
(2) a 为 有 限 数 ,b = 十 oo. 此 时 , 令 
f(D) 一 (2 当 a 之 z < 之 十 吕 时 ; 
f(a 十 0)， 当 z= 二 a 时 ， 
则 f*(z) 在 sz<+ 上 连续 , 且 lim f* (x) 一 .lm f(z) 存在 (有 
限 ), 故 f'(z) 在 a 过 +z 过 十 co 上 一 致 连续 ,从 而 f(z) 在 a 过 xz 之 二 oo 
上 一 致 连续 . 
车 a = 一 oo,6 为 有 限 数 ,考虑 函数 g(z) = f( 一 z),( 一 6 之 z < 二 
ce)，, 即 可 化 成 刚才 证 明了 的 左 端点 是 有 限 数 右 端点 是 十 co 的 情形 . 
(3)a 一 一 co 必 一 十 co. 任 给 *> 0. 利 用 (2) 中 已 证 的 结果 ,f(z) 在 
0<<z<< 十 co 上 一 致 连续 , 故 存在 4 > 0 使 当 z 与 z 都 属于 (0, 十 co) 
且 |z' 一 "| 过 库 时 , 恒 有 . 
frz) 一 fa < 
同样 利用 (2) 中 已 证 的 结果 ,f(z) 在 = co 之 4 之 1 上 小 致 连续 , 故 对 于 
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同一 个 ,存在 多 > 0, 使 当 z 与 "都 属于 (一 2,D) 且 |z 一 ?| 之 6 时 ， 
伍 有 
|f(z ) — f(z2) | < 
现 令 5 二 min{1,b,b}, 则 当 一 ce < << 十 co, 一 ce<<m< 十 co， 
lz 一 z<5 时 ,> 与 丈 必 或 是 同属 于 区 间 (0, 十 ce), 或 是 同属 于 区 间 
(一 co,1). 因 此 ， 
1f(z) 一 fGzD| < 
由 此 可 知 ,f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 一 致 连续 . 
2. 3. 93 证 明 无 界 访 数 f(z) = z 十 sinz 于 全 轴 一 co <z<< 十 co 
上 一 致 连续 . 
证 |f(z) 一 fz)| = |(z — 27) 十 (Csinz — sinz”)| 
委 |z — | 十 |sinz — sinz"| < 2|z — |. 
对 任意 的 > 0 取 5 一 于 > 0, 则 当 一 co < 了 <+co， 
一 oo<<z< 十 co,|lz 一 z|<56 时 ,全 有 
|fGz) 一 fx | <e, 
故 f(z) 在 一 ce <z 雪 十 co 上 一 致 连续 . 
2.3.94 。 证明 丽 数 f(z) 一 az| 在 每 个 区 间 /= (一 1,0) 及 
J 二 (0,1) 上 是 一 致 连续 的 ,但 在 它们 的 和 九 十 J= {xz10 过 1z| 过 1} 
上 并 非 一 致 连续 . 
证 在 由 = (一 40 上, fG) 一 一 3) 在 J (0,1) 上 ， 


f(z ) = 到 ,它们 的 一 一 致 连续 性 由 2. 3. 89 题 可 知 , 由 于 
lim f(x) = Br = ts 
sot -0 十 


im fa) 一 lim n 2 一 一 i 


故 必 存 在 7 之 0 < 1， 使 当 0<z<< 一 7<<z:<<0 时 ,和 恒 有 
[f(z1) 一 f(z2) | > 1. 现 取 a = 1, 则 不 论 5> 0 取得 多 么 小 ,都 可 取 两 
点 z 和 za 使 0< mr 之 minf, 扣 ), 一 minty 3) 之 zy <0, 于 是 
lz 一 zz| 过 5, 但 是 ， 

| : ri )》 一 Kazzy | > 和 二 
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由 此 可 知 ,f(z) 在 凡 十 必 一 VA 志 二 村 一 致 连续 . 


2. 3. 95 证 明 f(z) 一 :十 了 sin 十 在 0 过 + 之 1 内 非 一 致 续 ,而 


在 1 二 z 过 2 与 2 之 z 过 十 % 内 均一 致 连续 . 


、 Ws 
证 考虑 (0,1) 内 的 两 串 点 z' = Wr Ct 
2 
zx 一 让 ,lz 一 2 一 而 (i 牛人 5 元 无 论 ;> 0 取得 怎么 小 ,只 要 " 充 
分 大 ,总 可 以 使 lz 一 到 | 过 5. 但 
|f(z. ) 一 f(z,")| 
A 1 
一 你 二 * sin(2nzxr 十 也 ) 一 x * sin(2nx) 
(4n 1)x ed , 
一 2 十 2(4n 十 Dr 、1 
2 二 (aa 十 Dx 。 
故 f(z) 一 三 二 了 .sn 二 在 (0,D 上 非 一 致 连续 ， 


由 于 f(z) 一 于 jsin 士 在 [1， 2] 上 连续 , 故 在 [1,2] 上 一 致 连续 ， 
从 而 在 (1,2) 内 连续 
又 由 于 f(z) 一 于 jsin 士 在 [2， 十 co) 上 连续 , 且 
nm f(z) 一 0， 


故 f(z) 在 [2, 十 co) 上 一 致 连续 ,从 而 在 (2, 十 ce) 上 一 致 连续 . 


8. 综合 问题 
2. 3.96 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,8) 内 连续 , 且 
《一 f(z) 及 L= 和 n f(z). 


证 明 对 任意 数 1 ((< 4 之 D, 有 数列 = 一 or 二 1,2。…)，, 使 得 
limf(z.) 一 和 
证 当 4= (或 一 工时 ,结论 都 是 显然 的 . 故 设 :< 4 到 志 由 条 件 
有 (ms) 及 他 ) ,a 下 at ,bat 且 limf(a,) 二 4,limf(&) 一 三 于 是 ,存在 
自然 数 六 ,使 当 a > 六 时 ; 恒 有 匠 &) 之 入 及 f(8.) 之 和 
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再 由 f(z) 的 连续 性 可 知 , a, 与 b, 之 间 存 在 zs, 使 f(z,) 一 0 
(n> NN). 
这 样 选取 的 {z.}, 由 于 ao. 一 at+, Bb. 一 at+, 故 z. 一 a+, 从 而 
limf(z,) 三 


2. 3.97 已 知 函 数 f(z) = sin -下 ,车 z 关 4 及 f(a) 一 0, 试 证 明 : 


在 任意 闭 区 间 [a,8] 上 ,f(z) 取 于 f(a) 和 F025) 之 间 的 一 切 值 ,但 f(z) 在 
[a,5b] 上 并 不 连续 . 

证 ”事实 上 ,只 要 a 过 45, 则 f(z) 在 [a,58] 上 取 [ 一 1,1] 之 间 的 一 
切 值 ,自然 取 f(a) = 0 与 f(58)(|f(8)| 壹 1) 之 间 的 一 切 值 .但 f(z) 在 z 
三 a 处 显然 不 连续 、 

2. 3. 98 ”车 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 , 则 f(z) 在 [a,5] 上 一 
定 有 界 . 

证 只 讨论 上 方 有 界 的 情况 ,下 方 有 界 类 同 . 

假设 f(z) 在 [a,5] 上 方 无 界 , 于 是 对 于 任意 正 整 数 4, 应 有 zx, € [a， 
中 ,使 f(z.) >>w. 于 是 就 得 到 一 个 有 界 数列 {z,} ,从 而 必 有 收敛 的 子 叙 列 
{z). 

设 limz 芝 zo 由 于 4a 过 二 5 (4 二 1,2,…), 则 必 有 a 过 = 
limz, < 6, zo € [a,6]. 

理由 f(z) 在 zo 处 的 连续 性 得 ,limf(z,,) = f(zo) ,于 是 数列 {f(z,)} 
是 有 界 的 . 

然而 ,f(z.) mm 王 colk> 00), 与 {f(z，,)} 有 界 相 矛 盾 . 从 而 原 命 
题 得 证 、 

2. 3. 99 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a, 十 co) 上 连续 , 且 存 在 有 限 极限 
,lim f(x) 二 4, 试 证 f(z) 在 区 间 [a, 十 cc) 上 有 界 . 

证 因 .lim f(z) = 4, 所 以 对 任意 给 定 的 。 > 0, 存在 
RN > max{0,o}, 当 z>N 时 ,有 |f(z) 一 4| 二 .所 以 

IfGz)1 SF) 一 4 十 < 二 14 

因为 f(z) 在 [a, 十 ce) 上 连续 ,所 以 f(z) 在 [a,N] 上 连续 ,从 而 
f(z) 在 [a,N] 上 有 界 ; 即 存在 B > 0; 当 z € [ao,N] 时 ,|f(z| 二 已 

令 对 一 max{8,|4|\ 十 。}, 则 对 于 储 意 的 :r € [os 十 吧 )7 慑 洱 : ; 
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lf(2)| < M, 

即 函数 f(z) 在 [a, 十 co) 上 有 界 . 

2.3.190 设 flz) 在 (-- co, 十 co) 内 连续 , 且 对 任意 的 
ziyzz EE (一 co 十 co), 此 有 f(zr 十 zz) == f(z1) 十 f(z2), 则 对 一 切 
z€E(— 00, 十 00), 有 f(z) =z* f(D). 

证 ” 先 用 数学 归纳 法 证 明 

(nz) = nf(z), z E (一 co, 十 00),n 为 自然 数 . (CD 
当 z 一 2 时 ,由 题 设 有 
f(2z) = f(z 十 z) = f(z) + f(z) = 2f(z)， 

设 n = 二 时 . (1) 式 成 立 , 即 有 ftz) 二 -f(z), 则 当 n 二 十 1 时 ， 

因为 
f[(k+ 1)z] = f(tz 十 z) = f(ktz) 十 f(z) 

= 好 (z) 十 f(z) = (k++ 1)f(z)， 

所 以 ， 了 (nz) = nf(z). 


从 而 ,车 令 z = 十, 则 可 得 1 二) 一 十 f(D， (2) 
利用 (1)、(2) 两 式 ,对 任何 正 有 理 数 二 ,就 有 
ff) 一 (车 ) 一 (DD). 
在 (1) 中 取 ” > 1,z 一 0, 则 有 +f(0) = 0. 再 取 z 一 z 一 一 za 
由 f(zl 十 zz) = f(z1) 十 f(zz) 可 得 f( 一 z) 一 一 f(z). 
所 以 ,对 一 切 有 理 数 *, 均 有 f(z) 一 z .了 f(1). 
再 利用 f(z) 及 z* f(z) 的 连续 性 , 便 容易 推出 ,对 一 切实 数 x， 
f(z) 二 zf(1) 成 立 . 
2. 3. 101 设 函 数 f(z) 在 圆 上 有 定义 上 且 连 续 . 试 证 :可 在 直径 上 找 
到 对 称 于 圆心 的 两 点 ob 使 f(a) = f(b). 
解 ”假设 圆周 上 点 的 位 置 由 角度 (一 co 过 gp 过 十 co) 确定 ,所 
以 每 一 个 点 对 应 于 无 穷 多 个 p 值 . 那么 ,函数 了 是 关于 yp 的 连续 函数 . 
考虑 9(9) 一 f(g 十 ) 一 f(p), 则 有 
9(9 十 zx) 一 f 十 2r) 一 fp 十 mr) 
一 fp) 一 fp 十 m) 一 一 9C9). 
由 中 值 定理 ,函数 sg(y) 在 区 间 [w,w 十 =] 上 的 某 点 gq* 处 为 零 , 即 
gp ) = fp" 二) — fp) = 0 、 
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从 而 fl(p* 十 m = fo ). 于 是 ,命题 得 证 . 
2.3.102 设 函 数 f(z) 满足 : 
(1 一 co<o 委 fz) 委 5 一 十 co (Greh); 
(2) |f(z) — FOWDI Sz my),0<h< ,zr,y € [a,b)). 
zi E [a,6], 并 定义 数列 {1,) :z+1 二 f(z,) ,nn 二 1,2,…, 试 证 明 lim 存 
在 ,县 z= f(z), 其 中 z= im zt 
证 首先 由 条 件 (2) 易 知 , f(z) 在 [a,5] 上 连续 . 考察 函数 
g(x) = f(z) 一 z, 显 然 9(z) 也 在 [a,5] 上 连续 , 且 有 
g(a) 三 f(a) 一 a 之 0, 与 9(8) = f(2) 一 5 0. 
若 上 两 式 中 的 等 号 有 一 个 成 立 , 则 得 
f(a) 二 a 或 f(b) 二 2 
现 设 上 两 式 中 的 等 号 皆 不 成 立 , 即 g(a) > 0,g(b) < 0. 由 连续 函数 的 介 
值 定理 可 知 , 必 存 在 一 点 z € [a,bj, 使 得 g(z) = 0, 即 
z= f(7). (1) 
综 上 所 述 , 存 在 xz € [a,6], 使 等 式 z 二 f(z) 成 立 . 
次 证 满足 (1) 式 的 z 是 唯一 的 . 事实 上 , 若 存 在 ze [a,b]， 
zz E [a, 妇 ,zt 天 za 使 
z1 = f(z) 和 zz 一 ffz) 
都 成 立 . 则 由 条 件 (2) 知 
la 一 zz| = |f(z) — f(z)| Stlz 一 zz < lz — zzl, 
这 是 不 可 能 的 . 故 满足 (1) 式 的 z 是 唯一 的 . 
最 后 证 1i lim 2 一 zx. 由 于 
| 下 诗 lf — FD Sil — s,s Be 
又 lz 一 z| 一 |f(Gz-D 一 fGz)| 委 tr- 一 z|， 
从 而 ,|za+: 一 z| 全 kz 一 z| 二 :|r 一 z| Elzr zl 
此 处 0 二 * 二 1, 由 此 可 知 
J 7 一 z。 
注 满足 关系 式 z 一 f(z) 1 的 点 z 称 为 函数 y == f(z) 的 不 动 点 , 题 
中 的 条 件 Cl) 与 (2) 保证 了 不 动 点 的 存在 性 与 唯一 性 ， 这 一 事实 就 是 著 
名 的 “压缩 映 象 原理 ” 
| 2. 3.193 ” 设 已 知 函 数 f(z) 一 = 十 0. 004[z]. 试 证 对 于 每 一 个 
| :> 0. 001, 都 可 选 6 = 6ke,z) > 0, 使 得 只 要 1s 一 z| < 6, 则 
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Iflz) 一 f(z)| 过 8; 而 对 于 0 二 e 才 0.001, 这 件 事 对 于 一 切 的 值 z 都 不 
行 . 在 怎样 的 点 这 个 函数 失去 了 连续 性 ? 
证 当 e 汪 0.001, 上 且 |z 一 z| 二 1 时 ， 
If(2) — fz)| = |z— +0.001(z]— [zl 
lz—z| 十 0.001. 
此 时 只 要 取 5 = min{s 一 0.001,1}, 则 当 |z 一 z'| 过 5 时 , 恒 有 
1f(z) 一 f(z)| < e. 

当 0< 过 :过 0.001, 且 zo 不 为 整数 时 ,有 整数 4 使 得 #4 过 zo 二 十 1， 

只 要 取 

6= min(zo — n,n 1 — zo,2) > 0, 
则 当 |z 一 zof < 5 时 ,有 [z] = [zoJ, 从 而 

1f(z) — fz)|= lz 一 zl <5 委 = 
而 当 zo 二 为 整数 时 , 则 对 于 无 论 怎样 选取 的 正 数 6, 总 有 z 满 足 z 过 zo 
及 zo 一 ?过 6. 此 时 

{f(z) 一 f(z0)| = (zo — 2) + 0.001> 6. 

于 是 ,函数 f(z) 在 z = (整数 ) 的 点 失去 了 连续 性 . 

2. 3. 104 若 p(z) 和 %(z) 为 连续 周期 函数 , 当 一 co 之 + 之 十 oo 
时 有 定义 且 lim [wz) 一 %z)] 一 0. 试 证 9(z) 二 %(z). 

证 先 证 明 w(z) 和 %(z) 的 周期 相同 . 设 w(z) 的 周期 为 p, 则 
9(z 十 ?) 一 9(z), 由 于 当 z~ 十 ce 时 ,有 yw(z 十 ?) 一 $(z 十 p) 一 0. 于 
是 有 lim [mw(z) 一 $(z 十?)] 一 0, 及 

,lim [%(z) 一 %(z + 7)] 

lim [plz) — yz + 7)] dm [pr) — $2]=0. (1) 

再 证 明 %z) 的 周期 也 是 ?, 若 不 然 , 则 至 少 存在 一 个 数 zo, 使 (zo) 
闫 (zo 十 7), 且 设 ¥(z) 的 周期 为 9,N 为 任意 正 整数 ,z = zo 十 Ng, 以 及 
4 一 |%(zo) 一 (zo 十 7)| 之 0, 此 时 恒 有 |y(z) 一 y(z 十 7p)| = a. 但 由 
(1) 式 ,对 充分 大 的 z, 必 有 1#(z) 一 $(z 十 p)| < a. 这 显然 是 矛盾 的 . 

最 后 证 明 w(z) 二 %(z), 若 结论 不 成 立 , 则 至 少 存在 一 个 ma, 使 
lz) 天 gz. 记 有 一 19(z) 一 $(z)1 > 0, 则 对 任意 z 一 zi 十 Np, 恒 
有 lp(z) 一 %z)| 一 p, 这 与 lim [p(z) 一 y(z)] 一 0 矛盾 .于 是 

9(z) = %(z). 
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2.3.105 设 limf(z) = ao， limp() = Zo0. (#*) 
问 limf[ p(t)] 三 a 是 否 成 立 ?如 果 成 立 , 试 加 以 证 明 ;否则 试 举 反 例 . 
解 ”不 成 立 .例如 , 设 
1, z= 0; 


de 介 z 0. 
取 zo = 4 二 0, 则 limf(z) = 0, limg(t) 一 zo， 
但 是 limfLw(O] = limf(0) 一 liml 一 1 天 0. 
注 在 (* ) 条 件 的 基础 上 增加 下 述 两 条 件 之 一 便 能 保证 
limf[p(2)] 一 “成 立 : 


(1) a = f(zo), 即 f(z) 在 点 re 处 连续 ， 

(2) 存在 5 > 0, 使 对 于 0 过 11 一 4w| < 56, 有 9(b 关 zo 

2. 3.106 ” 某 工厂 的 车 间 制 造 正方 形 薄板 ,其 边 长 z 可 取 lcm 到 
10em 之 间 的 值 . 为 了 使 不 论 何 种 边 长 (在 上 述 范围 内 ) 的 薄板 的 面积 y 
与 原 设计 的 面积 差 皆 小 于 *, 问 可 以 取 多 大 的 公差 5 对 这 些 落 板 的 边 长 
加 工 , 设 (1)e = lem?; (2)e 二 0. 01cm?; (3)e 一 0. 0001cm:, 计算 6 的 
值 . 

解 y= zz. 由 于 

(2 一 一 | 一 mw 十 十 委 20lz 一 过 


于 是 对 于 任意 给 的 :> 0, 要 |z: 一 z2| 过 e 时 ,只 要 |x 一式 | < 部 即 


可 .因此 ,加 工 薄板 边 长 时 ,只 要 取 公 差 6 过 而 ' 当 lz 一 ?| 之 65 时, 即 
可 满足 要 求 . 


9(2) = 0. 


(GD 当 * 一 lemz 时 ,6 委 击 = 0.05cm 一 0.5mm 
(2) 当 。 一 0.0lecmz 时 ,5 入 与 六 = 0. 0005cm = 0. 005mm. 
(3) 当 。 一 0.0001lem? 时 ,6 之 全 8 = 0. 000005em 


一 0. 00005mm. 
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HU 
$ 1 导数 与 微分 
内 容 提 要 


1. 导 数 

(1) 函数 在 一 点 处 的 导数 定义 

设 函 数 ! = f(z) 在 zo 点 的 某 一 邻 域 (ze 一 6,zo 十 6) 内 有 定义 . 当 自 
变量 z 在 该 邻 域 内 有 改变 量 4z 时 ,相应 地 ,函数 有 改变 量 hy = f(zo 十 
4z) 一 f(zo). 如 果 4 与 4z 之 比 当 4z 一 0 时 的 极限 存在 , 则 称 函 数 y == 
f(z) 在 z 点 可 导 , 并 称 此 极限 值 为 画 数 f(z) 在 zo 点 的 导数 , 记 为 
Pzo), 即 了 Go = tim 特 . 
f'(z0) 的 定义 还 采用 如 下 几 种 等 价 形式 ， 

co = tim Ya 十 如 ) 一 FTCzo) 


dz 
或 f(z0) = lim fazo 十 和 fzo) ， 
或 f(z)= Him ,£0 = re 


(2) 左 \ 右 导数 
如 果 右 极限 Jim 开 下 二 -3 一 下 开 存在 , 则 它 称 为 f(z) 在 二 处 
的 右 导数 , 记 为 六 Goi 即 
f+(z0) 一 bn {m+ 4) 一 fo, 池 fs 
同样 , 左 导 数 定义 为 总 当 
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pC lim 2™ 十 全 be f(z0) 


显然 ,了 (zo) = 4 二 过 +4(z0) 一 也 -(zo) = 4. 

(3) 导 函 数 

导数 所 (zo) 显然 由 zo 点 所 决定 . 如 果 在 某 个 点 集 上 的 每 一 点 都 有 
导数 , 称 f(z) 在 该 点 集 上 可 导 . 此 时 ,点 集 上 的 导数 就 成 为 点 集 上 的 一 
个 函数 下 (z), 称 为 导 函 数 , 通 常 简 称 为 导数 . 

(4) 导数 的 几何 意义 和 物理 意义 

车 把 y = f(z) 看 作 平 面 直角 坐标 系 下 的 曲线 方程 , 则 

fc = lim f+ f(zo+ 名 一 f(z0) 


就 是 曲线 y = f(z) 在 对 应 点 儿 2 处 的 切线 的 全 率 . 
若 把 s= f(t) 看 作物 体 沿 直线 运动 的 运动 规律 , 则 所 (4) 是 运动 物 
体 在 t= 时 刻 的 姐 时 速度 . 
2. 基本 求 导 法 则 
设 c 为 常数 ,wu = ulz) 和 w= v(z) 是 z 的 函数 且 它 们 的 导数 都 存 
在 . 
(1) 函数 的 四 则 运算 求 导 法 则 
co 一 0， 
(居士 一 几 士 yy， 
(cu)’ = eu 3» 
(ap) = wv uv , 


(= 0). 


(2) 复合 函数 的 求 导 法 则 
设 y = f(x) = f[u(z)],f(w) 也 有 导数 , 则 
于 = 正业 = 了 GD uCz). 
(3) 反 函 数 的 求 导 法 则 
设 函 数 y = f(z) 在 (a,b) 上 是 严格 单调 的 连续 函数 ,在 z€ (a,5) 可 
导 且 了 (z) 关 0, 则 其 反 函 数 z = ply) 在 对 应 点 y 可 导 , 且 有 


1 
7 一 (或 -F510)- 
即 两 个 互 为 反 范 数 的 函数 其 导数 互 为 倒数 . 
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3. 隐 函 数 的 导数 
设 可 导 函 数 y 二 y(z) 满足 方程 f(z,y) 二 0, 则 由 此 方程 确定 的 隐 


函数 y 一 y(z) 的 导数 y 一 Y(z) 可 由 方程 芭 [P(z,41] 一 0 求 得 ,这 里 


F(z,y) 中 的 y 必须 看 作 z 的 函数 . 
4. 用 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 
设 p(t) 与 3(t) 是 可 导 函 数 ,上 且 9 (2) 关 0, 则 方程 组 
r= 9(0), 
{= ”9 Gi<p 
确定 了 一 个 函数 y = y(z), 它 的 导数 存在 且 由 下 式 确定 
di! 
dy 各 yO 
a 
5. 高 阶 导 数 
导 函 数 刀 (z) 的 导数 fr(z) = (也 (z)) 称 为 f(z) 的 二 阶 导数 , 记 为 
六 或 强 或 < 了 和, 即 


dz’ 


pe 
一 般 地 , 称 函数 y = f(z) 的 z 一 工 阶 导数 fo 2(z) 的 导数 f(z) = 
《fe-D(z))' 为 f(z) 的 n 阶 导数 , 记 为 


fz) _ 
a = f"(2). 


dy 
wy 
y ar 


6. 一 阶 和 高 阶 微分 

(1) 一 阶 微分 

若 函 数 y = f(z) 在 点 zo 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,如 果 函 数 的 增 量 4y 
二 f(zo 十 4z) 一 f(zo) 可 以 表示 为 

hy = Adz 十 o(4z)， 
其 中 4 是 一 个 与 4z 无 关 的 常数 , 当 4z 一 0 时 ,o(4z) 是 4z 的 高 阶 无 穷 小 
量 , 则 称 f(z) 在 点 zo 可 微 ,44z 称 为 f(z) 在 zo 的 微分 , 记 作 dy|:-:, 或 
df(zo), 即 
df(zo) = 44z. 
自 变量 的 微分 就 是 它 的 增 量 :dz 一 万 . 
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函数 y = f(z) 的 微分 等 于 它 的 导数 与 自 变量 微分 的 乘积 : 
dy = f(z)dz. 和 
一 阶 微 分 具有 形式 不 变性 , 即 不 论 > 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 ， 
y 二 f(z) 的 一 阶 微分 总 具有 以 下 形式 : 
dy = f(z)dz. 
如 果 f(z) 是 可 微 函数 ,14z| 充分 小 , 则 有 
f(z 十 4z) = f(z) 十 卫 (z)4z. 
这 样 ,函数 的 微分 可 用 于 近似 计算 
(2) 微分 法 则 
设 w,v,f(w) 都 是 可 微 函数 ,c 是 任意 常数 , 则 有 
dc = 0, 
d(cu) = cdu, 
d(u 土 »)=dut dv, 
d(uw) = udv + vdu, 
4 = 时 二 于,(w 夫 0) 
df(u) = f (uw)du. 
(3) 高 阶 微分 
如 果 y = f(z) 有 阶 导数 , 则 其 4 阶 微分 为 
dy = df-D(z)drz 1) = fz) adr, 
其 中 z 为 自 变量 ,rn 二 2,3,… ;dy 统称 为 高 阶 微分 . 
7. 导数 基本 公式 
(1) (c) 二 0 (ec 为 常数 ); 
(2) (z)' 二 az: (a 为 任意 实数 )，; 
(3) (a)' == qrlna (a > 0,4 关 1), 特 别 地 , (e”)' 一 时 
(4) (ogz)' = 二 ae> 0e 天 了 ,特别 地 ,Cnz)' = 二 
(5) (sinz)’ = cosz; 


(6) (cosz)' 一 一 sinz; 

(7) (tgz)’ = sec’z; 

(8) (ctgz)' 一 一 csc’z 

(9) (secz)' = secztgz3 

《10) (cscz)’ 一 一 Csczctgz3 本 
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(11) (arcsinz)' = 


于 一 是 
(12) (arccosz)' 一 一 了 
1 一 2 
(13) arc tez)' 一 开工- 
arc tgz = T+ 
a 1 
(14) (arc ctgz)' 一 一 reed 


(15) (shz)' = chz; 
(16) (chz)' = shz; 


1 
(17) (thz)' = pr 


4 i 
(18) Cethz)’ 一 Ti 


问题 与 解答 


1. 基本 概念 

判断 下 列 命题 是 否 正确 (3. 1. 1 一 3. 1. 24 题 ): 

3.1.1 “初等 函数 在 其 定义 域内 必 可 导 . 

非 , 例如 ,初等 函数 f(z) = x,z € (一 co, 十 co) 在 z=0 处 不 可 
导 . 这 是 因为 在 z = 0 时 ,极限 

fC0+ 4z)— fF0) (4) —0 

Lil bn nn 

Pat 4 和 在 pr 
不 存在 . 

3.1.2 若 f(z) 在 z 处 可 导 , 则 f(z) 在 zm 处 必 连 续 . 

是 . 因为 f(z) 在 ze 处 可 导 , 即 有 


lim f+ 4 一 Ja) pz), 
pr 


故 f(ze 十 4z) 一 a = f(z0)4z 十 a(4z). 
其 中 a 是 4z 的 高 阶 无 穷 小 .于 是 
lim[f(z, 十 4z) 一 f(zo)] = lim[F (zo)hz 十 “0] 一 0， 


沂 以 Ta 在 z 处 必 连 续 . 


en 一 
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3.1.3 若 f(z) 在 zo 处 连续 , 则 f(z) 在 zm 必 可 导 . 
非 .例如 ,函数 y = |z|,z € (一 co, 十 co), 在 z= 0 处 连续 ,但 因 


l4z| 一 0_ 


A 1. 


lim a 1, 


故 函数 y 在 z = 0 处 不 可 导 . 
3. 1.4 连续 函数 f(z) 除去 可 能 有 几 个 特别 点 之 外 , 处 处 有 导 


4 一 0 二 


数 . 
非 . 例如 ,函数 


f(z) = > ,aucos(jrrz)， 
a=0 


其 中 0 二 a 过 1,6 为 奇 整数 且 大 于 二 十 至 al 一 o). 


这 是 一 个 处 处 不 可 导 的 连续 函数 ,由 德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 于 
1860 年 给 出 . 其 证 明 十 分 宛 长 ,这 里 从 略 ( 见 陈 建 功 ( 实 变 函数 论 ) 第 六 
章 ). 

在 历史 上 的 一 个 漫长 时 期 内 ,人 们 曾 坚信 ,连续 函数 除去 可 能 有 几 
个 特别 点 之 外 ,应 该 处 处 有 导数 . 发 现 上 述 这 个 著名 的 例子 是 数学 史上 
的 光辉 成 就 , 它 揭示 了 当时 统治 整个 时 代 的 直观 方法 是 不 可 靠 的 . 

3.1.5 车 f(z) 在 zw 处 不 连续 , 则 f(z) 在 m 处 必 不 可 导 . 

是 . 假设 f(z) 在 zo 处 不 连续 ,可 用 反 证 法 证 明 . 如 果 f(z) 在 zo 处 可 
导 , 根 据 题 3. 1. 2 的 结论 ,f(z) 在 zo 处 必 连 续 . 这 与 假设 矛盾 . 所 以 f(z) 
在 zo 处 必 不 可 导 . 

由 此 可 知 ,函数 f(z) 在 zo 处 连续 是 可 导 的 必要 条 件 . 

3.1.6 若 f(z) 在 zo 处 不 可 导 , 则 f(z) 在 zo 处 必 不 连续 . 

非 .例如 ,函数 y = |z| 在 z = 0 处 不 可 导 , 但 在 z = 0 处 却 连续 . 

3.1.7 若 f(z) 在 z 处 不 可 导 , 则 曲线 y == f(z) 在 (zo,f(zo)) 点 处 
必 无 切线 . 

非 . 例如 ,函数 y 二 VY z 在 +z = 0 处 不 可 导 , 但 曲线 y 一 Yz 在 
(0,0) 处 有 垂直 的 切线 . 

3.1.8 ”车 曲线 y = f(z) 处 处 有 切线 , 则 函数 y 二 f(z) 必 处 处 可 
导 . . . # $+。 四 
非 .如 3.1.7 题 中 的 例子 . 疗 六 
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3.1.9 车 f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 |fCz)| 在 zo 处 必 可 导 . 
非 . 例如 ,函数 f(z) = z 在 z= 二 0 处 可 导 , 但 1f(z)| = |z| 在 z=0 
处 不 可 导 . 
3.1.10 车 1f(z)| 在 zo 处 可 导 , 则 f(z) 在 zo 处 必 可 导 . 
非 .例如 ,函数 
1，z 之 0 
I 全 1，z<<0. 
不 难看 出 ,1f(z)| = 1 在 x 二 0 处 可 导 , 而 f(z) 在 z= 0 处 不 可 导 . 
3.1.11 车 f(z) 十 g(z) 在 zo 处 可 导 , 则 f(x) 与 gCz) 在 ze 处 必 皆 
可 导 . 
非 . 例如 ,函数 


大 Pe 
fc = | z 十 2 1<z< 0 


s+2, 0<z<1; 
s+l1l,—1<z<0, 

a 0<z<L. 
显然 ,和 函数 f(z) 十 g(z) = 3 (一 1 委 z 入 1) 在 z=0 处 可 导 , 而 f(z) 
与 g(z) 在 z = 0 处 均 不 可 导 . 

3.1.12 若 f(z) .9g(z) 在 zo 处 可 导 , 则 f(z) 与 g(z) 在 zo 处 必 丝 
可 导 . 

非 .例如 ,函数 

一 zz 之 0; ]1,z 之 0; 


fo 1{ de TS 1,z<0. 
显然 , 积 函数 f(z) .9(z) = 一 z( 一 oo 之 z 过 十 oo) 在 z= 0 处 可 导 , 而 
f(z) 与 g(z) 在 z 二 0 处 均 不 可 导 . 
3.,1.13 若 f(z) 与 9(z) 在 zo 处 都 不 可 导 , 则 f(z) 十 g(z) 在 zo 处 
必 不 可 导 . 
非 . 见 3. 1. 11 题 中 的 例子 . 
同 理 可 知 , 若 f(z) 与 g(z) 在 z 处 都 不 可 导 , 则 女 2 在 am 未 必 不 可 


9Kz) 
导 . 例如 ,函数 f(z) 一 二,g(z) 二 z 地 在 z 二 0 处 均 不 可 导 ,但 
fxa 二 _。 
9(z) = 于 


= 
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却 在 z = 0 处 可 导 . 

顺便 指出 ,车 f(z) 与 g(z) 在 zo 处 都 不 可 导 , 则 f(z)、g《z) 在 zo 处 
未 必 不 可 导 . ( 见 3. 1. 12 题 中 的 例子 

3.1.14 车 f(z) 在 zo 处 可 导 ,g(zx) 在 zo 处 不 可 导 , 则 了 (zx) 十 9g(z) 
在 zo 处 必 不 可 导 . 

是 . 用 反 证 法 . 设 f(z) 十 9(z) 在 ,zo 处 可 导 ， 由 可 导 函 数 的 性 质 可 
知 , [fCz) 十 gbz)] 一 f(z) = g(z) 在 zo 处 亦 可 导 . 这 与 题 没 矛盾 . 故 f(z) 
十 g(z) 在 zo 处 不 可 导 . 

3.1.15 若 f(z) 在 ze 处 可 导 ,g(z) 在 zo 处 不 可 导 , 则 f(z)… g(x) 
在 zo 处 必 不 可 导 . 

非 . 例如 ,函数 f(z) ==z 在 z == 0 处 可 导 ,g(z) = |z| 在 z 一 0 处 不 


可 导 ,但 fa) .gz) = lzl "一 (人 0! 在 一 0 处 却 可 导 . 


有 必要 指出 ,如 果 f(z) 在 ze 处 可 导 , 且 也 (ze) 关 0,g(z) 在 zo 处 不 
可 导 , 则 f(z)*g(z) 在 ze 处 必 不 可 导 . 这 可 根据 导数 的 运算 性 质 , 用 反 
证 法 证 之 . 事实 上 , 若 f(z) .9(z) 在 zo 处 可 导 ,f(z) 在 ze 处 可 导 , 且 
了 Geo) 天 0, 则 由 商 的 导数 规则 可 知 ,9(z) 一 蕉 22C9 2 在 m 处 必定 可 
导 , 与 题 没 矛盾 . 故 知 f(z)。，9g(z) 在 zo 处 必 不 可 导 

3.1.16 若 f(z) 为 周期 可 导 函 数 , 则 其 导数 六 (z) 必 为 周期 函 
数 . 

是 . 设 f(z) 的 周期 为 a, 即 f(z 十 a) = f(z), 且 f(z) 可 导 , 则 

PD lim 
= lim f(s+ 多 二 ffGz) _ Fz). 


3.1.17 着 函数 在 (一 co， 十 oo) 内 处 处 可 微 ， 则 其 导数 必 处 处 连 
一 非 ， 例如 ,函数 


f(z) 在 z = 0 处 可 微 ,但 其 导 函 数 不 连续 . 
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3.1.18 车 f(z) 为 (一 4) 内 可 导 的 偶 ( 奇 ) 函数 , 则 导数 户 (z) 必 
为 (一 4,0) 内 的 奇 ( 偶 ) 函数 . 

是 .事实 上 ,车 f(z) 为 (一 42) 内 可 导 的 偶 函 数 , 则 由 导数 定义 有 

C2 lim {~ ?+ 45) — f(— 7) 


拒 一 (z 一 二 (=) 


xz 一 = i 


lm flz 二- 一 7(z) 


故 瑚 (z) 为 (一 40) 内 的 奇 函数 . 

同 理 可 知 , 若 f(z) 为 (一 40 内 可 导 的 奇 函 数 , 则 了 所 (z) 必 为 (一 4， 
0 内 的 偶 函 数 . 

3.1.19 车 y 二 f(z) 在 (a,8) 内 可 导 , 则 其 反 函 数 在 相应 点 必定 可 
导 . 

非 . 例如 ,函数 y= sinz (0 二 rz 二 ) 在 z= 也 处 可 导 ,而 反 函 数 = 
= arcsiny 在 相应 的 y = 1 处 导数 不 存在 . 

3.1.20 若 != f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 其 在 zo 处 必 可 微 . 

是 .由 于 y = f(z) 在 zo 处 可 导 , 所 以 hy 二 户 (zo)hz 十 ol4z), 故 

dy = f(z0) » dz, 

即 y = f(z) 在 zo 处 可 微 . 

3.1.21 车 flw) 在 w 处 不 可 导 ,w 二 g(z) 在 zo 处 可 导 , 且 
wo 一 9g(zo), 则 f[gbz)] 在 zo 处 必 不 可 导 . 

非 .例如 ,函数 f(w) = |x| 在 u 二 0 处 不 可 导 ; u = glz) 二 z' 在 
+ 二 0 处 可 导 , 而 f[g(z)] = |z4 在 z 二 0 处 却 可 导 . 

3.1.22 车 flw) 在 w 处 不 可 导 , w= g(z) 在 zo 处 也 不 可 导 , 且 ww 
二 glzo) , 则 f[g(z)] 在 zo 必 不 可 导 . 


非 . 例如 ,函数 fCw) 二 2 十 jx| 在 w= 0 处 不 可 导 ,# 二 gz) = Br 
于 lzl 在 z = 0 处 不 可 导 ,而 


f(z). 


(2)] 一 203+ 一 可 |z1 十 1 了 :一 i D 


-0 
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二 竺 ?一 健 |z| 十 言 |22 一 1z)1， 

2z — |zl,2z 一 |z| 志 0; 

其 中 (人 

a 2z 一 lzl,z 宕 0 ={ 2z 一 zz 过 0 

= 人 -2 cz<0 一 2z 一 zz<0 
2 
4 


所 以 [oao] 一 圭 z 一 子 lz1 十 寺 (21z| 一 一 z 
于 是 f[g(z)] 在 x = 0 处 可 导 . 

3.1.23 车 flw) 在 w 处 可 导 ,u 二 9(z) 在 zo 处 不 可 导 , 且 
wo 一 g(zo) , 则 f[g(z)] 在 zo 处 必 不 可 导 . 

非 . 例如 ,函数 f(w) = ww 在 w= 二 0 处 可 导 ,w== glz) = |z| 在 + 二 0 
处 不 可 导 , 但 f[g(z)] = (1z1) = |zj* = 在 z == 0 处 却 可 导 . 

3.1.24 车 (zo) 存在 , 则 在 zo 的 某 邻 域内 必 存 在 z 取 zo, 使 f(x) 
2 为 有 理 数 
a 22。 了 3 
非 . 例如 ,函数 f(z) 0， z 为 无 理 数 ， 


导 . 
事实 上 , 当 4 为 有 理 数 时 ,在 z 二 0 处 有 
日 fG) 一 fF(0) 
im 大 


则 f(z) 只 在 z= 0 处 可 


lim Ls limk = 0» 
40 0 大 40 
当 4 为 无 理 数 时 ,在 z = 0 处 有 

lim 了 (Ch) 地 了 (0) |; 


故 记 (0) = 0. 
而 对 任何 有 理 数 z > 0, 当 h 为 有 理 数 时 ,有 


lim fz+ 名 f(z) lim Cad Hr 2z， 
sO 4 大 
当 4 为 无 理 数 时 ， 
,f(z 二 h) — f(r) ,0 
[ed en 二 


不 存在 . 故 对 任何 有 理 数 > 关 0, 函 数 f(z) 不 可 导 . 
类 似 地 可 证 ,在 z = 0 的 邻 域 内 ,对 在 何 无 理 数 >, 函 数 f(z) 也 不 可 
| 导 . 
| 一 358 一 
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3. 1. 25 ( 达 布 (Darbux) 定理 ) 若 f(z) 在 [a,b6] 上 可 导 , 则 所 (z) 必 
取 到 户 (a) 与 了 (5) 之 间 的 每 一 个 值 . 
证 不 妨 设 f(a) < 也 (0) ,对 于 任意 的 4E [PCo), 靖 (0)], 作 辅助 
函数 F(z) = f(z) 一 如, 则 杰 (z) = 天 (z) 一 人 显然 
Fi()=f(0)— p<0, FP() 一 六 (一 4>>0， 
即 lim Za) 一 Pa) _ pa) < 0， 
set 2 @ 
lim F(s) 一 也 


=F(b) > 0, 


由 极限 的 保 号 性 ,存在 点 ava 过 z 过 4, 使 得 
F(z) 一 F(a) 


za 达 0 或 F(z) < F(a); (D 
且 存 在 点 zz,a < z 二 5, 使 得 
2 二) > 0 或 Plz) < PCD). (2) 
= 


又 因 函 数 F(z) 在 [a,5] 上 连续 , 故 必 取 得 最 小 值 ,由 (1)、(2) 式 说 明 
f(a) ,P(b) 都 不 是 最 小 值 ;因而 在 (a,8) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 PCc) 是 
最 小 值 ,显然 F(z) 在 “可 导 , 于 是 有 
F'(c) 一 六 (ce) 一 4 一 0. 

即 PCe) = 人 

由 此 定理 可 直接 推出 , 车 f(z) 在 [a,5] 上 可 导 , 则 P(z) 在 区 间 
[4,5] 上 没有 第 一 类 间断 点 . 即 [a,5] 上 的 每 一 个 点 z 或 为 f(z) 的 连续 
点 或 为 第 二 类 间断 点 . 


2. 显 函 数 的 导数 

(1) 定义 求 导 法 

函数 f(z) 在 点 < 处 的 导数 是 重要 的 概念 ,也 是 导数 理论 的 基础 ;用 
定义 求 函 数 的 导数 是 最 基本 的 方法 . 定义 求 导 法 除了 导出 导数 基本 公 
式 ( 见 本 节 内 容 提要 7) 外 ,常用 于 函数 可 导 性 的 讨论 ,例如 对 于 分 段 函 
数 在 分 界 点 处 的 导数 ,就 一 定 要 用 导数 定义 来 计算 . 

3.1.28 求 函 数 y = 2z 一 好 十 1 当 z= 1,4z 二 0.1 时 增 量 之 比 


人 
及 及 (1) 
解 因 4 一 [2(z 十 4z)3 一 (十 4z)2 十 二 一 [2z 一半 十 菇 
一 259 一 
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一 (62 一 2z)4z + (6z — 1)4z: + 2(4z)’, 
所 以 型 =6z 一 2z 十 (6z 一 D4z 十 24z 


Zz | 一 6 一 2 十 (6 一 1J) X0.1 十 2X(0.1): 一 4.52. 
如 0 


又 y 一 加 焊 =6e 一 2z, 所 以 了 CD 一 4 


dz0 


3.1.27 当 z 一 2, 4r 一 0.01 时 , 求 函 数 y 一 二 的 增 量 之 比 
4 务 | 
3z 以 及 (2). 


1 1 一 4z 
解 因 4 z 十 4 如 了 了 于 所 以 
gg_ 1 
4z zz 十 4z) 
EE a a 
故 | T0004 
又 据 导 数 定义 有 
.Py nt eR 
i ny 


所 以 y (2) 一 一 二 一 一 0. 25. 
3.1.28 设 


f(z) = 


HR Rh 一 
避风 
挛 一 口 


求 了 (0). 

解 ”把 行列 式 按 第 二 列 展开 ,得 
~ | 
| SR 


了 (z) = 一 zg(z). 
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由 导数 定义 ,有 
(0) ti {2 = 100) tn ~ 0. 
注 ”把 行列 式 展开 以 简化 函数 表达 式 ,使 求 了 (0) 的 计算 明朗 化 ， 
后 用 导数 定义 去 处 理 . 


3.1.29 设 f(z) 是 偶 函 数 , 且 了 所 (0) 存在, 证明: (0) = 0. 
证 f(z) 为 偶 函 数 , 则 有 
f(z) = f(— 7), f(4z) = f(— 4z) 


又 因 所 (0) 存在 , 即 
了 (4z) 一 了 (0) _ m 了 4 二 3 了 0) ， 
0) = lim 一 一 一 一 一 一 ra 
7 pe 4 如 0 一 
令 4z 一 一 4i, 则 
lim {Ce) 二 fC0) jim 1(— 4 一 TO) 
hz-0 一 0t —4 
im £40) 一 了 0) _ 
的 


于 是 ,有 也 (0) = 一 (0), 即 (0) = 0. 
3.1. 30 ”根据 导数 的 定义 ,直接 求 函数 y = zsinz 的 导数 . 
解 vy 一 四 和 上 lim + 4 sin + he) 一 sinz 


im z[sin(z 十 4z) 一 sinz] 十 4rsin(z 十 4z) 
dz 


zr» 2sin 做 cos( 守 在 ) 
一 lim[ 外 十 sin(z 十 4z)] 
4z 
sin -二 Ms 
= z lim “cos(z 十 ) + limsin(z 十 4z) 
3 


一 Z。1。cosz 十 sinz 一 zcosz 十 sinz. 
3.1.31 根据 导数 的 定义 ,直接 求 函 数 y 二 Vz 十 1 EA 
解 一 lim 入 lim E+ i 


0 人 


Gt 
“4z(Vz 十 如 十 1 十 Vz+1 


一 .全 下 一 
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lim 


和 A 1 十 Vz 十 


TY Vz 十 1 TA 
3.1.32 ”根据 导数 的 定义 ,直接 求 函 数 y = tgz 的 导数 . 
tgz 十 好 4z 


解 由 和 二 t8(z 十 47) 一 tgz 二 了 二 一 tgz 
_ te4z(1 + tg’z) 
1 一 tgztg4z 
有 ”从 = .tehz(1 十 色 z) tehmecz 
4z Az(1— tgztg4z) Azr(l1 — tgztg4z) 
tgArsec’r 1 
故 了 ta 尘 un 4z(] 一 tgztgAz) Se Coszz 


3.1.33 设 f(Gz) = (7 一 ao)"(z 一 9b)"(z 一 oc)r(m,n,p 是 自然 数 )， 
用 定义 求 户 (a) ,C8) ,Fo). 
解 fo = im 油 [(@ + 一 rat rb) deo) 
— (a— a)"(a— 6b)"(a— ce)’] 
= lim 至 6 二 Az)"(a 一 c 十 4z)? 


dr 


区 人 m= 1 


0， m> 1. 
同 理 可 得 
/BG—a)G—o), n=1; 
rwm= {0 sat 
_ {C—O"(c— 8b), =1 
at :> 


3.1.34 设 f(z) = p(a 十 加 ) 一 g(a 一 bz), 其 中 gp(z) 在 (一 02， 
十 ce) 内 有 定义 且 在 “点 可 导 , 求 靖 (0) 的 值 . 

解 由 于 yw(z) 在 (一 co, 十 ceo) 内 有 定义 且 在 z 王 可 导 , 据 导数 
定义 ,有 


了 (0) = lim f(z) 一 了 0) i pla br) — pla — bz) 


ae 一 0 0 过 
Pa lim 2 十 bz) 一 pla) = Pla — bz) + pla) 
sa-0 
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(a b7) 一 g(a) ,9la— bz) — g(a) 
EA + limb 二 


0 


limb 2 
Et 


= by (a) + by (a) = 2b9 (a). 
3.1.35 设 f(z) 二 z(z 一 1)(z 一 2)*…(z 一 1000), 求 (0). 


mf 一 了 0) 
村 
= lm — Dr— 2).(z — 1000) 
0 工 


lim(z 一 1)(z 一 2)…(z 一 1000) 
= (— 1)!o(1000) ! = 1000!. 
3.1. 36 已 知 函 数 "(z) 满足 lim -2 一 2x, 如 果 定 义 g[ 至 ) = 


ms 一 


2 
limg(z) , 试 根据 导数 的 定义 求 y ( 于 ). 
2 
解 ” 因 为 "( 子 ) = limg(z) = lim -2 -z 一 到 ) 
= 于 mz 
2 
= lim .lim(s — GF) = 2r 0= 0. 
i 
gz) 一 外 可 
于 是 y( 持 )= tim 和 2) zn. 
fF 


3. 1. 37 求 函 数 f(z) = [z 十 1]sin[z 十 1jr 在 z 一 0 处 的 左右 导 
数 ,其 中 [”] 为 取 整 记号 . 
解 ” 设 4>>0, 由 
f(0+ 4z) = [4z 十 fjsin[4z 十 1]r = sinr 一 0 
和 f(0) = [1]sinz = 0 可 得 
im f0 十 4z) 一 fC0) 0 


f+(0) ek A 
设 4z < 0, 同样 有 。 
7-(0) = lim 区 士 4 二 了 0 0. 


3.1. 38 证明 函数 J(G) = |z 一 alp(z) 在 4 点 没有 导数 ,其 中 pCz) 
一 263 一 
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在 z 一 “处 连续 , 且 p(a) 关 0. 
证 ” 先 计算 左 、 右 导数 靖 -(o) 和 了 +(o) 
设 4z > 0, 由 fae) = 0,fGe 十 4z) 二 4rp(a 十 4z) 有 


flat 4z) — f(a) 
dr 


了 +(a) 一 lm = 9(a); 
dr 


又 设 4z 二 0, 由 f(a) 一 0,f(a 十 4z) 一 一 4zp(ae 十 4z), 有 


了 (ae 十 4 = PCa); 


了 -(e) 一 lim 
由 于 mw(o) 关 0,P+(a) 天 情 -(a), 故 f(z) 在 a 点 没有 导数 . 
3.1.39 证 明 : 若 函数 f(z) 可 导 ,n 为 自然数 , 则 
lima[f(z 十 二 ) — f(z)] = F(z). (GD 
反之 , 若 对 于 函数 f(z) ,极限 (1) 存在 ,可 否 断 定 这 个 函数 有 导数 ?讨论 
狄 利 克 莱 函 数 的 例子 . 
证 ”因为 f(z) 为 可 导 函 数 ,所 以 
TGz 十 十 ) 一 faz) 


lima[ftz + TL) 一 fo] = lim = F(z). 


二 
加 


反之 ,不 一 定 对 . 例如 ,对 狄 利克 菜 函 数 
pe ~ 人 着 = 为 有 理 数 ， 
0, 若 * 为 无 理 数 ， 


它 在 任 一 有 理 点 处 都 不 连续 ,当然 其 导数 也 不 存在 ,但 由 于 z 十 十 仍 
为 有 理 数 , 故 当 z 为 有 理 数 时 ， 
D(z+ i)— p=1—1=0. 


从 而 ,极限 lmn[D(z 十 十) 一 D(z)] = 0 存在. 
3.1.40 证明 :函数 


f(z) = | z 天 0; 


0， z 一 0 
在 z= 二 0 处 有 有 穷 导 数 ,但 在 该 点 的 任何 邻 域内 都 有 导数 不 存在 的 点 . 
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证 由 于 了 处 处 有 导数 ,|cos 工 | 除 z 一 0 及 za 一 于 2 必 一 0， 


土 1, 士 2,…) 外 处 处 有 导数 ,因此 , 除 z = 0 及 z = = 外 , 积 函数 
zleos 二 | 处 处 有 导数 ,而 在 + 一 0 及 z = 处, 按 定义 计算 导数 ,我 们 
有 


_ FAz) 一 了 (0) 
(DF(0) 一 lim 


x 
fa) _ (2) lo | 
= lim 一 0， 
dz dr 一 0 dz 
即 f(z) 在 点 zx = 0 处 有 导数 . 
;flz + 4z) — f(z,) ， f(z + 4z) 
(2) fF +7) J A J 2 
2 2 
TE cit ht 
4 士 0 dz 


E 2 1 C2 + De 
| 
二 
一 0 dn, lL 7 
2+ Dr 2k De 
十 十 (2 十 Da 2 )]| 
三 和 
一 王韬 ,大 |sn(7 十 (下 二 1 2 | 
4 lim 1 Dr + Da 
GFF 1 dn Hz | TF CT 1 2 
3 A 
(CE Vy 
二 土 7. 


即 所 -Cm) 天 卫 +(zD). 

因为 对 任意 的 。> 0, 总 存在 这 样 的 上 使 | 元 午 了 | <。 成 立 . 由 此 
可 知 ,在 点 一 0 的 任意 邻 域内 ,函数 f(z) 都 有 导数 不 存在 的 点 . 

3.1. 41 ”构造 一 个 连续 函数 ,使 它 在 给 定 的 个 点 avay…s3a 处 
没有 导数 (a 关 oji 天 力 . 

解 ” 作 函数 f(z) 一 |= 一 ai*z 一 aij…|z 一 a1; 量 然 它 是 连续 
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的 ,然而 它 在 点 aa,…',a. 处 的 导数 不 存在 . 事实 上 
7 -Go — 和 Le + 5) — fle) - lm fet A) 
hr 本 ar 4 


， 工 开 
Rs zz] lls+4— ol 


站 


一 lim lla+t 4 —al =— [lls~al. 
多 


hz 一 0 一 
同 理 可 得 凡 (a) 二] 一 ol. 因为 f+(@) 冯 所 -(@),(i= 1,2,*…， 
二 一 1 


7 
nm) ,所 以 f(z) 在 mi 一 1,2,…,n) 处 不 可 导 . 


3.1.42 设 
f(D) = 全 去 ，z 天 0 
0， = 0. 
证 明 :f(z) 和 了 (z) 在 z= 0 处 连续 ,但 了 (z) 在 z= 二 0 处 不 存在 (参见 3. 
1.17 题 ). 


证 ”由 limf(z) 一 limzisin 二 二 0 二 (0) 可 知 ,f(z) 在 z= 0 处 是 


连续 的 . 
当 z 天 0 时 ， 
了 了 (z) 一 sos 1 a 十) + 3zsin 二 一 3zsin 二 一 zeos 十， 
显然 是 连续 的 . . 
当 z 一 0 时 ， 
1 
zsin 一 一 0 
了 (0) = lm 二 了 0 一 im 一 -二 一 一 0， 
0 z 0 上 3 


limf Cn) = hm[3zsin 二 一 ze0s 1] =0=F(0). 


于 是 ,f(z) 在 z= 0 处 也 是 连续 的 . 
但 是 极限 


im 0 tn 


rr 


3zsin 1 — zeos 
2 - 2 
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= limL3zsin 到 cos =] 


不 存在 ,所 以 fr(z) 在 z = 0 处 不 存在 . 
3.1.43 ” 设 函 数 f(w) 的 一 阶 导数 存在 , 求 
lim G+ 一 荆 )], 
其 中 如 a 与 7 无 关 . 


1 ft 十 去 ) 一 f(D) fl — TT)—f0) 
解 ” 原 式 - 二 四 [一 一 和 一 一 + ] 


als 


a 
= TP + PW] = p00. 


3.1.44 设 f(z) 在 z= 二 a 处 可 微 ,计算 
lim fo 十 四 一 Ce 一 20 
‘0 Zt 


解 ” 原 式 = lim fla+)— f(a— #0 十 f(a) 一 f(a) 


fa 十 2 一 ro ， + lim f(a— 2 二 了 (ao) 


二 2] 
二 fF (a) 十 f(a) 一 Br (a). 
值得 指出 的 是 ,如 下 的 解法 是 错误 的 : 
外 ， fla+t) Fe 二 20) lim 3 f(e 十 一 a 一 21) 
3 lim fa 十 03 = fe 一 芒 Fpla 一 20). 
错误 在 于 ， 第 ,种 至 了 导数 定义 ， 在 定义 
lim 卫士 名 二 了 = fla) 


中 ,定点 a 与 4 无 关 ， 而 在 上 述 外 法 中 ， 点 (a 一 2) 随 i 而 变化 ,第 二 , 题 
设 P(a) 存在 ,而 所 (a 一 20) 是 否 存在 并 不 知道 . 
3.1.45 设 f(z) = zlnz (z >> 0), 求 证 
fl) 


一 cy 


a 


《c 为 欧 拉 常数 ). 
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证 ”由 数学 归纳 法 易 求 出 
fb(z) 一 men 一 1)(z 一 2)…(a 一 大 十 1) 
“ [十 (一 1 十 … 十 人 一 十 1 十 Inz]， 


由 此 可 得 fo 二 ) = [之 二 一 mm, 于 是 有 


Pe > 
上 Ei mr 生产 


3.1.46 设 f(z) 全 汉 久 对 生生 让 学 实 各 过 全体 ; 对 入 闪 间 共 的 
实数 z,y, 均 有 f(zy) = f(z) 十 f(y); 且 了 (1) 存在 . 

(1) F(z) 还 在 哪些 点 存在 ? 

(2) f(z) 一 ? 

解 (1) 由 flzy) = f(z) 十 flY) 故 f(y) = T(1) 十 了 GD)， 即 
f(1) = 0. 从 而 对 任何 不 为 0 的 z， 


dz 
jim {E+ 4 一 fLz (1+ =)]— F072) 


lim 
dr-0 hr Ar 
ge i f(1 十 全 
Te 地 一 大 
dz、 
7fG + 多) 
Po z) _ PD 
pe 4z 本 


即 户 (z) 除 z 一 0 外 处 处 存在 . 
(2) 由 也 (z) = 于 可 知 ,f(z) 一 也 (Dinlezl。 
3.1.47 设 f(z) 的 定义 域 为 (一 co, 十 co),f(z) 关 0 且 满足 恒 等 
式 f(z 十 四 二 f(z)，f(). 若 (0) = 1, 求 f(z). 
解 ”在 恒等式 f(z 十 y) = f(z) f(y) 中 , 取 y = 0,y = 4z, 对 任 
意 的 z, 都 有 
f(z 十 4z) = f(z)* f(4z) 与 f(z) = f(z) + f(0), 
因 f(z) 冯 0, 故 (0) == 1, 于 是 
1 Fz 4Az) 一 fz) _ fl) [Fdz) — 1] 
fon A = Er 


hr 
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fz)» fF (0) = 了 (z). 


m {DLF(4z) —f(0)] 
dz 


由 此 可 知 ， pre 存在 且 f(z) = f(z). 
解 方程 上 (人 2 = f(z) 可 得 ,Inf(z) 一 = 十 nc, 即 f(z) 一 oer, 由 条 


件 f(0) = 1 故 f(z) 一 er 
3.1.48 ”车 已 知 


a 


且 有 f(0) = 0, 试 求 函数 fC2). 

解 ” 先 在 0 二 z 志 1 内 考虑 (nz) = 二 1, 由 f(t) 一 1 有 
f(2) 一 上 十 cl 从 而 flinz) = Inz 十 c, 其 中 z € (0,1]. 此 时 inz = 1， 
t€ (一 co,0], 即 知 

TCD) 一 上 十 cy 一 co<! 委 0 
又 由 f(0) = 0 知 c 一 0, 即 
f()=it, 一 ceo<i 委 0. 

再 考虑 z 之 1, 由 也 (lnz) 一 可 得 了 GD 一 e 故 fGD 一 e 十 co， 
其 中 由 +z 之 1 可 知 : 二 0, 即 f(2) 一 ea 十 ct>>0. 再 由 请 (9 存在 , 知 f(b) 
是 连续 的 ,所 以 由 f(0) = 0 又 知 c: = 一 1. 


当 才 之 本 
i 


综 上 所 述 ， 
— oo<t<.0; 
10 (a t> 0. 
(2) 函数 和 、 差 . 积 、 商 的 导数 
于 和 
3.1.49 求 y 一 
A er a 


解 由 dV Ut+Vr) 2Vs 
"Tarvina-v) = 
2[(z— 1D). — Vz.1] 
六 2 E43 i | 
a Vrs— DD 
本 题 也 可 以 不 先 经 过 “ 通 分 ”" “有 理化 分 母 ”, 而 直接 把 两 项 分 别 
求 导 ,然后 再 将 结果 “ 通 分 ”化 简 : 


A 


一 8 一 
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y = 一 一 一 一 一 (1+ Vr) + “dd— Vry 
a )? a ): 
1 
一 ) 
六 ) 7 + 2 Wz 
a 
Vz(z— 1)’ 


3.1.50 求 y= 二 和 NzVz Vz 的 导数 
解 由 ?一 二 人 二 一 二 ,有 ?一 了 = 二 


,这 时 要 用 到 复合 函数 求 导 


1 

2 

数 法 则 : “ 
. 1 


一 产生 二 [LV v7 
2MWzVzwz 
1 1 
十 = (Vr+z )]- CT 
2 Vz 本 Ce 2Vz 8 Sf 
3.1.51 设 f(z) = zz 一 1)(z 一 2)…(z 一 m), 求 (0). 
解法 1 定义 求 导 法 ( 见 3.1. 35 题 ). 
解法 2 设 2(z) = (z 一 D(z 一 2)…(z 一 m), 则 
fi(0) = [zu(z)]' |.0 = [o(z) 十 zz (2)J :m0 = 7(0) 
= (一 D"ml. 
解法 3 因为 f(z) 一 zt+l 十 az 十 … 十 (一 1 mlz, 其 中 
qz，"… am-1 为 常数 ,所 以 了 (0) 一 (一 1D)”， ml. 
3.1.52 求 函 数 y 一 二 的 导数 . , 
解 y 家 过 rt 和 i! = = 
本 题 也 可 看 作 两 个 函数 的 乘积 来 求 导 ,这 时 要 用 到 复合 函数 的 求 
导 法 则 


y=(z4) = 4 二 rnd (~ De: 
(3) 复合 函数 的 导数 
一 230 一 


1— zin4 
一 
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>: /sz— D(z—2), 
3.1.53 设 f(z)= C= 3 一 4)' 求 f(z)- 


解法 1 因为 f(z) 仅 在 一 <z<1,2<z<3,4<z<+%o 
内 有 一 阶 导 数 , 所 以 


1 1 (s— De—21 
f(z)= Pa 宇 
2 /cc 一 DG 二 2)LGz 一 3)(z 一 全 
(z— 3)(z—4) 
1 1 


2 /cz 一 DG 一 2) 

(z— 3 —4) | 
(2z 3)(z 3)(z 4) (zx 1)(z 一 2)(2z 7) 
(z — 3)2(z 一 4)2 


__ /cc 一 3)(Gz 二 4) 2r— 10r+11 
(z 一 1)(z 一 2)(z 一 3)2(z 一 4)2 
_ /人 一 DC 一 2) 
解法 2 设 Pd(z) 一 Ga a) ， 则 F(z) 的 定义 城 为 x 
隆 3,4. 且 F(z) 在 其 定义 域内 除 点 z 一 1,2 外 均 有 一 阶 导 数 , 因 为 
InF(z) = 去 [nlz 一 11 + inlz ~— 2| ~ In| — 3|— In|z— 4|], 
y Ln i 1 1 1 
所 以 FD 一 2 一 十 5 2 一 3 2 一 4)， 
故 PCz) 在 其 定义 域内 除 点 z = 1,2 外 都 有 导数 , 且 


1 /GDce-2 人 1 1 1 1 
二 GE 


于 是 , 当 z 满 足 - co<z<1,2<z<3,4<<z< 十 co 时 ,有 
f(z) = F'(z) 


. /(:— D(z:—2) 1 1 和 
2 GI tris z 一 3 
1!) 
zz—4" 
注 ”通常 如 下 求解 :因为 
nfs) = Cn — D+ ns — 2 — In(s — 9) — ns — 0]， 


DW 三 二 
所 以 Ff G) 一 二 [一 T 十 5 一 3 z= 
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A 
= 
这 种 解法 得 到 与 前 面相 同 的 结果 ,但 不 够 完善 ,这 是 因为 f(z) 的 定义 
域 为 一 ce <z 科 1, 2 和 z 忆 3,4<<z<< 十 co, 但 lnf(z) 的 定义 域 为 
z > 4, 所 以 所 (z) 的 定义 域 也 为 4 二 z < 十 co. 
3.1.54 求 y 二 V1 十 cosz 的 导数 . 


解 y (1 十 eosz)' 一 
2 V1 + cosr 2 V1 + cosr 
Ne de BR A 
a 


如 果 先 用 半角 公式 去 根 号 ,再 求 导 会 稍 简单 些 : 
¥ = (V1+cosr)' = (V 2 cos 本 


一 一 Y 2 sin 于 。( 王 ) = 一 六 sin 子 . 


2 
3.1.55 求 y= 二 sin3z 十 cos?z 的 导数 . 
解 y = cos3z (3z)' 十 2cosz 。(cosz)' = 3cos3z 一 2coszsinz 


= 3cos3z 一 sin2z. 
3.1.56 设 y = A/ 1 + arctg(z 十 二 ), 求 y. 
1 
1 一 一 
加 
解 vy . I 
2 
2A/1+ aratgGz 十 十 ) 1+ (t+) 


四 zi 


2 + 3z + DA/I + arctg(z 二 十) 


四 Ed 
3.1.57 ml 的 导数 . 


MN 
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解 y= cos 一 x 
sin 无 ) 
3 sn( Es) — seos( 2 ) asinz ee 


x 


Sin2 元 ) 
SiNnz 


z: 


= cos x 


sin(s) 


3zsinzsin ( :| 一 2(3sinz 一 zeosz)eos( 三 


x 


sin?zsin? 让) 
Sinz 
3.1.58 求 y = sin(coszz) 。cos(sinzz) 的 导数 
解 y = sin(cos’z) . {[— sin(sin?z)] * 2sinzcosz} 
十 {cos(cos?z) » 2cosz(— sinz) }cos(sinzz) S 
一 一 sin2z[sin(cos’z)sin(sin?z) 十 cos(cos?z)cos(sin?z)] 
一 一 sin2z[cos(coszz 一 sin?z)] 一 一 sin2zcos(cos2z)， 


3.1. 59 0 


外 一 = 7 

解 ”一 晤 l+s 
flit+z,U+2):(—D— (0s):1 
1 一 z (1 4 


Ut NITz° 
3.1.60 求 y 二 In(tgz 十 secz) 的 导数 . 


解 y -+ scr + tz) = 
同样 可 求 得 y = In(ctgz 十 cscz) 的 导数 为 一 一 éscz. 


Rs 
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3.1.61 设 y 一 mn/ 2, 求 六 及 |s-o 


解 ” 由 y 二 二 [in(e* 十 2) 一 4] 得 


3 
3.1.62 设 y=1 圭 4。 中 , 求 业 . 
解法 1 
te | 十 ja -D+a+tne 
r= . 


7 
[EB 
解法 2 在 原 方程 两 边 取 对 数 后 ,再 对 z 求 导 得 


Y= 坟 3 1 二 * 1 ] 


Ii—2 ts 2Vr 
Vz+1—1 
3.1.63 求 y 二 in 一 一 一 一 -的 导数 
Vz+1+1 
解 由 y=In 一 nz 一 2in(Wz 十 1 十 1) 有 
(Yz 十 1 十 1): 


1 2 1 

3 | 

Ns WRI 二 DD 1 
Vz+1(vVzs+1+1) 2 Vb 


y= 


V1l+z+z 
3.1.64 求 y= 二 lg /一 一 一 一 > 
A pr 


解 ”将 函数 化 简 , 得 
1, (Vit+r+)_ 1 sg VT TE 二 


一 28 (二 可 一 到 一 了 


一 lg(Y1 十 好 十 z).、 


一 
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1 
于 是 ,y= 二 一 一 一 一 一 一 (V1 十 7 十 z)' 
(YI 十 到 十 z)lnl10 


1 ae 


(CVT 十 到 十 Dinl0 《2 VT 十 于 
Se 
v1+ zn10 

3.1.65 求 函 数 y = ln(coszz 十 V 1 十 costz) 的 导数 . 

解 ” 令 4= cos?z, 则 w = 一 sin2z, 由 y 一 In(x 十 V1 十 ww) 可 得 


1 
f= + v1l+w)', 
gs Vl 二 +w 
1 1 
= [w+ 二] 
4 十 V1 十 好 2 YI 十 下 
1 2u*w 
Ke ) 
4 十 Vl+w 2 YI 十 好 


uw 如 


(+ 一 一 一) ， 
4 十 VT 十 刀 Vi+w W1 十 中 
将 4 二 cosz,w 一 一 sin2z 代入 得 


y= 


一 sin2z 
VI 十 costz 
3.1.66 求 y= In[inz(lnxz)] 的 导数 . 

1 
解 y= jms“ [in?Gnsz)] 


1 
= zm) “ 2 nz) » [in(lnsz)] 


2 6 


Ll 3lnzz » (Inz)’ = 


Indniz) “In zlnzin (In3z)* 
(4) 反 函 数 的 导数 
ey 
3.1.67 求 y= arcsin ee 的 导数 . 
解 y 1 . [1+ 2cosz), 
2eesz | 站 2 十 co ) 
2 十 cosz 


= 275 = 
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三 二 2 十 oo- 
Y3(1 一 coszz) 
。(2 十 cosr)。(] 十 2cosz)' — (1 十 2cosz)。(2 十 cosz)’ 


(2 十 cosz): 
二 (2 十 cosz) (一 2sinz) — (1 十 2cosz) (一 sinz) 
(2 十 cosz) Y 3sin’z 


— 3sinz 


(2 十 cosz) 4 3 |sinz| 
Ba V3 
当 sinz > 0 时 , y¥ 一 一 7 二 5 
Y 3 


当 sinz<0 时 ,! 一 了 二 eg 
3.1.88 求 y = arcsinz 的 导数 . 


arccosr 
1 1 
arccosT * arcsinz。( ) 
解 y 二 V1l=2 Vi—s 
中 (arccosz)2 


arccosz 十 arcsinz 
(arccosz)2 V1l—z’ 
La 


由 arcsinz 十 arccosz 二 工 , 得 ! = 一 -一 一 -一 . 
2 2(arccosz)2 Y 1 一 z’ 
3.1.69 求 y = arcsin(tg “一 <) 的 导数 . 


a++z 
解 
1 。secz(2 二 z、。 一 (十 2 一 (一 z) 
四 人 Fa Ce 
名 a 二 Tz 
Q@ 一 工 
5 ca 二 2) 1 .a 
Q 一 z、 (aa 十 z)2 
cosz( 干 2) pe sinz(2 补 2) ce 十 z) 
Pg 2a 
GC— 2. 
(a + #)cos Fz) 
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3.1.70 求 z 二 emm 的 导数 . 


dz So 1 
i 


所 以 型 = (ey)-! VI 一 
L Y1 一 sin2(lnz) So 
I 了 


3.1.71 求 y = arctg(shz) 十 arcctg(chz) 的 导数 . 


1 
解 y=TTm TT 一 本 一 本 十 本 
3.1.72 求 y= 二 arctg(In 1) 的 导数 . 


解 y= 1 i (一 lnz)’ 
1 十 Un) 


3.1.73 * 


1 
z(1 十 lnzz) 


十 2z 十 1 1 V27 
十 Tctg 
1 一 V2z+1 2V2 1~* 


的 导数 . 
解 ” 因 为 
村 W2z 一 
ee V2zrt+l 


= [ncz+ Vast Dn V+D] 
2z 十 W2 2z 一 W2 
22 十 V2z+l1 zz— V2r+i+1 
2V20-5) _2V20—z) 
(2 十 D2 一 (W23z) bs 
3 Pp 1 
又 [mee i A 
1—z 
U2)? .LHD V2 2) W2z 
(+ (V27)? CH 
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VC 十 四 
= 1+z ” 


1 .2Y20 一 本 1 .V+ 


A WA 人 和 
1 
T+ 
(5) 对 数 求 导 法 


在 求 某 些 复 杂 初等 函数 的 导数 时 ,可 以 先 两 边 取 对 数 ,然后 再 求 
导 , 以 简化 计算 ,减少 差错 ,这 种 方法 叫做 对 数 求 导 法 . 

对 于 由 一 些 函 数 经 过 乘 、 除 、 乘 方 与 开 方 等 运算 构成 的 函数 以 及 等 
指 函 数 y = [w(z)] 等 函数 ,采用 对 数 求 导 法 往往 会 使 运算 简化 . 

3.1.74 求 y = (z? 十 1)(z 十 2)?z' 的 导数 . 


解 ”两 边 取 对 数 ,得 
lny = 3In(z? 十 1) 十 2In|z 十 2| 十 6In|z|， 
, 、 六 32, 2 ,6 
两 边 分 别 对 z 求 导 ,得 世 一 号- 下 十 ;2 十， 
所 以 y¥ = (2 十 1)3(z 十 2)zt( 1 中 2s 丰 二) 


一 6z7(z 十 1)2(z 十 2)2 十 2zs(z 十 1)xz 十 2) 
十 6z5(z 十 1)3(z 十 2)2. 


(+ 
3.1.75 求 二 07 二 D3 十 1y 的 导数 . 


解 ”两 边 取 对 数 ,得 
Inu = 2In(1 二 一 3In(2 十 2) 一 4In(3 十 台 ， 


两 边关 于 t 求 导 , 得 
Te 2 3 4 
wv 1 23+t 3+e 
y ,Ut+tD) 2 3 4 
所 以 "GTO Fi sti 


3.1.76 求 y= 让 Yrsinszcos?z 的 导数 . 
解 ”两 边 取 对 数 , 得 
ny = In(l — 2) 一 mt 十 2 十 号 nz 十 3insink + Zincosz, 
两 边关 于 < 求 导 ,得 3 
_ 一 


1 et | 2 2 3cosz _ 2sinz 
yy i Tat 3 sn cosz ” 
en eR 1 __ 2” 
所 以 y 二 了 十 去 7 sinizcos'z(37 — Tz re 
十 3ctgz 一 2tgz) 


1 
2(z 一 下 

3.1.77 求 y= 公 十 5 一 4) 的 导数 . 
(z 十 2)5(z 十 4) 和 


解 inlyl = 2injz 十 5| 十 专 Injz 一 4| 一 Sin|z 十 2| 


je 
i Finlz 十 4| 
两 边 分 别 对 z 求 导 , 得 
Te 
yt z+ 3z—4) z+2 37+4)’ 
ls (z+ 5)*(z— 4 2 1 .5 
所 以 y (z+ 2)5(z+ 5 二 5 十 3 一 人 3 十 2 
了 1 
~ 2+ DD) 
_ Sin"nz 
3.1.78 求 y 一 3 于 的 导数 . 
解 ”两 边 取 对 数 ,得 Iny = mlnsinnz 一 alnsinmz， 
两 边 分 别 对 z 求 导 , 得 
Ly 三 = * COSRIT *n RC— * Cosmz * m 
y sinnz sinmz 
mn(sinmzcosnr 一 cosmzsinnz) _ mnsin(m 一 n)z 
sinmzsinnz Sinmzsinnz 
. sin™nz . mnsin(m 一 n)z _ mnsin"— nzsin(m 一 n)z 
所 以 y sin*mz sinmzsinnzr sin”t imz NS 
3.1.79 求 y= 二 Vzsinz V1 一 ex 的 导数 
解 ”两 边 取 对 数 ,得 
Iny 3 lnz 十 Insinz 十 1 ln(1 一 e*) 
两 边 分 别 对 z 求 导 , 得 . | » 
Ti vy 丰 LA 
Dilinze ti, s 缠 
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+ 地 "Ts (一 3 


ee 


所 以 = ' = 却 V xzsinz YV 1 一 Vi—e[t 十 ctgz 一 scr}. 
SL y= Ve Vz V sinz， 求 和 . 


解 ”函数 带 有 多 层 根 号 , 且 为 相 乘 ,这 时 一 般 应 写成 指数 形式 ,再 
取 对 数 . 
y= { 生 [zGsinz) 二 二 注 一 est (sina)t, 


lIny = 去 Ine + Inz + 于 insinz， 


1 1 1 1 
两 边 分 别 对 z 求 导 ,得 地 = 不 下 生 Bete 
3 WE | 
所 以 “一 站 训 十 二 十 二 er 
一 此 Heinz 了 十 二 十 二 cten)， 
(6) 每 指 函 数 的 导数 
求 宪 指 函数 f(z)'® 的 导数 时 ,一 般 用 对 数 求 导 法 . 要 注意 所 取 的 
对 数 有 意义 , 即 Inf(z) 中 的 f(z) 要 大 于 0. 
3.1.81 求 y= x(z > 0) 的 导数 . 
解 ” 因 z>>0, 所 以 z 有 对 数 ,iny 二 zinz. 
两 边 分 别 对 > 求 导 ,得 十 y 一 1 十 Inz, 所 以 
y 一 3#(1 十 lnz) = z(1 十 Inz). 
3.1.82 求 y 一 zc-De-2 的 导数 . 
解 ”Iny = (z 一 1D)(z 一 2)Inz, 两 边 分 别 对 z 求 导 ,得 
二 .一 1.Gz 一 2)imz 十 1.(z 一 Dinz 


+ 一 Ddz 一 2) . 工 ， 


所 以 y= zpos (zz 一 3)inz 十 人 了 人 一 21. 


3.1.83 求 y 一 (sinz) 十 (cosz)*" 的 导数 . 
| 解 。 令 六 一 (sinz) 吃 ,je 二 (cosz) 二 其 
| 一 280 一 
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jn 和 = coszinsinz， lny; = sinzincosz, 


i 一 cosr* 二 十 (一 sinz)lnsinz， 

i = sinzr 。 2 十 coszlncosz， 
所 以 久 :一 (sinz) [ee 一 sinzlnsinz]， 

ys 一 (cosz)w[ 一 am 十 coszlneosz]. 
由 此 可 得 


y= Gsinz) | ss 一 sinzlnsinz | 
sin?z 
+ (eosn)™[ — a 所 cosrineosz |. 
3.1.84 求 ! = (全 ) (二 )( 三 ) (Ga > 0,6> 0) 的 导数 . 
解 yy 一 am 全 十 由 二 十 加 于 


一 zln 部 十 alnb 一 alnz 十 binz — blna, 


两 边 分 别 对 z 求 导 , 得 
1 a a b 
A 
oy = rm 和 十 一) = 0) yen 十 一 4 
所 以 ;y 一 yn 全 十 0) 一 ( 症 )() (Mn 全 十 一 


设 ， oy 

3.1.85 设 y= (1 十 22)， 2 

解法 1 把 y 改 写成 y= ew"4+" , 则 有 
dy 


二 一 enmznG+zo[sinzln(1 十 z2)】 


一 (1 十 z)se[coszn(] 十 z) 十 了 5]. 
解法 2 ”两 边 取 对 数 ,得 
lny = sinzin(1 十 z2)， 
司 边 分 别 对 z 求 导 , 得 
1 2zsinz 
了 二 ooerin(L 十 地 ) 十 了 二 芭 


二 
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ee 2zsinz 
所 以 一 (1 + 2 cosaln(] 二 2) 十 Ta 


解法 3 令 4= 1 十 z?,v = sinz, 则 y= w. 所 以 
血 一 外 血 ， 起 血 


dr Wd Wd 
= ve! 27 十 winu * cosz 
一 2zsinz * (1 十 z2)se 十 (1 十 z2)smln(1 十 z2)。cosz 


二 (1 十 [2 + cosan(l 十 z. 


cr? dy 

3.1.86 已 知 ? 一 (1 十 z) ， a 

两 边 取 对 数 并 对 = 求 导 ,得 

2 

至 = G1+ 2) [es + 2zsinzln(1 十 2 了]， 
3.1.87 求 y= zGsinz)se* 的 导数 . 
解 y = (sinz) 十 z[(Csinz)ee] 
设 y= (sinz)™, 则 Iny, = coszlnsinz, 


1 ， cos2r 
mr 1 一 (一 sinz)insinz 十 i 
j i Nl ods 
所 以 ”yi = (sinz)ee( 一 sinzlnsinz 十 i )s 
于 是 ,y 一 (sinz)™ 十 z(sinz)™(— sinzlnsinz 十 se) 
一 〈sinz)e“[1 十 z( 一 sinzinsinz 十 cos'z)] 


Sinz 
3.1.88 求 ! 一 (cosz) 的 导数 . 
解 ”用 对 数 求 导 法 ,得 
Lcosz)*™] = (cosr)"™ [eoszincos se |. 
故 y= (cosz)* 十 z[(Ccosz)sec]' 


= (eosny™[ 1 十 zcoszincosz 一 se | 


3.1.89 设 y 一”"W%(z)(o(z) 天 0,%(z) > 0) 且 m(z)%(z) 对 z 可 


解 9 [#(z)] 志 . 因 w(z) 尖 0,#(z) 之 0, 所 以 可 以 两 边 取 对 数 并 
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求 导 . 
1 
lny = YE A 
1, Fy (DPCz) — (DIny(z) 
y gp(z) 人 
所 以 y= 9[- 作 (名 (Ing(z)] 


pplz) p(x) 


sr (7) pz) 
Ly) Lg pC) 一 gic) my) 


(7) 分 段 函数 的 导数 
分 段 函数 的 导数 应 分 段 求 导 ,分 界 点 处 的 导数 一 定 要 用 导数 的 定 
义 来 计算 . 例如 , 若 


in | 
-人 z? rz 0; 


0， z 一 0. 
1 
(4z)2sin 一 
_， 0 十 4z) 一 fC0) 4z 
则 0 4z 和 


但 车 从 f(z) = zsin 二 (= 天 0) 利用 公式 求 得 导 函 数 后 再 用 z = 0 


代入 ,不 仅 求 不 到 导数 (0), 而 且 犯 了 原则 性 错误 . 这 一 点 要 切记 . 
3.1.90 证明: 函数 


f(z7) = 


只 在 x = 0 处 有 导数 . 
证 ”首先 证 明 函 数 f(z) 在 z = 0 处 有 导数 . 
由 导数 定义 得 
7(0) = lim {2, z. #0 
这 里 zx, 是 任意 的 数列 , 当 n 一 ce 时 ,rz. 一 0. 
估计 比 的 绝对 值 : 


如 ,Zz 为 有 理 数 ; 
0,z 为 无 理 数 ， 


1 入 1 县 | 和 lz， 


因为 lm |z.| 一 0; 所 以 lim 并 一 0. 由 此 可 知 , 了 (0) 一 0. 
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现 证 明 函 数 f(z) 在 任何 点 z 关 0 处 均 无 导数 ,显然 ,f(z) 在 z 天 0 
处 是 间断 的 .因此 ,在 z 天 0 处 f(z) 的 导数 不 存在 - 
也 可 以 直接 证 明 . 
令 z = 二 + 关 0 是 一 有 理 点 ,z', 及 zz" 分 别 是 一 有 理 数 序列 及 无 理 数 
序列 , 当 # ~ oo 时 ,它们 均 趋 向 于 零 . 讨论 极限 wm 及 az 
m {rtf lim C+ et 


a 2r， 


三 局 二 二 f(r) lim 0 


故 在 有 理 点 z 一 7 天 6， f(z) 的 导 敌 不 存在 . 
再 令 z = s 是 一 无 理 点 ,z, 是 一 无 理 数 序列 , 当 # 一 co 时 ,z', 一 0， 


则 p= lim{ + fs) lim ft ~ 0, 
取 有 理 数 序列 ,一 s(n 一 oo), 于 是 pa 一 lim 站 2 二 9)， 
令 和 不 一 ss 一 z, 则 :一 lim ER im Ee 
故 在 无 理 点 z = s 处 ， f(z) 的 导 开 世 不 存在 于 是 有 
r= 0; 
?0 = (R20 
3.1.91 证明: 沙 数 
V1 十 z 一 1 
f(z) | el 
0， z 一 0， 
在 z = 0 处 右 连续 ,但 在 z = 0 处 不 可 导 . 
证 ”因为 
Y1 十 s 一 1 工 
lim f(z) = i 
sot Vr Vzr(Vitzr+i1) 
= limn 一 -一 一 Vz 一 0， 
一 VIL 二 rz 十 1 


又 8f(0) 二 0, 所 以 在 z = 0 处 f(z) 右 连续 . 
站 10+ 4 一 Ko) - 家 (V1+4e—D/ 0 


sO0F Pe 
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lim lA = 1 一 tim As 
Pr 4z Wdz “VCVI 十 和 十 1) 
即 f(z) 在 z = 0 处 右 不 可 导 . 

所 以 ,f(z) 在 z = 0 处 不 可 导 . 

3.1.92 讨论 : 


ot 
or 人 z> 0; 
3 


Ty 
可 导 性 及 (z) 的 连续 性 . 
1 
(2) 讨论 函数 f(z) 一 | Ss 
0， 2 一 0 


和 二 阶 导 数 是 否 存 在 ?如 果 存 在 , 试 求 其 值 . 
解 (1) 显然 在 z 关 0 处 f(z) 连续 可 导 . 由 于 


a f(z) 一 lm zz2sin 二 一 0， Ue f(z)= a z= 0, 


于 是 on) 一 fC0) - 一 0， 所 以 f(z) 在 2 二 一 0 处 连续 . 又 


在 (一 ce,co) 内 的 连续 性 与 
< 0. 


在 z= 0 处 的 一 阶 导数 


5 二 二 0 
， fGz) 一 fO) 2 
z 一 0 Sp z 一 0 = 
m {DFO m0 
Mp0 oa 


故 im 了 二 站 存在 ,于 是 fz) 在 +z 一 0 可 导 . 


1 1 
Te ec zz> 0; 
3z2， <0 
知 ,z 关 0 时 f(z) 连续 ,虽然 lim 了 f(z) 一 lim 3z? 二 0,F(0) = 0, 但 
0 0 


lim 也 (z) 二 lim (2zsin 工 一 cos 二) 不 存在 , 故 当 = = 0 时 了 (z) 不 连续 
a0t ao 要 ’ 


《4z) 


更 lz 
(WFO 
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1 ent 1 
f(z) = 3zzcos : 十 z3( 一 sin 本 )( 2 


= 3reos 二 十 zsin 上 (z 关 0). 


) 


. Px 
a PMD) PO) i 3(4z)*cos 五 二 4zsin 让 


0 4z0 dz 


一 Jim (34zcos 去 十 sin 寺 ). 
所 以 ,fr(0) 不 存在 . 
1 
3.1.93 设 f(z) -人 二 和 0 试 证 f(z) 在 z= 0 处 连 


0， z 一 0， 
续 但 不 可 导 . 
证 ”因为 limf(z) 号 lim zarctg = 0, 且 f(0) = 0, 所 以 #(z) 在 
z= 0 处 连续 . 但 因 


1 
im 区 2 一 KKO) in 8 一 0 工 
0+ z 一 0 pp i] Jimarctg = 一 3 
| 1 
, f(z) 一 f(0) . zarc tg 一 0 
i z 一 0 i 二 i lm arctg 二 一 一 也 ， 


所 以 四 了 2 二 起 不 存在 , 即 f(z) 在 * 一 0 处 不 可 导 . 


2 ed 
3.1.94 讨论 f(z) 二 1 二 2 “在 +z = 0 处 的 可 导 性 . 
0， 2 一 
解 lim £0 + 45) — fC0) lim {4 i 3 Ar2* 
40 4z0 1 十 3 
了 
lim T .lim E » 
1+2 21 


所 以 tm 一 1, lim 一 一 一 0, 故 f(z) 在 :一 0 处 不 可 
1 
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导 . 
注 了 (0)=(0)' = 0 是 不 对 的 ,从 根本 上 违背 了 函数 在 一 点 处 
的 导数 定义 . 


3.1.95 ”在 什么 条 件 下 ,函数 f(z) 一 1 


(1) 在 z = 0 处 连续 ; 

(2) 在 z 一 0 处 可 导 ， 

(3) 在 z = 0 处 导数 连续 ? 

解 (1) 因为 f(0) = 0, 所 以 为 使 f(z) 在 x = 0 处 连续 ,应 有 


limf(z) 一 limzsin 二 一 0. 由 于 当 z 一 0 时 sin 十 是 有 界 函数 ,为 了 使 


lmzsin 二 一 0, 必 须 目 只 须 a> 0. 因 此 , 当 n> 之 0 时 f(z) 在 z=0 处 过 
续 . 
(2) 为 使 f(z) 在 z = 0 处 可 导 , 我 们 考察 极限 
1 
zsin 一 一 0 
A = 人 = lim= 一 3 = 0 limz !sin ! ， 
类 似 守 (1) 中 的 分 析 ， 为 使 该 极限 存在 ， 必须 目 只 须 * 一 1> 0 或 w> 1 
因此 当 * > 1 时 ,f(z) 在 z= 0 处 可 导 , 且 


f(0)= limz*-!sin 1 = 0. 
-0 了 


(3) 当 z 关 0 时 ,所 (xz) = nz'-'sin 


po 1 
zsin 37» zz 天 0; 


0， z= 0， 


lim 


十 zcos 
1 


= nz lsin 过 = Tcos —. 
z z 


因为 ”所 (0) 一 0, 所 以 为 使 F(z) 在 z = 0 处 连续 ,应 有 
limf’ (z) lim[nz sin 二 soos 4] 0， 
为 此 须 z 一 2 过 0 或 aa 之 2. 因此 当 a 之 2 时 了 (z) 在 z= 0 处 连续 . 
3.1.96 已 知 fa = 人 2 为 使 函数 f(z) 在 点 z 
二 zo 处 连续 且 可 微 ,应 当 如 何 选取 系数 a 与 2? 
解 ” 因 limf(z) = lim (ez +b) = oo+b, 


Ce est 
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lim f(z) = lim 2? = ,有 f(z0) = zf. 
Ps pili 
故 欲 使 函数 在 z = zo 处 连续 , 则 应 取 azo 十 5 = z#. 此 时 
lim 十 4) 一 fz0) _ 和 alzot+ dr)+o—2_ i 
do 十 4r A400 4 
, 了 (ro 十 4z) — f(z0) (zo 4z):— zt 
lim lim A 


= 2z0, 


欲 使 函数 在 z 二 zo 处 可 微 ,应 取 a 二 2z0, 从 而 5 一 三 故 所 求 的 


a = 2z0,b =— zh 


和 
和 人 


一 Cosr, 


3.1.97 设 fGz) 一 40， 
azz 十 b， 


试 确定 a,5 的 值 ,使 f(z) 在 z = 也 处 可 导 . 
解 ”可 由 函数 的 连续 性 和 可 导 性 确定 两 个 末 知 数 a、6. 
(D f(z) 在 := 也 处 连续 .也 ) 一 0， 


a a 
V 
sa ea ea 


lim f(z) = lim (ar: + b) = Ta+b, 

ee ri 4 
本 9 

lim f(z) = lim (一 cosz) = 0. 

Cn a 


要 使 1(z) 在 z = 子 处 连续 ,必须 字 十 b 一 0. 
(2) f(z) 在 + 一 也 处 可 导 . 


Ed Ed 
f(z 二 A) 一 f(3) 
dz 


了 +( 王 ) = lim 


4 一 0 十 


a( 本 十 4 十 5 一 0 
人 


, 把 (1) 代入 得 


(1) 
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f+ 到 lim ends 二 < 人 lim (ar 十 a4z) 一 ar 
dz-0 十 0 十 
x 7 
Cs f(z 十 4z) 一 f(z3) 
0 一 4z 
二 一 cos( 本 十 4 如) 一 0 sn4z _ | 
Past 去 we 
要 f(z) 在 z = 总 处 可 导 , 必 须 ar 一 1. (2) 


由 (1)、(2) 两 式 解 得 a 一 二 ,5 一 瑟 . 


1 
-i 


3.1.98 设 fo 一 | ，= 夭 1 求 了 (D， 
0 


， z=1, 
解 按 一 般 的 方法 ,应 根据 函数 在 一 点 的 导数 定义 求 户 (1). 但 
是 ,当天 (xz) 不 存在 时 ,只 要 证 明 f(z) 在 z = 1 处 不 连续 即 可 ( 见 3. 1.5 
题 ). 
因 fCD) = 0, lim f(z) 一 lime- 吉 = 0， 


lim f(z) 一 lime -二 一 co， 
所 以 ,f(z) 在 z 一 1 处 不 连续 , 故 在 该 处 不 可 导 , 即 户 (1) 不 存在 . 


3.1.99 设 fn = {1 0 人 S11 和 fk0) = 0, 试 汪 数 
fC). 


解 ” 当 0 二 z 志 1 时 , 由 所 (Inz) = 1 得 , fl(Inz) = Inz 十 cy, 即 
f(D) =t 十 oy 一品 < 之 t 芝 0. 当 z>>1 时 ,由 所 (Inz) = z= eww, 得 
f(lnz) 二 ew 十 czy 有 即 f() = 二 ee! 十 c2,t 这 0. 由 f(0) = 0 知 ,0 二 0,0: 一 

_/t —ocoo<t<0; 
- 1, 故 所 求 的 函数 为 70 一 (0 
3.1.100 车 F(z) = max{z,z?}, fz EE (0,2) 试 求 (2z). 
过 _ J/z,0<z<1; 
解 7(z) = max{z,z} 一 {i sa 于 是 有 
r= 0<z<1; 
2z, 1<z<~2, 
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而 P (1-) = 1,F' (1+) = 2, 于 是 F'(1) 不 存在 ,或 者 说 F(z) 在 z= 1 
处 不 可 导 . 
2—z, 1<zs<+oos 
3.1.101 设 f(z) = 47， 0<z<1; 求 拓 (2). 
22， 一 co<z< 忆 0. 
解 在 分 段 开 区 间 内 分 别 求 导 , 得 
ly TR 二 o08 
rm- {a Os 
3r:， — oo<zr<0. 
在 分 界 点 z 二 0 处 ,由 于 f(z) 在 z = 0 处 连续 , 且 
J f(z)= ue (22) = 0， nf (z) = lim (3z2) = 0. 
0 


所 以 ， Dam (z) 存在 ， 但 =0. 
在 分 界 点 z 一 1 处 ,由 于 f(z) 在 z 一 1 处 连续 ,而 
Jim 也 (z) 一 HC 1) =— 1, 
mf (z) = Jim (2z) = 2， 


所 以 ， limf ,(z) 不 存在 ， 因此， f(z) 在 + 二 1 处 的 导数 要 根据 导数 的 定义 
来 求 (求法 从 略 )， 
由 导数 定义 判定 知 ,f(z) 在 + = ! 处 不 可 导 , 于 是 
一 1，1<z<< 十 cos 
F(z) -1 2z， 0<z<l1; 
3z:， —oo<z<0. 
在 z = 1 处 ,f(z) 不 可 导 . 
3.1.102 设 F(z) = 有 [f(z)], 其 中 f(z) 一 { - 
求 F' (z). 
解 ” 设 4= f(z), 则 
当 lz| 过 2 时 ,w=2 一 2 且 |x|= 12 一 z2| 过 2; 
当 zl| 之 2 时 ,一 2, 而 


12 一同 ， 当 lz 所 2 时 ; 
ee (2 当 ja| > 2 时 . 
六 
一 $90 一 


zlzl 委 2 
2 
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_ 2—(2—2)=—#s+4—2, lz|l<2; 
ff(2)] = 人 |z| > 2. 
+4 一 2，|z|<2; 
时 全 > lz| > 2. 
于 是 , 当 |z| 二 2 时 ,F' (z) 一 一 4z 十 8z; 当 jz| >2 时 ,天 (z) = 0. 而 
当 z 一 一 2 时 , 因 
六 (一 2 = im 2 2+ 40) — PC—2) 


dz 一 0 十 
一 lim 让 {[ 一 (一 2 十 4z){ 十 4( 一 2 十 4z)? 一 2] 


—[— (~— 2)‘+ 4(— 2) — 2]} 
i 324z 一 24(47)’? 十 8(C4z) — (4z)' 一 164z + 4(4z)? 


aot 人 
一 16. 
，。 (一 2 十 4z) 一 (一 2) 
a tp | 1 
a 4 
,一 2—[— (2)'+ 4(— 2)*— 2] 
2 四 
二 0 二 
二 
因为 (一 2+) 关 F'( 一 2-), 所 以 ,在 z= 一 2 处 ,函数 f(z) 不 可 导 . 
同 理 , 在 z = 2 处 ,有 F'(2+) = 0,F'(2-) = 一 16,F' (2+) 关 
PP (2-), 所 以 ,在 z= 2 处 函数 F(z) 亦 不 可 导 . 
综 上 所 述 , 有 有 
_/— 4+8z,， |z|<2; 
人 位 lz| >2. 
3.1.103 求 函数 
二 人 zE [a,b]; 


0， z& [a,6] 
的 导数 . 
解 ” 当 z € (a,86) 时 ， 
fi(z)= [zo a) ob = 2 — a)(z — (2 mah), 
当 z & [a,8] 时 ,f(z) 一 (0) = 0. 


0 一 


第 三 章 ”一 元 函数 微分 学 


£2 10 -- Pe el 


i 
lim fz) — fo) lim 代 一 axz 一 0 一 0 


et en set A 


所 以 了 (二 0. 


类 似 地 ,可 求 得 所 (5) = 0. 因此 
0， z 志 (ob); 


de (oe — oz— 2r— a— 6), rE ab). 
3.1.104 ” 试 讨论 函数 f(z) 的 可 导 性 . 


— 1， z 天 0; 
f(z) 一 人 1 一 e 


0， z 一 0 
解 ” 当 z 关 0 时 ， 
上 | 
1—-e -zr lo-—ze 
f(z)= I 一 一 一 
(1—e)? (1—e) 


0， 


在 z= 二 0 点 ,有 limf(z) = lim f(z) = 0, 且 f(0) = 0. 故 f(z) 在 
#0 


#0t 


z 二 0 点 连续 ,由 导数 定义 


一 0 
= 
lim 并 liml—e lim —L—, 
am0 47 | := sr0 4z am0] 一 ec 
有 im 一 一 =0， im 一 一 = 1. 
i 时 4o 1] 一 


即 f(z) 在 z 二 0 点 不 可 导 . 故 函数 f(z) 在 (一 co,0)、(0,co) 内 可 导 . 


ze <0 dl 
3.1.105 设 y= 1 和 时 . 
设 y | z> 0, 求 zz 
解 分 界 点 为 zx 一 0， 
当 z 之 0 时 ,型 = 2ze- 十 ze 一 29 一 2zer20l 一 2 


可 二 
当 z 之 0 时 ,zz 一 (Ginz) 一 zlnazf 


当 z 一 0 时 ， 
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F007) = lim 女 0 十 4z) — FO0) jn 
dz 一 0 一 4 dr0 


(4z)2e-c 
4z 


= lim 4ze-c = 0; 
如 0 


1 
fr (0+) jn 了 (0 十 4 — f(0) im InAr 


-0 az 一 0 十 


ji 1 im 此。 ee) 
in InAs “oo 
一 1 
5 
a (4z)2 _ bas 
ot 1 


Ar 
所 以 也 (0) 不 存在 , 即 y 在 z 二 0 处 不 可 导 . 


3/ 一 ， 二， 
3.1.106 设 fD)=1 2， 0 


0， z 一 0 
2 
ls rr 0; 
阳 w= 全 三 
sinz 一 cos2z， xz 二 0， 


(1) 求 它们 的 导数 请 (z) 和 Y' (z)， 

(2) 能 否 从 所 (z) 和 9% (z) 求 得 所 (0) 和 g'(0)? 如 何 正确 地 求 得 它 
科 ; 

(3) 若 y 一 f(z) 表示 直角 坐标 系 中 在 z = zs 邻 域 内 的 曲线 方程 , 且 
F(z) 在 0 过 |z 一 zol 三 5 内 可 得 , 则 lim 天 (z) 与 所 (zo) 的 几何 意义 是 什 


和 ?二 者 在 什么 情况 下 相等 ? 


4 eh a 1 
= I sin 一 一 ——C08— zz 天 0 
解 oro- > y= 征 光 1 
0， z 一 0， 
y (z) 一 位 人 一 2z0)，z 魏 0 
cosz 十 2sin2z， z> 0. 


(2) 不 能 从 了 (z) 和 9 (zx) 求 得 所 (0) 和 9 (0). 应 当 用 函数 在 一 点 
导数 定义 来 求 - 


Bi 


一 -2 一 
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由 于 f(z) 在 = 一 0 处 连续 ,但 了 (0) 不 是 由 函数 关系 z'sin 二 来 
定义 的 ,所 以 


3 Rn 
T(z) 一 10 攻 Yzsin 二 一 0 


了 
0 


了 (0) = lim 
= lim Ws 0. 
为 求 g(0), 由 于 glz) 在 z 二 0 处 连续 , 且 当 z 二 0 时 ,g(0) 由 g(z) 
二 xe- 一 1 定义 ,所 以 , 左 导数 g (0-) 可 用 (ze- 一 1)'|,-o==e-* (1 一 
2z2) |,-。= 1 来 求 得 . 当 z 之 0 时 ,g(0) 由 9(z) = sinz 一 cos2z 定义 ,所 
以 , 右 导数 "% (0+) 可 用 (sinz 一 cos2z)' |:-o 二 (cosz 十 2sin2z)|:-o 二 1 来 
求 得 .由 于 yw (0-) 一 % (0+) = 1, 所 以 g(0) = 1. 
(3) Wr (z) 的 几何 意义 表示 曲线 = f(z) 在 M(z,y) 点 的 切线 
MT 的 斜率 了 (z) 当 M 点 沿 曲线 = f(z) 趋 近 于 Mo 时 的 极限 值 ;f* (zo) 
的 几何 意义 表示 曲线 y 一 f(z) 的 弦 Mo 的 斜率 号 二 天 弄 当 六 点 沿 
曲线 y = f(z) 趋 近 于 Mo 时 的 极限 . 所 以 二 者 未 必 相 等 . 例如 本 题 中 的 
f(z) 在 x 一 0 时 有 所 (0) = 0, 而 limfP (z) 却 不 存在 . 又 如 ,对 函数 


ze 一 2， z 委 0 
sinz 一 cos2z， 7z>0 

一 ee2(l 一 2z2)， zo 0; 
可 以 求 得 2 (EE 十 2sin2z， z> 0. 
显然 ,limg’ (z) 一 1, 但 (0) 不 存在 ,因为 p(z) 在 z 一 0 处 不 连续 , 因 
此 ,只 有 当 f(z) 在 zo 处 连续 ， 且 limf (z) 存在 时 , 才 有 fF (zo) 一 
lim 了 (z), 否则 ,要 用 导数 的 定义 或 可 导 的 必要 条 件 来 判断 在 z = zo 处 


所 (zo) 是 否 存 在 . 
3.1.197 设 


» 


gp(z) = | 


了 了 (z)，z 一 0; 
I {0,. z 天 0. 


证 明 :(1) 着 1(0) = 0, 了 (0) 存在 , 则 有 (0) 一 去 P(0)， 
一 24 一 
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(2) 若 f(0) = 0, 又 f(z) 在 (一 ,十 co) 上 有 连续 的 二 阶 导数 ， 
则 yg (z) 在 (一 co, 十 cco) 上 连续 . 
{9 
lim 


a0 


im 2 二 A 一 了 (0) 


证 (1) 9 (0) 


1 一 -A 0) 


因 名 (0) 人 故 f(z) 在 2 二 一 0 的 某 个 邻 域内 可 导 . 又 由 f(0) = 0 可 知 ， 

上 式 为 0” 型 不 定式 ,利用 洛 比 达 法 则 及 导数 定义 ,得 

卫 ( 人 一 六 (0) -1 工 
2 


9 (0) = lim 
0 Sy 

(2) 对 任意 的 z(z 天 0)， 
1 = Ey -HOF 


(0). 


由 于 fr(z) 在 (一 oo, 十 oo) 上 存在 , 故 所 (lz) 在 (一 co, 十 co) 上 连续 ， 
所 以 g' (z) 在 zx 关 0 处 连续 . 


在 + 一 0 处 ,limg (z) = lim 全 《2 二 站台 ,由 f(0) = 0 可 知 ,上 式 
为 “人 0” 型 不 定式 , 故 


(Ff (7) + zf(z)) — fF (7) lim 2 
2 


limg’ (z) = lim 下 lim 


又 由 PCz) 在 z 二 0 处 连续 ,得 
limg' (z) 一 一 9 (0). 
于 是 ,y (z) 在 (一 co, 十 co) 上 连续 . 


注 ”此 题 的 证 明 是 从 导数 的 定义 和 连续 的 定义 入 手 , 借 助 洛 比 达 
法 则 这 一 求 不 定式 极限 的 工具 完成 的 . 


1 
3. 1. 108 站 0 


了 (0) 
2 


又 f(z) 在 z 二 0 处 可 导 ， 
0， z 一 0， 


求 蕊 fgCz)]|- 


Tcos = py 


解 9 (0) = lm =0, FON DD). by 


WN 
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设 4 二 9g(z), 则 


EfL9 0] = [EF «9 (Jo = (0 +0= 0. 
(8) 含 绝对 值 符号 的 函数 的 导数 


求 这 类 函数 的 导数 ,关键 是 去 掉 绝 对 值 符号 , 变 成 分 段 函数 . 
3.1.109 i 


设 f(z) = |z| 十 1, 证 明 f(z) 在 z= 0 处 连续 ,但 在 该 
点 处 不 可 微 . 
解 由 limf(z) = 1 = f(0) 可 知 ,f(z) 在 zx = 0 处 连续 . 


fr 7) = limfz 士 全 一 了 2) -lim lz 十 旭 十 1 一 zl 一 1 
yn h lm ht 
_ z+ 一 zl 
二 大 

所 以 也 (0) = lim | 汪 二 不 存在 . 


故 f(z) 在 z= 0 处 导数 不 存在 , 即 f(z) 在 x = 0 处 不 可 微 . 

3.1.110 在 导数 存在 的 点 , 求 f(z) = 1z| 十 |z 一 1| 的 导数 . 
一 2z 十 1，z 往 0; 

解 ro 可 为 To 人 0<z<1 


2z 一 1， z 之 1. 
从 而 有 


一 2，z<<0 
ro-| 0, 0<zr<1; 


Ry 

在 z= 0 和 z 二 1 处 ,F(z) 均 不 存在 . 
3.1.111 讨论 函数 y= zjz(z 一 2)| 的 可 导 性 . 
解 ” 当 z 关 0,z 关 2 时 ,函数 显然 是 可 导 的 . 又 因 


mm = 人 一切 | = 0, lim m se = 2)] 0 


故 在 + 二 nag 但 是 
m 2 - im 2 et 

le 一 oT lim < 一 2) 4 

一 2 dm 2 一 2 


i 


| 故 在 z 一 2 从 训 数 不 可 导 - 
0 
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3.1.112 求 函 数 y== |(z 一 1)?(z 十 1)’| 的 导数 . 
解 ” 把 y 化 为 
a eo pe zr>— 1; 
YT De+D), rz<—l. 
故 当 z>> 一 1 时 ,w 二 (z 一 D(z 十 1)?(5z 一 1), 
当 z < 之 一 1 时 ,¥ = 一 (z 一 1)(z 十 1)?(5z 一 1). 
而 当 z = 一 1 时 ， 
y(—1+)= lim [y(— 1 十 z) 一 3#( 一 1)]/z 
-0 


lim [(— 2 + z)’z: — 0]/z = 0. 
+ 


同样 可 求 得 % 《一 1-) = 二 0, 所 以 y¥ (一 1+) = 二 y (一 17), 故 y (一 1) 
存在 且 y (一 1) = 0. 
综 上 可 得 
yz) 一 (z 一 1)(z 十 1)2(5z 一 1)sgn(z 十 1). 
3.1.113 设 函 数 fGz) = (1 十 1z 一 11)sin(z 一 1D, 问 7f(z) 在 
z 二 1 处 的 导数 是 否 存在 ?如 果 存 在 , 求 出 该 导数 ,如 果 不 存 在 ,说 明理 
由 


解 ”按照 导数 的 定义 ,有 
PE tim {0 + 4) f(D) 


= lim 去 (G +1I+w 一 iDsnG 二 4 一 1) 
hz 一 0 
— 11—1Dsin( — 1)} 
jim + ADsinge _ | 
dz dz 
所 以 ,f(z) 在 zx = 1 处 导数 存在 ,和 且 f(1) = 1. 


3.1.114 求 函 数 y= 二 |1 一 2z| . sin(2 十 z 十 V1 十 zx?) 的 导 
数 . 


(1 一 2z)sin(2 十 z 十 Yl 二 +z),，z 


< 方 : 
解 y= 四 
(2z 一 1)sin(2 十 z 十 V1 十 z)， z 之 也 
(D 当 z 关 计时 ， 


Se 
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一 2sin(2 十 zs 十 V1 十 #:) 十 (1 一 2z)cos(2 十 z 十 


+ VITD .st Mtd, ,< 
ye 1 十 灾 


2sin(2 十 z 十 V1 十 她) 十 (2z 一 1)cos(2 十 z 十 


十 Vits 
+ VIi+z) .二 二 ， 
YL 十 了 2 


:> 十. 
(2) 当 z= 去 时 ， 
lim tts EO 
et 4z 2 4 
ff( 计 + 如 一 开 当 ) 5 1 
Ee) 
故 函数 y 在 > 一 去处 不 可 导 . 
3.1.115 函数 f(z) = |eosz| 在 z = 记 处 是 否 连续 ?是 否 可 导 ? 
解 ” 当 0<z 必 也 时 , f(z) = cosr， 


当 邓 之 + 之 # 时 ， f(z) 一 一 cosz. 
因 lim f(x) = lim (一 cosz) 一 0， 


+ + 
lim f(z) = lim cosr = 0, f(3) = les Z|=0, 
se = 到 一 
故 f(z) 在 z = 也 处 连续 . 
f( 子 十 47) 一 了 可 一 cos( 了 十 4z) 
a 
ka x Ea 
A ed a Ss 
0 4 4 4 
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所 以 ,f(z) 在 z = 也 处 不 可 导 - 


3.1.116 设 y= cos(| 也 十 sin(z: 十 DD, 求 于 


解 ”因为 对 于 任何 * 值 ,都 有 -了 十 sin(z? 十 1) > 0, 所 以 


dy _ 区 项 
er LeosC 了 十 sin(z: 十 1))] 


一 一 sin( 卫 十 sin(z: 十 1))。cos(zz 十 1)。2z 
一 一 2zeos(z 十 Dsin(Z + sin(z? 十 1)). 


3.1.117 车 y= 2 , 求 昏 . 
解 ”去 掉 绝对 值 符号 ,得 
rh > a; 
3 一 二 2 一 03 
i 
当 z 关 a 时 ,y 是 初等 函数 ,所 以 
A 人 rz>as 
i 2 


当 z 二 a 时 ， 
y(at) = limy(z) = lim2 "In2 = In2; 
十 有 


yl(a) limy (zx) lim 2-“-"In2 ln2， 


2 一 ln2， >as 
故 y (a) 不 存在 ,所 以 昏 一 {re z= 
—2"*tn2, sz<& 
3.1.118 ”函数 y= er 在 z 二 0 处 是 否 连 续 , 是 否 可 导 , 是 否 有 极 
值 ,为 什么 ? 


解 1s = {0 z 过 0; 
,zs<0, 
limy= lime’ = 1; limy= lime-= 1, 双 limy = 1,y|:=o0= 1, 故 
sot 0t 0 #0 全 


在 z= 二 0 处 y = ei" 连续. 


= 
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而 lim f+ Of i i 
0 0 sr0t 
m {0 19 (0 = iin “= 


一 一 1， 
下 5 二 人 im 在 :一 0 处 不 可 导 - 
又 当 z 之 0 时 ,¥Y = 二 一 e 之 0; 当 z>0 时 ,y 二。 0, 所 以 
y 二 eM 在 z 二 0 处 取得 极 小 值 f(0) = 1. 
3.1.119 设 f(z) = Injz 一 1), 求 所 (z). 
解 ”去 掉 绝 对 值 符号 ,得 
In(+— 1), z>1; 
f(z) = {xa z= 1 
In(1 —7), zz<1. 
当 z 二 1 时 ,f(z) 无 定义 ,所 以 f(z) 在 z = 1 处 不 连续 ,当然 不 可 导 , 所 


以 
1 
eT a zl1; 
不 存在 ， z 二 1. 
V1 十 有 一 1 
3.1. 120 ” 求 函数 y = In| -一 二 一 一 一 | 的 导数 . 
Vi+z+1 
解 y=inl Ys 二 1 一 1 一 In| Vi 十 二 十 11， 
故 y= Mt Vt z3)' 


te 1 生计 
1 
“a 十 及 一 于 Yl+z+1 


= 了 二 
(9) 极限 函数 的 导数 

这 类 题目 ,一 般 是 求 出 极限 ,再 求 导 数 . 
3.1.121 设 f(2) 一 im (1 = 扎 )", 求 f(z). 


过 和 二 运 下 fy 
解 7 一 有 [at 
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= .im {[a -| Ta 十 三 六 1} 
ed, 
所 以 f(z) 一 0. 
3.1.122 设 f(z) 一 lim Y 1 十 z, 讨 论 f(z) 的 连续 性 及 可 微 性 ， 
并 求 卫 (z). 
解 当 |z| 过 1 时 ,1 之 1 二 
所 以 


f(x) 一 im Vl+s*=1. 
当 |z| >>1 时 , 妇 = Yr< Yit+ 让 < Y2rr=z V2, 


所 以 f(z) = lim VY1+z* = z, 
才 CD 1,|zl < 1; 
A ed s,s|> 1 


因为 lm f(s) = Tn = 1= f(), 
mn ff(7) = im f(72) =1=f(— 1), 


所 以 f(D 在 z 二 1 与 二 一 1 处 者 连续， 于 是 f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 
连续 . 


f(1L 十 4z) —f(1) 《十 ae 一 1 
由 于 a 4z a dz S25 
f(1l+ 全 一 f(1) ep Rd | 
lim 一 语 = 0. 
0 we 


所 以 f(z) 在 z=1 本 
己 理 可 证 ,f(z) 在 z= 一 1 处 也 不 可 导 , 故 f(z) 在 (一 co, 一 1)， 
《一 1,D,(1, 十 ce) 内 可 微 ,在 z= 十 1 处 不 可 微 ,其 导数 为 : 
0， jz| =1; 
-上 lz > 1; 
不 存在 ， lz| = 1. 
3.1. 123 ”讨论 函数 fc) 的 连续 性 及 本 向 性 y 并 求 导 ) 其 中 和 
一 怠 i 一 
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地 
f(z) = 全 TF “0 


— Vzr, z<<0. 
解 ”由 f(z) 的 表示 式 可 以 求 出 
1， > 1; 
1/2， z 一 15 
fz) 一 10， 0<z<i1; 
— Yr, r<0. 


因为 1(0-) = lim( 一 YYz)=0= fF(0) = f(0+),f(1-) 关 


=0 
Ff(1+), 所 以 f(z) 在 (一 oo0,1),(1, 十 co) 内 连续 . 
又 因 f(z) 在 z = 1 处 不 连续 , 故 f(z) 在 z = 1 处 不 可 微 .而 


3 
也 (0+) = lim "二 0 -~ 0, f (0-) = lim 二 


z 


oo。 
0 


由 此 知 f(z) 在 z = 0 处 不 可 微 . 
因此 ,f(z) 在 (一 cc,0)、(0,1)、(1, 十 co) 上 可 微 , 且 
0， liy 
Ri) 0<z<1; 


st 
一 可 了 2<0. 
3.1.124 设 f(z) 一 lim[(1 十 z)(1 十 z)(1 十 z90…(1 十 z2)] 
lz| 过 1, 求 (2). 
解 FD = lim HEI+DU+ G+ + 


pepe 于 一 多 ， 
+1 
lim s+) nl 本 
oo ee ac 一 本 1 一 z 
(最 后 一 个 等 号 成 立 是 因为 |z| 之 1, 故 limz** = 0). 
于 是 了 (z) = Tay 


3.1.125 设 fz) 一 lmme(Yz 一 "YD,(z>0), 求 (2). 
解 ，fz) = time TD me 一 1， : 
au B82 -一 


limz1 一 二 Ce 
a @+ DD Te 
n(n 1) 
市 
其 中 ,Hime 二 1,lim cs 干 15 寺 I = 
_ Gt mn ln(C1L 十 2 
令 ? 一 二 则 当 ? co 时 光 0. Ti = ns 
人 aa = 全 lnz 
于 是 ,tim 一 一 ree re 
n(n 二 1) Inz y 
lnz 1 
2 T jnz lnz. 
limin(1 + Pr lne 


故 得 f(z) 一 Inz,(z > 0), 所 以 了 Gz) 一 二 (z>0). 


3.1.126 设 9(l) 一 im 二 [dt 十 二 ) 一 f(t 一 超 )], 其 中 函数 fw) 
存在 直到 二 阶 导数 ,ta 与 7 无关 . 求 w (0. 


1 [f+ fF 7 一 二 ) 一 KGD 
解 9(D 志和 回 本 


7 


全 Cs a 
a 
1 2 
一 二 [PCD 十 了 (DO] = fr, 
故 得 yD = PD). 
Vz— Vt!+ Vt 
A 


解 p02 = lim 一 汪 [到 二 全 + 
~ Vrtil VE 


jim [二 天 一 一 +1 
= hm 
= Viztil Vr—iV r+vit) ] 


一 lim | 6 Joe, 1 
站 0 Den 


于 


3.1.127 设 pg(2) lim ， 求 mw (0D. 


Br 


一 363 一 
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故 9 (CD 一 一 


1 
V2e 

《10) 抽象 函数 的 导数 

求 抽 象 函 数 的 导数 与 求 具有 具体 表达 式 的 函数 的 导数 一 样 , 认 准 
复合 关系 ,由 表 及 里 层 层 求 导 , 关 键 是 注意 对 “ 谁 ” 求 导 . 

3.1.128 设 f(z) = (zs 一 1)g(z), 其 中 g(z) 在 点 z == 1 处 连续 ， 
且 9(1) = 6, 试 求 导数 所 (1) 的 值 . 

解 f(D tim {9 = 1 jm — Dos) 一 0 


el 2 一 1 

一 lim(z 十 ze 十 十 zx 十 1) 。 limg(z) 

一 331 xX 6 = 1986. 
3ia29 设 f(z) = (z 一 zp(z) (4 之 1) ,9(z) 在 z= zo 处 连续 ， 

证 明 f(z) 在 zx = zo 处 可 导 . 
解 ” 因 plz) 的 具体 表达 式 未 知 ,所 以 要 按 导数 定义 证 明 . 
因 f(z0) = 0， 所 以 
f(z0) 一 lim f+ 45) 一 


2 TG 十 六 — zo)'plzo + 4z) 


ln dz 
= im(4z)7 gz + 4) 一 人 


所 以 f(z) 在 z = zo 处 可 导 . 
3. 1.130 设 f(z) 二 (z? 一 a?)g(z), 其 中 函数 g(z) 在 z 二 a 处 连续 ， 
求 所 (Ca). 
"0 
= lim(z 十 a)g(z) = 2ag(a). 
3. 1.131 设 f(z) 和 yg(z) 是 两 个 对 z 的 所 有 值 丝 有 定义 的 函数 , 且 
具有 下 列 性 质 : 
(1) f(z + ¥) = f(z)g(9) 十 了 (09(Cz)3 
(2) f(z) 和 9(z) 在 点 z 一 0 处 是 可 微 的 , 且 已 知 f(0) = 0,9(0) 一 
1, 了 (0) 一 1,g (0) = 0. 试 证 明 f(z) 对 于 = 的 所 有 值 营 是 可 微 的 ， 且 
f(z) = g(7#) 
证 ”由 题 设 知 f(z),g(z) 在 z = 0 处 可 微 , 故 有 
一 3608 一 


9(zo)， n= 1 
0， n>1， 
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， 29(0 十 4z) 一 9(C0) _ 

Hm 0 

= jm f0 十 4z) 一 fC0) _ 

了 (0) 一 lm 大 一 0. 

所 以 (2) = tim 了 十 全 一 也 2 
lim 了 (z)g(4z) 十 f(4z)g(z) 一 f(z) 
dz dz 

fCz)[g(4z) 一 1 + f(4z)g(z) 


lim (£2 后 和 0)] + 4) 2 f(0) laCe)} 
Em dz 


= f(z)9 (0) 十 ov 一 f(z)。0 十 1。9(z) 


9 (0) 一 


lim 


4 


= g(z). 
Mrs2 设 y = f(sinz)， 求 时， ny: 
解 所 = f(sinz)cosr, 7 一 了 (sinz)， 
例如 , y 一 sinz*， 求生， ,5 ;5 区 
并 一 cos? 2， ree 
= Fre le )F = coos 针 (a) 了 守 - 


最 后 一 式 相当 于 设 # = zz 二 六 了 一 由, 故 
y= sing, y. = oo . Bet = -2.1 ons 


3 z 
或 者 用 微分 之 商 来 解 : 
dy _ dlsinz’) cosr’*2zedz 2 1 
人 


3. N133 ” 设 flu) 为 可 导 函 数 , 求 y = sin[f(sinf(z))] 的 导数 . 
解 y = cos[fCsinF(z))] + fF (sinf(z)) + cosf(z) » fr (2). 
3. D134 设 f(w) 为 可 导 函 数 , 求 y 二 fCe)ero 的 导数 
解 y= [fF (0) .ejer® 十 Fe)f[ero .F(z)] 
A (e) 十 ee 人 ” 
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gp#1,f>0. 
解 。。 坟 1o8sof(z) 一 站 [are 
= ma Le 0 RH -09 
re [加 leg “ "号 ] 


.14.388 3 一 T[fGz)]), 求 全 
解 设 * 一 了 fo] 一 Ta , 放 ? 一 fo， 
| 一 f (WF.(v) F(z) 
= 了 了 Geo -也 [f(z)] Fz). 
3.1.137 设 f(z) 满足 af(z) 十 好 ( 士 ) = 二, 式 中 ab、e 都 是 党 


数 , 且 lal 天 151, 求 天 (2). 
解 ”将 所 给 方程 两 边 对 z 求 导 , 得 


op 人) 一 吉 P (十) = 一 六， (1) 
再 在 原 方程 中 以 十 代 z, 则 成 为 
af) + of 人 Ga) = cr， 
将 此 式 两 边 对 z 求 导 , 得 
二 PC 二 ) 十 好 GD) = (2) 
以 b 乘 (2) 式 ,a 乘 (1) 式 后 两 者 相 减 ,得 
(& — a F(z) = 2 


cs br’) 
(Bb? 一 a2)z2 


所 以 f(z)= 


3. 隐 范 数 的 导数 

设 由 方程 R(z,y) 一 0 确定 了 一 个 隐 函 数 y = f(z). 如 果 它 是 可 导 

的 ,如 何 求 天 (z)? 有 些 方程 所 确定 的 隐 函 数 容易 表示 成 显 函 数 的 形式 ， 

”这 时 便 可 用 上 面 介绍 过 的 方法 求 导 ;但 有 时 隐 函 数 的 显 化 是 困难 的 ， 甚 
至 是 (在 二 定 浪 过 让 7 不 可能 的 ,这 时 就 变 考 泪 用 融 俩 玫 微 分 法 ! 和 


| 
0 
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由 于 P[z,f(z)] 三 0, 则 有 部 F[z,f(z)] 一 0. 据 此 在 PCz,y) 一 0 中 


视 y = f(z) ,把 方程 两 端 分 别 对 z 求 导 , 这 时 视 y 为 中 间 变 量 , 求 导 结 果 
便 会 出 现 y ,从 中 解 出 y , 即 得 隐 函 数 y = f(z) 的 导数 

3.1.138 设 P(z,y) = 二 十 27y 一 疡 一 2z 二 0, 求 ¥ ,=z. 

解 ”利用 隐 函 数 的 求 导 法 则 ,得 


=2 +2 — 2yy — 2 = 0， 


所 以 y =】 3 
将 z= 2 代入 方程 f(z,y) = 0, 得 和 一 所 = 0, 解 之 得 
刀 二 0,y2 二 4 


当 z 二 2,y 二 0 时 ,有 #1 一 一 去 ， 


z= 2,y=4 时 ,有 2 一- 二 


3.1.139 设 y 是 由 方程 sin(zy) 十 In(y 一 z) = z 确定 的 函数 , 求 
ad . 
起 PE 
解 ”方程 两 边 同时 对 z 求 导 , 得 
dy 1 dy 
eos(a (y+z 江 ) + 二 ps 1)= 1, 
将 z 二 0 代入 原 方程 ,得 Iny 二 0, 即 ! = 1, 再 将 z= 0,y = 1 代入 上 式 ， 


gd a 
则 有 1 十 和 | 1= 1, 即 多 | = 1. 


3.1.140 设 # 一 六 二 1, 求 型 . 
解 ”所 给 方程 可 改写 为 


en 一 em = 1, 
视 y 为 由 该 方程 所 确定 的 隐 函 数 ,方程 两 边 对 z 求 导 ,可 得 
er(ylnz++y i) 一 em(iny 十 z 9) 一 0， 


或 (tinz 十 二 ) 一 护 (lny 十 2Y) = 
ny 一 yg-! 
解 之 得 。 1 


一 307 一 


二 
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3. 1. 141 设 siny 十 ysinz 二 0, 求 型 
解 ” 原 式 两 边关 于 z 求 导 , 有 
siny 十 zcosy * ¥! 十 y'sinz 十 ycosz = 0， 
解 出 y , 即 得 到 


dy _ _ siny ycosz 
dz sinz 十 zcosy 


3.1.142 设 z 十 arctgy 一 Wg 


解 ”两 边 对 z 求 导 ， ey 
刀 一 1 十 二 
3.1.143 ” 求 由 方程 e 十 @ 十 2” 一 1 = 0 所 确定 的 隐 函 数 y 的 导 
ad 
数 到 . 
解 ”等 式 两 边关 于 z 求 导 ,得 
e+ey + 2"n2(y+ zy) = 0, 
解 出 y , 即 得 
dy e+lin2.2"7.y 
如 二 In2 29 7 
3.1.144 。 求 由 方程 > = e 所 确定 的 隐 函 数 y 的 导数 . 
解法 1 方程 两 边 分 别 对 z 求 导 ,可 得 
人 
y 


I Dy 
= 


y 
解 出 y ,得 y= 
如 果 将 原 方程 的 两 边 分 别 取 对 数 ,可 得 
lnz 一 


解 出 y, 得 y = 于 Inz' 再 将 其 代入 yy, 可 得 


Oe 
ith lth _ lz. 
| We 束 CI 二 ns 


一 308 一 
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解法 2 方程 两 边 取 对 数 , 并 解 出 y, 得 


9 T+ In 
1 
i+ins—s°— 
多 lnz 
求 导 ,得 六 于 (Fin) C+ inz)’ 
3.1.145 求 由 方程 半 十 小 一 和/ 降 一 0 所 确定 的 隐 画 数 y 的 导 


数 和 
dz 
解 ”方程 两 边关 于 z 求 导 ,得 
于 
了 及 


2 


整理 得 


[a 3 = [ fs 
3z 十 3zer -VY ¥ |3y+ 3ye’ IVY 2 
3 
3y + 3ye 一 AM/ (Ey 
fs 
3z 十 3ze’ -NV 


3.1.146 设 函 数 y 二 y(z) 满足 方程 oo 十 sin(z2y) 一 六, 试 求 
y (0). 
解 ”方程 两 边 分 别 对 z 求 导 ,得 
erly + zy) + cos(z'y) (2zy + zy ) = 2yy 


解 出 , 即 得 于 一 


ye” 十 2: (zx:y) 
解 出 y ,得 i 0 Dy 
以 z= re 二 0, 解 之 得 六 一 1,y 二 一 1. 


当 = 一 0 四 一 1 时 ,一 去 ， 
当 = 一 0, 加 一 一 1 时 ,y: 一 可. 
3.1.147 设 z= dn 人 一 圭一 了 ,求生 

解 ”两 边 对 : 求 导 ,得 人 
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站 /a—y y 
解 出 揽 , 得 和 全 =- 各 Va 一 y 


3.1.148 ” 求 由 方程 
sin( 一 27) — In(y—2)+2 Vy—7r—3=0 


所 确定 的 隐 耻 数 y 的 导数 . 
解 ”两 边关 于 z 求 导 ,得 
#= 2z 2 
cos(g 一 7)°(¥ 一 2z) 一 I 


解 出 y , 即 得 y = 2z. 
设 arcsinzlny 一 e* 十 tgy 一 0, 求 虹 、 
dz | .=0 


3.1.149 
解 ”方程 的 两 边 对 z 求 导 , 得 
jny arcsinz dy 1 dy 
ew er 不 二 
Vt ty 
2 
即 血 = Vi 
dz arcsinz  _1 
3 


y 
以 z= 0 代入 原 方程 ,得 
e" 十 tgy 二 0, 即 tgy 一 1, 所 以 z 一 了 


为 使 方程 有 意义 ,应 取 y > 0, 故 za = 0,1,2,…, 于 是 
ye 一 1 一 二 mn(C 于 十 am 一 012， 


十 nr 


3 
特别 地 ,y jo.o 一 1 一方 in 所. 

3.1.150 设 In Vz 十 六 二 arctg 芭 六 , 求 开 
解法 1 方 可 两汉 分 别 对 = 求 导 ,得 ， 
1 
7 2 Va+r 

二 全 8 二 


| 


3 


§1 导数 与 微分 


= 一 一 (一 各 土生 ) 
了 


1+ (C2) . 
a 
整理 ,得 z+y 谎 =z 禾 一» 
dy _z+y 
故 dz zy 


解法 2 由 原 方程 得 


_Lingzz yw) 一 
Din(z +y) = arctg ss, 


两 边 分 别 对 z 求 导 , 得 
1 dy 1 人 
(2z 十 29 入) (tw 
ea) dr 3 FT 
1+ (TZ) 
dy +y 
解 出 ,得 dz zo—y 
解法 3 设 PCzy) = In VE 十 严 一 aretg 二 , 则 
a ra 
(1 十 过) 
P= 和 
"一 Fy 1 十 (也 )z 7 二 
工 
dy _ F:_z+y 
于 是 dar FP, z—y 


4. 用 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 . 
设 函 数 y = y(z) 由 参数 方程 
z= 9(0), 
y= ¥(0) 
所 确定 ,其 中 mw(b 与 8(2) 都 是 可 微 函数 , 且 (0) 关 0， 则 此 函数 的 导数 
存在 , 且 有 


(a<i<p) 


yy 各/ 和 2 
Pa CAON 


3.1. 151 设 z= 一 4 二 3 二 1 一 3 二 肝 下 ts 来 导数 2 


oo 


本 
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解 i 下 = 158+l5e， 


所 以 妆 一 必 五 一 SET 一 于 
3.1.152 设 z* 一 2 十 | 一 52 十 4 所 确定 的 函数 y 一 f(z 
在 := 0 处 可 微 , 求 开 1- 
解 ”应 用 公式 笃 = 强 求 导数 比较 繁琐 , 因 z = w(4) 的 反 丁 数 
4 = p(z) 不 是 单 值 的 , 需 分 成 上 > 0 与 上 < 0 两 种 情况 . 此 时 ,一 般 都 是 
先 消 去 
当 t>0 时 ,+ 一 2 十 t= 3t,t 一 总, 代入 9 得 
了 一 5( 可 ) 十 4 可 可 一 也 
当 ! 上 <0 时 ,z 一 2 一 上 一心 
y= 5z: 十 4z( 一 z) 一 2 
当 1= 0 时 ,z = 二 y= 二 0. 所以， 


_ /mt 0; 
i 即 y = 


因 # 在 z= 0 附近 连续 可 导 , 且 
limy (z) = lim2z 一 0， 


所 以 y (0) = 0( 或 根据 导数 定义 求 ), 即 尝 | = 0. 


3 1 153 。 试 利用 关于 参数 方程 的 求 导 公式 ， 计算 由 到 到 十 


所 表示 的 函数 和 二 y(z) 的 导数 . 
解 ” 椭 加 于 十 斯 一 1 的 参数 方程 为， 


a 


£ = acosb， 
(i @<e< 萝 
洲 ， 电台 / 红 一 _bcosg _ 也 
所 以 ， 一 6/ 0 一 二 aind 一 a0 
3.1154 设 7 一 i 
解 - 霖 路 的 方程 序 为 El 


一 az 一 
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T= cosnb 
(Ee Wates) 
4 
pe dT 上 , 一 nsinng mcosng 四 
所 各 备 - 加 名 -二 
dg er0t 
wn fz = ksint + sinkt, dy 
1 k rn 
.155 设 全 本 ew 其 中 为 常数 , 求 名 1。 
解 由 他 = heost 十 heoskt, 及 最 = 一 sint 一 ksint 可 得 
外 
dy dt _ _ ksint + sin 地) 
好 ”三 keost 十 keoskt 
a 
= 
从 而 有 至 |-,= 0 
dz 


3.1.156 已 知 z 一 cht,y 一 sht, 求 型 


dz d 
解 ” 因 时 一 sht， 到 一 cht, 所 以 


下 二 二 
dt 
3.1.157 设 z = arcsin L »Y = arccos a ， 
V1 十 马 V1 二 + 
求 弄 
求 江 
dy 1 a 2t 
解 误 eK 2) "二 柯 殉 
1 一 Te 


a+rD’ 


= 
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和 


= sgnt (0< ltl <+ co). 
3.1.158 设 p= (到 V a 十 1)a,g 一 Wae 
解 站 出 作 参数 ,于 吕 
dp _ 1 Fe gr 
da -了 3+ ee 二 1， 
do 1 wj 一 
gr 二 二 YY 
人 


a 


e+, 
Ba 
故 得 d0 a a 


一 
” Ve kn lh 


va 


3.1.159 设 z= ersint，y 一 ecost, 求 型 
dr st ed 
We ‘sint + e-‘cost = (cost — sint)e- 


4 ; 
z etcost 一 e'sint 一 


《cost 一 sint)ex 
再 dy kcost— sind)e: _ , 
和 dz (cost — sint)e™™ 


3. 1. 160 


设 z= pg(D),y = ¥(0) ,z= 好 , 求 衬 ， 全 . 
解 ”把 :看 作 中 间 变 量 ,得 


一 314 一 


VT 求 20 
, 求 66、 


§1 


导数 与 微分 


or 
dD) 
dz didz dz 2kt 

a 

四 


3.1.161 ， 设 方程 
人 


tsiny 一 y 十 到 一 0 
确定 y 为 z 的 函数 ,为 参 变 量 , 求 度 | 
解 “将 所 给 方程 两 边 对 ! 求 导 ,得 


dz 
“a= +2, 


teosy “型 十 siny 一 些 二 0. 
dr os dy siny 
由 此 可 得 页 = 2e 一 (3 十 1)， Ty 


gy ersiny 
于 是 dr DF I ~ teosy)’ 


当 ! = 0 时 ,z 一 0 一 于 .代入 上 式 ,得 型 |-。= 二 


3.1. 162 设 y 一 y(z) 是 由 下 列 方程 组 所 确定 的 隐 函 数 ,求生 


Et 
ersint — y+ 1 = 0. 


解 ”将 各 方程 两 边 对 t 求 导 , 得 


到 一 6 十 2， 和 
dt 即 dt 

int 中 dp dy ercost 
esint Ht + ecost— TW = 0. 二 = 和 
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故 和 -和 -est 1 col 
tr dr 2-y +a QQ—y(+ a) 


5、 高 阶 导数 

(1) 求 高 阶 导数 ,一 般 用 下 面 方法 . 
1) 用 公式 . 
例如 , 莱 布 尼 获 公式 


(ab) = (WV 十 nu Dy 


十 We 
21 


Dn 十 sm 十 DA 
2) 直接 找 规律 ， 
3) 数学 归纳 法 ; 
4) 按 高 阶 导数 定义 ; 
5) 递 推 法 . 
《2) 几 个 函数 的 阶 导数 公式 ， 
1) (a) 一 olnra (ae 二 0 天 1), 特 别 地 ,Ce)o = ee; 


2) (sinz)™ = sin(z 十 了 


3) (cosz) = cos(z 十字 ); 


4) (2) = mm 1) (mo— nt 1)2"", 


5) nm = DoD! = 
Zz 
.11.183 = 一 
0 -0 
解 y= /V1 1 
Ee (1—2z) V1l—z-. 
3 
一 (1 一 z2) 王 ， 
3 本 
Ca 
ee 
(1—2)* Vi—z 


3.1.164 求 y= 二 sinzle 十 n(lnz) 二 阶 导数 . 
一 36 一 
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解 y 一 .二 ， 
y= 90 cor' 十 102( 一 sinao «10 一 Pet 
= 90z coszt — 100z' sinz!? 一 暴走 吉 
3.1.165 CE “天 名 
0， z 一 0， 


解 ” 当 z 关 0 时 ,有 y = hsin 二 一 cos 廿 
= (zs 二) 一 (ee 十) 
122sin 1 — 4c8 lL — 2zc0sl — sinl. 
了 2 2 2 
当 z = 二 0 时 ,有 


(4z)4sin 一 
Pe 4 _ 
fO=-ma” 0 
1 Pe 遂 
4(4z)3sin 一 — (Ahz)? cos 一 
Pr0 = lim 代 = lim 人 竺 = 0. 
i 4z 
< No 
oe z 天 0 
0， 2 天 0. 


3.1.166 设 y 一 zlz|, 求 号 . 
解 ”去 掉 绝对 值 符号 ,得 
: 2, z>0; 
-{ 0， 2 一 0 
,2<O. 


当 z => 0 时 , 生 = 2z, 富 =2 


当 z<0 时 , 符 = 一 2, 下 一 一 2 
在 = 一 0 处 史 +(0) 一 tim (25 二 0, (0) 一 和 (29 一 0 
邑 y¥y (0) 一 0.《 叶 按 导 数 定 多 涩 和 所 以 he 十 i 
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因 当 z 关 0 时 型 连续 且 导 数 存 在 ,所 以 有 
y+(0) ee ny (z) et (22z)’ lim 2 2， 


0 


#-(0) = 和 yr) 一 ‘im (一 2z)' = (~ 2) 一 一 2. 


所 以 zy 一 zlz 1 在 z 二 0 处 ， yr(0) 不 存在 当 z 天 0 时 ， 有 
dy 2， z+>0; 
dr = {> z< 0. 
注 求 y(z) 在 z=0 处 的 一 阶 导数 时 ,可 直接 用 定义 来 求 ,不 必 分 
别 求 左 、 右 导数 . 


y (0) = lim y(0 十 他 一 3y(C0) __ tm I! 一 0 
Par z AO 
一 lim |4z| = 0. 


dy 
3.1.167 y=7r(z> 0), 求 天 


解 ” 因 =>> 0, 故 z* 有 对 数 . 两 边 取 对 数 ,得 Iny = zinz, 两 边 分 别 对 
xz 求 导 , 得 


= 1 十 lnz、. 
从 而 yw = y(1 十 Inz) = z(1 十 Inz), 再 求 导 , 得 
2 
狼 = y= C+) 十 zl 十 jn 


一 入 (1 十 maz 寸 二" 工 一 z[G 十 inz)2z 十 1 


3.1.168 证明 :函数 y = ce” 十 ce 满足 方程 
hho)y + hry = 0. 

其 中 ce 为 任意 常数 ,为 ,因为 定数 . E. 

证 y= che 十 cdre™, y= oe + cote, 
代入 方程 ,得 

六 一 (十 ha)¥ 十 hhoy 
= ole + oe — (i et -6 
一 用 所 一 
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十 Na 人 ce 十 czez) 
二 cer[ 短 一 和 (十 和) 十 和 jz] 
十 ce 站 [各 一 (十 和;) 十 和 ja] 二 0. 
3.1. 169 。 试 证 :如 果 用 省 代 蔡 % 下 面 的 表达 式 不 变 . 


y 
证 令 z= 十, 则 了 一 一下， 
a 2 
Ea pF Et » 
.28° 。 dy *» [TF 
a Sh 
= 
-yt y y 
将 求 得 的 z,z 及 zx 代入 8 的 表达 式 ,得 
i 
上 2 
yy 9 名 ， 27]? 
Ft 3 | 二 更 十 入 
2 2 一 及 
到 玉 
towy -6 3(—w +2y:), 
—¥¥ 2 — yy 
二 3 Gy + G7) — Gy — 2y 0) 
yt Wy 
3 
ta py 2 


3.1.170 已 知 方程 
《1 一 a 瑟 一 = 下 + 四 = 0， 
试 求 作 变 量 代 换 z 一 sint 后 所 得 到 的 y 关于 上 的 方程- 


dy dy .dz dy _ dy,dr dy 1 
解 ， 由 到 一 "而 得 各 一 盐 / 丁 “cost” 
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i 
Ci - 工 ( 细 dt dt cost dt cost df 2 
dz dz dz dz Cost 
下 
i 
Ta "co dt "cos 
代入 原 方程 ,得 
(1 sinD (2 十 理 . 2 snt 李 . +ay 二 0 


+ 


3.1.171 设 函 数 f(y) 的 反 函 数 广 :(z) 及 也 [ 广 :(z)]、 
[fF-'(z)] 都 存在 , 且 FLf'(z)] 关 0, 证 明 : 
f(z) _ 一 1(z) 
a {FU 
证 设 z 二 f(y), 则 y== 扩 !(z). 将 z= f(y) 对 z 求 导 , 得 


1 = 了 GD) 全 
即 折 一 二 -于 是 
后 21 -7D 和 EE 
dari dz FO) [PCD 
把 健 = 7 代入 ,并 注意 到 *， 一 广 '(z), 即 有 


站 一 PDF 人 py) pd) 
dz 天 (9 [FE PIF) 
3.1.172 设 z 十 arctgy 二 9, 求 六 (z). e 


解 两边 分 别 对 z 求 导 ,得 1 十 了 车 万 一, 即 一 1 十 走 ， 两 
端 再 对 = 求 导 ,得 
EM Uy 2 


3. 1.173 ” 求 由 方程 ct 一 Ds = (0) 的 二 阶 导 
数 . 
一 — 


2 D 


§1 导数 与 微分 


解 ” 由 e+' 二 坟 可 得 
ere(l+r)=1°y+z°*y, 
ye 


解 出 y, 得 ”yy 一 和 = 后 ， 
再 对 z 求 导 , 得 


2 一 2 


(到 一 z[ 久 一 (1 In sk BD nell om: KG a 
(可 二 7 


z(1— UH yy—1) 


= y=. Tf Yo 区 
sy— 1)’ (~— 1)’ 
ot+ yo DD] 
ry 一 1)? 


如 果 想 避免 用 商 的 求 导 法 则 ,在 etr(1 十 ¥) 二 y 十 zy 或 zy 十 zyy 
三 y 十 zy 中 , 视 y = y(z), 等 式 两 边 分 别 对 z 求 导 ,得 
(zoeyt1-D+ yy +zy y+ zy yy) 
=y+(l*y+yy), 


解 出 yw, 得 
y 3 十 (z 十 yy 一 2) 久 十 z( 扩 ) 
(1— 
1+ (+9 一 DO 二 和 + [= 
二 
0 一 z+ (Gy— D] 
zy— 1)2 


3.1.174 设 (cosr)?' 一 (siny)', 求 ,六 
解 ”两 边 取 对 数 , 得 yincosz = zln siny, 两 边 分 别 对 z 求 导 , 得 
yy Ineosr 十 一 nsiny + 2 * PY ey 


整理 得 y = ytgr 十 lnsiny 


lncosz 一 zctgy 
再 对 z 求 导 ,得 
y= [(y tgz 十 yseczz 十 tgy * y ) (In cosz 一 zctgz) 
一 (ytgz 十 Insiny)(— tgz 十 z csc’y * y' )]/(Incosz 一 z ctgy)’. 


3 dy diy 
so i Di 
3.1.175 设 z 一 中 一 有 妈 . 求 下 ,2 


一 321 一 
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下 
dy _ dt _ 2bt _ 2b 
解 4 一 二 3 3 
7 
dy dt dz 3at* 2b 
dr? dr 3at? Qa 
a 
|= nt, pdy 
3.1.178 EE 求 2| ee 
1 
dy“l+te 1 十 | 
解 如 一 1 十 在 
1 十 # 
也 ( 宪 ) 
dy dt dr (1 十 DG 一 2 一 区 
dz dz (1+ 2)? E 
a 


所 以 。 名 |-,= 上 


2， 
3. 1. 177 设 z 二 4 一 Py 一 和 一 8, 求 红 


dy 
dy_ dt_ 4 3 
解 dz dr 二 2 
于 
2 d (4 3 .1 6t(— 2) 一 (4 一 32)( 一 2) 1 
dr 2 《一 20)? 2 
at 
dy 一 3 十 4 
即 及 一 一 全 


3.1.178 ”计算 由 亏 十 玉 一 1 所 确定 的 函数 y 一 y(z) 的 二 阶 导 


数 . 
解 ”椭圆 的 参数 方程 是 : 
{ = acosb， 


Vad (0 <0< 2r). 


一 34# 一 


81 导数 与 微分 
di 五 
由 3.1. 153 题 知 ,到 一 一 二 ctgb, 于 是 
b 
和 .一 
dz dz‘dz ddr dz (acos9)’ 
= 一 二 ee. 
3.1.179 ”如果 z 一 7cosbg,y 一 rsing, 其 中 > 是 9 的 函数 , 试 证 ， 
2 dr dr 
gy_ + 2(%) 7 
| (gr cosg — + sing): 
do 
2 dz _ dr Pe 
证 77 7sing， 0 a6 sing 十 7cosb， 
2. 
学 (各 cow 2 sing) ($$ sing 十 reosg) 
dr 和 ， 
= 30 一 2 和 sing 一 7cosb， 
2 (dr sing 十 四 i 
+ 本 6) 十 (5050 r sing) 
dr ， dr 
一 环 ng 十 2 45 cosg 一 7 sing. 
先 计 算 绕 的 表达 式 的 分 子 ， 
人 由 
A 0 
dr dy| dd dp do dp 
Aa0: do’ 


dr dr 
(BB osg 一 7sing) (7 


dr 
sing 十 2 75 ©00 — 7 sin0) 


dr , 
一 2 而 sing 7 cosg) 


(sin?9 十 cos29) 十 2 )* (cos’g 十 sin20) 


d2r 


pr 


dr , dr 
= (而 sing 十 7 cosb) (Tg cosb 


dr 
dg 


十 rzGinzg 十 cos?9) 二 下 十 20 各) 一? 


一 一 7 


yp 


= 
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网 +2 第” 一 " 姑 
于 i 


i 
《cosg 35 r sing) 


as. 180 设 1 一 y(r) 是 由 方程 2。 所 确定 的 隐 


函数 , 求 伐 | 
解 ”将 第 二 个 方程 两 边 对 : 求 导 ,得 
ecost + sint* ey,— ¥ = 0, 


,ecot _ ecost 
即 % Tesn™ 2—y’ 
dy er cost 
于 是 zDD) 
dg _ dt dr _ L2(3+ 1)(2 Co— DJ 
i 33 十 1 
a 


(3t+ 1D)(2— (~ esintt cost* oy!) 
4(3 十 1)3(2 一 3 


ecost[(3t+ 1)( 一 对 ) 十 (2 一 妨 "3] 


4(3 十 1)3(2 一 y)’ 


因 y| -= 1 -一 e, 故 
ls } .二 3 FC2e: 3e). 


注 ”所 给 函数 的 表示 式 是 多 种 多 样 的 ,本 题 y(z) 的 表示 式 将 显 函 
数 、 复 合 函数 、 隐 函数 及 参数 函数 次 到 一 起 来 了 . 
3.1.181 设 z=In(I 十 9),y 一 6 一 arctgg, 求 531， 


一 


虽 _ 加 / 红 1 
解 /6 20 2 
工 十 更 
d23 了 (四 ) 0 1 1 十 % 1 十 9%2 
dz dd dz dz 2 20 40 
1 
故 号 | -= 序 
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a 
3.1.182 z 一 1 十 em,y 一 op 十 em, 求 绕 


虹 
解 了 一 由 -下 -全 这 de， 
dp 
EE 
六 = 下 = 学 = 下 -一 (or 一 1)， 
Er 
dy 
PE hd hed 
oe de ae 
Er 


= 2e (1 一 3e-”). 
3.1.183 车 所 (a) 存在 ,证 明 
lim fa 十 从 一 RE am) 


a0 


证 用 洛 比 达 法 则 ,得 
tim f(t — 2f(g) + fe — 


= f(a). 


lm (+) 一 f(a 有) 
ln 2h 


= lim ze 十 已 一 于 = 


= f(a). 
3 设 函 数 1 在 z 委 ze 时 有 定义 . 且 二 阶 导数 存在 , 问 如 
何 选择 a.b 及 c 使 函数 
_ /f(z), EE 
Re fe —20)? 二 blz—z)+c, z>z6 
有 二 阶 导 数 存在 . 


解 ” 要 函数 F(z) 在 z = ze 处 二 阶 导数 存在 ,必须 要 求 
1) f(zo) 一 (函数 F(z) 的 连续 条 件 ). 
2) lm f(zo 十 和 — f(z0) lim 4 十 bdz， 


即 5 二 所 -(zo)( 一 阶 导数 FP (z6) 家 和 ). 
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3) lim -zo 二 他 一 了 -(zo) _ 
boi est 
即 2 = 记 - i F"(zo) 存在 ). 故 得 所 求 a.5 及 c 为 a= 
P20), b= f(r0), c= f(z0). 
3.1.185 设 p9 为 二 阶 可 微 函 数 ,y = In[p(z?)], 求 六 
gy (x:)27 
解 y= pres ， 
Re [29 (2°) + 2zp"(z’)27 Jp(z’) 一 p(x)2z9 (z2)27 
) 


29(z)9 (z2) 十 4z:p(z gz) 一 4z2[ HF 


(7’) 


3.1.186 设 f(z) 在 (一 co, 十 co) 内 二 阶 导数 连续 , 且 f(0) = 0， 


对 于 函数 
TD) 
‘9-1 2 7 0 


ay = 0, 

(1) 确定 a 的 值 ,使 g(z) 在 (一 co, 十 co) 内 连续 

《2) 证 明 对 确定 的 a。 值 ,g(z) 在 (一 co, 十 co) 内 一 阶 导数 连续 . 

解 ” 当 z 冯 0 时 ,显然 g(z) 是 连续 的 . 现在 讨论 在 z = 0 处 9(z) 的 
连续 性 . 

因 limg(z) 一 和 了 2 = limf Ca) 一 户 (0); 故 当 a 二 了 (0) 时,g(z) 
在 z = 0 处 连续 ,从 而 g(z) 在 (一 co, 十 co) 内 连续 . 

又 当 z 关 0 时 ,g'(z) = te, 


£2 
一 了 (0) 
yg (0) lim g(z) — g(0) _ lim > 
-0 
二 jim 于 © f(z) _ lim zf (2) + f(s)— fF() 
0 0 2z 
一 limf 2 2 -ri 


0 


i 
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于 fz) zz 0; 


Pp 9 (7) 一 Pr(0) 
gr 


z= 0. 
由 上 式 即 知 ,在 (一 oo, 十 co) 内 g(z) 的 一 阶 导数 连续 . 

3.1.187 设 f(y) 的 反 函 数 为 fF'(z), 且 所 [f:(z)]、 所 [fF '《z)] 都 
存在 ,FP[f-1(z)] 天 0, 求 2 全. 

解 ” 因 fF[f'(z)] 关 0， 5 y 二 扩 !(z) 两 边 对 z 求 导 , 得 


dy _ df-'(7) 
dr dr 

邯 0 1 

az dr FO) 了 [rz 本 
dy 

又 因 fr[f-'(z)] 存在 , 故 
df-!(z) 和 1 本 一 PE) [fiz) 
dz? dz -FLf (z) {FLF 2)]}? 
— PL '(z)] 


{PUD 
注 ”关键 是 搞 清 直接 函数 与 其 反 函 数 之 间 的 复合 关系 . 
3.1.188 设 z 一 了 (9 一 地 (一 六 (人 , 且 卫 (为 二 阶 可 导 ， 


Jr( 林 天 0. 求 型 与 党 


dPOFPO- PO_ 了 GD 
解 中 - 兰 - 关 区 PO 
dt 
d PD) 
dy dd (并 HPD 下 
dz? dz dz dz 


dt 
= (POT POF 1p 


~ 2 — FF 
PDP “ 


3. 1. 189 “ 求 由 参数 方程 
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| 
y= a(l— cost) 


所 确定 的 函数 y = y(z) 的 一 阶 与 二 阶 导数 . 


Ue pe 
解 = cost) ， i asint， 所 以 ， 


dy 
dz) oo0t(1 — eost) 一 sin 
dd) (1 — cost)’ 
di dz dr dr a(1 一 cost) 
三 
到 CS 1 
= 
a(l 一 cost) 4asin: 二 


3.1.190 设 f(z) = esinz, 试 求 记 (0), 所 (0),f*(0), 了 0(0). 
解 ” 对 f(z) 逐次 求 导 , 得 
f(x) 一 er(sinz 十 cosz) ， 
f(z) = er(sinz 十 cosz) 十 er(cosz 一 sinz) = 2e: cosz, 
fr"(z) = 2er(cosz 一 sinz)， 
fo0(z) 一 一 he sinz. 
将 z 二 0 分 别 代 入 ,得 
fF(O)=1, FO =2, Fr(0) =2, fo(0) 一 0， 
3.1.191 已 知 y 一 zln(2z 十 1), 求 3%y0. 
解 ” 设 4= 5,v = In(2z 十 1, 则 
WW = 2 过 一 6zy 4? = 6, #0 = (0, 
2 一 4 16 一 96 
“一 下 二 
应 用 莱 布 尼 兹 公式 ,得 
go 一 0 n+ D+4.6 T+ 6 0. 0 
16 一 96 
十 4 3 
_ 48(2z + 1D):— 144(2z + 1)*++ 192(2s7t 1) ~ 96s’ 
(2z + 1)° 
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48(z 十 1)(2z: 十 2z 十 D 


C2z 二 1)" 
3.1.192 ”证 明 莱 布 尼 效 公式 
(ww)" 一 Do 0 (1 
其 中 4 = 4(z),v = v(z) 都 有 阶 导数 ,ao 二 wo 二 5， 
二 > 
re 


证 任 取 一 点 zo, 使 u(z),v(z) 在 zo 处 都 有 a 阶 导数 ,把 ulz) 种 
v(z) 在 zo 点 作 泰勒 展开 ,得 


好 “ez ce 


u(z) = u(70) 十 一 E> Bs he z0)? 十 
ewe # — 20)* + ol(z — 20)"), 
bz) = vay) + Ce 一 aa) 十 (一 ao): 十 
必 eo — 20)° + ol(z — z0)"). 
两 式 相 乘 ,得 
u(z) 。b(z) = see) 十 [x(zo)z (zo) 十 Re 一 zo) 
2 
+ [e(zom(zo) + BE Ca) (za) 十 ws0)volz)] » EF 
十 ee 
+ [a(zosm(zo) + Tr TT (zze-2(zo 十 入 
十 ET (zo)oe-2(zo) 十 … 十 ws)v(e)] EH 
+ ol(z — 20)°). (2) 


上 面 计算 中 只 写 出 了 乘 篆 不 超过 ”的 项 , 即 含 
(z 一 zo) 大 一 0,1, 2 
的 项 ,而 把 含 (z 一 z0)"+!,(《z 一 z0)"1?,… 的 项 全 部 并 入 o((z 一 zo)*) 项 
中 . 
由 wlz) 和 wv(z) 有 a 阶 导数 可 以 知道 ， 
f(z) = wu(z)v(z) (3) 
也 有 * 阶 导数 , 故 f(z) 在 zo 处 有 * 阶 导数 并 有 泰勒 展开 式 
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Ha) = fe) + EG 0) + + 
+ EF — s0)° + ol — 20)°). (4) 


由 于 f(z) = x(z)z(z), 故 (2) 式 的 右 端 与 (4) 式 的 右 端 相等 , 即 
u(xo)v(z0) 十 [xs(zo)z (zo) + Ww (zo)v(z0) Iz 一 zo) 十 … 


十 [uCzo)u (zo) 十 Tr 0 eo) 
+ + 0)0(20)] EE + oz 一 ao 
) 
= fe) + 一) + 二 全 ‘00 一 zs 
dy (5) 


由 于 f(zo) = w(zo)v(zo) ,两 边 分 别 消去 wx(zo)w(ze) 和 f(zo) ,然后 同 

除 以 z 一 zo, 并 取 z 一 zo 时 的 极限 ,得 
f(z0) = uz0)v (70) + ww (zo)v (70), 

在 (5) 式 两 边 得 分 别 消去 所 (zo) 和 w《zo)v (zo) 十 w (zo)v(zo) ,并 同 

除 以 (z 一 zo)?, 然 后 取 z 一 ze 时 的 极限 , 即 得 
fr(z0) = uz0) 70) 十 Zu (xo) (10) + im(zo)u(zo)， 

重复 上 述 过 程 ,最 后 可 得 

f(z0) = uzo)v (zr0) 十 


+ He ez0) 十 … 十 wo(zoo(zo) 


= 六 cuodeose-olzo， 

由 mo 的 任意 性 即 得 菜 布 尼 效 公式 成 立 . 

3.1.193 设 ! = 亿 , 用 莱 布 尼 效 公式 求 ya. 

解 ” 视 y 为 二 与 e 的 乘积 ,于 是 用 莱 布 尼 兹 公式 可 得 


(0 一 (一 。er)(0) 
A er 


让 i (ee (Cs0) 十 “ 


二 二 二 了 2 
te (+ Cs) 


8 1 导数 与 微分 


2 


+ Cler(— 3) 十 … 十 Cle( 一 中 ) 十 cller( 夫 ) 


10 
=。2)(~ Dow Hi. 
4 


3.1.194 设 y= 二 zz。cosz, 求 y9. 
解 ” 令 v= zu 一 cosaz, 于 是 有 
纪 一 2z, 一 2,oe 一 0 一 … 一 bo00 一 0， 


WwW 一 一 asinaz 一 acos(oz 十 可)， 


加 = 一 asin(az 十 也 ) 二 cos(az 十 2. 也 )， 


WY = cos(ar 十 天。 三 )， 
根据 求 高 阶 导数 的 莱 布 尼 兹 公式 ,得 
y= (oo 一 actop 10u09 vy 十 
十 … 十 bo ow 
= zial cos(az 十 10 也) 十 10。2zoycos(or 十 9 三 ) 


十 贡 党 8. 2orcos(oz 十 8 于) 


一 zzal0( 一 cosaz) 十 20za’(— sinaz) 十 90as cosaz 
= aq 红 (90 一 azz2) cosaz 一 20az sinaz]. 
3.1.195 求 函 数 y = ez: 的 15 阶 导 数 . 
解 f(z) 一 eg9(z) 一 za g'(z) = 37, g"(z) = 6z, ge(z) 一 6， 


g 二 0 (过 4). 由 莱 布 尼 兹 公式 ,得 
15 X 14 


IX Sow 


15 X 14 X 13 


(45) 一 。 - 
(erz3)45) 一 ent lj5e .32 十 DX1*+ 3 文 2XT ee 6 
一 er(23 十 45z? 十 630z 十 2730). 
3.1.196 设 函 数 y 二 1/(2 一 z 一 22), 求 y2o0. 
1 过 只 1 
解 由 于 3 一 z 一 去 3 (3+z+ 了 二 z)'" 故 
y= 到 [G 二 2 十 G 29 了] 


面 (gi) = 一 12+ 
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1 W 一 a i Se 
(FFz) 一 (一 DC 一 2)(2 十 z)-， 


) 


1 
G4z 《一 1 一 2) 一 3)52 十 2 


GD 一 (一 DC 一 2………( 一 20)(2 十 柯 -1 一 Gs 
用 相同 的 办 法 亦 可 求 得 
全 本 到 
1 一 z 《1 — 2)»" 


所 以 y 2 rss + zx) 十 a J za 
3.1.197 设 y 一 ez 一 1), 求 yo. 
解 ”yc20 = [ez 一 DJ]? 
= (e)40(z 十 1) 十 24(0) Vz 一 1) 


十 een 一 1)" 


一 er(z2 一 1) 十 24e。2z 十 12X23e .2 
一 er(z2 十 48z 十 551). 


do00 1 
3.1.198 求 各 mi 二 襄 二 6 
d d 汪 1 
解 TT wr z+ 
es 
-GF tira 


二 1 
= Depa Gi 


Re 
dr 


( DG + 2 4] 
-Dt 必 饭 -本 
EG 干 下 8 去 DG 他 三 $53] 
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a 1 1.2..…。100 1 。2… 。100 
(二 一 (DT ram GT ] 
100! 100! 


Tt) C3) 
3.1.199 设 y= 二, 求 3 


解 a ,再 求 导 ,得 
一 一 二 2。2。3 
ke A ai QF 
(ww_2.2.3.4 : 
Bt He wa at eg 
(1 十 z) 

一 般 地 ,可 得 

2 .nt 

(1 十 zt 

3.1.200 设 y== (z: 十 DA 一 1D, 求 yo 


go 一 (一 1) 


WR 
得 
-1 
?= 3 1 GF’ 
(一 DC 一 2 (一 D( 一 2) 
w=3[ GD ~ G+ J 
由 此 可 归纳 出 
Sr en! (~—1) .nl 
-2D Gi] 
i 1 1 
Dl Gry 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 和 人 的 归纳 在下 三国 
3. 1. 201 求 函数 y 一 二 -2 的 a za 阶 导数 . 
解 ” 原 函数 可 改写 为 
3 一 4 二 (3z 二 4)_ | | 3z 士 4 
’ 五 二 3 二 4 五 一 3z 一 4 
16 1 人 
i A Dt 
从 商 必 二 各 
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= 基 ( 一 DG1-D…[-1- 一 Dle 一 0 


— 二 D1 D1 D+ Dm 


CD dD 


CD 1 _ 
-eo GF 


1 
3.1.202 已 知 y 一 6 一 周一 6' 求 yy 


13 13 
解 由 y 一 Br 一 157 一 6 (一 3)(37 二 2) 
2 3 
2z—3 3z+2 
td SS 


可 得 ”y= ty + tar 2 


2 3 
一 (一 Dl 一 37 一 rere 
SR 
(~ Dt [rary = tw Bh 
+ 
= (一 DC ay er 


一 般 地 ,有 
22+1 3*+1 


Dn a ral 
3.1.203 设 y== (z? 一 1)", 试 求 #" 在 z= 二 1 及 z= 一 1 处 的 


值 . 
解 对 函数 y 一 (z 十 1。(z. 一 31) 应 用 莱 布 尼 兹 公式 ,得 
Ft) d+) 
站 是 


。 1 
y= (z+ 1) ~ EA i 
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ez+ 1) 
十 …… 十 二 GD 


因为 上 式 从 第 二 项 起 都 含有 因 式 (z 一 1) , 故 当 z 一 1 时 ,它们 都 为 
零 .于 是 


yD = 4D n= 2 
同 理 可 得 


yO(—1)=(—1— 1 .al 一 (一 1) .2 .nl. 
3.1.204 求 y 二 x Vz 的 n 阶 导数 . 
解 ” 原 式 可 改写 为 y = 二, 于 是 有 
十 二 


2 2 二 
六 = Oo 十 喜 )@ > 十 村) 一 二 ?= 
加 = (十 二 Jo 一 到) 一 各 2zetip 
= 十 去 )o 一 | 于 ， 
押 一 十 南 )o 一 去) 一 号 一 此 于 3- 导 1， 
加 一 十 去) 一 于 Je 一 过) 一 下 于 2 生生 
2 2 
或 者 y= 本 [一 此 二 3 7) 三. 
t=1 


3.1.205 已 知 f(z) = i 
了 ao(z) = (— 1D)"(ozzsinaz 一 2n0”-! coswr). 
证 由 人 f(z) = rzo cosaor 十 sinor， 
和 f(z) 一 一 (wzsinwz 一 2o cosar) 
知 , 当 za 二 1 时 ,等 式 成 立 . 今 设 4 二 时 等 式 成 立 , 即 
了 20(z) = (— 1):(w?z sinoz 一 2ko2-: cosoz)， 
则 fs+D(z) 一 (一 1)*(w? sinaoz 十 oz+iz cosaz 十 2kox sinaoz)。 
了 2+2(z)》 一 《一 1)*(@2+! cosaz 十 oz+1cosair 一 w+?z sinaz 
十 2ko2+i coswr) 
= (一 Di+i[oz+zz sinoz — DCE et D+ doswr]: 


一 $35 一 
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故 上 一 上 十 工时 等 式 成 立 . 所 以 原 式 对 任何 自然 数 成 立 . 
3.1.206 设 y 一 esiniz, 求 3 
解 ”这 里 的 y 可 看 作 e= 与 siniz 的 乘积 ,于 是 可 用 莱 布 尼 兹 公式 求 


其 4 阶 导数 . 下 面 介绍 另 一 种 解法 ,其 结果 形式 较为 紧 姿 . 


由 y 一 e” siniz 可 得 
¥ 一 ae” sinbz 十 be” cosbz. 


引入 由 下 列 条 件 定义 的 辅助 角 mw: 
A b a 
WT ET Vir 
一 阶 导数 的 表达 式 可 以 改写 为 
y = Vr ber(sinbz cosp 十 cosbz sing) 
= (@: + Ee sin(bz + 9), 
而 y= Ga? 十 DEEaer sin(bz 十 gp) + e+ beos(bz + gp)] 
= (a + bEF .Car + 5) 
e”“[sin(bz 十 p) cosg 十 cos(bz + p) sing] 
= (a + Eser sinCbz + 29). 


go 一 (a? + be sin(bz + agp). 
3.1.207 设 y 一 ez cosz sinz, 求 yo). 
解 由 y 一 er cosz sinz 一 二 esin2z 可 得 


y 二 去 "2e*Gsin2z 十 cos2z) 一 了 .2 W 2 esin(2z 十 于 )， 


= 部 (2 V 2 7) .esin(2z 十 2 下 ). 
一 般 地 ,有 
#9 一 诗 * 2 VD) esin(2z 十 av 于) 
3.1.208 ” 试 证 函数 y 二 (arc sinz)? 满足 微分 方程 
(一 2 六 一 zy 一 2. 
证 .由 一 karpaino 得 
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ns 
Vi—z 
2 一 2z 
A a 2 arcsinz 2 Vi 
(Vi—: 
2(CY1 一 于 十 zarcsinz) 
一 全 人 


把 求 得 的 y 及 六 代入 方程 ,得 
左 端 = (1 一 zy 一 z 
l= 2) .2CY1 一 一 十 zarcsinz) _ 。2 arcsinz 
EN 开本 VI 

= 2 = 右 端 


证 法 2 由 y= rd V1 — z= 2arcsinz, 


等 式 两 端 分 别 对 z 求 导 ,得 
5 二 2 
RS 2 V1I 一 于 1 一 好 
即 (1— zr zy = 2. 
3.1.209 设 y 二 (arcsinz):, 求 证 
(1 zy"+D (2n Dzy™ (Cn Dy 一 0， 
(n= 2,3,°) 


并 求 y¥ (0) ,C0) ,yeC0). 


证 由 y= 2arcsinz， (1) 
1— 
和 六 9 Ts + 2 arcsinz + Us 
得 (1 2 =2, (2) 


对 (2) 式 两 边 求 导 ,得 (1 一 z?)y" 一 3zy' 一 y 二 0. 这 表明 当 二 2 时 所 
给 关系 式 成 立 . 设 * 二 时 所 给 关系 式 成 立 , 即 

(1 一 z2)3g4e+D 一 (2 一 1)zyw — (ko— Dy = 0, 
两 边 求 导 ,得 
一 zyet 一 (28 十 Da6tb yw = 0, 
整理 后 得 
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(1— zy? 一 [2 十 1) 一 1zget 一 [十 1) 一 1 一 0. 
故 n = 二 十 1 时 ,所 给 关系 式 仍 成 立 . 由 数学 归纳 法 知 ,所 给 关系 式 成 
立 . 

由 (1)、(2) 及 所 证 明 的 关系 式 ,得 
(0) = 0, (0) = 2,go+D(0) = (x — 1)y -1(0), 
(n = 2,3，…). 
故 有 -000) = 0,y3(0) 一 2 一 1 一 1,2,…). 
3. 1.216 若 z 一 arctgz, 试 证 明 zx2+2(0) = (一 1)*(24)1, 并 利用 
此 结果 对 函数 y 一 z arctgz 求 yo0(0). 


证 由 == aretsz 有 z 一 工 二, 即 1 一 (1 十 zz 应 用 莱 尼 数 
公式 , 则 有 


0 一 (1 一 zze+D 十 2nzz® + n(n 一 1)zo-D， 
令 z 一 0 有 
zo+D(0) =— n(n 一 1)zo-D(C0). 
依 此 递 推 公式 并 注意 z (0) = 1, 则 有 
z2+0(0) =— (28) (2k 一 1)z‘2-0(0) 
= 2k(2k — 1) (2k — 2) (2k— 3)z-»(0) 
一 光一 (一 1)52k)1 
由 yoo 一 z(arctgz)'% 十 100(arctgz)‘*9 可 得 
goo0(0) = 100 » (arctgz) "|.~o 
= 100(— 1)* .98! 一 一 100(98)1. 
3.1.211 求 f(z) 一 zarctgz 一 In(1 十 在 z= 0 处 的 x 阶 导数 
值 . | 


解 了 了 (z) 一 arctez + TF TF te, 
Ps) = 7 


的 :二 2 
刀 () = 0 a 
继续 作 下 去 ,很 难得 到 f(z) 的 表示 式 . 
把 r() = 工 十 去 展开 成 宕 级 数 ， 和 


$1 导数 与 微分 


人 DD) = 了 于 训 一 1 一 下 十 一 开 二 下 十 (一 Dr 十 


(一 1<z<1)， 
对 如 (z) 积分 两 次 ,得 
人) =z 一 二 二 二 十 避 十 (一 D2 十 
a 到 下 IT 十 ”， 
fa = 让? 一 3 
z+2 


ER 


由 竹 级 数 展 开 的 唯一 性 ,得 
8+ 2) A s 
Ft (0) = rr = 1)*» (2k)! 
了 2+D(0) = 0. (k= 0,1,.%,n) 
注 ” 当 函 数 较为 复杂 ,直接 求 高 阶 导数 很 困难 时 ,采用 函数 的 宪 
级 数 展开 式 , 并 逐 项 积分 ,问题 明显 地 得 以 解决 . 
3.1.212 求 y 二 In(e 十 z) 的 n 阶 导数 . 
1 一 
解 y= 二 (Ca 十 z) 
六 二 一 (ae 十 z)-， 
久 一 (一 1):。2!(a 十 z)-:， 


DT +t 


go = (— 1):。(a 一 1)1(et 2)™. 
3.1.213 证明: 函数 


一 Le2 


f(z)= 4e ， 2 天 0; 
0， z 一 0 
在 z = 0 处 各 阶 导数 存在 ,上 且 fo"(0) 一 0，( == 1,2,…). 
证 用 数学 归纳 法 证 明 - 


CD 当 a 一 1 时 ,了 (0) = lim 人 22 二 人 一 im 


令 y 一 二 ,得 了 (0) 一 加 二 一 0. 
0 其 a 
(2) 假设 * = 二 £ 时 ,F000) 一 0, 证 明 当 * 一 二 十 上 时 ,和 +DC0) 一 09， 
一 59 一 
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事实 上 
fu+D(0) = lim 2 二 信和 = lim 0. 
-0 0 
因为 当 z 天 0 时 ， 
2 -ve 2 
了 (z) 一 ne = {7), 


(2) = 一 入 f() 十 三 PCz) = 一 (一生 十 得 )7(G)， 
不 难看 出 ,fw(z) 一 定 具 有 如 下 形状 
F909 = pL). 


其 中 z( 二 ) 是 关于 二 的 多 项 式 , 令 y = 十, 则 有 
Herp00 = lim = tim 1 = 0. 


em 


所 以 对 一 切 自然 数 * 都 有 了 (0) = 0. 
3.1.214 求 y= 2: 十 2-: 的 % 阶 导数 . 
解 y= 2:In2 十 2-"( 一 In2)， 
= 2:(In2)? + 2-"(— In2)?, 


一 般 地 ,有 y= 二 2:(ln2)" 十 2-*( 一 In2)… 即 
go 一 [2 十 (一 1)°2-"](In2)", 


3. 1. 215 求 == 才 十 3 = 吧 十 应 十 ?的 a 阶 导数 宇 


解 因 权 一 仆 = 2w 十 .所 以 


由 
也 _ 业 _2d 十 6 
人 
四 
By dy) .2 
dr didr dr a’ 
Ca 
Er 72 二 = 
pe - 
故 和 = 40.3 


一 :840 一 


§ 1 导数 与 微分 


3.1.216 求 z 一 lnt,y 一 二 的 a 阶 导数 4 


a 
解 由 亚 一 妈 才 一 一 到 有 

四 
dy dt 1 £ 1 
dz dr a $e 

dt 
dy ddy) 王 :1。 :1 
人 
dy ddiy dt __ Fk Sr A | 
BD Dy, 
1 
DY 


3.1.217 设 f(z) 是 [一 a,a] (a > 0) 上 的 偶 函 数 , 且 在 z= 二 0 处 
有 各 阶 导数 ,证 明 fz-5(0) = 0,(n = 1,2,…). 
证 对 n= 二 1, 由 f( 一 z) == f(z) 知 ， 
_ FC4z) 一 f(0) _ , f(— 4z) — f(0) 
f(0+) = i lm 
= din f=) = 700) 00=). 


dz 
又 因 f(z) 在 z = 0 处 导数 存在 , 故 拓 (0+) = 所 (0-) = 所 (0). 
于 是 有 f(0)=0. 
依 此 类 推 ,并 注意 到 f2?(z) (n = 1,2,…) 是 偶 函 数 ,得 
Fo-D(0) = 0, (n= 1,2,."). 
3.1.218 设 f(z) 在 实 轴 上 无 穷 次 可 微 ,证 明 :对 z 头 0, 有 
二 (十 ) = (El)]. 
证 ”应 用 数学 归纳 法 . 当 a = 0,1 时 ,等 式 显然 成 立 . 
设 二 m 时 等 式 成 立 , 即 
二 ) = (一 人 [= 了. 
把 上 式 两 端 微分 ,得 
| 
ti 


站 由 二 灌 


-和 二 
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a | 
= (— D" ntr TCD)]， 


左 端 = 一 {加 十 4 十)] 二 十 [ 寺 s+) 


= 一 二 (om + DC D" 和 [了 二 


+ [a 
因此 Cm 十 DD( 一 1D" 安 [zr-( 寺 )] 十 s+0(L) 
dz zr Tt s 


+1 
= (— DD" Ee 
1 上 
移 项 得 Fru) 


= (一 DrHtm 十 D 区 [HCLD] 二 人 [zf(C)])， 
根据 莱 布 尼 效 公式 得 
+1 i 
其 = Ei) 


/m+tl) ee ,att ,ol 

= 之 | E ] ED fF))) 
+ 1 et 1 

= 人 E+ ("+ Etset)] 


1 
A ee ee 1 do" 1 
= zz fF) + m+ D) [zf 二)， 


故 《一 Dr 全 [ef 二 )]= 二 afeto( 二 )， 
即 x = m 十 1 时 ,等 式 也 成 立 , 于 是 ,对 一 切 * 等 式 成 立 . 
3.1.219 设 p(z) 一 并 i 一 1)"*, 证 明 


2°%n! dz 
pati(z) — p17) 一 (28 十 1)p(z). 
: 1 人 
证 pt1lz) 一 Fr FI rmi er 
人 
2 Ia 一 1)1d “ 
四 at? 一 ~ 
所 以 yn Di 


一 84 一 


8 1 导数 与 微分 


1 +l 
TGF DI zr + Dr — 1)"2z] 


= 站 总 ETD 1) + 2az(z 一 1]; 


中 
"0 DI Di 


故 Pts) 一 Wi(z) 一 Br 二 和 [Ce 一 1)* 十 2nzz(zz — 1)"-!] 


和 
2 D1! ar 


TC D+ 2azz(z TD 一 2n(z 一 1 


万 (z2 一 . 


, dz 
-7 和 [Cz 一 1)" 十 2n0z: 一 1 :2 一 1)] 


= 到 re 1) 十 2s(z2 一 1)] 


(] 十 2n) 趟 YT] 站 1)* = (2a ++ 1)p,(2). 


6. 一 阶 和 高 阶 微分 , 
对 于 函数 y = f(z) ,z 为 自 变量 ,要 计算 ay, 只 要 先 计 算 f(z), 然 
后 乘 以 dr, 即 
ay = fz)de. 
3. 1.220 比较 函数 y = 2z: 十 5z: 的 增 量 和 微分 . 
解 4 一 2(z 十 4z): 十 5(z 十 4z)2 一 2z3 一 5z2 
一 (6z? 十 10z)4z 十 (6z 十 5)4z: 十 24za， 
dy = (6z? 十 10z)dz. 
该 函数 的 增 量 与 微分 之 差 等 于 (6z 十 5)4z? 十 24z’, 它 是 自 变量 增 
量 4z 的 高 阶 无 穷 小 . 
3. 1.221 求 y = uvw 的 微分 . 
解 dy == wd(vw) 十 vodu 一 xzdo + wdv) + widu 
= wadyw 十 wwdv 十 modu. 


3.1.222 求 y== 冀 的 微分 . 


Vds— wd(v) vidy — 2uvdy dy 2ado 
解 二 i 


一 3 一 
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也 可 以 把 ?看 作 * 与 二 :的 乘积 ,于 是 
dy = dw?) = wd(v?) 十 ozdtu 一 一 2uv dv 十 v-?dy. 

3. 1. 223 ”对 于 复合 函数 y == f(w) = e', zx 二 pg(z) = 22, 验 证 

(D dy = Ff du, (2) dy 天 ru) dy, 
其 中 ,dy 是 y 关 于 z 的 一 、 二 阶 微分 . 

证 (1) 由 (e*)' = 2ze”, 可 得 

dy = 2zererdz. 
而 f(y) 一 edu 一 2zdz, 所 以 
fdu 一 2zerzdz = dy 
(2) 由 所 (4) = e' 可 得 , 人 "(wdw? = er(2xdz) = 4zzerdz 
而 e "一 (2ze 一 (2 十 4z2)e2 ,所 以 
diy 一 《enazz = (2 十 4z2)erzdzz. 


从 而 zz 天 名 (ad 
3.1.224 求 ! 一 arcsin(2z: 一 1) 的 微分 . 
1 4z 
解 = 一 一 一 一 4d(2z 一 1 一 一 dz 
VI VE 
i 2zdz 
|z| Vi—z 
3.1.225 求 y = arctge2 的 微分 . 
解 ”因为 y 一 -2 ,所 以 ,by 一 -22 dz 
十 ee A 
Me ME oll, 
3.1.226 求 ! = 节目 革 F 6 的 微分 . 
一 ( 圳 和 2 二 6 有 一 十. 士 6 二 的 
解 (ns 
1 
. = Fe 
3.1.227 求 y = 2 Inch 去 的 微分 . 
解 a A 
y = (2 Inch 3)'dz 一 二 二 ia 一 也 于 dr 
中 本 
3.1.228 ” 设 z 寸 2 芭 一 好 一 宇 , 隶 下 和 


一 S44 一 


§1 导数 与 微分 


解 ”2zdz 十 24ydz 十 zdy) 一 2ydy 一 0, 由 此 可 得 


站 
i / 


3.1.229 。 求 mn VY 十 护 一 arcts 二 的 微分 ， 
解 ” 先 将 原 式 改 写成 
二 mc 十 的 . 一 artg 二 ， 


两 边 求 微分 ,得 
1 1 1 友 
Fil-), 
2 Ft 1+ C2) 7 


zdzr + ydy zzdy— ydr 
22 二 十 六 2 


由 此 得 到 引 一 3. 

3.1.230 求 函 数 六 一 e 的 微分 . 

解 ”根据 微分 定义 ,有 

dy = (em)'dz = er » (sinz)'dz 一 er coszdz. 
如 用 微分 形式 的 不 变性 , 则 有 
dy = emd(sinz) = eur coszrdz. 
3.1.231 求 f(z) = zlz| 的 导数 与 微分 . 
解法 1 把 了 表 为 分 段 函数 


rz, zz>0; 
4 ro-| 0, z=0; 


~—2, sz<0, 
当 z 冯 0 时 ,有 
,| 2 :>0 
f= (2 zz<0, 
当 z 二 0 时 ,有 
和 
FC0+) lim sz) 一 她 =- pe en 0 局 0， 
0 十 z 一 0 sot 区 
ro 各 = f= = lim —2 0 0 
sO 
所 以 f40) = 名 乡 上 刻 溃 ,有 
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Ze, > 0; 
ro-| 0， z=0; 一 2|zl， 


一 2z， zs<0 


故 df = 21zldz. 

对 于 分 段 函数 求 导 , 要 分 段 分 别 求 导 . 对 那些 “分 界 点 ” 要 单独 进 
行 考察 . 这 一 点 要 特别 给 予 注 意 . 

解法 2 当 z 关 0 时 In|f(z)| = Inz?, 对 此 两 端 求 导 ,得 


了 PCz) 2 _ 2fG) _ 
FY 2, 即 f(z) ~ = 2lzl. 


当 z 二 0 时 ,根据 导数 的 定义 可 得 (0) = 0, 综 合 起 来 有 
f(z) = 2|z|, df = 2|zldz. 
3.1.232 ”不 用 贺 面 积 公式 求 图 面积 的 微分 
解 。 设 半径 为 > 的 圆 面积 为 SC>), 给 7 以 增 量 和, 则 
4S 一 SGr 十 dz) — S(r). 
显然 2rrd4r < 48 < 2xr(r 十 Ar)dr = 2mrrdr 十 2r(4r)2， 
所 以 0<48 一 2mrdr < 2r(Cdr)2， 


或 0<< 邢 一 2 和 一 2r(4r) -00 一 0)， 


故 48 = 2mrd4r 十 oCdr). 
由 微分 定义 知 48 = 2zrdr. 或 只 = 2 

根据 已 知 函数 求 微分 ,这 只 要 会 求 导数 就 行 了 . 由 实际 问题 按 定 义 
求 微分 ,就 要 难 一 些 ,这 实际 上 是 在 建立 一 种 微分 方程 ,学 会 这 种 方法 
在 进一步 学 习 中 是 很 有 用 的 . 同时 圆 面积 公式 也 正 是 由 dS = 2rrar, 通 
过 求 积 分 得 到 的 . 

3.1.233 求 y 二 In(z 十 Vz 十 4) 的 二 阶 微分 . 


a 
es 
2 Yz 十 二 


本 
SR A- i TO 
所 以 的 一 于 
3.1.234 求 y== z(lnz 一 1) 的 一 .二 ,三 阶 微分 . 
解 由 一 nz 一 1 十 z 二 一 hnz, 罗 二 二 加 一 一 . 


解 v= 


le 


| 一 846 一 


§1 导数 与 微分 


可 得 dy = Inzdz, d’y 一 二 ar， dg 一 一 去 


3.1.235 求 y 二 elnz 的 4 阶 微分 . 


解 由 yo 一 enz 十 圭一 筷 十 二 一 号 ), 得 


dy = yo0dzt = er(lnz 十 : 2 二 3 )dz4. 


3.1.236 求 y= zcos2z 的 10 阶 微分 . 
解 由 oo 一 一 1024(z cos2z 十 5 sin2z) ,得 
daoy = godzl0 一 一 1024(z cos2z 十 5 sin2z)dzlo. 


3.1.237 已 知 y 二 一 -< 一 , 试 求 4y, (rn 之 2,z 尖 一 1). 
V1i+z 
解 设 x=(1 十 zx) 于 ,v 二 z, 则 
Pee A Ne 5 过 十 - 
ao 一 《 3) ( 3 1)…[ 3 (£— D+ 2 
= S43 4 
一 。1. 4. 2 z) 更 
=1W=w = = = 0. 
应 站 人 得 
go 一 z( ) 十 nC )e-p 
V1 十 zx Y 1 十 z 
CD ld 2 | 2.D 1. 4 (3n — 5) 
3"(1 十 2z)" 二 371(1 十 z)" 隔 


(一 1)"。1。4…(3n 一 
3"(1 十 z)" 寺 

(— D+.1.4%(3n— 5) 
3"(1 十 z)" 二 


5 [3n(1 + z) — (2n — 2)z] 


* (3n 十 2z). 


所 以 
(一 1)"-:。1。4.…(3n 一 5) 
3"(1 十 z7" 


dy = yd (3n 十 2z)dz". 


a 
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82 中 值 定理 
内 容 提 要 


1. 罗 尔 (Rolle) 定理 
如 果 函 数 y = f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,8) 内 有 导数 ， 
而 且 f(a) = f(6), 则 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 z 二 5, 使 (6) = 0. 
特别 地 ,如 果 f(a) = f(5) = 0, 则 在 方程 f(z) = 0 的 二 根 o 与 5 之 
间 , 其 导数 方程 了 (z) = 0 至 少 有 一 个 根 . 
2. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定 理 ， 
如 果 函 数 y  f(z) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,8) 内 有 导 
数 , 则 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 z 二 5, 使 
f(8) 一 f(a) = fF (6) (6 一 a). (3.2.1) 
上 式 对 b 过 a 也 成 立 . (3. 2. 1) 称 为 拉 格 朗 日 中 值 公式 , 它 也 可 写成 
f(z + 4z) 一 f(z) = Ff (r+ 04r)4r,0 <0<1, (3.2.2.) 
或 hy = f(z 047)47, 
因此 , 拉 格 朗 日 中 值 公式 也 往往 称 为 有 限 增 量 公式 . 
3. 柯 西 (Cauchy) 定理 
如 果 f(z) 和 p(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,8) 内 有 导 
数 , 并 且 9 Cz) 关 0, 则 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 z = 二 ,使 


f(b) — fa) _ fF (8) 
np) = Se < sb). (3.2.3) 


4. 泰勒 (Tayior) 公式 
如 果 函 数 y 二 f(z) 在 包含 点 za 的 某 区 间 上 有 直到 十 1 阶 的 导数 ， 
则 在 z。 附 近 , 它 可 以 表 为 * 次 多 项 式 与 余 项 RR 之 和 : 


fa = 3 :+ (3.2.4) 
二 一 
二 1) 
其 中 尺 一 在 二 各 (x 一 zs 二 十 9(z 一)， 
| 0<o<l, (3.2.5) 
| 或 及 .一 o((z 一 z0)). (3.2.6) 


一 hp 一 


§ 2 中 值 定理 


(3. 2. 4) 称 为 泰勒 公式 ,R, 称 为 泰勒 公式 的 余 项 , (3. 2. 5) 称 为 拉 格 朗 
日 余 项 ,(3. 2. 6) 称 为 皮 亚 诺 余 项 . 

5. 马克 劳 林 (Maclaurin) 公式 

当 zo 二 0 时 ,泰勒 公式 又 叫做 马克 劳 林 公 式 : 


f(z) = >) 和 十 及 . (3.2.7) 
二 一 0 
86. 几 个 重要 的 展 式 
(De=1+ 言 + i 于 十 RD， 
1 
1R.Cz) | CR ee Cr 
一 Ea i ws 本 Cw 
(2) sinz = z— 若 + 囊 + (~ Dm 
十 Raz(z)， 
x 
[0 blah hse 2 
(2 十 1)1! 
| bps 
< tt DT 
Ei eR 
(3) osz= 1 一 再 本 全 和 
十 Ra+i(z)， 
_ | CD"+! coséz 
len = | mtor "|<atar 


(0) t=1+or+ + 
ee 


+ 


IB.(z)| = ed 十 bz) 一:z+1| . 
(5) mL 十 ] 一 z 一 到 二 本 一 十 (一 D 于 十 玉 G)， 
z+ 


IR.(z)} = 


(a+ DI eri) 
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问题 与 解答 


1. 基本 概念 

判断 下 列 命题 是 否 正确 (3. 2. 1 一 3. 2. 10) ; 

3. 2.1 若 f(z) 在 (a,8) 内 可 导 , 且 f(a) = 了 (6), 则 必 存 在 一 点 & EE 
(a,6), 使 (8) 一 0. 

非 . 例如 ,函数 

zs» 0 一 z 祥 1 
TCG2) 一 局 2z 一 0， 

f(z) 在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(0) = f(1) = 1, 但 对 任意 的 5EE (0,1) ,都 有 
也 (e) 天 0. 

这 表明 在 罗 尔 定理 中 ,f(z) 在 [a,5] 两 端 处 连续 的 条 件 不 可 缺少 . 

3.2.2 若 f(z) 在 [a,6] 上 连续 , 且 f(a) = f(6), 则 必 存 在 一 点 
$E€ (a,b), 使 PF(E) = 0. 

非 . 例如 ,函数 f(z) 二 1z| 在 [一 1,1] 上 连续 ,上 且 f( 一 1) = f(1)， 
但 在 (一 1,1) 内 不 存在 ,使 f(s) = 0. 

这 表明 在 罗 尔 定理 中 ,f(z) 在 (a,5) 内 可 导 的 条 件 不 可 缺少 . 

3.2.3 车 f(z) 在 [a,8] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 则 必 存 在 $ € (a， 
,使 fF(6) 一 0. 

非 . 例如 ,函数 f(z) = z 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 但 对 任 
意 zE (0,1),P(z) 天 0. 

这 表明 在 罗 尔 定理 中 f(a) = f(8) 的 条 件 不 可 缺少 . 

3.2.4 车 f(z) 在 (a,8) 内 可 导 , 则 在 (a,8) 内 必 存 在 一 点 4, 使 

Fe) = 0 God ={. 


非 . 例如 ,函数 
_ frz，0<z 委 1 
m= {7 z= (0. - 
可 以 看 出 ,f(z) 在 (0,1) 内 可 导 , 但 在 (0,1) 内 不 存在 ,使 


f= EF 0. 


这 表明 在 拉 格 朗 日 中 值 定理 中 ,f(z) 在 [a, 缮 两 端点 处 连续 的 条 件 
不 可 忽 少 - 
一 856 一 


| 
| 
| 
上 
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3.2.5 若 f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 则 必 存 在 一 点 5E (a,5), 使 


_ CD) — f(a) 
了 (一 区 


非 , 例如 ,函数 f(z) = |z| 在 [一 1,1] 上 连续 , 且 除 z= 0 点 外 ,f(z) 
在 (一 1,0),(0,1) 内 可 导 , 但 不 存在 65E (一 1,1) ,使 


_tD 一 f 一 D _ 
7 人 = 区 =0. 


这 表明 在 拉 格 朗 日 中 值 定理 中 ,f(z) 在 (a,b) 内 可 导 的 条 件 不 可 缺 
少 . 
3.2.6 若 f(z) 在 [a, 妇 上 满足 拉 格 朗 中 值 定理 的 条 件 , 则 对 Co,5) 
内 任何 ,必定 可 以 在 [a,5] 上 找到 不 同 的 xyzz, 使 
了 (zz) 一 f(z1) = fF (€)(z2 — 11) 
成 立 . 
非 . 例如 ,函数 f(z) 一 zzE [一 1,1], 取 上 = 0, 则 有 了 (2) = 0. 
此 时 容易 看 出 ,和 欲 使 
f(z2) 一 f(z1) = f (6) (zs 一 z 一 0， 
必须 ZI 一 72. 
3.2.7 设 f(z) 一 了 (0) 一 zp(Gz))， 0 之 &(z) 之 z; 又 设 
f(z) = zsin(Inz)(z >0),f(0) = 0, 则 = &(z) 在 (0,e)(e>>0) 内 是 不 
连续 的 函数 . 
是 . 对 于 任意 的 之 0, 当 z € (0,e) 时 ,在 [0,z] 上 对 f(z) 应 用 拉 格 
朗 日 公式 ,得 
zsin(lnz) 一 z[sin(lns(z) 十 cos(Iiné(z))], 0 < é(z) < z, 
由 此 可 得 sin(lnz) 二 V2 cos(iné(z) 一 村)， 
令 zo。€ (0,z), 于 是 
sin(lnzo) = Y 2 cos(Iné(zo) 一 于 )， 


sin(ln(z 十 4z)) = W 2 cos(Iné(zo 十 4z) 一 了 本)， 


sin (inzo) 
因此 Iné(zo) = Es 十 2kz 士 arccos 一 一 一 一 
本 V 了 
ln&(ze 十 4z) 一 王 十 2ax 士 arccos smn (zo + 42)) ， 


4 VE 


= 
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(sk= 0,— 1,— 2,.) 
Iné(zo 十 4z) 一 Iné(zo) 


二 2x(x 一 相 土 [arc cos sin(za 十 4z) og sin(lnzo)]. 


V2 V2 
由 此 可 见 , 对 任意 小 的 4z 及 |s 一 上 | 之 1, 均 有 
linélzo+ 4z) 一 me(zo)| 过 2rla 一 寻 一 之 m， 
故 &(z) 在 (0,e) 内 为 间断 函数 . 
但 是 ,对 于 0<z<<ey er 之 6 之 et!*"， 
《4(z) = 本 -op 
对 于 0 二 z 一 eet +t" < . 一， 
S(2) = ote, (b= 0, — 1, — 2,.) 


因此 ,这 时 5(z) 是 连续 函数 . 
3.2.8 拉 格 朗 日 微分 中 值 定 理 
1 二 Ko ps) 
中 ,6 必定 是 zx 的 连续 函数 . 
非 , 例如 ,函数 
_ /zsin(inz), z> 0, 
J z=0. 
对 此 我 们 有 


f(z) 一 了 (0) = zf (6). 
其 中 6 = 6(z) 满足 0<s<z. 
下 面 用 反 证 法 证 明 4 一“(z) 在 任意 小 的 区 间 (0,e) 内 都 是 不 连续 
的 . 
设 5 二 6(z) 为 (0,e) 内 的 连续 函数 .由 于 当 z 关 0 时 ,有 


f(z) = sin(lnz) 十 cos(Inz) = V 2 sin(lnz 十 了 ) 
设 二 = e 1,n 二 1,2,3,…, 则 有 limz, 二 0. 
在 (0,e) 内 任 取 一 点 二 ,由 题 设 可 知 , 存 在 7) (0 过 srD < 之)， 
使 得 


了) 一 FO) 二 HF Gn). 
一 人 一 
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对 于 上 (ri) 来 说 , 必 有 正 整数 入 ,使 得 
0 < zy 一 ez 二 < en). 
再 在 (0,zw) 内 取 一 点 mm, 则 有 4(rz)(0 < &(Ts) 之 +) ,使 得 
f(T2) 一 了 (0) = Tf (8(72)). 

由 假设 4(z) 是 [rz,r] 上 的 连续 函数 , 故 知 6(z) 可 取得 5(72) 与 

5() 之 间 的 一 切 值 . 而 
er) < Try < Ln) 
故 必 存在 Ta(Tz < Ts << r0) ,使 得 *(rs) = zw, 即 
fr 一 了 (0) = mp (E71)) = nf 2) = V2n. 

故 msin(lnr) = W 2 za. 亦 即 sin(lnry) = W 2 ,这 与 |sin(Inz)| 入 1 
矛盾 . 

故 5 = 6(z) 在 任意 小 的 区 间 (0,e) 内 不 连续 . 

3.2.9 若 f(z) 为 (a,b) 内 的 严格 单调 递增 阔 数 ,f(z) 在 (a,5b) 内 
可 导 , 则 必 有 f(z) > 0. 

非 . 例如 ,函数 f(z) =z: 在 (一 1,1) 内 严格 单调 递增 , 且 在 (一 1,1) 
内 可 导 , 但 (0) = 0. 

3.2.10 ”车 对 于 任意 的 z € (a,6), 都 有 也 (z) = 0, 则 在 (a,6) 内 
f(z) 恒 为 常数 . 

是 . 任 取 nz: € (a,b), 且 z < zz 由 拉 格 朗 晶 中 值 定理 可 知 , 必 存 
在 一 点 上 E (zi,z2) ,使 

f(za) 一 f(zD) = f(z 一 z) 一 0. 

故 f(z1) = f(zs), 即 在 (a,b) 内 f(z) 人 恒 为 常数 . 


2. 罗 尔 、 拉 格 朗 日 、 柯 西 定理 
3.2.11 在 区 间 [1,2] 与 [2,3] 上 ,对 函数 
f(z) = (z 一 1)(z 一 2)(z 一 3) 

能 否 应 用 罗 尔 定理 ? 

解 ”首先 容易 验证 f(z) 在 [1,2] 与 [2,3] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 : 
1) 有 理 整 函数 在 (一 co, 十 c) 内 连续 , 必 在 [1,2]、[2,3] 上 连续 ;2〉 
f(z) 在 (1,2)、(2,3) 内 可 导 , 且 

下 全 《z 一 2)(z 一 3) 十 = 3 二 二 A 1)(z — 27 

和 : 苯 
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3) f(1) = f(2) = 0,f(2) = f(3) = 0. 
其 次 ,为 验证 罗 尔 定理 的 结论 对 f(z) 在 [1,2J、[2,3] 上 成 立 ,由 
(7z) 二 3z? 一 12z 十 11 二 0 不 难 解 出 


i Vm-4X3x1l_ ,V3 
2X3 地; 
其 中 避 一 2 一 委 半 在 (1,2) 内 :1<< 二 一 2 一 妇 这 <<214 一 2 十 人 


在 (2,3) 内 :2 过 6 二 2 3, 即 在 (1,2) 内 确 有 一 点 4 在 所 处 


了 了 (5) = 0; 在 (2,3) 内 确 有 一 点 ,在 6 处 所 (&,) 一 0. 

3. 2. 12 ”验证 函数 f(z) 二 zx 十 4x: 一 7z 一 10,z € [一 1,2], 满 足 
罗 尔 定理 的 条 件 ,并 确定 4 的 值 . 

解 ” 由 于 函数 f(z) 在 区 间 [ 一 1,2] 上 连续 且 有 导数 ,并 且 f 了 (一 1) 
二 f(2) = 0, 所 以 罗 尔 定理 成 立 . 由 所 (x) 一 3z? 十 8z 一 7 二 0, 求 出 


ER 显然 ,x 一 4 [一 1,2], 而 
zy 一 一 V37 。 [一 1, 故 4 二 4 二 27， 


3. 2. 13 ”对 于 函数 f(z) = Y8z 一 卫 , 在 区 间 [0,8] 上 能 否 应 用 罗 
尔 定理 ?这 时 上 取 何 值 ? 

解 ”由 于 f(z) 在 闭 区 间 [0,8] 上 连续 ,在 开 区 间 (0,8) 上 有 导数 
f(z) = (8 一 2z)/3 YC8z 一 z5:, 并 且 ,f(0) = f(8) 一 0, 从 而 罗 尔 定 
理 成 立 . 令 p(z) 二 0 得 6 二 4. 

3. 2. 14 已 知 函数 f(z) = Y(z 一 8)?, a 二 0,56 二 16. 且 有 f(a) 一 
f(b) 二 4. 然而 导数 请 (z) = 2/3 Yz 一 8 在 区 间 (0,16) 的 每 一 个 点 上 
都 不 等 于 0, 问 这 是 否 与 罗 尔 理 矛 盾 ? 

解 ”不 矛盾 . 由 于 在 z 二 8 处 函数 的 导数 不 存在 ,从 而 罗 尔 定理 的 
条 件 不 满足 . 

3. 2.15 ”对 于 函数 f(z) = 1 一 Vz ,在 [一 1,1] 上 能 否 应 用 罗 尔 
定理 ? g 
解 ” 因 (0) 不 存在 , 故 不 能 应 用 罗 尔 定理 ,所 以 不 一 定 存 在 E 


一 884 一 
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(一 1,1), 使 F (6) = 0. 
事实 上 ,F(z) = 一 2/3 YYz = 0 无 解 . 


3.2.18 ”对 于 函数 
z, 0<z<+i， 
2 
f(z) 1 
1—z, 二 <z 委 1 
能 否 应 用 罗 尔 定理 ? 


解 ” 罗 尔 定理 的 条 件 (1)、(3) 都 满足 ,但 条 件 (2) 不 满足 :在 
(0,1) 内 的 > 一 读 处 导数 不 存在 , 故 在 (0,1) 内 使 (6) = 0 的 点 6 不 


一 定 存在 .事实 上 
1,0<z 芝 十 ; 
f(z)= 


1 
一 ll, <<l. 


故 不 存在 € (0,1), 使 f(E) = 0. 

3. 2.17 在 区 间 [0,1] 上 ,对 函数 f(z) =arctgz 能 否 应 用 拉 格 朗 日 
中 值 定理 ? 

解 f(s) 在 [0,1] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 :1) 在 [0,1] 上 


连续 ;2) 在 (0,1) 内 可 导 且 了 (z) 一 TH 
由 f(D 一 了 (0) 二 了 (8)(1 一 0) 或 斤 一 0 让 中 可 解 出 


/= 二 =, 它 在 0,D:0<<=Aj/4 二 < < 1, 且 使 拉 格 朗 日 公式 成 


立 :f(1) 一 f(0) = 也 (人 (1 一 0). 
3. 2. 18 ”对 于 函数 


3 二 ， 0 委 z<<1 
f(z) = 


+, 1<:<2, 


能 否 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ?这 时 & 取 何 值 ? 
解 ”容易 验证 ,f(z) 满足 拉 格 彰 日 中 值 定理 的 条 件 . 故 拉 格 朗 日 
中 值 定理 成 立 . 于是, 必 存在 一 点 《 €E 《0,2) ,使 得 
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f(2) — f(0) 一 了 (2 人 )。(2 一 0)， 


bl 
f(2) 一 f0) 了 2 1 
即 f(8) 2 一 0 3 所 到 
另 一 方面 ， 
—z, 0<z<l 
ro-1 吉 ,，1<z<2 
令 P(z) 一 一 去 ， 解 得 za 一 于，z 一 V2,zm=-- V2, 
因 zvza E (0,2), 故 可 取 s 二 动 或 $= V2 
3.2.19 ”对 于 函数 
ee 位 z € (0,o); 
0,，z=0, 
能 否 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ? 


解 ” 因 z 一 0 是 f(z) 的 间断 点 , 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 不 满足 , 故 结 
论 未 必 成 立 . 事实 上 ,因为 
f(a) 一 了 (0) 
2 一 人 
而 (2) = 二 <<0, ze (0,o), 故 了 (2) 一 点 在 (0,o) 内 无 解 ,从 而 清 


足 P(5) 一 点 的 * 不 存在 . 


3. 2. 20 ”对 于 函数 y = |z 一 11 ,在 区 间 [0,3] 上 能 否 应 用 拉 格 朗 
日 中 值 定 理 ? 
解 因 y(1+)=1, yw(-) 一 一 1,， 所 以 函数 y= |z 一 1| 在 

z 二 1 处 不 可 导 . 故 它 不 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 (2), 因 此 ,定理 
的 结论 不 一 定 成 立 . 事实 上 ,因为 

fF)_2-1_1 

3 一 0 3 9 

bss 1J] 上 的 导数 恒 为 1， 在 [1 的 号 和 但 约 一 1, 从 而 满 


尽 #(4) = 襄 的 4 点 不 存在 ，， 


= 二 > 0， 


$ 2 中 值 定 理 


2 
20 十 一 ， 0<z<2 


2 “在 [0， 们 上 满足 拉 
# 二 EE 2<zr<4 
格 朗 日 定理 的 条 件 ,并 求 出 中 值 公式 中 的 

解 ” f(z) 为 分 段 函数 ,在 [0,2],(2,4) 内 f(z) 连续 且 可 导 . 现 先 讨 
论 在 z 二 2 处 的 思 续 性 和 可 导 性 


3. 2. 21 验证 f(z) 一 | 


tim f(s) = 加 (G+) = 3 Jim Ca = lim 20 庆 二 一 3 
-2 
1 
所 以 f(z) 在 z = 2 处 连续 . 
i 2 _2)ol1 
又 了 C2) = 四 G+2 = 各 0 一 加 = 井 ， 
了 (2-) 一 mc - lim 笃 = 于 
2 一 
所 以 f(z) 在 = 一 2 处 可 导 ， 
总 之 ,f(z) 在 [0,4] 上 连续 ,在 (0,4) 内 可 导 . 
由 拉 格 朗 日 定理 ， 
4) 一 KK0) = 了 (04 了 一 下 一 PC64, 了 (9) 一 去 . 
子 ， 0<z<2; 
而 f(z)= 2 
1 一 去 ， 2<zr<4. 


车 s 在 (0,2] 中 , 则 后 一 去 心 一 2 车 在 (2,4) 中 , 则 1 一 各 一 
6 二 土 2. 所 以 = 2. 

3. 2. 22 ”证 明 :对 函数 f(z) = pz? 十 gz 十 + 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 
时 所 求 得 的 点 “总 是 位 于 区 间 的 中 点 处 . 

证 设 f(z) = pz? 十 gz 十 ?是 定义 在 区 间 [o,5] 上 的 一 个 二 次 三 
项 式 . 所 以 它 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 . 故 存在 一 点 6 € (a,b) ,使 
得 

人 
一 ?十 e) 十 9q， 
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第 三 章 “一 元 函数 微分 学 


又 由 f(z) = 2pz 十 4 得 
也 (2) 一 225 十 4. 


由 286 十 g 二 C5 十) 十 9 可 得 5 二 “和 即 $ 为 区 间 (a,5) 的 中 


点 . 
3. 2. 23 已 知 两 个 点 :4(1,1),B(3, 一 3). 试 在 曲线 y= 2z 一 妇 的 
48B 弧 上 找 一 点 人 M, 使 曲线 在 该 点 的 切线 平行 于 避 4B. 
解 ” 对 所 有 的 zE (一 coyco) ,函数 f(z) = 2z 一式 连续 且 有 导数 . 
这 里 4 点 的 模 坐 标 4a = 1,B 点 的 横 坐 标 4 = 3. 据 拉 格 朗 日 定理 ,在 区 间 
(1,3) 内 可 以 找到 一 点 5, 使 
f(8) 一 fla) = f (6) (4 — a), 
其 中 了 (z) = 2 一 2z. 于 是 由 上 式 得 ， 
f(3) — f(1) = f (6)(3 一 1). 
即 有 一 4== 4(1 一 6),&== 2. 又 f(2) = 0. 故 所 求 点 为 M(2,0). 
3.2.24 ”如 下 证 明 柯 西 中 值 定理 是 否 正 确 ? 
根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 $ € (a,b) ,使 
ff(b) 一 fla) = fF (6) Cb — a) 及 9g(b) — g(a) = 9 (8) (2 — ao), 


所 以 g(6) —ga) gE a) ge) 

解 ”不 正确 . 因为 当 f(z),g(z) 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 时 ， 
对 于 函数 f(z), 存在 E (a,8), 使 fb) 一 了 a) 一 也 (6)G 一 os)， 对 于 
函数 g(z), 存在 7E (a,b)， 使 g06) 一 g(a) 一 9 (CD)G 一 o). 一 般 地 ， 
天 人 

3. 2. 25 ”对 于 函数 f(z) = sinz,g(z) = cosz,z € [0, 子 ]， 柯 西 定 
理 是 否 成 立 ?这 时 上“ 取 何 值 ? 

解 ” 在 [0, 也 ] 上 ,函数 f(z), glz) 连续 可 导 , 且 在 (0, 子 ) 内 


9 (z) = 一 sinz 天 0, 故 柯 西 定理 成 立 .于 是 有 6 E (0,- 了 ) ,使 


sin TT 一 sin0 

f(6) 一 fa) _ 2 
9(b) — gla) eT 
2 


$2 中 值 定理 


即 1 一 -oo ctee 一 1， 
由 此 可 得 
一 于 E (0,3). 
3. 2. 26 ”对 于 函数 f(z) = zz,g(z) = zzE [一 1,1], 柯 西 定理 是 
否 成 立 ? 
解 。” 因 g'(z)|:-o= 3z?|,-o 一 0, 定理 的 条 件 不 满足 , 故 柯 西 定理 
的 结论 不 一 定 成 立 . 事实 上 . 


f(D-f-D)_o 
g(1)— gy(—1) 
fl)_2 

而 Pre nl ah 

故 f(0) 一 Ta) f(z) (20). 


9g(b) — g(a) ” gy' (7) 
3.2.27 设 函数 f(z),g(z) 在 (a,8) 内 可 微 , 又 f(a+),f 了 (6-)， 
g(a+),g(5-) 皆 存 在 ,而 且 w (z) 关 0,zE (a,b). 证 明 ; 在 (a,5) 内 存在 一 
点 c, 使 
14) — flat) _ Fe) 
9(6-) — gat) 9 
证 在 [a,5] 上 定义 函数 
flz), zE€ (a,b) 
F(z) = fe T= ay 
f(6°), z=b; 
g(z), zEG (a,b); 
和 G(z) = fe =a 
g(6"), z= 6. 
对 F(z) 和 GCz) 在 [a,5] 上 应 用 柯 西 定理 , 即 得 
了 0) — flat) (Cc) 
ggar) 一 re a<cec<b, 
3.2.28 ”4B 是 曲线 z= By 上 的 一 段 弛 , 其 中 4 点 和 8 点 分 
别 对 应 于 参数 :一 1 和 14 二 3. 试 在 48 上 找 一 点 W ,使 曲线 在 该 点 的 切线 
平行 于 弦 48. | 


7 


a<ec<b. 
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解 ”人 妇 弦 的 斜率 为 !3 二 区 1 ,而 曲线 在 W 点 (f 一 全) 之 切线 的 


斜率 为 (名 ,其 中 = Zh = BF. 
为 了 求 8, 应 用 柯 西 定理 ,得 
(3) — yg(1) _ (6) 即 27 一 二 3 13 3 
zz) zd)’ Noi 34 ~ 2 


所 以 s= 世 € (1,3). 
将 :一 《一 翁 代 入 曲线 的 参数 方程 ,得 到 


故 所 求 的 点 为 W(3R ,3 于) 

3.2.29 设 f(z),glz),hlz) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 证 
明 : 必 存在 一 点 slo 过 5 过 ,使 
fla) g(a) h(a) 
TCD) gb) AD) 
FE) 9 CE) HE) 
并 由 此 说 明 拉 格 朗 日 中 值 定理 和 柯 西 定理 都 是 它 的 特例 . 

证 作 辅 助 函 数 


一 0， (1) 


f(a) gla) h(a) 
f(D) gb) AD 
f(z) 9g(z) h(x) 

容易 验证 , F(z) 在 [a,5] 上 连续 , 在 (a,6) 内 可 导 , 且 F(a) = F(6) 
一 0. 由 罗 尔 定理 知道 , 必 存 在 一 点 4E (a,5), 使 (8) = 0, 即 

fla) g(a) hCGa)| 
HEE 
se 


F(z) = 


了 (8) gCb) hb) 
flz) 9(z) hl(z) 


由 此 部 得 (1) 
当 取 h(z) = 1,g(z) 二 z 时, (1) 式 成 为 
fla) a 1 
fG) 5 1|=0, 
f(s) 1 0 


§ 2 中 值 定 理 


即 是 


区 一; = f(a) = (8). 


当 取 hh(z) = 1 时 ,(1) 式 成 为 
fla) gla) 1 
fG) 9G) 1 
了 (CE ys) 0 
即 在 ba,5) 内 9 (z) 天 0 时 ,有 
f(b) — f(a) 了 了 (人 ) 
g(b) 一 9(o) 9 
从 和 欲 证 的 结论 出 发 , 设 相应 的 辅助 函数 ,借助 已 有 的 定理 来 证 明 需 
要 的 结论 ,是 一 种 常见 的 论证 方法 . 不 少 问题 可 以 这 样 处 理 . 
3.2.30 设 f(z) 在 [a,8] 内 有 有 界 的 x 十 1 阶 导 数 , 且 f"*(a) 关 0. 
证 明 : 拉 格 朗 日 余 项 形式 的 泰勒 公式 
fa 十 四 一 fo) 十 好 (ao) 十 … 十 


中 的 8 满足 


名 Vo) 十 WL = 


Gl trom (+O) 


| 
0 1 二 二 
证 令 w(z) 一 fbD) 一 f(z) — (6 — 7)F (7) 
Wy 
一 DTrf "®, 
Pz) 一 (一 ap(z) 一 地 一 z)p(a)， 

于 是 9(a) = 9(4) = 0. 

由 罗 尔 定理 可 知 , 存 在 0 二 9 之 1, 使 (a 十 64) = 0, 即 有 拉 格 朗 
日 公式 


fa 十 月 一 Ka + + + 
FC 一 0: 。 
tm-Drf J(a 十 0)， 


又 由 泰勒 公式 知 ， 
fat 9) = f(a) + ft (a 00k)0h, 0 一 0 <1， 
代入 上 式 得 


fa 二 有 一 TO 十 好 toe 让 入 和 页 时， 
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如 六 (da) (1 一 0 下 Wti(l — 0)°-!0 


ta 让 


另 一 方面 ， 
f(a 二 有 二 fa) 十 hf (a) 十 … 十 


» ftd(a + O06h). 


keV (a) 


Ca 一 了 )! 
fo(a) je+Ifoe+D(a 十 0,h) 
二 ev ，»0<0<1, 
比较 两 式 , 得 
LR ll 2 ee Treo OT] 
eg [fa) 十 hf +n (a + 010) 1 


_ pF hf + D(a + bo 
= 二 [ro + wt ] 


又 f(a) 关 0, 故 


ed FO) 十 一 forpGa 十 0] 
so nn 十 1 » 
1— "Vnl Fa) TF roa TF 90 


由 于 foe+5(z) 有 界 , 故 


3.2.31 设 f(z) 在 [a,5] 上 x 一 1 次 连续 可 微 ,在 (a,5) 内 有 n 阶 导 
数 ,证 明 施 勒 密 赫 一 颂歌 余 项 的 泰勒 公式 


f(z) 一 SO 一 十 RCz)， 


t+ 二 


其 中 余 项 
及 (z) 一 G+ — Oz 0,0<o<Ll. 
证 令 
PD = FD -I -GD 
RB) 一 Fa 一 Ha) GD) 
! > 
于 是 有 
PO = RD PD = 0 WD =— Te 
在 区 间 (a,z) 上 应 用 柯 西 定理 ,得 


~ $62 二 


§ 2 中 值 定理 


2(z) — po) _ pe) 
WH) WO Se 


因为 p(z),%(a) ,9 (0) 已 知 , 令 %(z) = (z 一 202 > 0, 于 是 
%(z) 一 0, $a) = (z 一 a)?, YW (2) =— plz 一 271 
从 而 RCz) = nc 一 oz 一 oa<c<<zi 
令 c=a+ez 一 ,0<9<l,z 一 c= (1 一 0)(z 一 qa), 于 是 ， 


Bz) = + do a), 0<0<l. 
(nx—1)!y 


3. 2. 32 设 函 数 f(z) 在 有 穷 或 无 穷 的 区 间 (%,2) 中 任意 一 点 = 处 
有 有 限 的 导数 也 (z), 且 lim f(z) 一 lim f(z), 证 明 :在 (a,5) 中 存在 一 点 


0; 使 fF(c) 一 0. 

证 ” 当 (a,b) 为 有 穷 区 间 时 , 设 

_ /f(z), z € (a,b); 
rw = 人 xz 二 

其 中 4= Mf Ji 了， 显然 ,F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 
导 , 且 PCo) 一 PCD). 由 罗 尔 定理 可 知 ， 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 
F'(c) 二 0, 而 在 (a,5) 内 有 F(z) 二 所 (z), 所 以 fF(c) = 二 0 (a<e< 
b). 

现 设 (a,b) 为 无 穷 区 间 , 车 a = 一 co 一 十 co, 令 

z= (一 于 <t< 子 )， 
则 对 由 函数 f(z) 与 > = tgt 组 成 的 复合 函数 
g(t) = f(tgt), 

ON 内 满足 题 设 的 条 件 . 仿 前 面 的 讨论 易 知 , 至 少 存 


在 一 点 bt E (一 子 ， , 屯 ) ,使 
9 (to) = fr (c)secih 一 0， 
其 中 c= tgto- 由 于 secz 天 0, 故 请 (ec) 一 0. 


车 4 为 有 限 数 ,5 = 十 co , 则 令 和 > maxfa,0}, 且 z 一 w= 于 
是 ,复合 函 教 g(D) 一 用 各 二 22] 在 有 穷 区 间 (cvto) La 
一 863 一 
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仿 前 面 的 讨论 可 知 ,存在 一 点 € (a,5) ,使 


一 bo(bo — a) 
g(t) = f(0). (二 人 


其 中 = 你 二 98 显然 ,ae<e<< 十 co. 由 于 名 人 一 全 > 0, 故 有 了 (o) 
一 0. 


对 于 “一 一 oo0,b 为 有 限 数 的 情形 ,可 类 似 地 证 明 . 
注 ”本 题 可 以 看 作 是 罗 尔 定理 的 推广 . 
3.2.33 ”证 明 :如 果 函 数 f(z) 的 导数 扬 (z) 在 [a,5] 上 连续 , 则 必 
存在 常数 工 > 0, 使 
1f(z) 一 f(z2)1 < LI z2) ,2,723 € [a,b]) 
证 设 z,zz 为 [a,5] 上 任意 两 点 ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
f(z1) 一 f(za) 二 所 (6)， (zi 一 12),， 在 zi 与 zz 之 间 ， 
又 (zx) 在 [a,5] 上 连续 , 故 了 (Cz) 在 [a,5] 上 必 有 最 大 值 , 设 为 , 则 
1P (6)1 声 工 .由 此 可 得 
|f(z) 一 fz2)| = | 了 (人 1。 |z ~ zl SL — zl. 
3.2.34 车 f(z) 在 (0,1) 内 可 导 ， 且 有 最 大 值 1, 最 小 值 9, 证明， 
在 (0,1) 内 至 省 有 一 点 5, 使 操 (8) 1. 
证 设 f(z) = 1, f(ze) = 0, 应 用 拉 格 朗 自 中 值 定理 ,得 
f(z) 一 flz2) 一 了 (6)。(z 一 zz)， 
其 中 8 位 于 zi 与 x; 之 间 , 从 而 € (0,1). 由 此 即 得 
1 = |f(z) 一 f(z2)| = IF (6)| Jz 一 za < FE), 
即 lf (OI>1. 
3.2. 35 ” 设 函 数 f(z) 在 [oa,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 微 ,f(a) = 了 (5) 
二 0, 设 M = max{|f(z)||z 本 La,6j}, 证 明 :存在 一 点 E€ (a,b) 使 
If (0)| > 


一 0， 


a 
a) ja 
证 设 jf(z0)| = MM, 则 zoE€ [c,d], 其 中 [c,d] 是 区 间 [a, 六 \ 


[4 坟 , 执 中 的 某 一 个 , 草 设 a E [sd] 满 是 fz) 一 0 


全 全 天 存在 一 点 *E (c,d) C (a,5) ,使 
= 7D = lf 一 fco1， = [FO lz 一 za 
a pe A a 


:hk D2 


一 384 一 


§ 2 中 值 定理 


SFO del= IP) 
由 此 即 得 
if 1 


3.2.36 若 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 且 不 恒 为 
常数 ,证 明 在 (a,b) 内 必 存 一 点 5, 使 了 (8) > 0. 

证 法 1 因 f(z) 关 #, 所 以 在 (a,b) 肉 必 有 一 点 ,使 f(c) 关 
f(a). 

车 fle) > fa), 在 [a,c] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 


7 (0 一 了 一 >0, se€ (0). 
车 flc) 之 f(a) = f(6), 在 [c,8] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 
(CD = 了 二 Te > 0, &€ (0b). 


无 论 f(c) 大 于 或 小 于 > = 一 了 (5), 在 (a,6) 内 都 存在 一 点 5 使 
了 () > 0. (以 上 两 次 应 用 拉 格 郎 日 定理 ,因为 f(z) 连续 、 可 导 , 其 条 件 
是 具备 的 ). 

证 法 2 反 证 法 . 设 对 (a,b) 内 的 每 一 点 都 有 也 (z) 过 0. 在 Ca,8) 内 
任 取 一 点 z, 在 [a,z] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 

f(z) 一 f(a) = fF(6) (roa) <0, 

即 f(z) < fla); 
因 f(zx) 不 恒 为 常数 ,z 为 (a,b) 内 任 一 点 ,所 以 在 (a,5) 内 总 可 以 找到 一 


点 am, 使 


f(z0) < fla). 
在 [zo,8] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 
区 f(b) — f(z0) 一 了 (5)G 一 zo) 入 0， 
即 TCD) < f(zo)， 
所 以 有 f(8) < f(zo) < f(a), 这 与 f(a) = fb) 矛盾 ,命题 得 证 . 
3.2.37 设 f(z), 了 (z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , fr(z) 在 开 区 间 
(a,b) 内 存在 ,车 f(a) = TCD) 一 0, 且 存在 一 点 cla 之 c 过 ,使 得 
To) < 0, 证 明 : 在 (a,5) 中 存在 一 点 $, 使 得 疡 (5) > 0. 
证 ,分别 看"90: 与 [可 .二 用 拉 次 朋 日 电 值 定理 ， 有 二 


— 5— 
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fe) 一 fa) 


及 {OHO pe), < 总 < 和 


因为 fc) < 0,f(e) = 了 (8) = 0, 所 以 (61) 之 0, 了 (8&1) > 0. 
再 在 [51,62] 上 使 用 中 值 定理 ,有 
fe fs 二 下 = (8), 4 < 一刀 
故 有 Pr(5) > 0,(a 之 之. 
3.2.38 设 (1) f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,是 f(a) = f(b) = 0; 
(2) f(z) 在 (a,5b) 内 有 一 阶 导数 户 (z), 且 f(z) 在 a 点 的 右 导数 
fi+(la) = lim " ff 二 >0 


set 


(3) f(z) 在 (a,6) 内 有 二 阶 导数 人 7(z) ， 
证 明 :在 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 5, 使 所 (5s) 之 0. 
证 ”由 (1) 与 (2) 得 
im {2 = Ta 一 lim an 2 4 > 0, 
由 极限 的 保 号 定理 林 知 ， 必 存 在 一 个 交 荔 小 的 正 数 7, 使 得 在 (a,a 十 7) 
上 总 有 光 22 > 0, 又 z 一 a> 0, 故 f(z) > 0. 于 是 ,在 (ova 十 办 内 总 可 


取 一 点 zo, 使 f(zo) > 0. 
在 [a,zoj 和 [zo,8] 上 对 f(z) 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 有 
二 ps), LOH py), 
其 中 4 过 5 过 zo 过 名 之 4. 由 题 设 条 件 7 = 了 (6) 一 0 以 及 前 面 结果 
f(zo) 之 0, 得 


=f(8), a<é<es 


了 了 (5) > 0,7(8) <0. 
再 在 [4,6] 上 对 F(z) 应 用 拉 格 日 中 值 定理 , 即 得 


Pe) = SD 一 GD < 0， 


6 一 名 
其 中 a<4<s< sr<b. 
3.2.39 若 当 z 之 a 时 有 |f(z)| 和 9 (2)， 试 证 当 z 之 a 时 恒 有 
Je) 一 ,f(g)| SE 9(z) — gba). 
证 设 w(z) 9(z) 一 了 z), 在 [a,z] 上 应 用 中 值 定理 ,有 


| 


§ 2 ”中 值 定 理 


g(z) 一 p(a) = ¥ (Oz — a) 
=[¢(0)— F(z— a), ao<é<z. 
因为 一 y (6) 过 FC) 之 9 (6),z>a, 所 以 gp(z) 一 gla) 之 0, 即 
g(z) 一 f(z) 一 [g(a) 一 f(a)] > 0， 
亦 即 9g(z) — g(a) > f(z) 一 f(a). 
或 写成 f(z) 一 f(a) < 9(z) 一 9g(ao). . (1) 
再 设 %z) = g(z) 十 f(z), 且 在 [a,z] 上 应 用 中 值 定理 ,有 
pz) 一 $a) = Ez a) = [9+ — a)>0. 


即 gz) + f(z) 一 [g(a) 十 f(o)] > 0， 
亦 即 f(z) 一 fla) >— {9(z) — g(a)}. (2) 
联结 (1)、(2) 便 有 
一 {g(z) — g(a)} < f(z) — fla) < {g(z) — g(a)}. 
亦 即 |f(Gz) 一 f(@)| < 9(z) 一 9(Co). 


3. 3.40 设 f(z) 是 单调 增加 的 可 微 函 数 ,而 且 当 z 之 zo 时 有 
Il9(z)| 过 |F(z)1. 证 明 : 当 z 之 zo 时 ， 
|9(z) — g(z)| < fz) 一 flz0). 
证 由 柯 西 中 值 定理 知 ,存在 一 点 c,zo。<。c<<z, 使 


9(z) — gz0)) _ ,1g (0) 
Iral 一 [Fo < 二 


故 |9(z) 一 9(zo)| < |f(Gz) 一 f(z0)| = f(z) 一 f(z0). 
3.2.41 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 微 ,又 f(z) 为 非 线 
性 亢 数 ,证 明 :存在 一 点 c, a。 二。 二 5, 使 


ICO1> 1 二 克 21、 


证 法 1 令 P(G) = fp) 一 To) 一 了 二 了 dz , 


则 F(z) 在 [a,5] 上 不 恒 为 常数 ,上 且 PCa) = F(6) = 0. 故 存在 ceE (ob)， 
使 PCc) 关 0. 车 Plo) > 0, 在 [acq] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 
PF'(S) (0 一 四 一 PC) — FO)>0, a<&<a, 
即 严 CD > 0， 了 (CD > 22 =A. 
再 在 [5,c1] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 
Pe) = Hc axedb ， 


一 种 一 
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即 f(6:) sb 
后 ,PC 过 | 了 (15 
人 Es (re > lf (91, 
于 是 有 17 (oO1 > 了 和 一 了. 
同 理 可 讨论 P(cD) < 0 的 情形 . 
证 法 2 不 妨 设 f(6) 之 f(a). 若 所 (z) 在 (a,5) 内 无 界 , 则 不 等 式 显 
然 成 立 . 故 设 | 也 (z)| 在 (a,8) 内 有 界 , 令 M 一 sup 1 (z)|, 再 设 
F(z) = f(z) — f(a) 一 MGz 一 al),ao<z<0. 
注意 到 F'(z) = 也 (z) 一 M0,a 二 + 过 5, 因 此 F(z) 在 (e,5) 内 单 
调 不 增 , 而 且 存 在 一 点 5E (a,5) ,使 
FE)=f()— M<O. 
若 不 然 , 则 有 Fr'(z) = 所 (z) 一 及 一 0 了 (z) 一 MzE (a,b), 这 表明 f(x) 
为 线性 函数 ,这 与 题 设 矛盾 . 
于 是 有 P(e) < 0，F(G) < F(2) < 0, 即 
f(b) 一 fla) 一 MG — a) < 0. 


所 以 oY-HY < n. 
， 选 取 se > 0, 使 得 
0 区 二 一 W 一 a<A， 
据 上 确 界 的 定义 ,存在 。 € (a,5) ,使 
If(OISM—-6> 


同 理 可 证 f(2) 过 f(a) 情形 . 
3.2.42 设 fGD 在 Lz,z 十 门 > 0) 上 二 次 可 微 , 又 re [0,1]， 
证 明 : 存 在 9E (0,1) ,使 得 


JG 十 砚 一 rz 十 月 十 (1 一 DG) 十 全 rr 一 DP(z 十 的 
证 若 *=0 或 1, 则 9% 可 取 任意 值 .不 妨 设 * E (0,1), 于 是 
2 
与 rr 一 1D 天 0, 令 


< 区 — f(a) 
> :+ 


f(b) — f(a) 
b—@e “ 


PO f+ + 0 De 
| 一 s68 一 


§ 2 ”中 值 定理 


0<i<1, 
其 中 f(z Wh) 一 + 一 TDTCz) ， 


号 rr — 1) 


于 是 , F(0) = PCr) = F(1) 二 0, 两 次 应 用 罗 尔 定理 , 则 存在 6 € [0， 
1], 使 P"(6) = 0, 即 c= 扬 (z 十 66), 代入 F(T) == 0, 得 


f(z 十 矶 ) 三 Tf(z 十 有 十 (1 一 7)f(z) 十 te 一 DF(s 十 0%). 


注 ”我 们 再 应 用 上 述 方法 求 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 余 项 . 
设 f(z) 是 给 定 的 函数 ,zo,z1,…,z, 是 4 十 1 个 相 异 的 点 .f(z) 在 这 
些 点 的 值 相应 地 记 为 ,所 ,… ,下 . 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 y(z) 是 次 数 不 
超过 4 的 多 项 式 , 且 y(z) = 天 站 一 0,1,…，,n. 插值 多 项 式 的 余 项 为 
E(x) = f(z) 一 y(z). 
设 [a,5b] 是 包含 点 z,zo,z4,…，,z, 的 闭 区 间 . f(z) 在 [a,b] 上 有 
RR 十 1 阶 导数 forfb(z),z 天 mo 丰 一 0,1,2,…n. 令 
9 = f(0) — y(t) 一 tr(bD， 
其 中 #2 = (一 210) 一 20)…(t 一 和 z),k 是 常数 ,使 得 t= 二 zx 时 ， 
f(z) — y(z) 一 kx(z) = 0. (3) 
于 是 9(0 在 t= zoz…,zoz 这 十 2 个 点 处 为 0. 重 复 利用 罗 尔 定理 ， 
得 出 


ge+D(b = forb(b — k(n 1)! 
应 在 (a;8) 内 某 一 点 “处 为 零 . 即 有 


fo) 
FD 
再 由 (3) 得 
Fe) 
E(x) = FD x(z). 
这 里 顺便 给 出 拉 格 朗 日 多 项 式 的 形式 : 
yz) 一 6(z) 到 十 (2) 二 十 … 十 4Cz) 天 ， 
其 中 心 一 到 加 ,而 6D 一 了 TG 一 ,4 一 0,1,2,… 


Pe 


3.2.43 设 f(z)， yz) 在 (ce 内 * 次 可 微 , 在 [o,5] 上 fw 一) 次 
连续 可 微 , 令 am E [a,5], 证 明 : 对 任意 的 z 6， [¢»0], z 关 zos 存 在 人 ， z< 
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56 过 zo 或 zo 过 $< 之 z, 使 得 
党 
[1 2 Te- 
ee 


= fo(6)[g(z) 一 SS Cs -ao 
证 ” 设 zo 二 5, 固 定 ,定义 函数 
一 
三 二 
F(t) = f(02) + 之 0 


rd 
GW = 90 + DT te [zz]， 
ml 


H() = PCD[G(z) .一 G(zo)] — GDLF(z) 一 PCzo)]， 
则 五 (zo) == 且 (z),H(2) 在 [zo,z] 上 连续 ,在 (zo,z) 内 可 微 ,根据 罗 尔 定 
理 , 存 在 5 € (zo,z) ,使 H'(&) = 0, 即 等 式 成 立 . 
3.2.44 设 f(z) 在 [a,5] 上 (zp 十 9) 次 连续 可 微 ,在 (a,b) 内 有 
(十 9 十 1) 阶 导数 , 且 有 
f(a) = f(g) = = f(a) 一 0， 
f(6) = f (0) = = f°0(6) = 0, 
证 明 : 在 (a,8) 内 至 少 存在 一 点 c, 使 得 f+'+?(c) 一 0. 
证 不 妨 设 p 志 4. 因 为 f(a) = 了 (4) = 0, 由 罗 尔 定理 可 知 ,存在 a 
之 cu 过 5b, 使 得 (en) = 0. 
又 了 (a) == (5) = 0, 再 由 罗 尔 定理 可 知 ,存在 o<< ca < cuycu 过 
cm 之 5 使 人 (ca) = r(czs) = 0. 
依次 类 推 ,可 求 出 点 列 
a<o<co<…<co 一 5 
fo(cn) 一 0,G 一 1,2,.,7). 
再 据 假设 fF”(a) = fm(6) = 0, 由 罗 尔 定理 可 知 ,存在 点 列 
CH or orn <b, 
使 得 了 e+D(c+ii) = 0, (i = 1,2.%,8 十 1). 
又 9+2(b) 一 0, 再 由 罗 尔 定理 可 知 ,存在 点 列 
C+21 Ot22 < < c++ 
使 得 fo+D(crta = 0, (i= 1,2,.,7 十 1). 
依次 类 推 ， 存在 点 列 


| e+e-poi 二 are-os 二 全 < rte-pt1 <b, 
| 一 3 一 
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使 得 fo(e) = 0, (i=1,2,,7++ 1), 
再 由 f(b) 一 0, 仿 前 可 证 ,存在 点 列 
Btls ots 
使 fo+D(co+rt) = 0, (i= 1,2,.…,? + 1). 
仍 由 罗 尔 定理 ,存在 点 列 


cr+21 Sorta Lotz 


使 fo+2(c+z) 一 0， (i = 1,2,. ,7). 
再 依次 类 推 ,存在 点 列 
CH+p1 < rte = Co+n2y 


fetn(erd) = 0, (i= 1,2), 
故 最 后 有 a < e<< 包 使 fo+r+D(e) = 0. 
3.2.45 设 f(z) 和 9(z) 在 (a,b) 内 可 导 , 且 f(a) = f(6) = 0， 
求证 :存在 一 点 5E (a,5) ,使 
了 了 () + f(g (CE) 一 0. 
证 欲 证 所 (6) 十 f(5)9 (8) = 0, 只 要 证 
eH[F (6) + fl)g (6)] = 0, 
即 (f(z)er2) | = 0. 
为 此 作 辅 助 函 数 F(z) = f(z)e 中 ,就 有 
PFP'(z) = f(z)e'® 十 f(z)ero2g (z) = eH F(z) + f(z) (7)]. 
显然 ,F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ; 且 由 条 件 f(a) = f(2) 
一 0 知道 : 
Fla) = fla)er® 一 0， F(b) = f(b)e (6) = 0， 
即 F(a) = F (6). 
由 罗 尔 定理 可 知 , 存 在 一 点 6€ (a,5b) 使 严 (6) 一 0, 即 
eoLF (5) + f(y (6) = 0, 
因为 ae 中 取 0, 所 以 所 (86) 十 fC(6)9' (6) 一 0. 
3.2.46 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,8) 内 可 导 , 如 果 a 宇 0, 证 
明 :(a,5b) 内 存在 三 个 数 zzz,zs, 使 等 式 


了 Cr) 一 f(s) 
fl) = B+ = 0+bato) sn 


成 立 . 
证 f(z) 在 [a,8] 上 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 , 故 至 少 存在 一 点 z 
E (5) ,使 


一 371 一 
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地 三 fo - f(z). CD) 
令 Pa) 二 f(z)， 0(z) 二 才 , 显 然 它们 在 [a,6] 上 满足 柯 西 中 什 定 

理 的 条 件 , 故 至 少 存在 一 点 zz € (a,b), 使 
1 1 -Pi 

rd 
秃 令 (2) 二 DG) 一直, 显然 它们 在 [a,6] 上 也 都 满 是 柯 西 中 
值 定理 的 条 件 , 故 至 少 存在 一 点 zs € (a,6) ,使 
TCD) — fla) _ F(z1) 而 

人 

-由 (1),(2),(3) 式 可 得 

Pl) = B+) (+t 了 


3. 2.47 ” 设 函 数 f(z) 在 [0， 1 上 可 导 ， 且 f(0) = 0 和 yb 为 
n 个 正 数 .证 明 :在 区 间 (0,1) 内 存在 一 组 不 相等 的 数 4,2,… …z，, 使 


立交 - Ss 
证 令 
D5 
和 二 和， i= 1,2, 
3 
< 
则 f(0) =0<h<n< nf). 


据 连 续 函 数 的 介 值 定理 ,存在 4+ 个 点 0 过 二 w 二 … 去 扩 一 1 使 
fy) 二 Gi 二 1,2,…,n). 在 区 间 [y-1,9y:] (i 二 1,2,…5n, 其 中 如 二 0， 
的 二 1) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 则 存在 z€ (4-1,#%) CC (DG= 1， 

7 < za<…<<z 使 


/之 为 
fF) ~ FD nh 
TD 一! 甸 一 PE 
于 是 FD 一 和 D = Fy 
两 边 对 i 求 和 ,得 


= 3 


§ 2 中 值 定 理 


PSD =- 袜 z 苞 ， 
: k 
即 Zs = > Fy: 
3.2.48 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 (0 过 a 二 8), 证 
明 : 在 (a,6) 内 存在 5 和 ?使 
(0) = 0. 
证 ” 作 函 数 P(z) = 全, 则 FCa) = 0, PG6) = 3 
严 (z) 一 z, 由 于 f(z) 及 F(z) 在 所 给 区 间 上 满足 柯 西 中 值 定理 的 条 件 ， 
故 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 7, 使 
了 GD) 一 fo) _ FOD 


FD) — Fla) FO(nD)’ 
ny 
即 TCD 一 Jo) 一 而 f WD. (en<b 


又 f(z) 在 [a,b] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 , 故 存在 一 点 
<E (a,b), 使 s 


f(b) — F(a) = P(E — oa). 
于 是 有 7 :00D, 


a 


即 7 = "六 < (9)。 


注 Re 本 = 全 ,有 了 F(z), 应 用 柯 西 
中 值 定理 就 很 自然 了 - 
3.2.49 设 f(z) 在 z= 0 的 菜 一 令 域 内 晤 妆 多 辐 阶 导数 , 且 
了 (0) = 0,r(0) 存在 .证 明 : 


im ind 一 fp 二 2) - 了 reo. 


证 ”因为 In(1 ee (z € (一 1, 干 co)); 故 由 拉 格 朗 日 中 值 


定理 可 知 , 存 在 5(z) E (ln(1 十 z),z), 使 


f(z) 一 flIn(1 + 2)) 
i + RN 


Ve Ss 
由 此 可 得 寺 c 
一 873 一 
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fCz) 一 了 人 te Fe) 


z—in(+2) 
证 » 


又 当 z > 0 时 ,有 
n+ 2 0 < 1， 
当 一 1 三 +z 过 0 时 ,有 
1<42 < m+ 
了 z 


故 由 极限 的 夹 站 定理 知 ,lim 22 = 1，lime(z) = 0. 于 是 
im {© ~ fn + 0) 
0 


imf 人 二 Po ,lim £2 jm 二 In(1 十 z) 
0 E(x po 2 
z 一 2 十 部 十 o(z2) 1 
和 (0)。lim fF'(0). 
#0 2 


3.2.50 设 f(z) 在 (一 co, 十 co) 内 无 穷 次 可 微 ,又 f(0) .所 (0) 
之 0, 且 lim f(z) = 0,4 一 0,1,2,…, 证 明 : 存 在 序列 {z,}%, 0<zt 攻 
上 7 “使 得 f(z) = 0%= 1,29% 

证 ”用 数学 归纳 法 证 明 . 

(1) 证 明 存在 z1 宇 0, 使 F(z) = 0. 若 所 (0) = 0, 则 令 z = 0, 结 论 
显然 成 立 ; 若 了 (0) 关 0 而 f(0) = 0, 由 题 设 有 lim f(z) 二 0, 应 用 广义 
罗 尔 定理 ,存在 * > 0, 使 了 f(z) = 0; 着 f(0) 天 0, 而 了 (0) > 0, 则 存 
在 “> 0, 使 得 f(a) > f(0) > 0. 又 lim f(z) = 0, 故 必 有 有 > o, 使 
f(8) < f(0), 即 有 

f(8) < FO0) < fm). 

因为 f(z) 在 [a,B] 上 连续 , 故 存 点 >E (a,p), 使 f(r) = f(0),0 
过 a 过 7. 再 由 罗 尔 定理 可 知 ,存在 z;€ (0,7), 使 了 f(z) = 二 0; 若 f(0) 关 
0 而 了 (0) < 0, 同 样 可 证 明 存 在 za > 0, 使 F(z) 一 0. 

(2) 设 z>1 时 ,存在 zx > z- ,>…>z 二 0, 使 

fb(z 一 0， 大 一 12 
在 区 间 [z， 十 co) 上 ,有 .im_ fo"(z) 一 0， 由 广义 罗 尔 定理 可 知 。 国企 
|z+iE (zx 十 co), 使 二 
| 一 83 一 


& 2 中信 定 理 


JerbGzrD = 0. 
由 数学 归纳 法 即 知 ,结论 成 立 . 
3.2.51 ”f(z) 在 [a,b] 上 二 次 连续 可 微 ,证 明 : 对 于 任意 的 
zE (a,b), 必 存在 54,62, 满 足 a 过 561 二 +,z 二 6 二 8, 并 使 等 式 


人 一 DG = Ta) 一 f(D 十 到 他 一 ap(6D 一 二 (一 本 ?人 (的 
成 立 


证 ”由 泰勒 公式 得 
Ho) = (2) 十 了 GD)(a 一休 十 二 PC 一 D5 (a < bo), 
TCD) = fa) + FOG +6 D, (< < 


两 式 相 减 即 得 
(a — Fz) = To) 一 TO + 让 @ — :PD) 


一 去 (a 一 :p82). 
3.2.52 设 函 数 wp(z) 与 8(z) 皆 a 次 可 微 , 且 
9 (zo) 一 Oz0), 大 一 0,1)2Ca 一 1) 
又 当 z >>z 时 ， po(z) > Wz). 求 证 p(x) > %(z)，(z 二 zo). 
.证 令 9(Gz) = 9(z) 一 y(z), 由 泰勒 公式 ,有 
g(7) = g(z0) 十 9%(zo)(z 一 zo) 十 … 十 go-D(zo) 


Ce) Sie 和 
十 了 OS Om < 


注意 到 pw(zo) 一 yo(zo) ,二 0,1,2,…,(n 一 1), 则 有 gzo) == 0,k 
二 0,1,2,.…,(n 一 1). 所 以 有 
Fe OG x0 
= 加 

又 因 &8 之 zw 时 ,pg(6) > go2(C)， 才 ge) > 0, 从 而 有 9(z) > 0. 
即 pz) > %(z)， (zzo). 

3. 2.53 设 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 存在 二 阶 导 数 ,上 且 扬 (a) 二 (6) 一 
0, 则 在 (a,6) 内 必 存 在 一 点 6, 使 


: a i 
< Po 之 而 二 有 TO) 一 To 


(z — z0)" 
(xa— 1)! 
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证 ”因为 (a) = 天 (6) = 0, 故 由 泰勒 公式 ,有 


fF = Co) + OF) 


s+ b—a 


0 本 9， 
这 | 


2 


其 中 ，z€ 《ass s+ 
令 


,6b). 


i 


of el rh 
ACOI PAGE 

则 ce (a,8), 且 有 
[fr(0)| = max{ {f(z2)|, | F(z1) |). 


又 If -Fol<1fG) 一 人 二 ?1 + If 村 的 一 fo 


( 


0 


由 此 即 得 。 17r(o)| > 古寺 lf 一 fo. 

3.2.54 设 f(z) 是 [一 1,1] 上 的 三 次 可 微 函数 , 且 f( 一 1) = 0， 
f(0) = 0,f(1) = 1,F(0) = 0, 证 明 : 必 定 存 在 某 一 个 zE (一 1,1) ,使 
f(z) > 3. 

证 由 f(0) = 了 (0) = 0, 把 f(z) 在 z= 0 处 作 二 阶 泰勒 展开 ， 


7 = Le + Os, (~ ,0<0<), 


把 z= 一 1 和 z= yg 可 知 存在 名 入, 全 


0=7-D= -TY, C14<0, 


1=f0) = + 人 (2, 


两 式 相 减 ,消去 (0), 得 
6 = 和 (6 十 了 502) < 2max {fF}. 
当 了 900) 入 了 4 和) 时; 取 #: 扩 人 5 阁 有 0 > 之 fF9(8:) 时 , 取 
一 和, 则 
一 g56 一 


(0<é< 1). 总 


§ 2 ”中 值 定 理 


了 (z) 一 max{ 了 (ED) ,FVE)). 

于 是 有 fs(z) 之 3,(z € {5,6) C (一 1,1). 即 存在 zE (一 1,1), 使 
Jo(z) > 3. _ 

3. 2.55 设 f(z) 在 [a,8] 上 有 n 阶 导数 f(z), 且 ?a) = 了 94) 
=0, i=1,2, ,nC 1. 本 存在 一 点 。E (a,5) ,使 

If"(0)| 宇 Slr — f(o) |. 
证 证 有 
7 二 5 = fo) + 人 2(:3)， a<a< te, 


f= + 人 


令 a es 之 |fo2(5)15 
2, |f (62) | < (FE)|, 
则 有 


22-1 2 f(a)| < IO 


3.2.56 ” 设 f(z) 于 zo 附近 存在 二 阶 导 数 ， 
flzo 十 4z) = f(z0) + fF (zo 04z)4z, f(zo) 天 0 

且 f(z) 在 处 连续 ,证 明 :limg = 泡 - 

证 对 F(zo 十 94z) 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 

也 (ze 十 64z) = f(z0) 十 gdzjr(ze 十 bgdz)，9<0<1， 

于 是 f(ze 十 4z) 一 f(zo) 十 尹 (zo)4z f(zo +t 0194z)04z2. 

另 一 方面 ,由 泰勒 公式 ,有 

flzo 十 4z) = f(zo) 十 f(zo)hz 十 去 PCn 十 bx4z)4z2 0 < 6 < 到 1. 

所 以 ,对 4z 天 0, 有 


0 一 工 加 eu 十 badz) ， 
2 filzo + O04z) 
又 fr(z) 在 zo 处 连续 , 故 
fr(zot+ 047) _ 1 
Fat 3 lm pa F064) 一 2 


3.2.57 ” 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 中 可 微分 , 生 、 
[sf Fs) 十 FOODKE< MHzE (1D，， 


ee 
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其 中 性 是 正常 数 .证 明了 了}(0) 存在 . 
证 设 0<z<1 令 Ha = 了 2 二 区 0 


从 而 f(z) 一 zl(z) + hlz), 
因此 zf (z) 一 f(z) + fF(0) = zj (2). 
由 题 设 条 件 得 


lw(z)1 < M，zE (0,1). 
又 设 {z.} 为 任意 趋 于 0 的 序列 ,其 中 mrE (0,1), an 一 1,2…… 由 中 
值 定理 得 
h(zm) 一 Ah(zs) 一 及 (e)(z。 一 z,). 
其 中 上 在 二 与 z 之 间 , 因为 lmze = 0, 所 以 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 。, 总 
存在 正 整数 N, 当 mn 之 N 时 ,有 jz 一 za|<< 方 , 故 
|h(za) 一 hz) < es 
即 im hz) 存在 ,从 而 了 +(0) 存在 . 
3.2.58 设 f(z) 在 (0, 十 co) 内 可 微 , 且 lim (f(z) 十 f(z)) = 0， 
证 明 : lim f(z) = 0. 
证 ”对 于 任意 的 :> 0, 存在 a 0, 使 当 z 之 "时 ,有 
lf(z) + fF (2)| < 去 
车 z > a, 由 柯 西 定理 知 ,存在 bE (a,z) 使 


f(D — fla)e _ 
in 


由 此 可 知 ,jf(3) 一 f(a)e"| 之 吝 上 1 一 e"|. 故 
f(D)1 < fl 十 广 11 一 el. 
又 lim er 一 0 故 存在 Xa, 当 zX 时 ， 
0<~e < 下 DTTT 
因此 , 当 z > 之 生 时 ， 
1 < (Cole 一 十 计 1E 一 e<< 计 十 言 一 = 
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即 Jim f(z) = 0. 


3. 2.59 ” 若 函 数 f(z) 在 [ae 十 由 (4>>0) 上 连续 ,在 (a,a 十 有 ) 内 
可 导 , 且 1im 了 (z) 一 4( 有 穷 或 无 穷 ), 则 也 +(o) 一 4 


证 “对 于 任意 的 ze (a,a 十 ), 由 拉 格 朗 日 中 值 公式 ,有 
€€(ar) CC (qa 十), 使 
二 了 四 


f= ra - 


= 了 (6), 


于 是 f+(a) lim ls) A. 


用 完全 类 似 的 方法 ， 可 以 在 点 左 侧 建 立 类 似 的 论断 . 由 此 有 如 下 
的 结论 : 
若 函数 f(z) 在 a 点 的 菜 邻 域 U(a,h) 上 连续 , 除 a 点 外 可 导 , 且 
limf (z) 一 4( 有 穷 或 无 穷 ), 则 f(z) 在 "点 可 导 , 且 
了 (a) = limf' (z) = 4. 
注意 : (1) 命题 的 条 件 是 充分 的 ,但 不 必要 . 就 是 说 当 limP 〈z) 不 
存在 也 不 等 于 无 穷 时 ,f(z) 在 a 点 仍然 可 能 存在 导数 . 例如 
g(z) = a os 
0， z= 
处 处 连续 , 当 z 头 0 时 ,yg (z) = 2zsin 工 一 cos 二 上 ,这 里 limg (z) 不 存在 ， 
但 y(z) 在 z = 0 却 有 导数 , 且 
Zz? sin 二 二 0 
9 (0) = im 一 一 一 一 0. 


《2) 由 此 命题 可 以 直接 推出 一 个 函数 的 导 函 数 不 可 能 有 第 一 类 间 
断 点 . 


3. 函数 的 泰勒 展开 
3.2.860 写 出 p(z) 二 z， 一 2z 一 5 在 zo 二 2 处 的 泰勒 展开 式 . 
解 9p.62) = 一 1; 

2 (7) 一 3z 一 2， (2) = ,10; 
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Po"(z) = 6z， Bo"(2) = 123 
BC(z) 一 6， RY(2) = 6. 


因而 nD = 一 1 十 于 (一 十 如 ( 一 2 十 娄 (z 一 2 
1+ 10(z — 2) + 6(z— 2)?+ (2 — 2), 


3.2.61 ”把 函数 f(z) = > 表示 为 关于 z 一 1 的 5 次 多 项 式 . 
解 ”首先 求 f(z) = z' 及 其 前 五 阶 导 数 在 zo == 1 的 值 : 
f(x) = 2103， f(1)= 1; 


(2) 一 本 ro GD 一 于 


Pr(z) =— $n, JrGD =— 2/9; 


PD = 志 -"， (0D = 芝 ， 


F902) = 一 避 一 05， J) = 一 到 ， 
fo = Ba 1) = 3999. 
从 而 ,由 泰勒 公式 ,有 
Ya lt D+ 
HD+ 


其 中 以 二 全 (2( 1)s 12320 mA, 1)s, 而 4 是 介 于 1 


和 z 之 间 的 数 . 


3.2.62 利用 f(z) = (1 十 z)" 在 z= 二 0 点 的 n 阶 泰勒 公式 ,将 函 


数 v(z) 一 十 二 了 二 与 按 变 量 z 的 正 整 数 知 展 开 到 含 的 项 为 . 


二 2 
解 9(7) 一 上 十 TI 了 二 天 
1 十 2z[1 十 (z 一 22) 十 (z 一 z2)? 十 (z 一 z2): 十 olz')] 
一 1 十 2z 十 2z: 一 2zi 十 o(z). 


100 
3. 2. 63 求 函 数 f(z) 一 可 一 0 让 和 伯 寺 7" 的 马克 劳 宁 展 开 


式 ( 到 宇 项 为 止 ). et 
| ” 解 ” 所 给 函数 改写 为 f(z) = (1 十 z)%(1 一 2z)-C1 十 2z)-%， 
一 380. 一 


Hl 


§ 2 中 值 定理 


因为 
(1 十 z)iom 一 1 十 100z 十 5099z: 十 o(z2)， 
(1— 2z)- ”= 1+80zr++ 8041z? 十 o(z2)， 
(1 十 2z)-®= 1— 120z+ 12061z? 十 o(z2). 
将 上 面 三 式 相 乘 且 右 端 只 保留 到 z* 项 ,得 
f(z) = 1 十 60z 十 1950z? 十 o(z2). 
3. 2. 684 ” 求 出 函数 y = tgz 的 三 阶 马克 劳 林 展 式 . 
解 ” 因 # 一 seciz, y" = 2 sec?rtgz, y” 一 2(1 十 2 sin’z)/ cos'z, 


故 J(0) = 0,y(0) = 1, (0) = 0. 和 (bz) 一 21 十 2sin0z) 


cos4gz 
于 是 tg = z+ 上, (0 < 0 < 1). 


3.2.65 求 函 数 y 二 sin?z 的 2 阶 马 克 劳 林 展 开 式 . 
解 y 


0， 上 为 奇数 ; 
故 3yo(0) = 让 
(一 1) 。2*-1， 此 为 偶数 . 
于 是 sinzz 二 六 = 
过 41 [可 2 
十 (一 1 sin(267Dmt (0<9<< 1)， 
3.2.66 ”把 函数 f(z) = e (a > 0) 表示 为 关于 z 的 三 次 多 项 式 . 
解 f(z) 一 f(0) = 1; 
f(z) = alna, 了 (0) = Ina; 


f(z) = oln?a， (0) = Iin’a; 

f(z) = elnia, f"(0) = lnia; 

fo(z) = qlnta, 了 0(bz) = Inta » er. 
由 马克 劳 林 公式 ,得 


= 1+ sn + 于 人 


其 中 


及 一 or， 0<0e<1. 


3.2.67 求 画 数 In(1 十 z) 在 一 0 处 的 奉 其 能 并 走 : 
解 ” 设 f(z) = In(l 十 z), 则 


一 881 一 


第 三 章 一 元 函数 微分 学 


(— Du = 1)1 
《1 十 2) 


fo( 十 z) 


故 f(0) = 0， 
f°(0) 一 (一 1 一 1 一 1 2 


b= 1,2,. 


于 是 ,有 
inG 十 术 =z 一 到 十 本 一 十 (CD 王 十 olzl9. 
3. 2. 88 ” 求 函数 f(z) = In cosz 的 马克 劳 林 展 式 (到 x* 项 为 小). 
解 in eosz = in(] 一 sin’z) 一 译 In[1 十 (一 sinzz)] 


一 [一 sin2z 一 2 sin4z 一 3 sintz 十 o(z5)] 


= 也 [Gz 一 二 十 入 十 0(29) 十 学 (z 一 证 


十 oz) 十 言 (z 十 o《z?))s 十 okz5)] 
1 


eR 和 十 o(z5). 


2 12 
3. 2. 89 。 求 函数 f(z) = In( 炙 ) 的 马克 劳 林 展 式 ,其 中 z+ 关 0， 


f(0) = 0, 展 开 到 四 


sinz 
解 < 并 二 r+ 0 i 十 ozo)， 


记 sz = 1 十 az)， a(z) 一 一 去 和 十 7 二 


1 一 si + oC). 


则 inGz) 一 In(1 十 az)) 


一 az) 一 二 cr) 十 ez) 十 olan(z)) 


~— liz -la 
i 


3. 2.70 ”举例 说 明 f(z) 在 z = 0 处 有 各 阶 导 数 了 (0), n= 1,2， 
3,…, 但 f(z) 相应 的 泰勒 级 数 之 和 在 z = 二 0 的 任 一 邻 域 上 却 不 等 于 
f(z). 

解 例如 ,函数 


一 一 
| 


§ 2 中 值 定 理 


一 1/a2 
f(z) = (e ， Zz 0; 
0， 2 一 0. 
首先 证 明 , 对 任意 的 4, 当 z 关 0 时 ， 
fo = pL)e 
其 中 7.(z) 为 z 的 34 次 多 项 式 - 
当 # 二 1 时 ,所 (x) Se 2 


设 # 二 m 时 有 f(z) 一 PoC 江 )e", 则 


2 2 


一 L/m2 
中 -3 ) .ne 


总)e 
~ [in 和 中 
这 里 委 n( 工 ) 一 去 w。( 二 ) 正好 是 二 的 3 十 徊 一 3(n 十 蕊 次 多 项 式 ， 


Je+D(z) pe CL) 。( 


即 a 一 由 十 1 时 ,forD(z) 一 pH)e 
由 此 易 知 ,f(z) 在 z = 0 处 有 各 阶 导数 
f°(0) = 0,n = 1,2,3,., 
f(z) 相应 的 泰 贡 级 数 的 入) 2 (0)z 一 六)0 对 一 切 = 收 敏 于 恒 等 于 
0 的 函数 ,而 fCz) 在 z 二 0 的 任 一 邻 域内 不 恒 等 于 零 , 故 该 级 数 的 和 不 
设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,b) 中 有 二 阶 导数 ,证 明 : 存 
在 一 点 cE (a,b), 使 
f(D) 一 21C 二 9 十 Fo) = 外 一 中 Go) 
证 和 和 人 区 各 
7 = fC 点 呈 二 了 (二 (一 2 


,< 二 2 本?， 


a+b 
wa) 


+ fF(6) 去 @ 二 


a 十 b 


“二 2 


TO = fF tf 


~ 
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2 二， F< 


十 Jr) 于 @ 一 
两 式 相 加 ,得 


fla) 一 2f( 


人 + yo -人 .十 Pca， 
a<&h<é<b, 

叉 min(PCE) (ED < FIED < max( p81) ,p82)), 

于 是 ,存在 一 点 c € (&,$z) C (a,b) 使 


Po = ED + P62), 


即 存在 一 点 cE (a,8), 使 


f(a) 一 2fC 玉 9 十 CO) = .Ho)， 


3.2.72 设 f(z) 让 二 站 于 吕 站 -直人 站 
十 二 (2 二)，0 之 0 之 1 
中 ,6 与 4 无 关 , 则 f(z) 必 为 一 次 函数 或 二 次 函数 . 
证 ”由 泰勒 公式 有 
Je 十 月 = HG) 十 好 加 十 二 (十 全 mm (CD 
其 中 上 介 于 z 与 z 十 4 与 之 间 . 
与 题 设 的 已 知 等 式 进行 比较 ,得 
氏 P(z 十 0 一 也 (D] 一 二 iaP(z) 十 二 fo《6). 


用 必 除 两 边 得 
“f(z 6h) — f(z) 
h 


他 


二 4 
一 也 PCz) 十 计 iz"(C)， 


gf (z+ 64) — f(s) 
“Bh 
令 4 一 0, 得 


1 1 
f(z) + Ga" (8). 、 


or(z) = 去 Po)， 


若 9 天 去, 则 了 rz) = 0. 由 于 z 的 任意 性 知 ,PP(z) 三 0. 从而," (z) 


三 0. 在 (0) 式 中 用 0 代替 *, 用 z 代 和 赫 力 则 得 一 次 函数 , 
Fl) = fCO) 斗 P(Oz © 


$ 2 中 值 定理 


若 9 = 去, 由 题 设 有 
f(z 十 有 二 f(z) 十 好 (十 二 D， 
上 或 两 边 对 4 求 导 得 


PrGz 十 从 一 了 Gz 十 到 和 十 吉 ip(z 十 二 有 
再 对 4 求 导 
_1 1 1 1 
Jr(z 十 月 一 站 PCz 十 总 们 十 羡 iP(z 十 言 有 
1 1 
十 村 bp (Cz 十 雪人 
二 (十 二 有 十 地 hP" Cz 十 雪人 
由 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 
DL 1 
人 () 二 h 一 了 Hr"(z 十 二 h) 
其 中 4 在 < 十 4 与 z 十 名 之 间 , 即 得 
1 _ 1 1 
ZN = AF + 
令 h 一 0, 由 f"(z) 的 任意 性 得 
到 PC) = 了 "(2). 


这 只 有 当 名 (z) 二 06 时 才能 成 立 ,由 z 的 任意 性 知 
fr(z) = 0. 
在 (1) 式 中 用 0 代替 z, 用 z 代 替 h, 得 二 次 函数 


f(z) = f00) + 了 (0)z 十 于 PC0) 瑟 
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$3 洛 比 达 法 则 
内 容 提 要 
如 果 当 xz 一 a( 或 1 一 oo) 时 ,函数 f(z) 和 9(z) 都 趋向 于 零 或 都 趋 
向 于 oo, 那么 ,极限 lim 6 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 . 通常 把 这 种 极 


(或 一 
限 称 为 不 定型. 
1. 洛 比 达 第 一 法 则 (-0 弄 不 定式 的 求 值 法 则 ) 设 
(1) 当 = 一 ea(a 可 为 有 限 数 或 符号 oo) 时 ,函数 f(z) 及 g(z) 都 趋向 


， 于 零 ， 


(2) 在 点 4 的 某 邻 域内 (点 a 本身 可 以 除外 ), 记 (z) 及 9 (z) 都 存在 
且 g' (zx) 0; 


(3) lim 太 《 存在 (或 为 无 穷 大 ); 


s 9 (x) 
f(z) _ ,f(x) 
则 yD): 
i sd f(z) f(z) f(z) 
即 当 lim 7 存在 时 ,lim oz) yy 也 存在 且 等 了 im 了 人， 当 lim yt 为 无 


穷 大 时 ,lim 攻 2 也 是 无 穷 大 . 
2. 洛 比 达 第 二 法 则 (之 型 不 定式 的 求 值 法 则 ) 设 


(1) 当 = ~ ae 可 为 有 限 数 或 符号 co) 时 ,函数 f(z) 及 oz) 都 趋向 
于 无 穷 大 
(2) 在 点 5 的 某 邻 域内 (点 a 本 身 可 以 除外 ) ,了 (z) 及 9 (z) 都 存在 ， 
并 且 当 :属于 该 令 域 且 z 头 a。 时 ， 
fz) + gz) ¥ 0; 
(3) lim 上 ( 加 存在 (或 为 无 穷 大 )， 
人 
四 gd) yy 


§ 3 洛 比 达 法 则 


如 果 帮 2 当 z -~ “时 仍 属 -型 (或 2 型 ) 不 定式 , 且 这 时 也 (x) 及 
9 (z) 能 满足 洛 比 达 法 则 中 了 z) 和 9(z) 所 要 满足 的 条 件 , 则 可 以 继续 使 
用 洛 比 达 法 则 先 确定 lm G2》, 从 而 确定 tim 蕉 号. 妈 

，f(z) ,了 了 (z) f(z) 

各 GD 一 一 (2 


3. 对 于 0.o0,00 一 co,l"，0"co* 等 型 的 不 定式 ,利用 代数 变 再 与 
取 对 数 的 方法 ,可 以 化 为 再 或 2 型 不 定式 来 求 极限 ， 


问题 与 解答 
1 全 型 不 定式 求 值 
3.41 求 lm 一 2 Ya 


2 < 
lm 2 3 Var: 16 
pe 3 i 
4 Vaz 
3.3.2 求 加 到 二 天 关 0). 
解 这 是 -9 型 不 定式 ,由 洛 比 达 法 则 可 得 
四 一 和 区 人 


解 ”这 是 -9 型 不 定式 . 用 洛 比 达 法 则 可 得 


lim SE 一 lim Ls,. \ 


0 er 


一 WC— 
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这 仍 是 -0 型 不 定式 ,再 用 一 次 洛 比 达 法 则 可 得 


cosz _ lim sinz 1 
lm gr = 


(既然 很 容易 用 洛 比 达 法 则 导出 lim sm 


6 
二 lim 字 = 1, 当初 何必 费力 地 


推出 im sz 一 一 1 i 


TZCOsr 
,3.4 pe 
ne 


Te 


解 . 这 是 -0 型 不 定式 ,由 洛 比 达 法 则 可 得 


。 1 一 cosz 十 zsinz 
本 
9 es 


右 端 仍 是 -0 型 不 定式 ,再 用 一 次 洛 比 达 法 则 ,得 


,Sinz 1 了 
一 lim si 十 sinz 十 cosz 
0 sinz 


A A Ry a 
a 
， 1 一 cosz 
3. 3.5 求 lim 有 


解 ” 这 是 型 不 定式 ,前 面 曾 用 适当 的 恒 等 变 形 及 重要 极限 
iim 2 一 1 求 得 该 极限 . 


2 sin? 二 
1 一 cosz 


in | 
2 ，| 一 | A 
上 2 | 
2 
现 用 洛 比 达 法 则 求 其 极限 : 
,1 一 cosz ，、 Sinz 。 了 sinz 1 
lim 本 
0 z 0 27 


Sinsz 
3. 3.6 求 lim 一 一 一 一 一 . 
r~0z 一 Arc sinz” 


解 这 是 全 型 不 定式 ;由 洛 比 达 法 则 可 得 


$3 洛 比 达 法 则 


Sin3z ,3 sin?z cosz 
z07 一 arcsinz :0 1 一 1 
Vl» 
3 sinzz 
一 lim 一 "limcosz 
1 1 0 
A ek 
Lm 吕 eol 一 a 一 一 6 
二 FE 22)3/2 


ee—l 


,3.7 求 i 
3 


解 ”这 是 -0 型 不 定式 ,由 洛 比 达 法 则 可 得 


2 
人 
or de 


这 里 用 过 一 次 洛 比 达 法 则 后 得 到 的 仍 属 -人 型 不 定式 ,但 往 下 没有 再 用 


罗 必 达 法 则 ,而 是 直接 引用 了 重要 极限 Hm Sm 二 1 的 结果 ,如 果 二 次 用 
洛 比 达 法 则 ,可 得 


lim e “2z me 2 十 2z os2z_ 2 
sa 一 Sinz so0 一 cosz “ 
2 
过 和 
3. 3.8 ” 求 极限 lim Se 
0 
2 2 
T sd 7 
解 lm ee 一 1 3 
-0 -0 7 
站 a 
mcorte 三 一 zze 工 
= 12z 
2 2 
cosz 十 e 王 er 
由 一 155 上 
im 1 
0.: 247 112 
+ 
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2 1 1 
= 姻 认 一 四 所 24 12™ 和 
ze” 十 zer 一 2ez 十 2er 
求 四 -CD 
， ze” 十 ze 一 2ez 十 2er 
解 lm Cy 
m2 + ere te het 2e 
2 3(e — De 
1 lim 2ze + +7z 二 1 一 4 十 2 
3 一 (一 1)2 
1 2ze' 十 2e 十 时 十 1 一 4er 
0 2(e — 1)er 
1 
6 
1 
6 


3.3.9 


解 ” 当 z 一 1 时 ,分 子 和 分 母 的 极限 都 等 于 0, 所 以 本 题 为 全 型 不 
定式 . 由 洛 比 达 法 则 可 得 


1 
me lt jm 3 
sl 入 一 1 -a 
od 
3. 3. 11 来 四 瑟 二 和 


解 这 是 人 型 不 定式 ,应 用 洛 比 达 法 则 时 要 用 到 


(Go = (ee 一 em yz 二 十 1.lnz) = (1+ In), 


= 一 = imzGL 二 im 一 1_ matidL 十 nz) 一 = 
帮 二 z 十 1 一 虹 | 二 
z 


这 仍 是 人 型 不 定式 ,再 次 用 罗 必 达 法 则 时 要 用 到 


[ee + ny = (e+ 十 in + ett 


8 3 ” 洛 比 达 法 则 


= [eo ] (1 十 Inz) + 
一 ec+om(z 士 】 十 Inz)(1 十 Inz) 十 天 


一 t+ 十 十 十 inz)(1 十 lnz) 十 


Pt+I(1 十 Inz) 一 z 
ls 


w+i(1 十 二 十 Inz)(1 十 lnz) 十 壮 一 1 


于 是 , 原 式 一 lim 


一 lim 
sl nN 1 
1X2Xx1+1-1, 


3 一 2. 


2 之 型 不 定式 求 什 
3.3.12 求 lim £ + Sn, 


解 ”这 是 尘 型 不 定式 ,但 是 , 当 z 一 oo 时 ,Cz 十 sinz)' 一 1 十 cosz 


和 (z 一 cosz)' 一 1 十 sinz 都 没有 极限 ,更 不 同时 为 无 穷 小 量 或 无 穷 大 
量 , 因 此 不 能 应 用 洛 比 达 法 则 . 假若 盲目 地 用 洛 比 达 法 则 计算 : 
， 工 十 sinz ， 1 十 cosz 
lim 一 一 一 一 一 lim 和 
rz 一 Cosz som 1 sinz 


不 存在 ,从 而 说 极限 lim ?二 az 不 存在 , 那 就 错 了 ,事实 上 


lim 
reoZ 一 COSZ et 


Zz 十 sinz lim 2 = 拷 1. 


0 
-名 


这 个 简单 例子 也 说 明 , 洛 比 达 法 则 虽然 在 求 极限 中 有 重要 价值 ,但 
毕竟 有 它 的 适用 条 件 , 有 其 局 限 性 . 
3.3.13 求 lim 2 


和 
taz _ gee3z .3 。) sec’3z 
解 er seciz 一 3 lim soo 


F : : 
继续 直接 用 洛 比 达 法 则 运算 较 繁 (读者 可 试 做 一 下 ) ,先进 行 恒 等 变 形 
-~ 
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后 再 用 洛 比 达 法 则 、 
， SeC’37 A 2 coszr » (— sinz) 
原 式 一 3 lim seez 一 3 0937( 一 53 «3 
到 
= lim sin2z _ lim cos2z "2 _ 1 
:sin6z > de 0867 6 3 
和 
本 题 也 可 以 先进 行伍 等 变形 : 
二 2tgz 
3r — tez 十 tg27 1 一 起 z 3gz — tz 
tg37 一 一 teztg25 ,er 1 二 35， 
"T= tg27 


5 ,3 ,3— tz ,3ctg:z— 1 1 
于 是 ， dm Se 1 一 3tgzz A ctgzz 一 3 3 


到 


2 
加 四 Ze 
1 
解 ”这 是 之 型 不 定式 ,由 洛 比 达 法 则 得 
2 C1 十 二 i 
lim ~ = 人 2 ii 人 
ss 二 ee. sm 1+e pe ee 
过 1 
二 二 2 一 0 
2 2 
本 


3.3.15 求 lim 于 (a 为 正 实数 ). 
解 ”这 是 过 型 不 定式 . 当 4 为 正 整数 时 ， 


ek ， aa 一 1D1 
本 ee 


当 4 > 0 不 是 整数 时 ,总 存在 着 正 整数 上 = [a] 十 1, 使 a 二, 即 
4 一 上 之 0, 于 是 连续 求 次 导数 ,得 


PE ， ae 一 1)…C 一 上 十 1) 
se ln Ter 2 


0. 


.$3 洛 比 达 法 则 


lim 研一 0. 


ro E 
同样 有 .lim 至 = 0 > 0). 可 见 , 当 z- 十 co 时 ,Inz,z(a> 0)， 
。 是 阶 数 越 来 越 高 的 三 个 无 穷 大 量 . 


3.16 求 lm 
和光 基 = 
3.3.17 求 lim 过 5 
SR 
解放 
7sin4z 7 4cos4z 


= lm asin14z ™ 2 Hm 14cosl4z — 1 
3. 其 它 类 型 的 不 定式 求 值 
-2 
5 和 38 求 lime ” 2 
-l/s 


解 lime—" “2-1™ = lim i = 50!1lime-/* = 0. 


3. 3.19 求 lim(z?lnz). 
er] 


解 ” 这 是 0. co 型 不 定式 , 先 把 它 化 为 过 型 不 定式 ,然后 再 应 用 洛 
比 达 法 则 


lim(zalnz) = lim Inz 一 lim 一 全 1 limzz = 0. 
0 so0 1 ar 2 2 一 
Ea Tz 
3.3.20 求 lim In(1 十 29)1In(1 十 ty. 
er 


解 。 lim In(1 十 29in(l1 十 2 过 lnf lim (1 十 了 工 )mo+z] 
十 oo z 二 co 9 


ee 
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2"n2 
因为 im Lin(l 二 29) = lim t+ 人 jm m2 In2, 
oo 也 s+ 1 eas , 
1 十 浆 


所 以 , 原 式 = In[ lim (1 + ! )* FR] = Inenz = In2. 
ee 


[3 对 lim( 吉 一 ctg’z). 
解 ”这 是 co 一 co 型 不 定式 ,可 先 化 为 亿 型 不 定式 . 


sinzz 一 zxcoszz 
原 式 = zzsinzz 


如 直接 用 洛 比 达 法 则 运算 较 繁 , 可 先进 行 恒 等 变 形 ， 
Sin?z 一 zz coszz _ Sinz 十 z cosz , sinz 一 7 cosz 
2 sin?z 本 Sinz ”sinz 


其 中 前 一 个 因 式 的 极限 很 容易 求 出 : 


站 2Z 
0 sinz 区 全 十 ac) 一 1 十 1 一 2， 


而 后 一 个 极限 属 -上 型 不 定式 ,可 用 洛 比 达 法 则 求 出 ， 


» 


, Sinz 一 z cosz , cosz — (1 * cosr — zsinz) 
lim 3 = lim 了 
r0 2 Sinz 0 2z sinz 十 zx? cosr 
Z Sinz 到 1 1 
lim lim » 
:=0 2z sinz 十 zz Cosz. :0 并 3 
十 一 ee 
SInZ 


(后 一 步 如 果 继续 用 洛 比 达 法 则 ,运算 就 较 繁 ) 
于 是 , 原 式 一 2X 言 一 子 . 
1 
六 一 
解 这 是 co 一 "型 不 定式 ,可 先 化 为 -9 型 不 定式 ,然后 用 洛 比 达 
法 则 . 


3. 3. 22 


1 1 一 1 一 z L 
ms 2 加 对 ee D 加 TT 
1 


加 zz pe 2 


一 894 一 
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1 
nz 
解 ” 这 是 co 一 -型 不 定式 ,可 先 化 为 -型 不 定式 ,然后 用 洛 比 达 
法 则 . 


站 Ea 
3.3.23 求 im(GT 一 5 十 应 ). 


原 式 一 了 2 
a z lnz 十 
tin 2Cnz 十 1) 十 1 3。 
wd, ee Ak 2 
El ee 


1 
3. 3. 24 求 lim[ 一 一 一 一 一 一 二 一] 
一 nz 十 Ts In(1 + z) 


解 ” 原 式 lm 十 2) 一 In(z 十 好 下 十 如) 
一 " in(z 十 VI1 十 z)in(1 十 z) 


V1 2— (1 1 十 = 
ee Ne 
ke (z+ VI+z)? 

a In(1 十 z) 十 了 人 十 YL 十 2 十 YL 十 22) 
Mi Tt 
eg 
2 


3.3.25 求 lim [(z 十 at 上 + 上 一 zl+ 款 ]. 
解 ”这 是 co 一 co 型 ,可 先 化 为 -9 型 不 定式 , 即 
原 式 一 im {[z( 生 十 D] 证 一 zz 


一 lim [z+ (+ 1) 


s+ 


] — z+ zh] 


一 im z[ 本 (2 十 TI 一 二 -65] 


s+ 


= tm 本。 Him_z[(1 十 十 二 六 1 一 一 一] 
i a 
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令 二 = 4 则 由 lm 二 = 1 及 洛 比 达 法 则 可 得 
原 式 = lim[(1 十 oD 一 Ea 


t+l1 
TFa] 


= lim{(1l 十 ob)+i[lin(1 十 et) 十 o。 


im + Ta 
=1X[0+4a]—0=a. 
3.3.26 求 lim(sinz)”. 
解 ”这 是 0 型 不 定式 . 记 y = (sinz)* 并 对 两 边 同 时 取 对 数 ,得 
iny = zn sinz 一 SP. 


上 式 右边 的 极限 为 2 型 不 定式 ,用 洛 比 达 法 则 得 


mlnsinz _ | cosz/sinz _ _ |, fCosr 
dni 一 IT 一 
= 一 由 (zcosz » -二 ) 一 


sinz 
从 而 limy 一 2‘ 二 1, 即 ， 2 一 1 
3.3.27 求 lim (tgz)zm 


a 


解 ” 这 是 oo" 型 不 定式 , 令 y 二 (tgz)*™, 并 对 两 边 同时 取 对 数 ， 


得 
三 一 2intaz 
Iny = 2 coszlntgz 一 17 gosz， 
由 洛 比 达 法 则 ,有 
limlny = 2 lim ez 一 2 lim seez/tgz -2 lim Secz 
| x SECT «tgr 
到 Ce i 
Secz * 
一 2 lim Ti 一 lim cosz 一 
2 sc 
即 limy 一 6 一 1. 
2 
和 
3. 3. 28 求 .im_( 一 arctgz) 太 . 
| 


8$3 洛 比 达 法 则 
解 因为 (和 一 aretgz) 声 一连 Ee, 
1 3 In( 了 — arctez) 
有 lim an Cs 一 arctez) 一 dim Inz 
1 1 
“= “Tra 加 
有 Ve 
Pr 1 十 oo 和 
了 Ce Tg 
(1 十 zz)。1 一 z。2z 
a (UF 2 二 
mn 1 Re Te ee 
Li 


所 以 Jim ‘3 一 arctgz) 击 二 e™!, 


3.3.29 求 limz 上 
-+0 


式 中 
2, 
lim zlnzz 一 lim 包工 lim (一 2zlnz) = 0， 
二 tol s=+0 
四 
lim 芝 二 Ls ml 
s+0 ZInz +o zinz ” 
令 zlnz 二 ,显然 有 z 一 十 0 时 ,一 0, 于 是 
bana ER ep ET A 
rin 
故 原 式 = e*! = 1. 


3. 3. 30 求 im(z* 一 D. 
解 原 式 im lim1 一 0 一 1 ls 


0 


tl tl etl 十 
和 


一 
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tlttretl 


解 ” 原 式 = lime™ FpFe 


+ 1+tlrertl 
++1lpye 
二 是 二 ) 
一 en 本 
4 十 8 十 < 


十 | Ws RN 
FFI TT et bter Nie) 
dm 


一 er0 了 


2 EH me tet cine) 
= (ee Te /Ee 
3.3.32 求 lim(1 十 ze 
解 设 mw(z) 一 好 ，#%(z) 一 ctgzz, 当 z 一 0 时 ,op(z) 一 0， 
%(z) 一 十 co. 这 是 1” 型 不 定式 . 


因为 limz’ctg’ = lm (了 "cosiz 一 1， 


2z 
n+z) T+ 
pa 


全 了 Si sXe? tn te 
所 以 lim(1 十 2 “一 lime™ ” time 


2 
Mn oe? tm ELLE) 


= er-0 sD0 2 = el = e. 
3.3.33 求 lim(l 十 z)m. 
0 


解 ” 这 是 1~ 型 不 定式 , 令 y 二 (1 十 <)”“, 两 边 同 时 取 对 数 ,然后 用 
洛 比 达 法 则 ,得 


1 
lminy = liminz + In(1 十 z) = lim LU + 2 lim 
#0 0 0 区 =0__l 
lnz zln2z 
1 
2nz "一 
2 2 
lim i 一 一 lim 四 lim 
mol+z 一 1 十 工 so 1 
zx 22 
工 
eI 
nT 
z 
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于 是 limy 一 eo= 1. 
3. 3. 34 求 limCsing)vr. 
0 9 


解 ” 设 一 G22), 则 iny 一 am 2 于 是 


in sm A 
9 了 9 1 sing ,9pcosp 一 sing 
to ne 29 lm pr sing 
= lim ?= gsiny 一 cosp 一 Sing 
-0 49 siny 十 297 cosy 各 im 3 sing 十 29 cosp 
lim feosp TF 2cosp — 29 sing 6° 


ji 1 
故 lm 一 er 一 e 
er 


Qt 


3. 3. 35 求 lim( 一 ~ 六 
解 设 y==( (Lt 量 寺 +, 则 
a + — Dm+2—s, 
应 用 洛 比 达 法 则 ,得 
1 
二 一 1 
jm It NR 
eh A -lm ~ 2 
故 原 式 = 二 


3. 3.38 中 二 4, 求 常数 的 值 . 


hm sin(1+;2) 
» 


解 ” 原 式 = lim(1+= ee 
2a 
In(1 十 ) 
因为 limz 。 = 2a, lim 一 4 jim! OPN 
Fh Eee Za 0 
= 
y z+a 
所 以 im(z 士 *] "= 二 4, 故 a = In2. 


3.3.37 设 f(z) 在 [一 1,4] 站 是 恒 正 的 迷 续 可 微 画 教 ， 而 且 
一 399 一 
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f(0) = 1 证 明 :limn[f(z) 攻 = er， 
二 


工 
证 设 y= [f(z)] 了 , 则 Iny 一 二 
liminy lim Ef) 一 lim 卫 (z) -了 了 (0) 也 (0)， 


~ Fz) FO 
因此 可 得 、 
lim[f(z) J mm ON 一 er 0。 
0 
3.3.38 设 f(z) 二 阶 可 导 , 证 明 
pz) = lim f+ 4z) 十 A 4z) — 2f(z) 
0 


证 “上 式 右 端 的 极限 为 型 不 定式 ,应 用 洛 比 达 法 则 ,分 子 分 母 
对 4z 求 导 , 得 


m 二 Pe- 


f(z 十 4z) 十 1 一 4z) — 2f(z) 


ie 


lim f+ 49) + f(s + 4z) 
3.3.39 “证 明 ， 


f(z). 


lim (二 


1 1l, 0<a<1; 
Et) -人 a= 1; 


a, a>1. 
证 当 a = 1 时 , 结论 是 明显 的 . 当天 1 时 , 设 y = 


1 .和 一 1 二 1，,1 一 
(二 :全 1 , 则 Ing zn 应 用 洛 比 达 法 则 ,得 
a—l 
可 alna 
ne Rr 
A 
line,a>1 
由 此 可 得 
1 
1 .一 1 /1,0<a<1s 
CE = 人 
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3. 3.40 ”如 图 所 示 , 圆 孤 妇 所 对 的 圆心 角 为 a, 设 s 为 4B 与 厦 弦 
所 围 成 的 面积 ;s: 为 过 4.8 两 点 处 的 


切线 与 名 所 图 成 的 面积 , 试 求 im 全 


a 2 “ 
1 1 _ 
解 5 = Re 一 Besina pA 


ye A 3 
2 
1 ws 和 1 
sz 一 2。 到 40,0D sin 了 一 TR RR 
=R. sin 4 — -lp 
=R 二 sin 了 2 Ra d 
Won 
2 0 
= R(tg 9 — 二 ). 
2 2 3. 3. 40 题 图 
La ina) r 
(0 — sina 
于 是 lim SL lim 2 1 jm Ga 一 sina 
2 te 一 <) 2 aa 
2 2 2 2 
ee 1 一 cosa 工 一 cosa  。、， 4 
2 TM oe 2 
2 2 2 2 
i sina ~ iim- -2 
a ee 
2 2 2 2 
5 


ee 
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34 函数 研究 
内 容 提 要 


1. 函数 单调 性 判别 法 

设 函 数 y = f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,8) 内 可 导 . 

(1) 如 果 在 (a,8) 内 F(z) > 0, 那么 函数 y = f(z) 在 [a,b] 上 单调 
增加 ， 

(2) 如 果 在 (a,5) 内 也 (z) < 0, 那 么 函数 y = f(z) 在 [a,b] 上 单调 
减少 . 

如 果 把 这 个 判别 法 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( 包 括 无 穷 区 
间 ) ,结论 仍然 成 立 . 

2. 函数 的 极 值 

设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,b) 内 有 定义 ,zo 是 (a,2) 内 的 一 个 点 . 如 果 存 
在 点 z 的 一 个 邻 域 ,对 于 这 个 邻 域内 的 任何 点 z, 除 了 zo 点 外 ,f(z) 过 
f(z0) 均 成 立 ,就 称 f(zo) 是 函数 f(z) 的 一 个 极 大 值 ; 如 果 存 在 点 zm 的 一 
个 邻 域 ,对 于 这 个 邻 域 内 的 任何 点 z, 除 了 z 点 外 ,f(z) 之 f(zo) 均 成 立 ， 
就 称 f(zo) 是 函数 f(z) 的 一 个 极 小 值 . 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ,使 函数 取得 极 值 的 点 
称 为 极 值 点 . 

(1) 极 值 的 必要 条 件 

如 果 函 数 f(z) 在 点 xm 有 极 值 , 则 导数 所 (zo) 等 于 零 或 者 不 存在 . 

使 了 (zo) 二 0 的 点 zo 称 为 函数 的 驻 点 ;函数 的 导数 不 存在 的 点 zo 和 
驻 点 统称 为 可 能 极 值 点 . 可 能 极 值 点 不 一 定 是 极 值 点 . 

(2) 极 值 的 充分 条 件 

第 一 判别 法 . 如 果 zo 是 函数 f(z) 的 可 能 极 值 点 ,而 且 对 于 一 切 充 
分 小 的 二 >> 0, 有 六 (z 一 从 二 0,(z 十 人 < 王 0, 则 函数 在 点 ze 有 极 大 

“ 值 , 而 如 果 记 (zo 一 h) < 0, 天 (zo 十 有) 之 0, 则 函数 在 点 z 有 极 小 值 . 

第 二 判别 法 . 如 果 z。 是 函数 f(z) 的 驻 点 , 且 扬 (zo) 天 0, 则 函数 f(z) 

在 点 zo。 有 极 值 . 当 扬 (zo) < 0 时 ,函数 f(z) 在 z。 有 极 大 值 ; 当 户 (zo) > 0 


一 403 一 


8$4 函数 研究 


时 ,函数 f(z) 在 点 zo。 有 极 小 值 . 

第 三 判别 法 . 如 果 zo 是 函数 f(z) 的 驻 点 ,有 目 扬 (zo) = 0,…， 
frD(zo) 一 0,fo(zo) 关 0, 那 么 ,如 果 n 是 奇数 , 则 函数 f(z) 在 zo 没有 极 
值 ; 如 果 * 是 偶数 , 则 函数 f(z) 在 点 zo 有 极 值 : 当 f*(zo) 过 0 时 ,f(z) 在 
zo 有 极 大 值 ; 当 f(zo) >> 0 时 ,函数 f(z) 在 zx 有 极 小 值 . 

(3) 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 

为 求 函数 f(z) 在 某 区 间 [a,8] 上 的 最 大 值 (或 最 小 值 ), 只 需 在 它 
的 两 个 边界 值 f(a) 和 f(2) 以 及 它 在 该 区 间 的 可 能 极 值 点 上 的 一 切 值 
中 ,选择 一 个 最 大 (或 最 小 ) 的 值 . 最 大 值 和 最 小 值 统称 函数 的 最 值 . 

3， 函 数 的 凸 性 与 拐点 

凸 函 数 的 定义 ”区间 [a,8] 上 的 实 值 函数 f(z) 称 为 上 凸 的 是 指 对 
任意 的 myzz E [a,58],X€ [0,1], 不 筑 式 

fl + (1 — Wz] Nr) + (1 — WFz2) 
恒 成 立 . 

如 果 可 导 函 数 y = f(z) 的 图 形 在 区 间 (a,6) 内 的 弧 段 都 位 于 每 一 
点 处 切线 之 下 方 , 称 曲线 y = f(z) 在 该 区 间 为 上 凸 的 ;如 果 图 形 在 区 间 
(a,5) ,的 弧 段 都 位 于 每 一 点 处 切线 之 上 方 , 称 曲线 y = f(z) 在 该 区 间 
上 是 下 凸 的 .上 凸 、 下 凸 又 分 别称 为 下 止 、 上 四. 

(1) 西 性 的 充分 条 件 

如 果 在 区 间 (a,b) 内 疡 (z) 二 0, 则 曲线 y = f(z) 在 (ao,b) 内 是 上 凸 
的 ;如 果 在 区 间 (a,8) 内 名 (z) > 0, 则 曲线 y = f(z) 在 (a,8) 内 是 下 西 
的 . 

(2) 拐点 

设 (zo,f(zo)) 是 曲线 y = f(z) 上 的 点 ,如 果 当 z 通 过 zo 时 ,曲线 
y = f(z) 从 切线 的 一 方 跑 到 另 一 方 ,那么 就 说 点 (zo,f(zo)) 是 曲线 y = 
f(z) 的 拐点 . 

设 点 (zo,f(zo)) 是 曲线 y= f(z) 的 拐点 , 则 函数 在 该 点 的 二 阶 导 数 
不 存在 或 等 于 零 . 凡是 使 F(z) 不 存在 或 扬 (z) = 0 的 点 z, 都 可 能 是 拐 
点 . 

如 果 扬 (zo) = 0 或 rzo) 不 存在 ,对 任意 充分 小 的 h 汪 0, 人 (zo 一 有 
与 了 (zo 十 ) 异 号 , 则 zo 对 应 的 曲线 上 的 点 (zo,f(zo)) 是 y= f(z) 的 拐 
点 ,如 果 (ze 一 如 和 捕 (ze 十 有) 同 号 , 则 (zo,f(zo)) 不 是 拐点 . 

如 果 刀 (ze 一 了 与 尹 (zo 十 如 虽然 异 号 ,但 也 (zi ) 关子 ( 夏 ), 则 (zo， 

一 403 一 


第 三 章 “一 元 函数 微分 学 


f(zo)) 也 不 是 拐点 . 

4. 渐 近 线 

如 果 当 z 一 ceo( 或 9 一 co) 时 ,曲线 y 一 f(z) 上 点 M(z,y) 到 直线 
的 距离 趋向 于 0, 称 直线 工 为 曲线 y = f(z) 的 渐 近 线 . 

如 果 limf(z) 一 十 ce 或 imf(z) 一 一 co , 则 称 直线 z 二 4 为 曲线 y 一 
f(z) 的 垂直 渐 近 线 ;如 果 ,lim_f(z) 一 4 或 im f(z) 一 0, 则 称 直线 一 
为 曲线 y = f(z) 的 水 平 渐 近 线 ;如 果 存 在 极限 
£2, 4 一 lim [f(z) 一 如] 


t lim 


to 


或 k= lim £2, 5 = lim [f(z) 一 tz]， 


则 称 直线 y = 如 十 5b 为 曲线 y = f(z) 的 斜 渐 近 线 . 

5. 根据 函数 的 特点 作 图 

作 函 数 y = f(z) 的 图 形 , 应 先 弄 清 该 函数 的 基本 特征 ,以 便 作 图 . 

(1) 求 出 函数 的 定义 域 ; 

(2) 讨论 函数 的 奇偶 性 、 对 称 性 和 周期 性 ; 

(3) 求 出 图 形 与 坐标 轴 的 交点 ; 

《4) 讨论 函数 的 连续 性 ;如 果 有 间断 点 , 则 找 出 这 些 间断 点 并 弄 清 
它 的 类 型 ; 求 出 曲线 y = f(z) 的 渐 近 线 ; 

(5) 求 出 函数 的 单 增 及 单 碱 区 间 ; 

(6) 求 出 函数 的 凸 性 区 间 及 拐点 . 

6. 平面 曲线 的 曲率 

平面 曲线 在 点 4 和 点 8 的 切线 
间 的 夹 角 9 称 为 曲线 弧 48 的 邻 角 . 
弧 4B 的 邻 角 9 与 它 的 弧 长 之 比 称 
为 弧 4B 的 平均 曲率 , 记 为 

二 9 


= 卫 . 


Ss 
当 点 8 沿 曲 线 趋向 于 点 4 时 ， 
如 果 上 式 的 极限 
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存在 , 则 称 该 极限 为 曲线 在 点 4 处 的 曲率 . 
贺 的 曲率 为 = 二 ,其 中 了 是 图 的 半径 ,直线 的 曲率 为 0. 
设 f(z) 具有 二 阶 连续 导数 , 则 曲线 y = f(z) 的 曲率 为 


t= | 
Ui YI 


设 p() ,y(t) 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 安 十 刀 天 0, 则 参数 方程 > 一 
9(D0 ,3 一 %() 表示 的 曲线 ,其 曲率 为 
二 | 总 二 六 | 
(B+ 
dz dz dad: 2 
其 中 * 一 下 人 = 及 一 过 ,5 对 . 
如 果 p(9) 具有 二 阶 连续 导数 , 且 十 mm 天 0, 则 极 坐标 方程 p = 
P(9) 表示 的 曲线 ,其 曲率 为 
k= | 严 十 2 一 pp 
(天 十 ADD 


其 中 p 一 弛 ,pr 一 上 8 


曲率 的 倒数 称 为 曲线 在 该 点 的 曲率 半径 , 记 为 = 让 


在 曲线 上 依次 取 8.4.C 三 点 作 圆 , 当 点 8.C 分 别 沿 曲线 趋向 于 点 
4 时 ,此 圆 的 极限 位 置 叫做 该 曲线 在 点 4 处 的 曲率 圆 . 曲率 圆 的 半径 等 
于 曲率 半径 . 曲率 圆 的 圆心 叫做 曲率 中 心 , 它 落 在 曲线 在 点 4 处 的 法 线 
上 且 位 于 曲线 止 的 一 侧 . 曲线 y = f(z) 在 点 (z,y) 处 之 曲率 中 心 的 坐标 
和 7 为 : 


$s 9 二 9 十 


曲率 中 心 的 轨迹 称 为 该 曲线 的 渐 届 线 . 曲率 中 心 的 坐标 公式 可 以 
看 作 是 渐 屈 线 的 参数 方程 ( 原 曲 线 之 横 标 z 为 参数 ). 


问题 与 解答 


y(t+y’) 1 
WN 


1. 基本 概念 
判断 下 列 命题 是 否 正确 (3. 4. 1 一 3. 4:17 题 )… 
3.4.1 设 函 数 f(z) 在 (a,6) 上 的 导数 了 《#z) 有 界 ? 册 fkz) 在 (a,6) 
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上 一 致 连续 . 

是 . 对 于 任意 的 ”= ,zE (a,8), 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 

[fle) =— fF)) = FO 一 2 入 We ol, 

其 中 ,1F (z)| < W ,对 于 任意 给 定 的 。> 0, 存 在 5, 0 之 5 性 译 , 当 
lz 一 ”| 过 6 时 ,有 fz) 一 2)| < 

3.4.2 车 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 天 (z) 在 (ob 
内 只 有 有 限 个 点 的 值 为 0, 其余 缘 为 正 , 则 f(z) 在 [a,8] 上 一 定 是 严格 
单调 增加 的 - 

是 . 设 f(z) 在 [a,b] 上 不 是 严格 单调 增加 薄 数 , 则 必 存 在 a<< 之 zx 
志 5, 使 f(z1) 宇 f(zs) ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ,存在 一 点 $ € (zi,z2) CC 
[oo 使 


pO 一 i e fc < 0 
这 与 已 知 了 矛盾 . 

车 f(z) = f(z2), 则 由 户 (z) 在 Ca,5) 内 只 有 有 限 个 零点 可 知 ,f(z) 
在 [zuz?] 上 不 恒 为 常数 ,因而 存在 点 cE (zzz)， 使 f(z1) = f(z2) 天 
f(c). 再 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 知 ,或 在 (zc) 内 ,或 在 (cyzz) 内 , 必 存 
在 一 点 嫩 使 (2) < c, 这 也 与 已 知 矛 盾 . 

于 是 ,对 任意 的 a 二 <<z;<5, 恒 有 f(z1) 之 f(zs), 从 而 f(z) 在 
[a,5] 上 必 为 严格 单调 增加 函数 . 

3.4.3 若 zo 为 f(z) 的 极 大 值 点 , 则 必定 存在 zo 的 某 一 邻 域 ,在 该 
邻 域内 ,函数 在 ze 的 左 侧 单 调 增加 ,而 在 右 侧 单调 减少 . 

非 . 例如 ,函数 


f(z) = | 一 22(2 十 sm 二)， zz 天 10; 
2， 2 一 10， 
不 难看 出 ,当头 0 时 ,f(z) 一 了 (0) = 一 =(2 十 sn 工 ) < 0, 故 
z 二 0 为 f(z) 的 极 大 值 点 . 
当 z 关 0 时 ,所 (z) 二 一 2x(2 十 sin 十) 十 cos 二, 当 < 接近 于 0 时 ， 
2z(2 十 sn 二 ) 接近 于 0， 而 so 十 却 在 一 1 和 4 这 可, 国 而 10 丰 


|# 一 0 左 、 有 现代 都 不 是 单调 的 : 人 
人 
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烦 便 指出 , 若 函 数 f(z) 在 m 的 某 一 邻 域内 有 定义 , 且 对 于 这 个 邻 
域内 异 于 zo 的 任何 z, 总 有 f(z) < f(zo), 则 称 zo 点 为 f(z) 的 极 大 值 
点 . 

3.4.4 若 f(z) 与 9(z) 在 (a,5) 内 和 皆 可 导 , 且 f(z) > g(z), 则 在 
(a,b) 内 必 有 也 (z) 之 9 (7). 

非 . 例如 ,函数 f(z) = 5 一 z,g(z) 一 z 在 (0,1) 内 此 可 导 , 且 f(z) > 
g(z) ,但 在 (0,1) 内 ,f(z) = 一 1 过 1= yg (2z). 

3.4.5 ”单调 可 导 函 数 的 导数 必定 单调 . 

非 . 例如 ,函数 f(z) = z* 在 (一 1,1) 内 为 单调 可 导 函 数 ,但 F(z) = 
3z? 在 (一 1,1) 内 却 不 是 单调 函数 . 

3.4.6 若 导 函数 单调 , 则 函数 必 单 调 . 

非 . 例如 ,函数 f(z) = z?, 其 导 函 数 随 (z) = 2z 在 (一 1,1) 内 是 单调 
函数 ,但 f(z) 在 (一 1,1) 内 并 非 单调 函数 . 

3. 4.7 ”车 所 (zo) 0, 则 在 zo 的 某 一 邻 域内 ,f(z) 必 为 单调 增加 函 


数 . 
非 . 例如 ,函数 
je { 十 3zsin 二 ， z 天 0 
0， z 一 0. 
1 
4z 十 3 (4z)zsin 一 
显然 ,P(0) = lim 萎 0 十 4z) 一 藉 0) = lim 
dz dz hz 一 0 dz 


一 lim(1 十 34rsin 1) =1>>0,， 
hz dz 


但 是 , 当 z 头 0 时 ,了 (z) 一 1 十 bnsin 工 一 3coe 二 在 总 = 1/ (2 十 寺 )z 
处 的 值 


A EE 3 Tsin(2k 十 br 3cos(2k 十 于)z 
(28 + 
2 
=1+ -一 于 一 >%， 
(2 十 王 )z 


而 在 二 下 处 的 值 


-~ 407 一 
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了 (za) 一 1 十 现 sin2kr 3cos2kr 一 1 一 3 一 一 2 一 0， 


当 足 够 大 时 ,zi 与 z2 可 以 与 z 二 0 充分 接近 . 可见 在 z= 二 0 的 任何 
邻 域 内 ,函数 f(z) 的 导数 有 时 为 正 , 有 时 为 负 . 故 在 z = 0 的 任何 邻 域 
内 ,f(z) 都 不 是 单调 的 . 

3.4.8 车 下 (zo) = 0, 则 zo 必 为 f(z) 的 极 值 点 . 

非 . 例如 ,函数 f(z) = z:, 显 然 有 (0) = 0， 但 := 0 显然 不 是 f(z) 
的 极 值 点 . 

这 说 明 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 . 

3.4.9 ”车 zo 是 f(z) 的 极 值 点 , 则 必 有 于 (zo) = 0. 

非 . 例如 ,函数 f(z) = |z|,z = 0 显然 是 f(z) 极 小 值 点 ， 但 六 (0) 不 
存在 . 

正确 的 命题 是 : 若 zo 为 f(z) 的 极 值 点 , 且 所 (zo) 存在 , 则 必 有 
f(z0) 一 0. 

这 也 表明 , 求 函 数 f(z) 的 极 值 时 ,除了 要 求 出 驻 点 , 即 三 (z) = 0 的 
点 外 ,还 要 求 出 导数 不 存在 的 点 ,再 从 中 找 出 极 值 点 . 

3.4. 10 ”函数 f(z) 在 (a,6) 内 的 极 大 值 必定 大 于 其 极 小 值 . 

非 . 例如 ,函数 f(z) 一 z 十 2sinz, 容 易 验 证 ， 


z = 总 为 极 大 值 点 , 且 f(C3m) = 子 x 十 W 3 为 极 大 值 ， 
z= x 为 极 小 值 点 , 且 fm 一 Dr 一 V3 为 极 小 值 . 


显然 ， (四 = 了 x+ V3 < Dr— V3 = f(D. 

3.4. 11 若 P 二 Fu 二 下 二 -D(z0) 二 0 而 f(z0) 关 0， 
则 当 为 偶数 时 ,zo 为 f(z) 的 极 值 点 , 且 当 fo(zo) >0 时 ,z 为 f(z) 的 
极 小 值 点 ; 当 fo"(zo) 过 0 时 ,zo 为 f(z) 的 极 大 值 点 ; 当 w 为 奇数 时 ,zo 不 
是 f(z) 的 极 值 点 . 

是 . 由 于 卫 (zo) = 户 (z0) 一 … 二 fr-?(zo) 一 0, 应 用 泰勒 公 式 ， 
得 


Hz) = fa 十 了 Ga)Gz 一 za 十 … 十 下 FoGzoGz 一 aa 
十 of(z 一 zo9) 
一 f(zo) 十 LF) (z — zo) + oz zo 
一 408 一 
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由 此 容易 看 出 , 当 z 充分 接近 zo 时 ， 
二 f(z0) (z — z0)° + oz — 70)") 


的 符号 取决 于 第 一 项 . 
当 n 为 偶数 时 ,(z 一 zo)* >> 0, 若 f(zo) > 0, 则 


让 fo(z) (7 — x0)°* > 0， 


故 对 任意 充分 接近 于 zo 的 z, 总 有 f(z) > f(zo), 即 zo 为 极 小 值 点 ;车 
f(z0) 过 0, 则 


去 f(s) (一 <0, 
故 对 任意 充分 接近 于 zx 的 *, 总 有 f(z) < f(zo), 邑 zx 为 fCz) 的 极 大 值 
点 . 


当 ” 为 奇数 时 , 若 z<ro, 则 (z 一 zo0)"<0, 若 z>z, 则 (z 一 zo) 
> 0, 因 而 不 论 (zo) 的 符号 如 何 ,已 Te2(zo) (z 一 zo)* 的 符号 在 mm 的 


两 侧 异 号 , 故 f(zo) 不 可 能 成 为 f(z) 的 极 值 点 . 
3.4. 12 车 点 (zo,f(zo)) 为 曲线 y = f(z) 上 的 目 与 下 四 的 分 界 
点 , 则 点 (zo,f(zo)) 必 为 该 曲线 的 拐点 . 
非 .例如 ,函数 
2Z2， < 0; 


f(z) = 
一 22 十 sinz， zz>0 

的 曲线 在 z 二 0 时 为 上 四 ,在 x 二 0 时 为 下 止 .人 因而 点 (0,0) 是 y= f(x) 
的 曲线 上 四 与 下 四 的 分 界 点 . 但 在 z== 0 时 ,f(z) 不 可 导 , 因 此 ,点 (0,0) 
不 是 y = f(z) 的 拐点 . 

3.4.13 若 点 (zo, f(zo)) 为 曲线 y = f(z) 的 拐点 ， 则 必 有 
fr(z0) = 0. 

非 .例如 ,函数 f(z) 一 久 z , 易 知 点 (0,0) 为 曲线 的 拐点 ,但 是 
扬 (0) 不 存在 . 

3.4.14 车 Jr(zo) 一 0, 则 点 (zo,f(zo)) 必 为 曲线 y = f(z) 的 拐 
点 . 

非 . 例如 ,函数 f(z) = z ,显然 了 P(z) = 0, 但 点 (0,0) 并 不 是 曲线 
f(z) 一 了 1 的 拐点 . 


一 .9 一 
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3.4.15 车 f(z) 与 9g(z) 均 可 导 ， limf(z) 一 limg(z) 一 0, 且 极 限 
了 2 存在 , 则 必定 有 


区 

f(z) = 各 二 

9 9 (z 

非 . 例如 ,函数 f(z) = zsin 十,g(z) 一 显然 有 
limf(z) = 0， limg(z) 一 0， 


并 且 im fs = lim Vv zsin =0. 


lim 


el We no 1 


2 Vz 
2 1 
lm FS = lim 2 ME 
f(z) f(z) 
不 存在 ,因而 tim nS # lm 
这 说 明 洛 比 达 法 则 中 的 条 件 lim 东 全 存在 (或 无 穷 大 ) 不 可 缺少 . 


3.4.16 当 z 一 十 co 时 ， 律 函数 =(a > 0) 趋向 于 无 穷 大 的 速度 要 
比 对 数 函 数 Inz 快 得 多 . 


是 . 事实 上 ,对 于 无 论 多 么 小 > 0, 无 论 多 么 大 的 自然 数 4, 反 复 应 


用 洛 比 达 法 则 ,有 
1 
(Inzs)"™! 一 
(nr) znz)" 
ee 
2 


a 
这 说 明 当 zx 一 十 co 时 ,x(a > 0) 是 比 nz 高 阶 的 无 穷 大 . 
3.4.17 当 z 一 十 co 时 ,指数 函数 闻 趋 向 于 无 穷 大 的 速度 要 比 香 


函数 x*(n 为 自然 数 ) 快 得 多 . 
| 是 .事实 上 ,对 于 无 论 多 么 大 的 自然 数 ,总 有 
PE Rt Rk | 
| Jo 二 im pe lim 二 0. 


| ”这 说 明 当 z 一 十 oo 时,e 是 比 = 高 阶 的 无 穷 大 . 


一 410 一 
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”2. 函数 的 单调 性 
3.4.18 证 明 ,数列 “ 一 各 为 递 三 数列 . 
5 22+1 2 2 2 
证 由 mn=w 生 Di 一 7 二 1 可 一 "可 得 
aqa+ _2 
a 二 1 
对 所 有 的 >> 1, 均 有 于 二 1<1, 即 入 a， (rn 二 1,2,3,…), 故 
{a.) 为 递减 数列 . 
3.4.19 ”证 明 :数列 {a.) 二 {(n 十 3)71) 为 递减 数列 . 


上 工 一 lnz 


证 令 f(z) = 二 ,得 f(z) 一 ,于 是 f(D) 一 于， 

当 z 之 e 时 , 便 有 了 (z) 二 0, 由 此 可 知 ,f(z) 在 [e, 十 co) 内 递减 , 因 
此 {a,} 为 递减 数列 . 

3.4.20 求 函 数 ! = z(1 十 Vz ) 的 单调 增加 区 间 和 单调 减少 区 
间 . 

解 ” 因 为 / = 1 十 总 二 在 整个 [0,， + co) 上 都 大 于 零 , 故 y 在 
[0, 十 ceo) 上 都 是 单调 增加 的 . 

3.4.21 求 y= 2z: 十 3z: 一 12z 十 1 的 单调 区 间 . 

解 yw 一 6z: 十 6z 一 12=6(z: 十 z 一 2) 一 6(z 十 2)(z 一 1). 

在 z= 一 2 和 z= 1 处 ,y = 0, 它 们 把 (一 co, 十 ce) 分 成 三 个 区 
间 ,在 各 区 间 内 : 


包 一 6(Gz 十 2)(z 一 1) 


y= f(z) 


故 y 在 (一 co, 一 2) 和 (1, 十 co) 内 是 单调 增加 的 ,在 (一 2;1) 内 
是 单调 碱 少 的 . i 
3.4. 22 ”讨论 函数 y 二 (z 一 :了 Dfzi 在 区 间 [1,2] 上 的 单调 性 . 


rs 
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解 ” 当 z* 一 2 时 ,y(2) 一 2， 
当 1 委 z<2 时 ,一 (一 DJ) X1=z 一 1 一 1>>0, 且 
limy 二 1 < 2. 因而 函数 在 [1,2] 上 严格 单调 增加 . 
3.4.23 求 函 数 ! = z 十 cosz 的 单调 区 间 . 
解 y 二 1 一 sinz 除 在 xz 二子 十 2ar (一 0, 士 1, 土 2…) 处 
外 均 有 ¥ > 0, 因 此 y= z 十 cosz 在 (一 co, 十 co) 内 是 单调 增加 的 、 
3.4.24 求 y 一 去 的 单调 区 间 . 


2°272— x°2In2 2z 一 zin2 xz(2 一 stn2) 
解 2) 四 字 


令 y 二 0, 得 z 二 0, 图 .这 两 点 把 (一 oo, 十 oo) 分 成 三 个 区 间 ,在 
各 区 间 内 ， 


故 y 一 至 在 (一 ,0) 和 (与, 十 0) 内 单调 威 少 ,而 在 (0, 往 ) 内 
单调 增加 . 
3.4.25 “对 于 z 之 1, 讨论 函数 y 一 元 的 单调 性 . 
解法 1 函数 y 除 在 z == 1,2,3,… 点 间断 外 ,在 任意 区 间 [x,t 十 1) 
上 是 连续 的 ,在 (kk 十 1) 内 可 导 , 且 在 (x,k 十 1) 内 ,有 
y= 3 
y L my (= ie) Fe “lnz < 0, 
因此 ,在 每 一 个 区 间 [,* 十 1) 内 y 单调 减少 . 
又 在 任 一 区 间 的 端点 z 二 十 1 处 ,有 
1 ett! 5 
Et DDT? Sp 有 


lim y= 
(rl 


二 
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1 十 上 
机 


由 此 即 知 ， lim y>>y(t 十 1),k 二 1,2,3,…, 于 是 ,对 于 一 切 z 之 1， 


or) 
ei 
函数 y 一 A 单调 减少 . 
解法 2 ” 设 z> zi 二 Im 天 mm<…<<m 是 [zzz] 上 的 所 有 整数 
点 . 若 m 为 正 整数 ,zE (m,m 十 1) 时 ,有 
¥ (2) 一 二 eco (~ Inz) < 0, 
由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
yz2) 一 gz) = yz2) — ym) + ym) — y(t) 十 … 
十 y(n2) — y(n1) 十 y(n) — y(z1) 
= ¥ (6) (zm) Ty (Gm Oo m1) + 
+ ¥ (és) (nO— nn) + ys — 7) 0, 


故 当 z 之 1 时 ,函数 y 一 全 ] 单调 减少 . 


3.4.26 ”讨论 函数 f(z) = (1 十 士 )(z > 0) 的 单调 性 . 


1 
2 


). 


解法 1 f(z) = ed+) 一 er， gp(z) = zln(1 十 
现在 考察 p(z) 的 单调 性 ， 


VO 一 InG1 十 二 ) 十 = 


In(z 十 1) 一 Inz 
1 十 
因 z > 0, 在 区 间 [z,z 十 1] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
In(z + D — Ins = +s 0<o<1, 
- i 
从 而 ,对 一 切 z > 0, 有 9 (z) 一 5 二 5 一 5T>0， 
故 w(z) 在 = > 0 时 单调 增加 ,从 而 f(z) = (1 十 十 ) 在 > 0 时 也 单 
调 增 加 . 


= 1y 1) .1.1 
解法 2 了 (z) 一 (1 十 到) DnGl 十 本) 二 二 


1 十 二 
zr 


一 418 一 
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1 1 1 t 
则 nn 
he 
S 
t 
又 在 (0, 十 co) 内 , y (2) =0Fy> 9(0) = 0, 故 在 (0， 


十 co) 内 p(t) > 0, 注 意 到 (1 十 士 ) > 0, 于 是 有 了 (2) > 0. 


从 而 f(z) = (1 十 十) 在 (0, 十 co) 内 是 单调 增加 的 . 


3.4.27 讨论 函数 f(z) = z? 一 Inz? 的 单调 性 . 
解 ”函数 f(z) 的 定义 域 为 (一 co,0),(0,， 十 co). 
(a) 2 二 2 1) “2Cz 十 DG 一 D 

天 (z) 在 区 间 ( 一 02, 一 1)、( 一 1,0)、(0,1)、(1, 十 oo) 内 的 符号 依次 为 
一 、 十 ,一 、 十 . 故 函 数 f(z) 在 区 间 ( 一 co, 一 1),(0,1) 内 为 单调 减少 ， 
在 (一 1,0)、(1, 十 co) 内 为 单调 增加 . 

3.4.28 ”讨论 f(z) = sinz 一 z 的 单调 性 . 

解 ” 因 F(z) = cosz 一 1 过 0, 故 
f(z) 在 (一 covco) 内 单调 减少 . 

又 因 仅 当 z = 2ktr 时 ,(t 一 0, 土 
1,， 土 2,…) 

了 (z) = cosz 一 1 二 0, f(z) 的 驻 
点 不 填 满 区 间 , 故 f(z) 严格 减少 (如 
图 ). 

由 此 还 可 得 

z> 之 0 时 ,f(z) 之 f(0)， 3.4. 
即 sinz 一 z<0,sinz <z. 弛 沽 图 

3.4.29 ” 求 函 数 y = z 一 2sinz(0 入 z 入 2r) 的 单调 增加 及 单调 减 
少 区 间 . 


解 一 1 一 2cosz, 易 见 ,在 ( 持 , 畦 ) 内 ,y 之 0; 在 (0, 竺 ) 和 (到 ， 


27) 内 ,jy < 0. 因而 ,该 函数 在 区 间 C0, 持 ) 和 (等 ,2m) 内 单调 碱 少 ,而 


5 | 
在 区 间 ( 椰 ,村 ) 内 单调 增加 . 
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3.4.30 ” 设 在 [a,6] 上 yr(z) > 0, 证 明 : F(x) = 42 10) 在 
[a,5] 上 是 单调 增 直 的. )] 
y _¥(z)* (rz—a)— [y(z) — yo 
证 F(z) 二 一 Ce a) » 
应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
yz) — y(a) = ¥y (Ez—a), (ae < 上 <z). 
于 是 有 F(z) = #2 


由 y(z) > 0 可知 ,y (z) 在 [a,5) 内 单调 增加 ,又 z > 5, 故 
y (7) —y(é)>0, F(z)> 0. 

由 此 可 知 ,F(z) 在 [a,5] 上 单调 增加 . 

3.4.31 设 f(z) 在 0 三 z 二 a 上 二 次 可 微 , 且 f(0) = 0， 


frz) > 0, 证 明 : 人 2 在 0 二 z <<。 内 是 单调 增加 的 . 


证 。” 欲 证 区 2 在 (0,0) 内 单调 增加 ,只 需 证 明 
fa)1， sf (3) — f(z) 
( 国 )'-= 去 >0 
即 应 证 F(z) = zf (z) 一 f(z) > 0 即 可 ,事实 上 ,我 们 有 
F'(z) = zf"(z) + f(x) — f(z) 一 zj(z) > 0, rz € (0,o). 


即 F(z) 在 (0,a) 上 是 单调 增加 的 ,再 由 
PC0) 一 0.f(0) 一 fC0) =0 


知 PCz) > 0, 故 人 2 在 (0,o) 上 是 单调 增加 的 . 

3.4.32 若 f(0) = 0, 且 天 (z) 在 (0, 十 co) 内 单调 增加 ,证 明 : 
人 在 (0, + oo) 内 也 单调 增加 . 
{@ 


证 设 p(z) = , 则 (Cz) 一 于 ea) 了 (z) 


又 因 PCz) = -及 fa) 在 [0, 十 co) 上 过， 在 (0, 十 oo) 内 可 导 ， 

且 F'(z) 一 1 在 (0, 十 ce) 内 每 一 点 处 不 为 零 , 故 由 柯 西 中 值 定理 ,对 任 
意 的 zE (0, 十 co) ,在 (0,z) 内 至 少 存在 一 点 <, 使 
地 二 站 £0,¢0<: < 


3 一 0 


一 415 一 


第 三 章 一 元 函数 微分 学 


又 0) 一 0, (5 之 F(z) ,散人 < 也, 即 zz) 一 faz) > 0， 
因此 ,9 (z) > 0, 所 以 ,gp(z) = 攻 22 在 (0， + co) 内 单调 增加 、 


3.4.33 设 在 (一 co, 十 co) 内 PP(z) > 0,F(0) < 0, 证 明 : 芝 在 
区 间 ( 一 oo,0) 和 (0, 十 c2) 内 都 是 单调 增加 的 . 
分 析 ” 设 PCz) = 世 2. 要 证 FCz) 为 单调 增加 函数 ,只 要 证 P (z) 


== 开 (中 于 天 > 0, 即 只 要 证 wz) = zp(z) 一 f(z) > 0. 当 9(z) 为 


减 函数 时 ,只 要 证 p(z) > p(xo) (z < zyp(zo) 之 0); 当 mw(z) 为 增 函 数 
时 ,只 要 证 p(z) > p(z6) (z > zo, (zo) 之 0) ,本题 中 ,到 zo 二 0, 在 
(一 co,0) 中 plz) 为 碱 函 数 , 在 (0，, 十 co) 中 w(z) 为 增 函 数 . 

证 设 F(z) ={2, FP'(z) 一 ED, g(z) = zf (2)— 
f(z), 则 w (z) = zP(z) F(z) — f(z) 一 zj(z)。 

当 zE (一 co,0) 时 ,mw (z) < 0, 即 w(z) 为 单调 减少 函数 , 即 当 
z<0 时 ,wp(z) > 9(0) =— f(0) > 0; 

当 z € (0, 十 吕 ) 时 , w(z) > 0, 即 w(z) 为 单调 增加 函数 , 即 当 
z>0 时 ,9p(z) > 9(0) = 一 f(0) > 0. 

所 以 在 (一 co,0) 和 (0, 十 co) 中 , 均 有 w(z) > 0, 即 严 (z) > 0, 于 
是 F(z) = 区 2 在 (一 co,0) 和 (0, 十 oo) 内 都 是 单调 增加 的 . 

3. 4. 34 ” 若 函 数 f(z) 在 ze 的 某 一 邻 域内 的 增 量 4f(zo) = f(z) 一 
f(zo) 与 自 变量 的 增 量 4z 一 z 一 za 的 符号 相同 (或 相反 ), 则 称 f(z) 在 zo 
处 是 局 部 增加 (或 减少 ) 的 . 设 f(z) 在 区 间 1 上 的 每 一 点 都 是 局 部 增加 
的 ,证 明 :f(z) 在 7 上 是 单调 增加 的 . 

证 ” 若 不 然 , 则 存在 zo € 7 及 56 >> 0, 使 (ze 一 bz 十 0) 三 也 且 
4f(zo) 或 不 确定 ,或 与 4z 符号 相反 。. 

又 f(z) 在 z 处 是 局 部 增加 的 , 故 存 在 中 > 0, 使 (zo 一 62,z6o 十 62) 导 

工 , 且 4f(zo) 与 4z 同 号 . 

取 5 二 min{i,5:},， 则 在 (mm 一 gz 十 9)S(zo 一 bm 十) 站 
(ze 一 gayze 十 562) 内 会 出 现 矛盾 . 

3.4. 35 ”证 明 函 数 

| 一 4 一 


| 
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f(2) -人 zz 天 0; 


0， z 一 0. 
在 点 z 二 0 处 是 局 部 增加 的 ,但 在 0 点 的 任意 邻 域 ( 一 e, 十 e (* 之 0) 内 
却 不 是 单调 增加 的 ,并 画 出 f(z) 的 图 形 . yl y=3x 
证 对 于 41(0) = z(1 十 zsin 之 )， 


当 z 充 分 小 时 ,显然 有 
z<0 时 ,4f(0) <0iz 二 0 时 ， 
4f(0) > 0. 
因此 ,f(z) 在 z = 0 处 是 局 部 增加 的 . 
对 于 z 隆 0, 有 f 
2 /7 | 


f(s) = 1 + 2zsin 2 — 2c00 2， | 
= = 3. 4. 35 题 图 
因此 对 于 无 论 怎 样 的 。 之 0, 总 可 找到 充分 大 的 整数 4, 使 点 x 一 


z 一 二 属于 (一 9, 又 由 了 (xy) 一 一 (Ga 一 3 可知 ,f(z) 


在 (一 *,e) 内 不 是 单调 增加 的 . 

3.4.36 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 目 在 (a,8) 内 可 导 , 若 在 (a,8) 内 
除 有 限 个 点 外 ,PP (z) > 0, 则 f(z) 在 区 间 [a,58] 上 为 单调 增加 函数 . 在 有 
限 个 点 处 ,导数 能 否 等 于 0? 能 否 小 于 0? 试 说 明理 由 . 

证 设 f(z) 在 (a,8) 内 的 x 个 点 z1,z2，…,z, 处 导数 不 大 于 0, 取 区 
闻 (o,z],[ziyzz], [zzs],…，[z.,5)， 在 这 些 区 间 中 ,PCz) > 0, 所 以 
f(z) 在 它们 中 为 单调 增加 函数 (注意 ,不 能 得 到 f(z) 在 闭 区 间 [z,z+1] 
上 为 严格 增 函 数 ). 

又 由 f(z) 在 [a,5] 上 的 连续 性 ,所 以 f(z) 在 [a,5] 上 为 单调 增加 函 
数 , 在 导数 不 大 于 0 的 点 处 ,导数 可 能 等 于 0. 例如 ,y == f(z) 一 z, 在 z 
一 0 处 了 (0) = 0, 但 f(z) 一 了 为 单调 增加 函数 . 在 导数 不 大 于 0 处 , 导 
数 不 能 小 于 0, 因 为 由 导数 定义 

Pa) = tim {fe 十 人 — f(z) 


1 
pt 


车 天 (zD < 0, 则 由 极限 的 保 号 性 知 ,了 二 和 一 了 < 0, 当 4>0 
时 ,就 有 fr 十 4z) 一 f(z) 之 个 睁 于 二 47)X Cz 吕 这 就 是 说 ,f(z) 
一 人 7 
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在 (xz+0 中 单调 减少 . 这 与 f(z) 为 单调 增加 矛盾 . 


3. 函数 的 极 值 和 最 值 

(1) 极 值 的 求法 

3.4.37 求 fGz) = az: 十 jz 十 e 的 极 值 点 . 

解 ”初等 代数 中 ,用 配方 法 可 求 得 二 次 函数 的 极 值 点 ,现在 用 求 
导 法 . 

令 p(z) = 2oz 十 5 二 0, 求 得 驻 点 zo 一 一 艺 又 由 fr(z) = 2o 可 得 
fr(z0) = 2a. 


所 以 , 当 a> 0 时 ,z= 一 充 为 f(z) 的 极 小 值 点 


当 a< 0 时 ,am 一 一 立 为 faz) 的 极 大 值 点 

3.4.38 设 f(z) 是 二 次 连续 可 微 的 偶 函 数 , 并 且 尹 (0) 关 0, 证 明 : 
z 一 0 是 该 函数 极 值 点 . 

证 因 f(z) 是 偶 函 数 , 故 f( 一 z) = f(z), 一 了 (一 z) = 所 (z), 于 
是 有 fF(0) = 0. 

再 由 泰勒 公式 ,有 

f(z) = f(0) + or? + o(z’), 

由 此 可 见 , 当 fr(0) > 0 时 ,z= 二 0 是 站 定 家 水 全 证 jn(z) 之 0 时 ， 
+ 二 0 是 局 部 极 大 值 点 . 

3.4.39 求 f(z) 一 每 二 的 极 大 什 与 极 小 值 . 


二 2 十 2)(2z 一 D， 信 
(十 175 


人 


解 了 (z) 
六 一 去 . 列表 如 下 


了 (z) 一 0, 解 得 z 2， 


故 f(z) 的 极 小 值 为 ~ 1, 极 大 什 为 4 
4 一 ” 
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3.4.40 ”讨论 y= x (a 一 z)" 的 极 大 值 与 极 小 值 (mn 均 为 正 整 
数 ,a > 0). 

解 Y= 十 me 一 2z)"1(5 于 一 )， 令 Y 一 0, 求 得 
z= 0(x> 1 时 ),z = ma/(rn 二 mm) 及 z =a (m> 1 时 ). 

当 # 二 2k 十 1 (4 二 0,1,2,…),z 渐 增 地 经 过 z 二 0 时 ,y 不 改变 
符号 ;m 二 2k 十 1 (二 0,1,2,…),z 渐 增 地 经 过 z 一 “时 ,yw 也 不 改变 
符号 ,这 时 z = 0、z = a 不 是 极 值 点 . 

当 a = 2k (kt 一 1,2,…),z 浙 增 地 经 过 z = 0 时 ,y 由 负 变 正 , 故 
y(0) 二 0 是 极 小 值 . 当 m = 2k (+ 二 1,2,…),z 渐 增 地 经 过 z 二 a 时 , y 
由 负 变 正 , 故 y(a) = 0 是 极 小 值 . 

当 nm 为 任意 正 整数 ,z 渐 增 地 经 过 z = ra/ (ax 十 m) 时 ,y 由 正 变 
负 , 故 ?0 下 志 ) 一 wm (二 训 ) 是 极 大 值 . 


3.4.41 ， 求 函数 f(z) = 2z 十 3 Vz 的 极 值 . 


解 7 四 =2+ 术 = 一 了 [Yr + 全 7CD 一 0 求 得 驻 
点 zx 一 一 1. 
2 2 
Bb (z) = 一 一 一 得 ,fr( 一 1)= 一 直达 0， » 
由 Pa = 一 一 生得, 2. < 0, 因 此 ,由 极 什 的 


第 二 判别 法 知 ,f( 一 1) = 1 是 极 大 值 . 

z 一 0 是 导数 P(z) 不 存在 的 点 .在 zx 二 0 的 附近 , 当 z 过 0 时 ,f(z) 
取 负 号 ,函数 f(z) 单调 威 少 , 当 z > 0 时 ,f(z) 取 正 号 ,函数 f(z) 单调 
增加 , 即 函 数 f(z) 在 z = 0 取得 极 小 值 ,f(0) 二 0. 

3.4.42 求 f(z) = Vz 十 的 极 值 . 

解 f(z) = VY 十 一 V2(I 十 z) 在 [一 1, 十 co) 上 连续 且 除 
z 二 0 外 均 可 导 ， 


一 十 3 € (0,+co)) 
f(z) 一 2z 十 3z? 2z + 3z? 2v1l+z 
2 vVz 十 mm 2lz| Vi+z 一 -2 士 i ,€ (C0). 
: ;2.YI 十 z We 


令 了 (z) 二 0, 朱 得 唯一 驻 点 一 一 
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函数 f(z) 在 z = 0 处 不 可 导 . 事实 上 ， 
lim {= - m + lm Vi+z= 1 


sot yg 0 十 0 
lim 二 一 人 lim tad lim (一 V1+z) 1, 


sO 0 #0 


二 者 不 相等 ,从 而 lm 了 2 二 如 0) 不 存在 . 
为 讨论 在 驻 点 na 一 一 她 和 不 可 导 点 zs 一 0 邻近 了 (z) 的 符号 , 列 
表 如 下 ， 


所 以 函数 f(z) 在 = 一 一 子 处 到 得 极 大 人 


De 2 2、 2V3 
1 一 名 )=1 一 全 IM1+ (一 襄 ) 一 


在 z = 0 处 取得 极 小 值 f(0) 一 0. 
3.4 43 证明:eos26 十 sing 的 极 大 值 为 他 


证 ” 设 y = cos20 十 sin9, 则 
¥ 一 一 2sin20 十 cosb = cosb(1 一 4sing), 


令 # = 0, 得 cosg 一 0 或 sng = 本 
又 急 4cos20 一 sing = 4(sin2g 一 cos’0) 一 sing， 
以 sing 本， ceoeg = V1 — ain 5 代入 得 六 去 三 下 < 0. 
故 当 sing 一 于 时 ,y 有 极 大 值 y 一 cos*0 一 sin’9 十 sing 一 蕊 . 
当 cosb 二 0 时 ,经 检验 可 知 ,这 时 y 非 极 大 值 . 
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故 cos29 十 sing 的 极 大 值 为- 

3. 4.44 设 函 数 f(z) = z 十 acosz(a 之 1) 在 区 间 (0,2r) 内 有 极 小 
值 , 且 极 小 值 为 0. 求 函数 f(z) 在 该 区 间 内 的 极 大 值 . 

解 F(z) = 1 一 asinz, Pr(z) 二 一 acosz. 令 P(z) = 0, 得 smz 一 二 


(a > 1) ,由 此 求 得 驻 点 zo = arcsin 二 . 由 于 人 7(z0) 一 一 acosz < 0,7(x 
一 z0) 二 acoszo > 0. 故 f(z) 在 z= 7 一 zo 处 取得 极 小 值 . 在 z == zo 处 取 
得 极 大 值 . 

由 题 设 知 ， 

f(x 一 zo) 一 和 一 zo 十 ocos(r — x0) = 7 — zo — acoszo = 0» 
故 zo 十 acoszo 二 x. 因而 求 得 函数 f(z) 的 极 大 值 为 
f(z0) = zo 十 acoszo = x. 

3.4.45 a 为 何 值 时 ,函数 f(z) = asinz 十 二 sin3z 在 r= 子 处 取 
得 极 值 ?是 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 求 该 极 值 . 

解 ” 令 F(z) = acosz 十 cos3z 二 0, 得 a ,把 z 也 代入 ， 


得 4 一 一 卫生 一 2. 即 当 a 一 2 时 ,f(z) 一 0. 
Pog 
又 Jr(z) 一 一 2sinz 一 3sin3z, 


P(E) 2sin 于 一 3sinr 一 一 V3 <0, 


所 以 f(z) 在 z = 本 处 取 极 大 值 , 极 大 值 为 f(3) = W 3 

3.4.46 ” 求 函数 f(z) = zie-* 的 极 值 . 

解 所 (z) = zie- "(3 一 z), 令 所 (z) = 0, 驻 点 为 z 二 0,3， 

当 z<0 时 ,P(z) >0, 当 0<z<3 时 ,PP(z) > 0， 

又 当 z> 之 3 时 ,也 (z) < 0. 故 f(z) 只 在 z == 3 时 取得 极 大 值 . 极 大 
值 为 f(3) = 27e-:. 

2 ” - 

3.4.47 求 函数 ?一 (1 十 z 十 可 十 可 十 … 十 吉 )e“(" 为 自然 

数 ) 的 极 值 . 


ce 
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Ea 
21! 
《1 十 z 十 


如 zl 
解 ¥= (十 zf 十 十 可 十 十 页 二 De 


Zz? 
21 


站 rr 
ttt-Ditan” 


nl 


一 一 —e-. 


nl 
令 y = 0, 得 := 0. 当 "为 偶数 时 ,对 一 切 z 值 ,y 二 0, 故 不 存在 极 值 点 ， 
当 "为 奇数 时 , 若 z 二 0, 则 y > 0; 车 z 二 0, 则 y 二 0, 这 时 y 在 z= 0 
处 取得 极 大 值 y(0) = 1. | 
3.4.48 求 f(z) =z 一 In(1 十 z) 的 极 值 . 
解 ” f(z) 在 (一 co, 十 co) 内 连续 且 可 导 ， 


Ch 
ed 下 下 


令 了 (z) 二 0, 求 得 驻 点 z= 1. 在 z= 1 的 左右 两 侧 总 有 f(z) > 0, 因 此 

函数 f(z) 在 唯一 驻 点 z = 1 处 不 取得 极 值 , 故 该 函数 没有 极 值 . 
3.4.49 已 知 f(z) = 位 5 环 f(z) 的 极 值 . 

解 ” 当 z 关 0 时 ,f(z) 一 zy lnf(z) = 2zinz， 


#8 = 2Inz + 2, f(z) = 2z*(1 + Inz)， 


解 (x) = 0 得 z 一 过. 当 z>> 十 时 ,PCz) > 0; 当 z<< 工 时 ,了 (<<0， 
故 了 工 ) = “~ 为 极 小 值 . 
当 z 一 0 时 ,了 (0) 不 存在 ,f(z) 在 z= 二 0 处 不 连续 , 故 0 不 可 能 是 极 


值 点 . 
当 z< 0 时 ,函数 无 定义 ,不 讨论 . 
注 ”对 导数 不 存在 的 点 ,也 需要 判别 是 否 为 极 值 点 . 


Ws > 0 
3.4. 50 ”已 知 函 数 y = f(z) 一 人 人 E20 
(1) 讨论 f(z) 在 z = 0 处 的 连续 性 ; 
(2) z 为 何 值 时 ,f(z) 取得 极 值 . 
解 CD 了 00) = (0 二 D 一 fr(0) 一 imz 设 一 阅 , 则 
0 


一 432 一 
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lnx = 2zlnz 2 由 lnx = lim 2 In 2 lim —2— = 0, 
十 ot 1 Pi 
入 s 


故 les 即 所 (0) 二 eet 又 f-(0) = lim(z+ 1)=1. 
0 一 
于 是 ， "fo 在 一 0 处 连续 
(2) 当 z 之 0 时 , 解 W(z) 一 2z*(1 十 Inz) 二 0 得 + 一 二 ,在 士 左 
方 附近 y < 0, 在 二 右 方 附近 y > 0, 故 区 二 ) 为 极 小 值 . 
又 在 z= 二 0 处 ,f+(0) 一 lim [2z*(1 十 nz] 一 一 co， (za 一 1). 所 
二 5 
以 在 z 一 0 处 f(z) 的 导数 不 存在 ,而 在 0 的 左 方 附 近 y = 1 之 0, 在 0 


的 右 方 附近 y < 0, 故 了 (0) 为 极 大 值 . 
3.4. 51 ” 求 下 列 函 数 的 可 能 极 值 点 : 


一 z， 一 1<z<0， 
‘© -1 0， 0 二 z 生 1 


i l<s<?2,. 


解 ” 因 为 
一 1， 一 1<s<0 
ro-| 0， 0<z<1 
1， Ieee 


且 也 -(0) 一 一 1, 了 +(0) 一 0 了 了 -(1) 一 0, 了 +(1) 一 1, 故 (0,1) 内 
的 点 都 是 f(z) 的 可 能 极 值 点 , 即 f(z) 有 无 穷 多 个 可 能 极 值 点 . 


3.4.52 设 f(z) 满 足 3f(z) 一 了 ( 士 ) = 十 ，(z 天 0)，, 求 函数 7(z) 
的 极 值 . 
解 ” 令 z 二 十 ,(t 取 0), 则 3f( 士 ) -TCD 一 4 解 方程 组 


一 f( 二 )= 士 ， 


— f(D + fH) 一 >， 


得 fa 二 言 (2 十 了 )，(z 冯 0) 
对 f(z) 求 导 ,得 PE 3 i 
一 
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3 3 
f(z) = f= 4 
令 f(z) = 0, 得 z= 土 V 3 ,而 


V7 放 3 =- 三 > 

又 {一 V3) V3, /FE 

所 以 ,函数 f(z) 在 z 一 一 V3 时 取 极 大 值 一 ,在 :一 V3 
时 取 极 小 值 -3 


3.4.53 ” 设 y 二 y(z) 是 由 方程 zy 十 y 二 1G9 > 0) 所 确定 的 函数 ， 
讨论 函数 y(z) 是 否 存 在 极 值 , 若 有 极 值 , 求 出 所 有 的 极 值 . 
解 ”因为 y > 0, 故 可 将 方程 化 为 显 函数 


一 
-人 Vit 0, 


1， z 一 0. 


易 知 y 一 二 二 3! 十 短 在 (一 oo, 十 oo) 内 可 导 , 由 隐 函 数 求 导 法 ， 
得 
2 
对 T+ 2z3y” 


令 = 0, 得 y = y(z) 的 驻 点 为 z 二 0. 在 (一 00,0) 内 y > 0， 


所 以 y = 二 二 3! 十 单调 增加 ; 在 (0, 十 co) 内 y 过 0, 所 以 
:= 一 tt 士民 单调 减少 , 故 y 在 * 二 0 处 取得 极 大 值 y(0) = 1. 


由 zy 十 y 二 1 (y 之 0) 所 确定 的 函数 y 二 y(z) 在 (一 co, 十 co) 
内 可 导 , 且 有 唯一 的 驻 点 z= 0, 因 此 y= 二 y(z) 仅 在 z = 0 处 取得 极 大 值 
y(0) 一 1, 在 其 他 点 都 不 能 取得 极 值 . 
3.4.54 设 函 数 f(z) 二 (z 一 zo)"p(z) (为 自然 数 ), 其 中 函数 
9(z) 当 z = zo 时 连续 . 
(1) 证 明 f(z) 在 z = zo 处 可 导 ; 
一 42# 一 
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(2) 车 plzo) 取 0,f(z) 在 z 一 zo 处 有 无 极 值 ?为 什么 ? 
证 〈D tim 人) 二 天 一 im (z 一 zo)'p(z) 一 0. 获 f(z) 在 
en a 


z 二 zo 处 可 导 , 且 (zo) = 0. 

(2) 因 w(z) 在 z = zo 处 连续 , 且 w(zo) 天 0, 则 gp(z) 在 zo 的 邻 域 
(zo 一 6,zo 十 6) 内 与 9(zo) 同 号 ,因此 ,f(z) 的 符号 只 与 自然 数 * 的 奇偶 
性 有 关 . 

若 # 为 奇数 , 则 当 z 渐 增 地 经 过 zo 时 ,f(z) 的 值 变 号 ,所 以 在 z = zo 
处 无 极 值 . 

车 为 偶数 , 则 (z 一 z0)* 过 > 0 (z 关 z0). 

当 mw(zo) 盖 0 且 0 一 |z 一 zl| 王 6 时 ,f(z) = (z 一 zo0)'p(z)>>0= 
f(z0) ,所 以 ,在 z = zo 处 有 极 小 值 f(zo). 

当 plzo) <0 且 0 一 |z 一 zl|<56 时 ,f(z) = (z 一 zo0)'p(z) 过 0= 
f(zo), 所 以 ,在 z = zo 处 有 极 大 值 f(zo). 

3.4.55 设 f(z) 在 zo 的 邻 域内 有 直到 "十 1 阶 导 数 , 且 下 (zo) 一 
天 (z0) 二 二 D(z0) 一 0， fo(zo) 天 0 Ck 过 ). 证 明 :(1) 4 为 偶数 
时 ,f(zo) 为 极 值 ; (2) + 为 奇数 时 f(zo) 不 是 极 值 . 

证 在 z= zo 处 将 函数 f(z) 按 泰 勒 公式 展开 ,由 假设 可 得 

f(z) 一 f(z0) = FO(E) (z 一 zo):/k1, 
其 中 & 在 + 与 zo 之 间 , 而 且 , 在 zo 的 某 邻 域内 fm(6) 不 变 号 . 

(1)* 为 偶数 时 ,在 zo 的 某 邻 域内 , 当 z 渐 增 地 经 过 zo 时 ,f(z) 一 
f(zo) 不 变 号 , 且 其 符号 与 f**(6) 相同 , 亦 即 与 fF*(zo) 同 号 , 若 fo(zo) 
> 0, 则 在 zo 的 某 邻 域内 总 有 f(z) > f(zo) ,因而 f(zo) 是 函数 的 极 小 值 ; 
若 fo(zo) < 0, 则 f(zo) 是 函数 的 极 大 值 . 总 之 ,# 为 偶数 时 ,f(zo) 为 极 
值 . 

(2)& 为 奇数 时 ,在 zo 的 某 邻 域内 , 当 z 渐 增 地 经 过 zo 时 ,f(z) 一 
f(z0) 变 号 ,所 以 ,这 时 f(zo) 不 是 极 值 . 

3.4.56 证明: 如 果 函 数 f(z) 不 为 负 , 则 函数 F(z) = cf(z) (ce 
0) 与 函数 f(z) 有 相同 的 极 值 点 . 

证 下 面 仅 就 f(z) 与 F(z) = cj(z)(e>0) 有 相同 的 极 大 值 点 给 
出 证 明 * 至 于 有 相同 的 极 小 值 点 可 类 似 地 进行 证 明 . 

如 肾 的 3 dz 十 
6) 内 每 二 归 黄 旺 的 出 均 和 全 三民 


~ M2 
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了 (ro) > f(z). 

由 于 f(z) 不 为 负 , 且 c 之 0, 所 以 对 (zo 一 5,zo 十 5) 内 每 一 异 于 zo 的 
z 均 有 cfF(ro) > cf(z) 或 F(zo) >>F(z), 即 F(z) 在 zo 处 取得 极 大 值 . 因 
此 ,f(z) 的 每 一 个 极 大 值 点 必 为 F(z) 的 极 大 值 点 ;反之 ,可 以 证 明 ， 
F(z) 的 每 一 个 极 大 值 点 必 为 f(z) 的 极 大 值 点 . 从 而 F(z) 与 f(z) 有 相 
同 的 极 大 值 点 . 

3.4.57 设 函 数 f(z) 满足 微分 方程 

zjr(z) + 3 Tf (=1—e, (~ oo<r<+ oo). 

如 果 f(0) = 也 (0) = 0, 求 一 个 常数 4, 使 当 z 宇 0 时 f(z) < 4z:. (提示 : 
不 必 解 方程 ). 

解 ” 令 F(z) = (1 一 e-')/z, 因 limF(z) 一 lime™ = 一 1, 故 可 定义 


F(0) 一 1. 
四 一 
4 es ， 


因 limP'(z) = lim 一 一 地， 


i ge 
eT 0 2e 十 4ze 十 ze 
故 可 定义 到 (0) = 一 去 


设 x(z) =z 十 1 一 e, 则 x(0) 一 0. 当 z>0 时 w(z) 一 1 一 we<0， 
因此 , 当 z> 之 0 时 ,zx(z) 二 0, 即 知 F'(z) 过 0,F(z) 于 z 之 0 时 单调 减少 ， 


故 当 z 之 0 时 P(z) = 一 所: < 1, 于 是 由 所 给 方程 得 
Jr(z) = 


(之 0). 


设 P(2) = fa) 一 人 ,Pa(D) = Pa) 一 了 (GD) 一 24z. 当 4 关 二 
时 ,F's(z) 二 所 (7z) 一 24 志 1 一 24 志 0, 而 F.(0) = 了 (0) 一 0, 即 知 F,(z) 


= F(z)=f(7) 一 24z 委 0. 而 Pi(0) = f(0) = 0, 又 知 F,(z) = f(z) 
一 如 过 0, 即 f(z) < he 所以, 可取 常数 4 之 去 ,使 得 当 z 之 0 时 有 
f(z) < 4z2. 
3.4.58 ”函数 f(z) 对 一 切实 数 z 满足 微分 方程 
zsP(s) 十 3z[P(z)] 一 1 一 e 一 
(1) 如 果 洛 xz 在 点 z = ce 天 0) 有 极 值 ,证 骨 它 是 极 小 值 - 
| (2) 如 果 f(z) 在 点 z 一 0 有 极 值 , 它 是 极 小 值 还 是 极 太 信 ?:: ， 
| 一 46 一 


| 
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解 (1) 如 果 f(z) 在 点 z= clc 隆 0) 有 极 值 . 则 (ec) = 0, 由 所 给 
微分 方程 得 PP(c) = (1 一 e-)/e. 当 ce 汪 0 时 e-' 过 1, 故 所 (c) > 0; 当 
c 0 时 ,e 之 1, 亦 有 扬 (c) > 0, 因 此 在 这 种 情况 下 f(z) 在 z=。 处 取 
得 极 小 值 . 

(2) 由 题 设 , 对 一 切实 数 z, 有 

zf"(z) 一 1 一 e 一 一 3z[P(z)]， 
车 f(z) 在 点 z 一 0 处 有 极 值 , 则 了 (0) = 0. 而 

了 (0) = limf"(e) = lim{(1 — eT)/e— 3 [f (1} = 1>0, 
所 以 ,如 果 f(z) 在 z = 0 处 有 极 值 , 它 一 定 是 极 小 值 . . 

3.4.59 设 了 (z) 满足 af(z) 十 好 (十) 二 了 ,其 中 eb.c 都 是 常数 ， 
且 1al 关 151.(1) 证 明 f(z) = 一 了 (一 z);(2) 求 F(z) ,Pr(z) 及 fo(z); 
(3) 若 e>> 0,1a| > 181, 则 a.b 应 满足 什么 条 件 ,f(z) 才 有 极 大 值 和 极 
小 值 . 

解 ”将 : 换 成 二 ,代入 所 给 等 式 ,有 of( 士 ) 十 好 (z) = oz, 与 所 给 
等 式 联 立 解 f(z), 因 |e| 关 15| ,得 

f(z) = pe 一 bcz). 

(1) 由 上 式 及 题 设 即 得 ”f(z) = 一 f( 一 z). 


1 bc 2.1 
WFD = n(n) FID = 


(一 Da! z-e+D, 


f(z) 一 


a2 一 22 
， (3) 令 P(z) = 0, 得 z== 土 Y 一 a/6, 可 见 a.b 必 须 异 号 , 且 5 关 0， 
特别 当 z 二 V 一 ap 时 , 若 s> 0, 由 e 之 0 可 知 p(z) > 0, 这 时 f(z) 有 
极 小 值 ;车 a 过 0, 由 c > 0 知 fr(z) < 0, 这 时 函数 有 极 大 值 ， 

(2) 最 大 值 与 最 小 值 的 求法 

3.4.60 在 数 1, V2 ,3 ,V4 ,…, a,… 中 求 出 最 大 的 
一 个 数 . 

解 ” 设 ! = 本, 则 ny = 二 Inz, 两 边 求 导 得 

兰 = 二 .二 二 nz( 一 二 ) 
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£1 
即 y= “(l 一 Inz). 


当 z 二 e 时 ,y 一 0; 当 0 之 ze 时 ,y > 0, 这 时 y 一 二 单调 增加 , 且 ? 
过 让; 当 e 过 z 过 十 品 时 y 二 0, 这 时 y = 二 单调 减少 且 ! < 所, 于 是 ， 
1<V2Y3 > YI>…> Ya > 又 W2 过 久 3. 故 所 
求 的 最 大 数 是 Y 3 

3.4.61 已 知 数列 3, 3 一 182, 3 一 282，…， 问 前 多 少 项 之 和 
最 大 ? 

解 ” 设 前 项 之 和 为 5., 则 


58, 二 3 十 (3 一 82) 十 (3 一 2l82) 十 … 十 《3 一 (x 一 1)182) 


=34—[1+2++ (nDle2 = 3 — M3 Dg2. 


让 1)) 


令 f(z) = 3z 一 lg2， pt 


0 可 求 得 z 二 a 5. 

又 So= 30 一 45lg2, Su 一 33 一 55lg2, 比 较 后 得 So> Su, 故 前 10 
项 之 和 最 大 . 

3.4.62 设 f(z) = 二 二 一 5z1 十 5z? 十 1, 求 f(z) 在 [一 1,2] 上 的 最 
值 . 

解 F(z) = 5z( 一 20z: 十 10z=5zz 一 1)(z 一 3). 

令 了 (z) = 0, 求 得 驻 点 zi 二 0,z 一 1,zs 二 3. 其 中 zs & [一 1,2]， 
应 会 去 . 函数 没有 不 可 导 点 . 

由 于 f( 一 = 一 10, f(0) =1, 了 f(1) 一 2，f(2) = 一 7, 所 以 f(z) 
在 [一 1,2] 上 的 最 大 值 为 2, 最 小 值 为 一 10. : 

3.4.63 求 f(z) = V(r 一 2z)? 在 [0,3] 上 的 最 值 . 

解 ” f(z) 在 [0,3] 上 连续 , 且 在 (0,3) 内 除 z = 2 外 均 可 导 ， 
2 2z—2 4(z— 1) 


fi(7) Eh S ， 
站 有 一 人 
而 在 >= 2 处 ， 
本 
2 2 一 2 3 ‘z=2 
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即 z = 2 是 函数 在 (0,3) 内 的 不 可 导 点 . 
令 了 (z) = 0, 得 驻 点 z 二 1. - 
由 于 f(0) 二 0, f(1) 二 0, f(2) 二 0, f(3) = 9, 所 以 f(z) 在 
[0,3] 上 的 最 大 值 为 Y 9 ,最 小 值 为 0. 


3.4.64 ”讨论 函数 y 一 二 | 的 极 值 , 它 是 否 有 最 小 值 , 若 有 ， 
求 此 最 小 值 . 
解 函数 的 定义 域 为 (一 co,0) 与 (1, 十 co)， 
1 3 | 于 -3zz(z 一 1) 一 了 
Y= 地 ( 二 [二] 


3 z 
= CNG 
令 y 一 00, 得 驻 点 为 z 一 0, 于, 虽然 当 z = 1 时 y 不 存在 , 但 此 时 函数 
?无 定义 , 故 不 必 考虑 . 当 一 co<<z 之 0,1<z 过 总 时 ,y (x) 之 0; 当 
立 <<z<+ co 时 ,yz) > 0. 故 函数 yz) 在 = = 卫 处 取得 极 小 值 


(三 ) 一 了 V 3 .无 极 大 值 ,也 无 最 大 值 ,由 于 3C0) 一 0, 函 数 y(z) 的 


最 小 值 为 0. 
3.4.65 求 函 数 
2(z 一 1) 十 1， 0<z<l1; 
= 


1, l<zs< 2 
22 — 3, 2 三 z 革 3. 
在 [0,3] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 ”f(z) 除 在 z= 二 2 处 不 可 导 ( 左 , 右 
导数 不 相等 ) 外 ,在 [0,3] 上 的 其 他 点 处 均 
可 导 , 当 1<z<2 时 ,所 (z) 一 0, 因 此 , 可 5 天 略 
能 极 值 点 是 [1,2] 上 的 全 体 点 ,在 这 些 点 处 ,f(z) = 1. 于 是 ,f(z) 在 [0， 
3] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 是 

max{f(0),1,f(3)} = max{3,1,3} = 3， 
min{f(0) ,1,7(3)} = min{3,1,8) =,1.. 
最 大 值 点 是 = = 0,z = 3; 最 小 值 点 是 1<<z < 2. 


| 
| 
| 
| 
1 
3 
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3.4.66 ”将 8 分 成 两 个 正 数 之 和 ,使 其 立方 之 和 为 最 小 . 
解 ” 设 将 8 分 成 z 与 (8 一 z), 则 其 立方 和 为 
y=7+ (8 7), (0<r< 8). 
为 求 y 的 最 小 值 ,我 们 求 y 对 z 的 导数 : 
y=37—3(8— z= 48 — 4), y= 48. 

令 y = 0, 得 唯一 的 驻 点 为 x = 4, 且 在 z= 4 处 0, 因 此 y 在 
z 二 4 处 取得 最 小 值 y1,- = 人 十 4 二 128, 即 将 8 分 成 4 与 4 之 和 ,其 
立方 和 为 最 小 . 

3.4.67 设 f(z) == nz (1 一 2z)"(n 为 自然 数 ), 试 求 

(1) f(z) 在 0 xz<< 1 上 的 最 大 值 M(n);(2) limM(Cn). 

解 (1) F(z) 二 nn(1l 一 2)"![1 一 (1 十 n)zj. 令 (z) = 二 0, 得 

z= 1,7= 1/( 二 1). 
当 z< la 十 1) 时 ,P(z) > 二 0, 当 z>> 1 十 1 时 ,请 (z) < 0. 


故 fGI/C 十 D) 为 极 大 值 ,f TD = [二 ”> 0 而 KD = 
f(0) 一 0, 故 f(z) 在 0 人 +z 1 上 的 最 大 值 为 


M(n) = (=) 


(2) tim MO) = im Tv lim (3 了 7) = 十- 
竺 1 ,~ e 

3. 4. “68 设 f(z) 二 lz 一 3az|, 
一 1<z 过 1, 其 中 a 之 0. 

(1) 求 f(z) 的 最 大 值 M(a); 

(2) 当 a 为 何 值 时 ,M(a) 为 最 小 , 求 
此 最 小 值 . 

解 f(z)= |z 一 3arj, 一 1 过 
z 二 1 是 偶 函 数 ,其 图 象 如 右 图 所 示 - 

令 了 (z) 二 0 可 得 驻 点 为 
， 2 一 土 这 zs 
又 z = 0 及 z 二 V34 为 导数 不 存在 的 点 ,结合 曲线 图 象 与 极 值 点 的 分 
析 , 得 如 下 情况 : 


当 2 Va <1, 即 90<a< 才 时 ， 


Va Vi2av3a 
3.4. 68 题 图 
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maxf(z) M(a) = f(1)= |1 3a| 3ai 
当 V a 过 1<2 Va, 即 二 <<a<<1 时 ， 


maxf(z) = M(a) = f(V a ) = 20, 
当 Wa >1 即 1<a< 二 co 时 ， 
maxf(z) = M(a) = f(1) = |1— 3a| = 3a—1. 
1— 3 0<a< 工 ; 


又 MD) = a, 
3， l1<a<+o. 
由 于 Mo) 在 0 达 。< 十 co 上 连续 ,上 且 当 a<< 让 时 , M' (a) < 0 


a> 于 时 ,wa) > 0, 所 以 , 当 a = 计时 ，M(a) 为 最 小 , 最 小 值 为 
MG ) = 本 

3.4.69 ” 设 定义 在 给 定 区 间 ( 开 、 闭 、. 半 开 半 闭 )! 上 的 可 微 函数 
f(z) 在 1 上 只 有 唯一 的 点 zo, 使 户 (zo) = 0, 证 明 : 若 zo 是 极 大 值 点 , 则 它 
必 是 f(z) 的 最 大 值 点 . 

证 “用 反 证 法 . 若 不 然 , 则 存在 mi( 不 妨 设 ma > zo), 使 f(z1) > 
f(zo). 因 f(zo) 是 极 大 值 ,因此 ,存在 zz E (zo,z1) ,使 得 

f(z2) < f(zo) f(z), 

由 连续 函数 的 介 值 定理 可 知 ,存在 点 nz 过 zs 过 zs 过 zs 使 fxs) = 
f(zo). 在 [zo,zs:] 上 应 用 罗 尔 定理 ,存在 zo,zo 过 zo 之 zs, 使 F(z0) 二 0. 这 
与 题 设 矛盾 . 

3.4.70 设 #z),g(z) 均 在 m 点 附近 有 定义 且 过 续 ;g(z 尖 0， 


TD 一 GD 二 0, 且 全 去 8 全 在 点 外 取得 最 小 什 , 试 证 塌 于 。 


一 名 + 一 
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三 Zo 处 取得 极 大 值 . 
证 “由 题 设 有 io > 0, 使 f(z),9g(z) 在 (ze 一 5,zo 十 6) 内 有 定义 且 
连续 .又 有 85 > 0,6 之 50, 使 当 z € (zo 一 61,zo 十 61) 时 ,有 
f(z) 十 9(z) 、 f(z0) 十 g(zo) 
flz) 一 9g(Gz) 二 > fea) 一 9(zo) 
2[g(z)f(z0) 一 f(z)9g(zo) 
好 Or 
由 于 f(z),g(z) 在 (zo 一 5,z0 十 9) 内 连续 , 故 存在 62,0 过 5 王 6， 
使 当 : z€ (rz 一 gzo 十 9) 时 ,有 
[f(z) 一 9(z)][f(zo) 一 9(zo)] > 0. 
因此 ， f(zo)g(z) > f(z)g(z0). 
又 由 f(z) ,g(z) 的 连续 性 和 gzo) 关 0 知 ,存在 6> 0, 且 0<<5<<6:, 使 
当 z€ (zo 一 656,00 十 6) 时 ,有 
g(z)g(z0) > 0， 
因此 , 当 x € (zo 一 6,zo 十 人 5) 时 
f(z) _ flz0) _ f(z)g(zo) — 9g(z)F(z0) <o, 
g(z) 9(zo) g(r)g(z0) 
即 f 加 在 取得 极 大 值 
3. 4.71 车 以 4(b) 表示 到 一 2tz 在 [一 1,2] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 
之 差 , 试 求 4(b) 的 最 小 值 ( 一 co 之 *<< 十 co)， 
解 设 f(z) =z 一 2kz( 一 1 寺 z 坟 2), 则 了 F(z) = 2z7 一 24， 
(1) 当 4 和 一 1 时 , 因 一 1 二 z 过 2, 故 f(z) 二 2(z 一 h) 之 0， 
f(z) 在 [一 1,2] 上 单调 增加 ,所 以 最 大 值 与 最 小 值 之 差 为 
4( =F2) 一 f( 一 1) = (4 一 4 一 (1 十 26 一 3 一 6k 
因为 4(D = 一 6<< 0, 所 以 , 当 上 委 一 1 时 ,4(b 单调 减少 . 
(2) 当 # 之 2 时 , 因 一 1z<2, 故 F(z) 二 2(z 一) 全 0,f(z) 在 
[一 1,2] 上 单调 减少 ,所 以 
ACK) 1 f(2) = (1 十 2k) (4 4k) 6k— 3, 
因为 和) = 6 > 0, 所 以 , 当 z 宇 2 时 ,4Ck) 单调 增加 、 
(3) 当 一 1 过 # 过 2 时 , 令 (z) 二 0, 即 2(z 一 科 =0, 得 z= 
k( 驻 点 ). 而 扩 (z) 二 2 二 0 ' 故 fz) 在 z= 4 处 取得 极 小 值 f(#) = 一 一 所， 
它 也 是 最 小 值 . 
“， 瑟 区 的 最 大 值 澡 对 端 败 俏 了 2)、 了 进行 比较 
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若 f2) 之 f( 一 D, 则 4 一 久之 1 十 24, 即 芝 去 ,结合 (3), 应 有 


1 之 k<< 六 , 所 以 ,在 一 1<k 莹 去 时 ,f(z) 一 + 一 21z 的 最 大 值 是 


f(2) = 4 一 44, 最 小 值 是 f(4) = 一 妇 , 于 是 
4(b = (4— 4 — (HF) = (2 A A =— 4+ 2k 


故 在 一 1<t 生 去 时 ,4(D < 0, 所 以 ,4(b 在 (一 1, 二 ] 上 单调 减少 . 


车 f(2) 二 f( 一 D, 则 4 一 外 生 1 二 2k, 即 + 过, 结合 (3), 应 有 
去 三 + 二 2, 这 时 f(z) 的 最 大 值 是 了 一 1) = 1 十 2k, 最 小 值 是 7 
一 一 如 于 是 40D 二 (二 2D 一 (一 所 二 QQ 十 DD ( 方 <#<2)， 
A'(k) = 2 + 2k, 
故 在 [于 ,2) 上 4(D > 0. 所 以 ,4(b 在 [去 ,2) 上 单调 增加 . 
综 上 所 述 ， 


3 一 6t， kt< 一 1， 单调 减少 
C@ 一 D2， 一 1<t 葡 去， 单调 碱 少 ; 
A(k) 一 
- G +D2， 计 <+< 2， 单调 增加 ; 
6 一 3， >>2， 单调 增加 . 
故 4(t) 的 最 小 值 是 
Lg 
4( 寺 ) = (2 一 去 ) 一 子 . a i 
(3) 几何 方面 的 极 值 问题 
3.4.72 ， 撼 形 纸 片 48CD 的 尺寸 为 SS 2 
2 X 3, 将 4 点 所 在 的 一 角 折 起 ,使 4 落 天 一 
在 对 边 DC 上 , 问 怎样 的 折 法 才能 使 折 痕 六 x4 人 
取得 最 大 (小 ) 值 . KS 
解 ” 折 法 如 图 (1) 中 所 示 , 令 -NN 
4D = z,EF 一 y( 折 痕 长 度 ): Ed 
若 折 法 如 图 中 42) 所 示 , 卓  - : xs &472 题 图 


ve 
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AD=z=3— V5, D x _A c 

车 折 法 如 图 中 (3) 所 示 , 则 ~ > 
AD 二 48 二 2, 可 见 3 一 V5 过 :过 2. SS 

AF_ 2 EF 3 


在 图 (1) 中 ,由 44DB co 441P, 故 5 一 二， 又 
AB + DE = 2, AE? = DE’? + z’, 
所 以 ,AB? = (2 一 4B)2 十 22， 妇 一 1 一 守 , 于 是 ， 


= VAB: + 4 严 一 加 .A/1+ |( 往 ); (1 十 于 2) /1 和 4， 


即 人 
现在 求 y 的 最 大 值 与 最 小 信 、 
各 (+ 
16z2 


aa ez 一 2) ， 
2z: 


由 y 二 0 得 , z= 二 V2 ,mm 一 一 V 2 (会 去 ). 


又 中 -= SD, yl,., 2V2， 
3 W 3 
引 |:- 二 


所 以 , 当 z 二 W 2 时 , 折 痕 最 小 ,= = 3 一 V5 , 即 折 法 如 图 (2) 所 示 
时 , 折 痕 最 大 . 
注 ”对 于 求 最 大 值 和 最 小 值 的 应 用 题 ,关键 是 根据 题 设 条 件 , 建 
立 函数 关系 ,本 题 中 重要 的 是 对 几 种 折 法 所 出 现 的 几何 关系 的 分 析 . 
3.4.73 ” 设 直线 OP 与 08 分 别 与 水 平 线 BF 成 30° 及 45° 角 - 一 长 
度 为 2 的 直线 段 48 的 端点 4 及 了 分 别 在 直线 OP 与 09 上 移动 (如 图 所 
示 ). 试 求 48 的 中 点 覆 到 直线 BF 的 最 远 与 最 近 的 距离 . 
解 (1) 建立 函数 关系 ,如 图 引 各 虚线 . 
设 之 BAC 3 9,NM 一 d. 而 CB = 2ising, 
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GH = AC = 2cosg，1M BC = lsing. 


另 一 方面 
GE = G0+0OH 
= GActg30° + HBctg45° 
一 NI。 V3 十 (NI 二 CB) 
= W3 NI 十 NI 十 2king 
= (V3 + DN + 2lsing, 
即 (W 3 + DNI + 2lsing = 2lcosb. 
所 以 NI = 一 2 一 (cos9 -— sing). 3.4.73 题 图 


故 d= 4(0) = NI 十 IM 一 (cosb 一 sing) 十 sinb， 


YV3 十 1 


(2) 来 本 过 于 和 最 近 距 离 dw 


4 = 一 一 (sinb 十 cosg) 十 cosb 
Y 
2 
= lcosb[ 一 0 1 十 1]， 
Y3 十 1 


令 u 二 0, 因为 一 记 碾 三 0 过 于, 故 cos0 天 0, 所 以 


A i 


- 
即 gg 一 生生 一 ,由 此 可 得 叭 一 一 的 驻 点 0 二 arctg 3 一 1， 
又 由 d= 二 ed sing) 一 kinb 

= 一 losg[- 一 2 (0 一 tep) +teg]， 


WV3 十 1 
而 在 0 = ar 半生 二 上 处 ,oon9 > 0, 且 
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2 


(1 — tg80) 十 tgo 
W3 二 1 
芝 2 (+ 
V3+1 2 2 
_3 一 V3 WT 
V3tl 2 
故 a au = <。 
所 以 do) 在 0 一 alg 3 一 ! 处 取得 最 大 值 . 
由 tg9 一 3 三 1 得 
V3 一 1 2 
sing ， cosb 一 » 
V8—2V3 Ve—2V3 
代入 函数 4(0) 得 
2 A 
V3+ilwVs -2v Va—2Vy 
V3-l _ Na-2vV3, 
av3 V3+1 
比较 4(9) 在 0 = 一 各 ,0 = 也 的 值 ,并 从 图 上 得 知 
dl 去 4 ed 于) V2 
故 do 一 二 


3. 4.74 ” 作 边 长 为 a.5.c 的 三 角形 4BC 的 外 接 等 边 三 角形 DEF, 使 
之 有 最 大 面积 . 
解 ” 令 BCD == 9, 则 由 人 和 BCD 可 知 
BD aa 一 a 一 9) 2a 


[rg ry 9)， 
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又 由 A4CB 可 知 
tsin[180" — 60° — (180° — C — 9)] 
CE= 一 
sin60° 
= -sc 十 9 一 60")， 
于 是 所 作 的 等 边 三 角形 的 一 边 长 DB 为 
5 二 -六 Cemer 十 9) 


十 bsin(C 十 9 一 60°)]， 
(0<0<180— 0). 
对 等 边 三 角形 而 言 ,使 面积 取得 最 
大 值 的 条 件 与 使 边 长 取得 最 大 值 的 条 3.4.74 题 图 
件 是 一 样 的 . 因此 我 们 来 研究 函数 (0). 
4(0) = —2—[acos(60° + 0) + beos(C + 0 — 60°)], 


V 3 
2 
Am(0) 一 一 一 一 [osin(60* + 9) 十 bsin(C + 0 — 60°)] 
V 3 


一 一 (< 0. 
令 !(9) 二 0, 得 acos(60° 十 9) 十 bcos(C 十 0 一 60*) = 0, 求 得 唯一 
的 驻 点 9" (为 什么 ?注意 条 件 0 二 9 二 180" 一 Cc,0" =? 请 读者 考虑 )， 
且 %(6" ) < 0, 因此 当 9 = 9" 时 ,4(0) 取得 极 大 值 ,从 而 取得 在 (0,180* 
一 0) 上 的 最 大 值 . 
Us = 1(0°) = ene 二 0°) 十 Win(C 十 9" 一 60°)] 


2 
二 一 一 {[asin(60° 十 6") 十 bsin(C 十 2" 一 60*)]: 十 
Y 3 
十 [acos(60* 十 0 ) 十 bcos(C 十 0" 一 60°) 2}, 
这 是 因为 所 加 的 一 项 acos(60* 十 6) 十 bcos(C 十 9* 一 60) 一 0! 
于 是 
2 
nr = {a 十 大 十 ?ete 二 0")sin(C 6" — 60°) 
、 M3. 


和 


+ cose0" 十 eaemtc 二 人 一 eo ib 


we 
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We 十 下 十 2abeos[(60" 十 9) 一 (C 十 9 一 60°)] 
Va 十 天 十 2abcos(120° 一 C) 


V 呈 十 天 一 2obcos(60" 十 C). 


3.4.75 两 条 道路 垂直 相交 ,一 条 宽 12m ,一 条 宽 8m, 要 把 一 根 细 
长 的 铁杆 水 平地 由 一 条 路 转 到 另 一 条 
路 上 去 , 问 铁杆 的 最 大 长 度 能 是 多 少 ? 

解 ”如 图 所 示 , 过 街角 4 作 一 条 直线 
与 两 条 路 的 另 一 边 相 交 于 B、C, 它 与 一 条 
街 的 夹 角 为 9， 有 的 惟 度 往 @ 的 本 二 


f(0) 一 十 0<0o< 子 
由 于 f(0) 一 十 co(9 一 0+) ,了 (9) 和 oo 
(8 一 写 )， 所 以 铁杆 长 度 的 最 大 值 应 当 是 3.4 .75 题 图 


f(9) 的 最 小 值 . 


二 8cosb 二 12sinb 
sin’g Cos’0 


令 下 (0) = 0, 得 2 一 也 .因此 临界 点 是 8 一 et 


(3 
这 时 惑 ;一 (2): +1, 二 V3) + 
人 法 
Vay (V3) 


f(0)= 


因而 f(6) 一 8 


4(YT + YT 28.090m). 
< 是 f(9) 唯一 的 驻 点 ， 也 加 最 从 信 吉 因此 条 的 长 计时 
超过 28. 09m: 


= 
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3.4.76 设 一 矩形 内 接 于 以 抛物 线 


六 一 2mz 和 直线 z 一 区 (mp > 0) 为 界 的 折 


物 弓 形 , 求 矩 形 的 最 大 面积 . D 
解 ”如 图 所 示 , 设 D 点 的 坐标 为 (z， 

V2p7), 则 x 
AD= 2FD=2 Vare, x 
FEB=0B— OF=® 7, 

2 
于 是 内 接 矩 形 4BCD 的 面积 为 3.4.76 题 图 
sG = 如 . 即 =2 VE( 野 一 Se = 


现在 问题 归结 为 求 函 数 58(z) 在 (0, 史 ) 内 的 最 大 值 . 由 于 
一 3 Vr 
Sr (z) v5| a = | ; 


Sn(z) --A[z+ 志 |. 
令 8 (z) = 0, 得 一 于 一 -- 3 Vz 一 0, 从 中 解 得 唯一 的 驻 点 为 
2p Vz 
= 一 器 , 且 g( 车 ) <0, 因 此 sz) 在 = 一 器 时 取得 极 大 值 , 即 在 (0, 呆 ) 
内 取得 最 大 值 


so = (EE) = 2 Vw [ee /本 2m 
SO) 一 2 57[ 史 可 (到 ) j= a 

3.4. 77 如 图 所 示 , 在 抛物 线 
一 至 十 二 上 异 于 顶点 的 点 M 处 作 切 


线 与 法 线 ,分 别 和 z 轴 交 于 点 与 0， 
求 PQ 的 最 小 值 . 

解 ” 设 抛物 线 上 任 一 异 于 顶点 
(0, 本 ) 的 虞 刘 的 坐标 (zu 过 十 十 )， 
则 切线 MT 与 法 线 MN 的 方程 分 别 是 
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MT: yy 一 (zf 十 了 = 2zi(z — £1), 


MN: y — (d+ 地 ) = 一 去 c 一 az， 


把 它们 分 别 与 = 轴 的 方程 y 二 0 联 立 , 便 可 分 别 求 出 切线 MT 与 法 线 
MN 和 z 轴 的 交点 .2 与 8 的 模 坐 标 : 


0 一 (对 十 二) 
4 Zz 1 
ze 一 二 
0 一 4 二 村) 
za 一 + 2 7 
2 


由 于 抛物 线 关于 y 轴 是 对 称 的 ， 只 需 就 z > 0 的 情形 进行 讨论 ,这 


lz1) = P@ =z 一 zz 一 2zi 十 zi 十 下， 


TE a = 12: 十 
L(x) = 6zf++1 Ee P(zi) 一 12z 十 三 
令 L(z1) = 0, 得 (12zf 一 1)(4z? 十 1) 一 0. 由 此 解 得 唯一 驻 点 为 z 


oe | a 
一 一 .又 因 a 启 ]> 0 -时 40 取得 极 小 人 


V12 
也 就 是 取得 最 小 值 
人 
Ln = d 万 | 一 可 V3. 
3.4.78 过 曲线 2:7 一 于 一 
1(z > 0) 上 的 点 P 作 的 切线 ,与 坐 
标 轴 交 于 点 及 ,N( 见 右 图 ) ,确定 P 
点 的 位 置 , 使 人 OMN 的 面积 最 小 . 
分 析 八 OMNW 的 面积 由 点 M 
入 确定 ,而 必 入 又 由 P 点 所 确 
定 . 故 应 把 人 OMN- 的 面积 s 写 为 P 
点 坐标 za, 的 函数 . 4.78 
解 。 设 点 P(zo,go)， 过 点 的 人 
| 切线 方程 的 ` A 


| 一 We 一 


1 


ak 交 二 本 


| 
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3 一 如一 2zo(z 一 zo)， 
(y (zo) 一 2zo, 2zo 为 斜率 ). 


3 — yo = 270(7 — 20),» 
解 他 二 0， 
得 = (GD) 
y— y= 2z0(z — 170)» 
解 人 = 0， 
得 3 一 go 一 2zi. Ca 
因 (zo,yo) 在 曲线 上 ,所 以 yo = 6 一 1. 代入 (1),(2), 得 
zl 一 tl, 3z 一 一 (到 十 1)， 
于 是 ,AOMN 的 面积 
| 
s 二 去 lw| = 去 #1 “i+D = 加 
把 P 点 看 作 动 点 ， 把 (oy 换 写 为 (六 ， 则 
(z+ 
去 ! 二 
y 1 2(z: 十 1)2z.z 一 (z 十 1): 3 (z+ 1)(3z2 一 1) 
4 22 2 
解 wy (z) = 0 得 z= 一 一 ， (一 -六 不合 意 ， 当 0<z< 一 -一 
We 
取 极 小 值 , 且 为 最 小 值 则 所 求 的 P 点 的 坐标 为 (一 全 
注 ”车 不 判别 在 z = 一 上 处 取 极 小 值 ,可 用 下 法 : 
V3 


当 P 点 沿 曲 线 趋 于 oo 时 , 八 OMN 的 面积 愈 来 愈 大 ,所 以 最 大 值 不 
存在 , 故 得 到 的 值 为 最 小 值 
3.4.79 ” 求 由 y 轴 上 的 定点 (0,2) 到 抛物 线 z? 二 4y 上 的 点 的 最 短 
距离 . 
和 解 设 (z,y) 为 抛物 线 闻 一 4 上 任 一 点 . 作 函 数 
gs 十 (6 一 :二 江 十 6 一旦)， 


= 
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du 
( 
则 dz 


人 二 0, 得 z1 二 0,zz = 士 2 V6 一 2, 对 应 得 == 0,y: 一 6 一 2. 


考虑 点 Pi(0,0), Pa(2 V5 一 2,—2), Pi(—2 Vb—2,65— 2). 

车 5 二 2, 则 4 一 开 十 (2 一手 ) 4 十 若 , 显 然 , 当 且 仅 当 : 一 0 
时 wu 取 最 小 值 , 故 这 时 由 点 (0,5) 即 (0,2) 到 z? 一 4y 上 的 点 的 最 短 距 离 
入 入 

若 5 > 2, 由 于 


, 
全 |a= 2 一 5< 0 |pn= 26— 2 >0. 


dz2 
故此 时 4 在 z == 土 2 V6 一 2 处 取 最 小 值 ,因此 由 点 (0,8) 到 z?= 4y 上 


的 点 的 最 短 距 离 为 4 = 2 W 一 1. 
若 0<b 二 2, 由 于 


3 2 
ln =2 > 0 lpn= 2 -2 <0. 


故此 时 4 在 z = 0 处 取 最 小 值 ,因此 由 点 (0,5) 到 xz? 二 和 上 的 点 的 最 短 
距离 为 4. 


2 、 du 3 
rz(2 b+ 2 b+ 


综 上 所 述 , 所 求 的 最 短 距离 
b, 0<b<2, 
d= 
2 Vb—1, b>2. 


3.4.80 ”有 曲线 y 二 4 一 z? 与 y 二 1 十 2z 相 交 于 4.8 两 点 ,c 为 抛物 
线 上 任 一 点 , 求 人 4BC 面积 的 最 大 值 . 

解 由 y= 二 4 一 与 y 二 1 十 2z 求 得 抛物 线 与 直线 的 交点 为 
A( 一 3, 一 5),B(1,3); 设 抛物 线 上 任 一 点 C 的 横 坐 标 为 z, 则 C 点 的 坐 
标 可 表示 为 C(z,4 一 22) ,于 是 人 A4BC 的 面积 为 


一 有 1 
3 一 到 |-3 -5 1=6 一 如一 2 
1 3 1 


又 侍 = 一 4(1 十 四， 总 = 一 4. 令 旨 一 0, 求 得 唯一 驻 点 + 一 一 1, 放 
当 z 一 一 1 时 ,面积 8 取得 极 大 值 S( 一 1) 二 8; 即 入 4B0 填 积 的 里 大 值 
为 8. wh : 
一 4 一 
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3.4.81 由 y= 0,z= 8 光一 zz 围 成 曲 边 三 角形 04B, 在 曲 边 0B5 上 
求 一 点 ,过 此 点 作 y = zx? 的 切线 ,使 该 切线 与 04,48 所 围 成 的 三 角形 面 
积 最 大 . 
解 。” 设 过 曲线 y = z* 上 的 点 (z,y) 处 的 切线 方程 为 
Y—y=¥(X— 2). 
将 y =z 代入 上 式 ,得 
Y—7= 2r(X— 7). 
此 切线 与 X = 8,7Y = 0 的 交点 的 纵 坐 标 与 横 坐标 分 别 为 


Y = 2z(8 一 z) 十 z， X= 本 ， 
故 切 线 与 x = 8,y = 0 所 围 成 的 三 角形 的 面积 为 


5(z) 一 于 (8 一 豆 )[2z(8 一 2) 十 加 ， 
S'(z) 一 4 一 16z 十 64. 
令 8(z) = 0, 得 z 一 下 及 = 一 16( 合 去 )， 
16 256 


故 当 = 二 导 时 ,8(z) 取得 最 大 值 ,所 求 的 点 为 ( 蕊 ,26)， 


3.4. 82 ”在 椭圆 z: 十 4y 一 4 上 求 一 点 ,使 其 到 直线 2z 十 3y 一 6 
二 0 的 距离 最 短 . 

解 ” 因 椭圆 在 所 给 直线 的 下 方 ,故此 椭圆 上 任 一 点 4(z,y) 满足 
2z 十 3y 一 6 之 0, 因此 4 点 到 所 给 直线 的 距离 为 


d= |2z 十 3 一 6|/ V13 = (6— 2:— 3)/ V13. 
设 y > 0, 即 y = V4 一 /2, 则 
d= (6 一 2z 一 于 Via)/ V3, 
1 .3 一 4 VIR 6 2 


令 % = 0, 得 z 一 喇 , 即 在 z = 号 处 2 取得 极 小 值 .而 对 于 y < 0, 可 得 


ww < 0, 故 4 不 会 取得 极 小 值 .因此 ,在 枉 贺 上 的 点 ( 立 ,二 ) 到 已 知 直线 
的 距离 最 短 . 


且 


ee 
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3.4.83 直线 y= 二 一 z 十 与 椭圆 5zx? 十 6zy 十 5y 二 32 相交 于 B、 
0 两 点 , 且 点 4( V2 ,VY 2 ) 为 该 椭圆 的 顶点 , 问 * 取 何 值 时 ,才能 使 
人 4BC 的 面积 为 最 大 ? 

解 ”如 图 所 示 , 袖 圆 的 顶点 
4( W 2 ,V2 ) 在 直线 y= 二 + 上 ,由 于 
椭圆 方程 中 xz* 和 六 项 的 系数 相等 , 因 
此 ,直线 y =z 是 椭 贺 的 一 条 轴 所 在 的 
直线 ,又 直线 y 二 一 z 十 与 直线 y= 
xz 垂直 ,所 以 交点 B.C 关于 直线 y = > 
对 称 , 再 设 二 直线 的 交点 为 M, 则 
人 入 4BC 的 面积 s = 14M| IMB|. 

现在 分 别 求 14M| 和 |MB| 如 下 : 

解 方程 组 


3. 4. 83 题 图 


1 
y= z. 
k 大 
得 杂 点 的 坐标 为 (二 ,全 )。 
解 方程 组 
人 
3 一 一 2 十 如 
得 B.C 两 点 的 坐标 为 
ctt+ + 大 一 《二 人 竺 十 32)， 


一 MV 一 4 刀 十 32 4 十 VM 一 4 十 32 
B( 和 3 


(一 4 十 32>0, 即 tE< 2 V 2) 


)， 


从 而 求 得 
DIN 
一 V2CV2 一 地 )， 


一 一 
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ul- 人 和 一 +] +| k 

5 2 
= V 二 2 十 1 

所 以 ,s 一 14M| 


££— V 二 合十 32| 
因 

.|IMB|= V2CV3 一 2) V 一 2 十 16， 

/本 二 王 十 2 Y2t+8_ 0 得 


Y 一 2 妃 十 16 


令 = 


j= 2 土 3V2， 


过 
因为 过 2 W 2 , 故 正 号 会 去, 杆 是 ,t 一 一 W 2. 

holst 
EE )V—-2(— V2) +16=6V3. 


3.4.84 > 1 而 面积 最 大 的 矩形 的 各 边 之 
本 

解法 1 设 W(z,y) 为 本 加 在 第 一 象限 内 的 任意 一 点 , 则 内 接 和 矩形 
的 面积 为 


Sr) 一 2z。2y 一 4z。b 


1 


sz) = 45[ 加 


二 
Nil- 人 
令 s(z)=0 -一 . 时 ,sw(z 之 0 
并 Y 2 所 
一 .<z<c 时 ,s(z) 过 0, 所 b 
当 - 生 所 以 


max s(z) = s( 广 
故 求 矩形 的 长 为 2z 一 W824, 宽 改 2 二 2 


). 


U 1 和 = 2 


一 445 一 
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解法 2 设 M(z,y) 为 椭圆 在 第 了 
一 系 限 内 的 任意 一 点 , 则 内 接 和 矩形 的 
面积 为 
s(z) 一 2z. 2y, 0 za, 


sz(z) = 16j2z2(1 一 Sy 
a 


所 以 。 (ez(z) 二 16bx(2z 一 经)， 
令 (s*(z))' 一 0, 求 得 驻 点 为 


各 < 和 
Vi 3. 4.84 题 图 


(02))" = 328:01 一 LE), (8:(—2))" = 3257(1 — 6) < 0. 


2 
| PS a 
所 以 max s (2) Ts 
a 
故 max s(z) = sl py 


于 是 ,所 求 矩 形 的 长 为 2z 二 V2 a, 宽 为 2y = 24. 
解法 3 设 MM(z,y) 为 椭圆 在 第 一 象限 内 的 任 一 点 , 则 内 接 矩 形 面 
积 为 
s(z) = 21.2y, 0<zr<a, 


2 2 
sz(z) = 16z2y2 一 16 三 a 


b 
而 于 十 其 二 1, 所 以 , 当 瑟 二 天, 即 和 一 生 时 , #(z) 最 大 ,这 时 
s(z) 亦 最 大 . 

将 三 = 过 代入 瑟 十 所 = 1 中, 即 可 求 得 所 求 矩 形 的 长 和 宽 分 别 
为 22= V2a,2y= V2b. 


解法 4 设 W(z,y) 为 椭圆 在 第 一 象限 内 的 任 一 点 , 则 内 接 和 矩形 的 
面积 为 


s(z) = 2z.2y, 0<zr<a. 


使) 一 4) 十 和 千 十 攻 交 有 D1 则 由 


一 446 一 
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Pr 仿 一 惫 十 4 各 一 0， 


有 

下 志 

re-e+ 志 -| 
ob z 


于 
22 妨 _ a bh 
Tt 
= ,如 《 
解 之 得 > 一 三? 广 p 驻 点 为 户 户 ” 
又 面积 最 大 的 矩形 存在 ,所 以 所 求 矩形 的 长 为 2z 二 V2 a, 宽 为 


28 一 W 2b. 
解法 5 设 M(z,y) 为 精 圆 在 第 一 象限 内 的 任 一 点 , 则 内 接 和 矩形 的 
面积 为 


s(0) = 2z 。23 = 4alsinbcosb 一 2absingcos9, 0 < 9 去 了 
af (0) = 4abcos20, 


令 * (9) = 0 求 得 唯一 驻 点 9 一 下 ,又 当 0 生 2<< 于 时 ,% (0) > 0; 
当 于 <<6 秋 本 时,s (0) < 0 (或 w( 于 ) 一 一 8alsin 于 < 0), 所 以 


max s(0) = A(F). 
ocrcF 


故 所 求 矩形 的 长 和 宽 分 别 为 
2 = 2acos 夺 一 V 2a, 2 2y = 2bein 于 = V 26. 

3.4.85 已 知 平面 曲线 ! 的 方程 为 (z: 十 所 ): = 8z, 求 把 ! 围 在 内 
部 且 各 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 中 面积 最 小 者 ,并 求 其 面积 . 

解 ” 由 (z? 十 六 ?二 8z, 知 z 之 0, 解 出 六 = W8z 一 z?, 由 
V8z 一 衬 >> 0 得 zs 2, 故 定义 域 为 [0,2]. 

又 曲线 关于 z 轴 对 称 , 令 y = 0, 得 z= 二 0,z 二 2; 令 z= 二 0, 得 y 
= 0; 即 曲线 与 z 轴 的 交点 为 (0,0),《2,0); 与 y 轴 的 交点 只 有 (0,0). 


对 曲线 方程 两 边 求 导 , 得 
2 + ¥)(2z + 298) = 8, 


“= 
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即 yy = 24 (1) 
令 (1) 式 有 边 等 于 0 与 (2 十)? = 8z 联 立 , 解 得 驻 点 z = -二 一 ,对 应 
V3 
= 土 疙 二 . 2 = 8z 联 立 求解 ,和 
1- 寺 六 联 立 求解 ,得 
+ 一 一 2 各 十 玉 :一 1 
1 MS. V3 
在 点 (一 ,入 写 ) 处 , y" 之 01 而 在 点 ( 必 一 ,一 半生) 处 ,之 0. 于 
Vi yz . Vi ya 
是 ,出 线 ! 在 := 卫 三 处 了 机 大 入, 即 闻 大 信 交 1 双 在 该 外 到 极 小 
V3 
, 重 \ 值 一 一 一 . 
什 , 即 最 小 值 一 -六 实 
过 点 (0,0)， Cs YB), _ 3,, (2,0) 作 平 行 于 坐 


V2 Ya vs V2 
V3 


标 轴 的 直线 所 围 成 的 矩形 即 为 所 求 ,这 和 矩形 的 面积 为 4 vy 

3. 4.88 ”在 定 半 贺 内 作 内 接 等 腰 梯 形 ,其 下 底 是 平行 于 直 色 的 定 
底 , 另 二 顶点 位 置 如 何 才 能 使 等 腰 梯 形 有 最 大 的 面积 ? 

解 ”如 图 所 示 , 与 定 底 48 垂 
直 的 半径 为 OM, 令 LCOM = 9， 
人 BOM = ,其中 与 加 半径 o 都 是 
常数 , 且 0 二 a 过 二 ,等 妥 梯 形 的 面 
积 为 

s(6) 二 去 Cacos9 一 ocosa) ， 

2(asing 十 asina) 3.4.86 题 图 
= az[(cosgcosa 一 singcosa》 
十 singcoasg 一 sinecosa]. 
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a[ 一 sin(g 一 oa 十 $sin20 $sina] (0<0<a). 
而 s(0) = o 革 一 cos(8 一 a) 十 cos20], 
"(0) = az[sin(b 一 ao) 一 2sin20]. 
令 s%(9) 一 0, 得 cos20 一 cos(9 一 a) 一 0， 
或 sin Ban 四 一 0， 


2 
由 此 求 得 唯一 的 驻 点 为 9 = 号 , 且 


s"(§) = esin( $0] 2sin $0] 一 0， 
因此 当 0 = 全 时 ,s(6) 取得 极 大 值 ,从 而 取得 最 大 值 sw 一 *( 全 )、 


所 以 顶点 C 应 按 ZCOM 一 -3 选取 (D 与 C 关 于 OM 对 称 ) 才能 使 等 腰 
梯形 面积 最 大 

3. 4.87 。 设 有 正 图 名 形 桶 ,尺寸 如 图 所 示 ,里 面 感 满 水 . 现 有 一 铁 
球 放 入 桶 内 ,试问 球 半 径 为 多 大 时 ,溢出 的 水 最 多 ? 


解 设 截 得 圆 台 的 圆锥 的 顶 角 为 20, 则 
R 


由 此 得 0 二 了 

设 半 径 为 > 的 球 浸入 水 中 部 分 
的 高 为 &, 则 有 

h= Retgb — (recscb 一 7) 

一 V3R 一 了 。 

由 于 当 铁 球 不 与 桶 的 侧面 相 切 
以 后 ,溢出 的 水 随 7 的 增 大 而 减少 ， 
因此 只 需 考虑 

7 > Rsec 二 

球 温 入 水 中 部 分 是 一 球 缺 ,其 体积 为 


S23 | 
3.4.87 题 图  ， 


je 
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一 (tr 一 分) =z[CV3SR 一 Dr 一 于 CV3R 一 n] 


可 (和 一 3 VS Prz: 十 6R7r 一 W 3 Rs)， 


全 一 (46 V3 Pr 十 6R2)， 
2] 
T= 78r— 6 V3R). 


令 委 0, 得 (2r 一 V3R)(r 一 V3R) = 0, 从 而 求 得 驻 点 为 


一 人 34, 男 一 一 解 > = 二 VIR (C02), 应 应 会 去 、 wr 
VF 


而 


一 一 2 V3R< 0, 所 以 了 在 * 一 -53R 时 取得 极 大 值 . 且 因 在 
0,2 V3 


一 3 一 R) 内 只 有 一 个 驻 点 ,所 以 ”一 - 姜 宇 8 时 滋 出 的 水 最 多 . 


3.4. 88 ”对 于 已 知 半径 为 R 的 球 , 求 具有 最 小 体积 的 外 切 圆锥 的 
体积 ， 

和 解 ”通过 正 圆锥 轴 的 截面 为 一 等 腰 三 角形 , 设 三 角形 的 项 角 为 
2c, 则 圆锥 的 体积 为 

y= 二 Bt RR (1 二 起) 


3 sina 
p(t sina)’ 
一 可 7R “cassina 
pr Lp (lL+ sina)?[3sinacossa — (1 十 sina) 。(cossa 一 2sin?acosa) ] 
7” 一 AR: 

3 Sin2acosta 
1 Rs (1 十 sin?a) [3sinacos’a — (1 十 sina) » (cos’a 一 2sin:a) ] 
sin?acos’a 1 


令 久 =0, 由 于 1 十 sinac 尖 0, 得 
3sinacos’a 一 (1 十 sina) (cos’a 一 2sinzo) = 0. 


故 sina = 言 , sina 二 一 1( 含 去 )， 


所 以 ， 当 oa 一 arcsino 寺 时 ， VW 二 0. 由 于 驻 点 唯一 , 故 必 在 该 驻 点 取得 最 
小 值 , 且 ““ 


一 46 一 


G 十 工 ) 
Pan $e - I 1 Ss, 
(1 一 本)* 吝 
(4) 物理 方面 的 极 值 问题 
3.4. 89 ”一 重量 为 W 的 物体 放 在 一 粗糙 平面 上 ,加 力 使 它 恰 能 移 
动 ,间作 用力 应 与 平面 成 何 角度 时 最 为 省 力 ? 
解 ”如 图 所 示 , 设 作用 力 F 与 水 : 
平面 成 6 角 ,摩擦 力 的 方向 为 了 的 方 Py F 
向 .将 P 沿 水 平方 向 及 铅 直方 向 分 解 ， 
得 F.== cosb ,也 = Fsing, 于 是 正 压 力 
为 W 一 ,二 W 一 Fsin9, 而 摩擦 力 f 二 
pCW 一 Fsin9) ,为 使 物体 恰 能 移动 , 疡 
应 恰好 与 它 平衡 , 即 有 pCW 一 Fsing) 
二 Fcosb( 式 中 4 为 摩擦 系数 ) ,于 是 
pW 3. 4. 89 题 图 


现在 求 9 取 [0, 了 ] 中 何 值 时 ,才能 使 P 最 小 ,也 就 是 使 
9(0) 一 cosg + sing (0 < 9 < 3) 


为 最 大 ?由 于 g' (68) == 一 sin9 十 pecos9, 令 g (9) 二 0, 从 中 解 得 唯一 驻 点 为 
8 一 arctgp. 又 由 于 g"(9) = 一 cos0 一 psin9 过 0, 所 以 当 0 = 二 arctgy 时 ,g(0) 
最 大 ,这 时 最 小 . 

3.4. 90 4B 为 履带 式 起 重 机 的 吊 杆 ,CD 为 平台 (尺寸 如 图 (6) 所 
示 ).W 为 起 吊 的 重 物 ,在 工作 时 起 重 机 可 沿 地 面 BF 移动 , 吊 杆 48 可 绕 
4 旋转 ,这 架 起 重 机 能 将 重 物 吊 往 平台 上 某 点 , 问 该 点 离 C 点 的 最 大 距 
离 是 多 少 ? 

解 ” 令 4C=z(m),WC 二 yl(m)( 这 里 同时 用 W 表 示 确 定 重 物 W 的 
位 置 的 点 ), 则 有 

BC=10—z, HA= Vr— (8—1.5= Vr— 6.5. 

由 于 人 4CH ACBW, 则 


= 一 
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(a) (b) 


3.4.90 
于 是 得 到 函数 为 者 四 
y(z) = = Vr 6.5:= (ee —1) Vr 6.5, 
10 z 10 
而 y= DV 
z Vm 一 6 7 
加 一 x 十 6.5: X10 
Vr 6.5 
令 y(z) 二 0, 得 一 十 6,5? X10 二 0, 从 中 求 得 唯一 驻 点 为 z= 


Y6. 5: X 10 (不 难 用 第 一 充分 条 件 判定 是 极 大 值 点 ) ,这 时 取得 最 大 
值 
ymax 一 y( V6. 5: x 10) 


10 / A 
= (~ 1) V (6.5 x 10)5 一 6.5: 
V6.5: X 10 
~ 1.25(m). 
因此 最 大 距离 约 为 1. 25m. 
3.4.91 已 知 一 容器 由 一 圆 简 与 两 个 相同 的 圆锥 构成 ( 见 图 ), 容 


器 的 表面 积 。 一 wm*, 且 图 简 和 加 俊 的 高 都 是 和 为 了 要 使 容 吕 的 


容积 » 最 大 ,图 简 的 半径 7 和 高 4 应 如 何 选择 
解 。” 按 题 意 ,容器 的 容积 为 
| 


bs 
| 
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7 一 rr 了 0 十 2 可 mr 一 ph, (1) 


3 
容器 的 表面 积 为 
2rrh 十 2(nr V 丰 十 亡 ) 一 更 (2) 
或 HE. (8) 
把 (3) 代入 (1), 得 
7 一 SC5r 167s), (0, $5. 
求 导 ,得 名 一 E01 -16r0， 3.4.91 题 图 


dy 1 dy 
令 却 0, 得 ?一 到 .而 到 | -一 


40 Vs, 
3 


sR 0 


因此 ,r 一 去 是 函数 的 极 大 信息 ,有 在 连续 区 间 (0,5) 内 仅 


有 此 一 个 极 大 值 点 , 故 了 在 7 = 于 时 取 最 大 值 . 


由 (3) 有 ,7 一 二 时 ,二 5 


所 以 ,图 简 的 半径 > 二 去 m, 高 4 二 -5m 时 ,容积 1 最 大 
3.4. 92 要 做 一 个 容积 为 定 值 了 的 带 盖 的 圆柱 形 铁 桶 ,怎样 设计 
才能 使 铁皮 最 省 ? 
解 ” 设 圆柱 的 底 半 径 为 ,高 为 ,全 表面 积 为 s; 则 
s = 2xRh 十 2rR2. 
要 使 铁皮 最 省 就 是 。 最 小 ,但 据 题 设 , 容 积 为 定 值 ", 即 rp 一 了 ,于 是 


V 
有 一 一 一 
xR 
将 其 代入 s 的 表达 式 , 得 
一 2mR -十 2z 有 一 3 十 2 天 (R> 0). 
。 2 2 a ， 
而 i 
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令 y 一 0， 得 4rR 一 和 5 一 0, 从 而 求 得 唯一 的 驻 点 为 R= /正明 
R= 时 ,sw 一 4r 十 华 > 0， ,因此 在 R= /号 时 ,。 取 得 最 小 什 ， 


这 时 
-2 
"IN 


即 在 8 二 全 ,4 二 2/ 于 时 。 最 小 


| 


| 


烦 便 指出 ,这 时 二 28, 即 当 高 等 于 底面 直径 时 ,所 用 铁皮 最 省 . 
3. 4. 93 ” 作 一 个 上 端 开口 的 圆柱 形容 器 , 它 的 净 容积 是 V, 壁 厚 为 
alV 和 4 为 常数 ), 问 容器 内 壁 半径 为 多 少 ,才能 使 所 用 的 材料 最 省 ? 
解 ” 设 容器 内 壁 的 半径 为 z(z > 0), 高 为 h, 则 h 二 V/xz*. 所 用 材 
料 为 
f(z) = 底部 所 用 的 材料 十 侧 壁 所 用 的 材料 
(zz 十 a)2。a 十 (zz 十 ao)2 一 太 


2 
一 m(z 十 0 十 FL 十 全) 一 六 


f(z) = 2arlz + a) 一 2aV (二 1 十 三 ) 


-s+ , 5 下 [人 :+E 门 . 


令 了 (2) = 0, 得 叭 一 驻 点 z = A/ 开 ,而 
3a 


2 
f(s) = 2ax 一 2aV(— 0 


且 当 z 一 ME 时 ,fr(z) > 0, 故 在 z= YV/z 处 ,f(z) 取 极 小 值 , 即 最 
小 值 . 因此 ,所 求 内 壁 半径 为 多 Fr/ 
3.4 94 一 个 器 到 铝 直 侧面 的 高 度 为 h, 盛 满 了 水 放 在 水 平面 上 ， 
一 股 水 流 从 侧面 的 小 孔 中 射出 , 速 魔 等 于 Me 是 小 孔 的 深度 , 求 小 
| 孔 的 位 置 ,使 得 水 射出 的 距离 最 远 . 
一 64 一 
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解 ”水 从 小 孔 射出 后 作 平 抛物 体 运动 ,水 平方 向 作 速度 为 V2gz 
的 匀速 运动 , 沿 铝 直方 向 作 自 由 落体 运动 ,下 落 的 距离 为 


1 
hz 


则 水 从 小 孔 射 出 到 落地 的 时 间 为 := 2 于 二 开水 平 射 出 的 滤 离 为 
§ 2gr-t V2gr 2 一 台 2 Vz(k 一 z)， 


h— 2 
Vz(h— 7z) 
令 ACE 


当 z 过 地 多 时 ,9 之 01 当 z 之 各 全 时 w 之 0 故 当 z 二 即时 ,s 取 最 大 


什 , 即 射出 的 虹 高 最 远 . 
3.4.95 ”炮弹 的 弹道 曲线 方程 (不 计 空气 阻力 ) 为 
区 而 1 
这 里 原点 取 在 炮弹 的 发 射 点 ,x 为 弹 
道 曲线 在 原点 处 的 切线 的 斜率 . 
(1) 为 多 少时 ,水 平 射程 最 远 ? 
(2) 在 离 发 射 点 300m 处 有 一 直 
立 墙壁 ,k 为 多 少时 ,炮弹 击 中 该 墙 的 
高 度 最 大 ? 
(3) 如 有 一 倾角 为 5 的 斜面 (5 二 


亏 ), 如 图 所 示 必 为 多 少时 , 沿 斜面 的 


引 (z) 一 


3. 4. 95 题 图 
射程 最 远 ? 
解 (1) 为 求 水 平 射程 ,在 弹道 曲线 方程 中 , 令 y 一 0, 即 
zk 一气 和 Lo) 一 0, 其 中 z 一 0 对 应 发 射 点 ， + 一 0, 或 
= 一 并 对 应 落 弹 点 ,因此 问题 归结 为 求 函数 = 一刀 (kt> 0) 的 
最 大 值 :  ， ...， ; s 
人 2 Cy 区 中 


一 455 一 
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dr _ (十 1).800— 800k- 2 800( 一 妇 ) 


a (B+ D? DD 
令 禾 二 .0, 得 1 一 如 二 0, 从 中 求 得 唯一 的 驻 点 为 二 1, 且 当 * 过 1 时 ， 


等 > 0; 当 4>1 时 , 仅 < 0 因此 = 在 上 一 1 时 取得 极 大 值 ,也 就 是 当 


4 一 1 时, 水平 射程 最 远 . 
(2) 为 求 在 离 发 射 点 300m 处 炮弹 击 中 的 高 度 , 在 弹道 曲线 方程 中 
令 z 二 300, 便 得 到 击 中 高 度 为 
+ 1 900 


一 300 一 一 00 xX (300)? = 300t — “E(t + 1), (¢ > 0), 
y = 300 — Mr, m= 一 邓 一 0. 
令 ? = 0, 得 300 一 29k = 0, 从 中 求 得 唯一 和 


4 二 告 时 ,六 之 0, 因此, 当 = 计时 ,y 取得 极 大 值 ,也 就 是 当 * 一 所 


时 ,在 离 发 射 点 300m 处 炮弹 击 中 高 度 最 大 . 
(3) 设 沿 斜面 的 射程 为 4, 则 落 弹 点 M 的 坐标 为 
zo = dcosp, yo = dsinp. 
由 于 MM(zo,yo) 在 弹道 曲线 上 , 故 有 
dsinp = kdcosp 一 ecosp, 
从 中 解 出 函数 2(#) ,得 
800 . kcosp 一 sinp ， 
eosp’ Kil 
y 800 . (k++ 1) .cosp 一 (kcosp — sinp) + 2k 
4 一 za 下 CD 
_ 800 .一 刀 十 2kg6p 十 1 
cosp (B+ 1)? 
800 ,— (k— tgp — secp)(k 一 tb 十 secp). 
cos5“ (B+ 1)2 
令 W(k) = 0, 得 如 二 tgp 十 secp,kz 二 tgp 一 secp. 由 于 之 0, 而 


2 soep 一 车 和 + <0( 因 0<p< 竺 )， 故 忆 应 含 去 . 因此 仅 


有 唯一 的 驻 点 如 一 tgB 十 seep, 且 z(b 在 如 处 取得 极 大 值 ( 留 给 读者 六 
一 6— 
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证 ) ,也 就 是 当 丰 一 tgp 十 seep( 为 斜面 的 倾角 ) 时 ,炮弹 沿 斜面 的 射程 
最 远 . : : 

3.4.96 “有 一 个 碗 ,其 内 壁 形 
状 是 半径 为 的 半球 ,在 碗 内 放 一 
根 长 为 !! > 2a) 的 棒 , 求 棒 的 平衡 
位 置 . 

解 。 设 棒 是 均匀 的 , 则 其 重心 
在 棒 的 中 心 设 棒 与 碗 口 平面 交角 
人 G( 如 图 ),4B 一 3. 4 .96 题 图 

若 ! > 4a, 则 对 于 无 论 怎样 的 角度 9,G 总 落 在 碗 外 ,因而 不 可 能 有 
平衡 位 置 , 故 设 24 < /< 4a. 

G 点 的 纵 坐 标 为 

y= 4Gsinbg = (AB 一 GB)sing 一 〈2acosb 一 去)sing. 


棒 的 平衡 位 置 即 是 使 重心 最 低 的 位 置 , 也 即 是 求 y 的 最 大 值 . 


¥ = 2a(cos20 一 sin’0) 妆 cose 4acos29 和 cosp 2a. 


令 y 二 0, 得 8acos?0 一 lcos9 一 4a 二 0. 由 此 求 得 


PR A 128a 
其 中 取 负 号 时 不 合 题 意 , 故 舍 去 ,于 是 
了 + 1280® 
由 题 意 知 ,y 有 极 大 值 , 故 当 0 = arccos 十 合十 1285 时 , 棒 处 于 


16a 

平衡 位 置 . 

3.4.97 设 有 两 种 均匀 介质 ,XX' 是 它们 的 界面 . 光线 由 一 种 介质 
中 的 某 点 4 射 向 另 一 介质 中 的 某 点 8B 时 ( 设 当 光线 经 过 XX' 时 , 它 的 速 
度 由 变 到 zz?). 光线 所 走路 径 如 何 ? 

解 ”由 于 两 种 介质 都 是 均匀 的 ,v 与 > 都 是 常数 ,从 而 光线 在 两 
种 介质 中 所 走 的 路 径 是 两 段 直线 4C、,CB,C 是 光线 到 达 界 面 时 与 界面 
的 交点 . 如果 4B 不 与 XX' 垂直 ,4CB 一 般 不 是 直线 , 要 求 光线 捕 走 的 路 


E 
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径 ,只 要 求 出 C 点 的 位 置 . 标志 点 C 
的 位 置 , 一 种 办 法 是 用 4iC 的 长 度 ; h 
一 种 办 法 是 用 4C,CB 与 XX' 的 夹 
角 . 

令 44 = 二 h,BBi = hh,ABi = a, 
4C = z. 由 于 4 与 8 是 定 直线 XX' 
两 侧 的 两 个 定点 ,h,hh 和 a 都 是 常 
数 . 则 光线 从 4 经 0 到 8 所 需 时 间 


ec 8 


1 
加 


上 
1 
B 


为 3. 4. 97 题 图 
T(z) 4C .CB EE VY 司 十 Go 
v1 vz vl 2 
(0<zr&a), 
于 是 问题 归结 为 求 T(z) 在 [0,a] 的 县 俱全 
时 名 (Wo 3 
由 于 7T'(z) 一 一 。 ， 
”VE 
2 
T(z) 一 工 . -一作 村 > 0， 


加 ( 妇 十 z2 二 “[ + (a — 2)°]7 
既然 7”(z) > 0,T'(z) 作 二 和 轴 叶 加 的 且 

1 a 

T'(0) = 。 <0,7'(0) = >0, 

四 有 “Tw J 
因此 在 (0,a) 内 必 有 了 唯一 驻 点 , 且 因 7"(z) > 0,7(z) 必 在 驻 点 处 取得 极 
小 值 ,也 就 是 取得 在 [0,a] 人 驻 点 可 由 T(z) = 0, 即 由 

1 E23 (Mel 扫 
求 出 .这 里 不 采取 求 z 以 确定 C ~ 由 图 可 见 


也 ”本 一 名 


sinA, sinB, 
V 枯 十 于 VY 站 十 (a 一 2z)? 
因此 1sin4 = LsinB， 4 二 如 ， 
vy vy sinB V2 
sing _ 妨 
即 sing: va” 


式 中 6 是 入 射 角 ， 09: 是 折射 角 ， "上 式 正 是 光 的 折射 定律 ， 清和 二 
确定 的 路 线 由 4 到 及 : … “ 


一 458 一 
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3.4.98 ” 设 在 定 直 线 的 一 侧 N 
有 两 个 定点 4 与 及 试 在 定 直线 上 
找 一 点 C, 使 "到 4 与 了 的 距离 之 和 
为 最 小 . 

解 令 44 一 1 BB = h,A1B, 
一 o4iC 一 z( 见 图 ), 由 于 4 与 B 是 
定 直线 一 健 的 两 个 定点 ,所 以 , 久 - a 一 一 
和 a 都 是 常数 .0 到 4 与 8 的 距离 之 和 为 3. 4. 98 题 图 

L(z) = 40 十 CB 

= MRR+ VRH+ (2; (0<r<) 
于 是 问题 归结 为 求 L(z) 在 [0,a] 上 的 最 小 值 . 

由 于 上 (x) = 一 二 e+ 
V+z VR 二 (a — 2z)? 
rr 


Zn(z) = 二 十 二 姑 十 zz 
VR Ga Das) 
VR 十 (a 一 2)? 
古寺 
让 Di 
2 年 
(二 z+ Caz) 
令 忆 (z) = 0, 得 一 -< 一 = J ,由 此 5 
RE 直接 求 驻 点 比较 繁 
难 . 由 图 可 见 ， 
立 四 GG—2 
sin4， 一 sinB. 
VFR+z 好 十 (a 一 2z)? 


于 是 sin4 = sinB. 现 4 与 8 都 是 锐角 , 所 以 4 一 .B, 从 而 人 441C 中 
人 BBC, 由 此 推 得 也 一 名, 或 h(a 一 z) 一 hz, 从 而 求 得 唯一 的 驻 点 


ah ah 
为 + 一 证 ' 且 GF 全 计 ) > 0, 因 此 Lz) 在 z 一 全 二 时 取得 极 小 


值 ,也 就 是 取得 [0,] 上 的 最 小 值 .从 比 , 路 入 为 i 全 声 的 起 C 到 4 与 8 
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的 距离 之 和 为 最 小 . 

3.4.99 ”在 摄 谱 仪 或 分 光 光 
度 计 的 设计 中 ,通常 要 把 梭 镜 放 在 
最 小 偏向 角 的 位 置 , 如 图 所 示 ,4BC 
为 三 楼 镜 , 顶 角 为 0, 光 线 从 4B 面 射 
入 , 穿 过 校 镜 后 从 4C 面 射 出 ,入 身 
光线 和 出 射 光线 的 卖 角 5 叫做 偏向 
角 . 试 证 : 当 折 射 角 等 于 楼 镜 顶 角 的 
一 半 时 ,偏向 角 最 小 (这 时 ,光线 在 
楼 镜 内 部 与 校 镜 底 边 平行 ,入 射 角 
等 于 出 射 角 5)， 3 人 99 是 图 

证 ”如 图 ,在 人 PGR 中 ,外 角 5 等 于 不 相 邻 的 两 个 内 骨 之 和 : 
6 二 人 1i 二 人 2 而 人 1= 计 一 pL2 = yz 一 2; 于 是 

6 = (i 7) + (ys — i), 


根据 光 的 折射 定律 应 有 
sinil _ sinyz _ 大 
siny ”sini2 x 
或 i = arcsin(ksiny,), y2 = arcsin (ksini:) ， 


由 四 边 形 4P8 可 知 :0 十 人 3 = 180°, 而 人 3 十 十 记 二 180*, 所 以 
0 二 十 记 或 计 = 二 9 一 y, 于 是 

1) = 十 一度 

= arcsin(ksinyi) 一 y + arcsin[ksin(b — y,)] — (0 — y,), 
ay keosy I 二 hcos{0 — yp1) ， 

机 i V1 一 ksin?y, 本 YV 1 一 tsin2(0 一 加) ee 

令 9(m) = 0, 得 

Cosyy Cos(0 一 y1) 
或 [cos?y 一 eos2(9 一 y1)] 
一 及 [eos?zysinz(b 一 yi) 一 sinzyicos2(0 一 y1)] = 0, 
] 十 cos27 1 ~ cos(20 一 270D 
2 


一 Ksinbsin(9 一 2 = 0， 


— singsin(2y, 一 ,9) 一 singin(f 一 270 一 0 rn 
‘(1 Posingsin(0 一 2p) = 0 "i 


| 二 一 
| 
1 


§ 4 函数 研究 


因为 1 一 瞩 关 0,sin0 关 0, 所 以 sin(9 一 2y1) 一 0, 从 而 求 得 礁 一 的 
驻 点 为 = 分, 且 在 m = 拖 时 ,6(y) 取得 极 小 值 (读者 自行 验证 ) ,于 
是 取得 最 小 值 . 

3.4.100 当 0<z<<1 时 ,有 近似 公式 Wz 心 言 十 所 z, 问 z 取 
得 何 值 时 ,该 近似 公式 有 最 大 误差 ? 

解 ” 设 在 z 处 误差 为 f(z), 则 有 

fa 一 V7 一 让 一 才 :，(0<z<D， 

这 样 ,问题 归结 为 讨论 f(z) 在 (0,1) 上 哪 一 点 取得 最 大 什 ? 

由 于 f(z) = 一 J! | 2. 


TT f() =- gn 


2wVz 5 
入 天 二 0 一 所 = 0, 从 而 求 得 唯一 的 驻 点 + = 答 , 且 
人 7( 句 ) < 0, 因 此 ,f(z) 在 z = 个 处 取得 最 大 值 , 也 就 是 当 z = 全 时 有 
最 大 误差 ,最 大 误差 为 
25 /55 4 4、25 11 
Tu = (4) 一 1 XE™ ~ 0458. 
3.4.101 设 圆 桌面 的 半径 为 


a, 应 该 在 桌面 中 央 上 方 多 高 的 地 方 
安置 电灯 , 才 可 使 课 子 边缘 上 的 照 。 8 企 


度 最 大 ?( 照 度 /一 tm2, 式 中 g 为 1 ~、 
光线 倾斜 的 角度 ,7 为 光源 与 被 照 。 hi 4 
处 的 距离 ,t 为 光源 强度 ). 1 SS 
解 ” 如 图 所 示 , 设 高 度 0B=h 86 一 一 ?eh 
时 的 照度 为 1(h), 则 有 EF 
和 3. 4. 101 题 图 
1(00D) = tamz 一 4 二 = 一 全 >0)， 
“ ”十 
Gt el 
I 二 大 全 下 


= 
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2 
(大 十 a) 
令 PD = 二 0, 得 a 一 2 二 
世 二 
L D : D 
V2 V2 2 
时 1(h) 取得 极 大 值 , 也 就 是 取得 最 大 值 . 因此 灯 离 桌面 高 度 应 为 


a 
于 
也 可 选取 9p 作 自 变量 ,这 时 


= sing 
Tg) 一 大 = haecpy ™ 


吉 singeos'p， (0<yp< 3 , 
了 (9) = ey * coszy 一 sing * 2cosgpsing) 
一 三 (cosg 一 2sin’pcosp) , 
1"(9) = 高 (一 3coerysinp 一 4sinp * cosp « cosg + 2sin’p * sing) 


a sinp( 一 7cos:p 十 2sin2p). 


令 I'(gp) = 0, 得 cos’p 一 2sin2pcosy 一 cosp(coszy 一 2sinizg) 二 0， 
因为 rg 0, 所 以 wp 一 2sin? =0, 全 生 二 中 一 的 本 入 全 多 一 


arctg 态 : 且 mm(e") 一 于 一 7x 癌 +2X 吉 <<0， 因此 
当 w = arctg 廊 时 1(p) 取得 极 大 值 ,也 就 是 取得 最 大 值 ,这 时 
h=arctgp 一 本 


3.4.102 对 量 4 做 了 = 次 测量 , 测 得 a 个 数值 rz:,…，,z… 通 常 将 
与 这 ”个 数 差 的 平方 和 为 最 小 的 一 个 数 z 作为 4 的 值 , 试 求 z. 


解 设 0= >)(z 一 xz 
i=1 
三 (一 二 (一 2 十 十 《一 5)*， 《x 次 0) 则 


一 镶 一 
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全 2 zz 一 2[(z 一 zD) 十 (z 一 zz) 十 … 十 (zz 一 z)]， 


dQ 
= D2= 2n>0, 
三 -这 


令 狂 =0, 得 s 一 十 z 一 十 “十 z 一 一 0. 


p33 
bi 的 驻 点 2 一 并 十 二 全 十 有 一人. 当 z 一 5 时， 
全 > 0, 因 此 当 z 一 z 时 本 
于 Se 
3.4.103 一 颗 丙 清 因 重 力作 用 而 下 降 ,同时 均匀 地 若 发 着 .假定 
不 计 空气 胃 力 , 癌 下 降 少 种 名 后 ,动能 最 大 ? 
解 ” 设 下 降 : 秒 后 的 动能 为 , 则 8 = 二 mr. 由 于 雨 清 均匀 地 敬 


发 ， 设 下 降 开始 时 的 质量 mm 二 mw 并 设 素 发 的 速率 为 则 : 秒 后 的 质量 
mn 二 mo 一 好 因 雨 滴 作 自由 落体 运动 , 故 " = gt (9 是 重力 加 速度 ), 把 mm 
与 "代入 已, 得 动能 与 时 间 之 间 的 函数 关系 为 


B= 到 cm 一 好)922. 
设 雨滴 降 到 地 面 所 需 的 时 间 为 b 秒 ， 则 该 函数 的 定义 域 是 
0 < 4 .该 问题 即 为 所 求 函 数 在 [0,w] 上 的 最 大 值 . 


对 上 求 导 ,得 


dE 1 dap 
二 BQmot 一 3k)， = 92(mo 一 3kt). 


令吉 一 0 得 4 一 0, 如 一 各。 4 不 合 要 求 ,可 以 不 必 考虑 . 对 于 已 可 分 
两 种 情况 讨论 ， 

(D 0 之 4 之 如 由 于 宫 | 一 (mo 一 3M 一 一 mog? 之 0, 秦 在 
(一 “时 浊 取 得 和 大 人 双 因 只 有 叭 一 的 杀人 ;该 儿 大 全 光 吉 具 的 
最 大 值 . 即 雨 满 下 降 4 一 各 后 , 汤 能 最 大 - 


一 8# 一 


第 三 章 “一 元 函数 微分 学 


(2) 4 > ,这 时 4 不 在 的 定义 域内 , 叙 在 0 二 + 过 4 内 水 远大 于 
零 , 故 是 单调 增加 的 函数 ,因此 在 :一 时 具有 最 大 值 . 即 两 泣 落 地 时 
刻 动能 最 大 . 

3.4.104 ”在 直径 为 km 的 图形 湖面 上 有 一 个 亭子 8, 距 湖 心 0 为 
ikm, 如 图 所 示 , 治 湖岸 有 一 条 环 湖 公 路 ,公路 上 摩托 车 的 速度 为 湖 中 
划船 速度 的 4 倍 . 现在 有 人 要 从 4 点 到 享 B 去 , 先 乘 摩托 车 ,然后 换 乘 
船 , 问 应 在 何 处 换 乘 船 , 才 能 以 最 短 的 时 间 到 达 亭 8? 


(a) 3. 4. 104 题 图 (b) 
-” 解 如 图 建立 坐 斥 系 . 设 4PB 为 所 走 的 路 线 .点 P(zo,yo) 为 换 乘 
点 .40P = 0, 设 船 速 为 vkm/h. 
由 题 设 知 ,04 = 0P = 2(km),0B 王 1(km), 设 :为 走 完 4PB 路 线 所 
需 的 时 间 , 则 
2 十 立 上 十 2 一 2.1。2aing (ogc), 


二 4v 也 这“ 当 
2 5 一 4sing 和 
即 tt (0 
at 1 4cosg dt 
求 导数 ,得 二 二 却 ( ), 令 0, 得 
5 
1— 4cosp 当 光 
V5— 4sing 
即 V5 一 - 4sinb = 4cosb， 化 简 得 ， 16sin?9 一 4sin9 一 11 二 0, 由 此 解 得 
1 加 Y 5 一 3 VY 
sing 一 1 二 3 VS 0 一 后 去 )， 四 


二 4 一 
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1 


Plzo,y) 点 的 坐标 为 


zo 一 2cosb 二 6 2sing 一 上 十 和 全， 
a 三 二 ( l jy 
oo ? V5— 4sin0 
ZF 1 一 4cos’0 sing ] 
vo 2 (V5 一 4sing) V5— 4sing 
2 (sin0 2eosg ) 8sing 一 1 | 
v dc0s0 《4cosg33 2v .8cos0 “ 
dt | 3V5 
故 剑 = 本 .一 一 -天 >0. 


er Mig-evVs 


所 以 , 当 0 = arcsin 上 土 3 Y 5 Lt 4(0) 取 极 小 值 . 又 因 极 值 点 唯一 


即 为 最 小 值 . 
MV18 一 6 VS5 1 十 3 V5 
4 


于 是 , 换 乘 点 为 PC 
的 时 间 达 到 亭 B. 


一 一 一 一 ) 时 ,才能 以 最 短 


4. 曲线 的 凹凸 性 与 拐点 
3.4.105 ”如 果 f(z) 是 定义 在 区 间 1 上 的 凸 函 数 , 则 f(z) 在 7 的 任 
一 闭 子 区 间 上 有 界 . 
证 ” 设 [4,8] 是 1 的 任 一 闭 子 区 间 . 任 给 z € [4,8]， 总 存在 
AE [0,1] 使 得 z= X24 十 (1 一)B, 因此 ,由 凸 函 数 的 定义 ,得 
f(z) < 1f(4) 十 (1 — FCB) < max[f(4) .fF(B)], (x#*) 
所 以 f(z) 在 [4,8] 上 有 上 界 , 设 MM 是 了 Cz) 在 [4,8] 上 的 一 个 上 界 . 


再 证 f(z) 在 [4,8] 上 有 下 界 . 设 zE [4,8], 令 tz 二 方 (4 十 B)， 
则 = 一 去 (4 十 一 十 有 + - 因 -4 二 4 过 8， 
+ 二 半 刘 内 和 
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所 以 4 过 4 十 8 一 z 芝 8, 故 广 (4 十 B) 一 LE [4,8]. 于 是 


4 7 马 =H[ 二 (二 2+D 二 二 2- 0)] 


4 = 


f 
4 


过去 [f( 中 从 丰 关 一 一 


云云 [fC) 十 M]， 


从 而 7f(z) 之 一 MA， 


综 上 所 述 , 可 知 f(z) 在 [4,B] 上 既 有 上 界 又 有 下 界 , 因 此 有 界 ， 
注 ”从 f(z) 是 开 区 间 了 7 上 的 凸 机 数 ,得 不 出 f(z) 在 整个 区 间 【上 


有 界 的 结论 . 例如 :f(z) = 士 ,z E 《0,co) ,不 难 验证 了 (z) 满足 (x ) 式 ， 


但 f(z) 在 (0,ce) 中 是 无 界 的 . 
3.4.106 ”如 果 f(z) 是 定义 在 区 间 1 上 的 凸 函数 ,证 明 : 对 于 7 中 
任意 三 点 m 过 zz 二 z3, 有 
fs) ~ Fs) < fcza) = fa) CF) fz) 
Z2 一 21 Ts 一 21 Z3 一 72 
证 令 X 一 全 二 如 , 则 0<4<1, 且 1 一 4= 名 二 时 及 = 和 ai 
十 (1 一 jz 由 西 窗 数 的 定义 ， 有 
fiz 二 (1 一 Dz] HD) + (1 Vf),: 
即 f(z2) < Mf(z) + (1 一 HFz), 
从 而 f(z2) 一 2) 入 (1 一 2[fGz) — F(z)],.. 
f(z3) 一 flz2) 之 HAF(z3) 一 Fz). 
1; ea ZX1 TX: nd 2 
于 是 下 下 二 区 } < fe — fy, 
fz) 一 fa) > fc 一 fz), 
Z3 一 Z2 Z3 一 ZZ 
将 以 上 两 式 合并 , 邵 得 (1) 式 . 
3.4.107 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,8) 内 两 次 可 微 ,证 明 ; f(z) 在 . 
(a,8) 内 为 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 :对 任何 + € (4,6), 总 有 
f(z) 过 0. (1) 
证 “必要 性 . 设 f(x) 是 (4,5) 内 可 微分 二 次 的 上 旺 函数 , 则 对 于 


(1) 


(a,b) 内 的 任意 三 点 za < rz 二 z3, 有 


一 机 二 
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fa) 一 fGzD f(a9) 一 -fa 二 fo 一 fm 


Z2 一 .21 Se 一 2 zs 一 2Z2 
成 立 .对 任意 的 a。< zi 过 zs<<5, 取 使 得 . 
|#| < min(z 一 a ,hb — £2), 


2 
对 方志 < 可 十 4<< 六 于 是 有 


ZL 六 所 


则 总 有 a 过 x 十 4 过 


) — f(r) 


Si Bl 


fa 十 太一 Fa) Af 
f+ fe < 


TL zz) 
f(z2) 一 f( . 
fs+h) f(z) 
< eT < a ; (2) 
2 rs 
在 (2) 式 中 令 h 一 0, 得 所 (zi) 世 了 (z2). 即 所 (z) 是 (a,8) 内 的 不 减 函 数 ， 
故 对 任意 的 z € (a,5) ,都 有 户 (z) > 0. 
充分 性 . 设 对 任意 的 + € (a,5)， 都 有 户 (z) > 0， 假若 7(z) 不 是 抽 汪 
数 , 则 存在 z+ € (a,6) ,zs E€ 《a,b) ,zi 尖 zz,0 过 和 之 1 使 得 


HD + IDF) — f+ 1 Dal<0. (3) 
令 z= 知 ,十 (1 一 Dm, 由 泰勒 公式 ,有 ee 

fz) = f(z) + f(a) 一 z 十 £02 (2—z)?, (4) 

fz2) = f(z) 十 也 (z)(zs 一 z) 十 re zm 5) 


其 中 9,€ (a,b)， 46 (a,5)- 给 (4) 式 乘 以 4， (5) 式 共 BK 一 2), 然 后 相 
加 得 
MAf(zD + (1 一 WFlz2) = f[2z1 十 (1 一 Wz] 和 
十 XIE 一 jz zaPO) 十 (1 一 名 (8)] (6) 
将 (6) 式 代入 (3) 式 , 得 
Mn(gD) + (1 一 为 ro) < 0. 
所 以 ,min[ 所 (8) ,六 (86)] 入 jp 十 (1 一 人 fj(6) < 0. 这 与 条 件 
了 (z) 0,zE (a,b) 矛盾 . 充分 性 证 毕 . . 
注 由 证 明 可 知 : :f(s) 在 区 间 (et 内 可 两 次 且 严 格 凸 的 充 要 
条 件 是 : ene 德 两 次: 将 Ne 
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f(z)>0, rE€ (a,b). 

3.4.108 设 f(z) 在 [a,8] 上 二 次 可 微 ,上 且 在 (a,8) 内 有 让 (z) > 0， 
证 明 :f(z) 的 图 象 位 于 (a,6) 内 任意 点 c 对 应 的 点 (c,f(e)) 处 切线 的 上 
方 . 

证 邻 c€ (a,8),zE€ [a,6b], 且 z 关 c, 把 f(z) 在 c 点 作 泰勒 展开 ， 
得 a 


f= + FOG -0 +H 


由 题 设 知 "(8) > 0, 故 
f(z) > Je) 十 了 了 (c)(z 一 c)， 
因为 y= f(e) 十 了 (ec)(z 一 0) 为 曲线 y = f(x) 在 点 (cyf(c)) 处 的 
切线 方程 , 故 f(z) 的 图 象 位 于 该 切线 的 上 方 . 
3.4.109 ” 设 函 数 f(z) 是 (a,5) 内 的 连续 可 微 函数 ,并 设 对 于 (a,5) 


内 的 任何 zy, 都 存在 唯一 的 点 :, 使 得 了 2 二 了 = pCz). 证 明 :f(z) 


或 者 是 严格 上 凸 画 数 , 或 者 是 严格 下 同 函 数 . . 

证 ”车 不 然 , 则 存在 点 wb € (a,6), 使 得 通过 点 (o,fCa)) 各 
(Bp,f(8)) 的 直线 与 函数 f(z) 在 (a,5) 上 的 图 象 交 于 蜡 于 (a,f(o)) 和 
《8,f(B)) 的 点 (7,f(y)) ,为 确定 起 见 , 设 a 二 y 过 8, 在 [a,y] 和 [y,p] 上 
应 用 拉 格 朗 晶 中 值 定理 , 即 得 到 矛盾 、 

3. 4. 110 ”证 明 凸 函数 基本 不 等 式 : 若 函 数 f(z) 在 (a,8) 内 是 下 
(上 ) 西 的 , 则 对 任意 的 rzy…z E (a,6) ,分 别 有 
本 i “+ fn), 


(z— 0)’, a<é<b. 


(DFC 
(2) f( 夺 十 加 Es -十 二 ) > f(r) + f(z2) 士 - lb fa) 
n 
其 中 等 号 只 能 在 zi 一 二 … 二 式 或 f(z) 为 一 -次 函数 时 成 立 . 
以 下 凸 为 例证 明之 . 


证 ” 设 f(z) 在 (a,b) 内 是 下 凸 的 ， 则 对 任意 的 zoz E (a,b), 有 
了 (z) 之 f(zo) 十 卫 (zo)(z 一 a) 


对 任意 的 rzz,…,z E (a,b), 取 z= 7 ,当然 有 
Fed ST FF 2 GE L200), 


| -所 以 
一 
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PF) Snflz0) + Pz) Dz — nzo) 


i 上 二 1 


= [fo + PL Ds 0] = DD, 

故 LBs)< LD 

注 ”这 是 凸 函数 的 一 个 重要 性 质 ,在 证 明 不 等 式 时 经 常用 到 . 
3.4.111 当 z>> 0(i 二 1,2,…,n) 时 ,证 明 


站 a 
Rn 


证 设 f(z) 一 一 Inz, (z>0), 则 了 (z) = 一 二 ,PP 一 点 > 0， 


所 以 有 
f(z1) + f(z2) 十 … + f(z,) 


> (也 宇 半 十 Lz 
= ~ 一 Ins, SS nT 二 名 十 十 a 


即 


In(zz2°**7.) 十 zs 十 十 z 
<In » 


亦 即 Ya 挟 号 二 全 二 二 
3.4.112 设 z>0,y>0, 证 明 
zlnz 十 yiny > (z 十 y)In 


等 号 仅 当 z 二 y 时 成 立 . 
证 ” 取 f(z) = zinz, 则 


fl2) = nz 1, Pz) = 二. 
因 久 (z) > 0, 故 8 十 鸭 < 人 韦 人?, 即 


z+y 
2 ， 


fn 2 < (Ganz 十 ylny). 


2 2 
显然 , 当 z 一 y 时 等 号 成 立 . 
3.4.113 设 二 > 0Ck 二 1,2,…,n) ,证明 


一 .469 一 
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二 Gdnz 十 inzs 十 … 十 jnz) <In 开 十 开 二 下 十 到 


等 号 仅 在 zi 二 z = … = x, 时 成立 . 
De hd 十 ， f(s) 一 一 十 , 当 z 过 0 时 ， 
fr(z) < 0, 故 
‘( | 之 TCF) 十 f(z2) 二 一 十 f(z.))。 


把 f(z) = Inz 代入 得 
nh + Inzs + + ns) 


显然 ,等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 z 二 zs = … = zz. 

3.4.114 求 隙 数 y== z 十 5z 一 6 图形 的 上 、 下 凸 区 间 . 

解 ” 因 y = 5z' 十 5,r= 20z’, 当 z 过 0 时 ,有 六 过 0, 所 以 ,函数 
的 图 形 在 (一 ,0) 内 是 上 凸 的 ; 当 z 二 0 时 ,及 > 0, 所 以 函数 的 图 形 
在 (0, 十 co) 内 是 下 凸 的 .于 是 ,函数 图 形 的 上 凸 区 间 是 (一 co,0) ,下 
出 区间 是 (0, 十 co). 

3.4.115 ”讨论 下 列 函数 的 四 凸 性 . 

(1) es (2) Inz, (3) zlnz. 

解 〈1) f(x) 一 e 儿 一 e>>0zE (一 00,00). 若 ee 在 (一 20,50) 
内 下 凸 . 

(2) f(D = nz Cn) = 十 ,Pr(z) = 一 点 天 0,z>0. 故 Inz 在 (0， 
十 co) 内 上 凸 . 

(3) f(z) = zmz,7(z) 一 Inz 十 1,"(z) = 二 > 0vz 六 0, 故 函数 


zlnz 在 (0, 十 co) 内 下 凸 . 
3.4. 116 ”讨论 知 函 数 f(z) 二 z 的 四 凸 性 . 
解 ” 当 z€ (0, 十 co) 时 ,对 于 任意 实数 ,我 们 有 ， 


z zxzE(0, 十 co) 
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在 (一 co,0) 中 的 凸 性 讨论 , 留 给 读者 练习 (只 讨论 a 为 有 理 数 的 
情形 ). 

3.4.117 求 函 数 y = (z 十 1)*(z 一 2) 的 极 值 和 图 象 的 拐点 . 

解 y = 3(z? 一 1), 令 y = 0, 求 得 驻 点 为 zi 一 一 lz 一 1 

义 六 = 6z, yi: =— 6<0, yl:.-1=6>0, 

因此 ,在 z= 一 1 时 函数 y 有 极 大 值 y( 一 1) = 0; 在 z = 1 时 函数 
y 有 极 小 值 y(1) 一 一 4. 

为 求 损 点 , 令 六 二 0, 得 + 二 0, 当 z 由 负 渐 增 的 变 为 正 时 ,y" 的 值 也 
由 负 变 为 正 , 因 此 ,(0, 一 2) 是 函数 图 象 的 拐点 . 


3.4.118 求 曲线 y = (z 一 5)53 十 2 的 拐点 . 

解 y= 语 (z 一 5)%， y= 109 Yr 一 5. 
函数 的 二 阶 导数 处 处 不 等 于 0, 但 是 在 z = 5 处 不 存在 . 由 于 yr|.…s-， 
三 0, losts 之 0, 所 以 曲线 在 z = 5 处 有 拐点 (5,2》. 

3.4. 119 已 知 平面 曲线 y 一 二 十 于， 

(1) 求 出 曲线 的 全 部 拐点 ; 

(2) 证 明 曲 线 的 全 部 拐点 位 于 同一 直线 上 . 

1 一 2z 一 m ,2(z 二 3 35 1) 

解 Dy- CF) 
令 六 = 二 0, 即 得 下 十 377 一 3 一 ] = 二 (z 一 1)(z? 二 4 红 十 1) = 二 0， 
由 此 解 得 z1 = 一 2 一 V3， z= 一 2 二 V3, z=1. 


由 于 一 2 一 V3<< 一 2 十 V 3 二 1，: 
,2 一 ]D)[z 一 (一 2 一 W3)][z 一 (一 2 十 W3)] 
m1 > 


故 当 z 之 -2 一 VB 时 ,之 0 一 2 一 V3 <z<-24+ V3 时 ， 
>0—2+ V3 <z<lH,y<0:>1 时 ,> (0. 
由 此 可 知 ,z 一 一 2 一 V 3 ,zs 一 一 2 十 V3 ,zs 一 1 都 是 曲线 失 


点 的 横 坐 标 ,对 应 的 纵 坐 标 分 别 为 
办 tl, yz t+, y=1. 
i . 


1 


MSF 于 


一 3 一 
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于 是 , 曲线 共有 三 个 拐点 ， (2 一 V3, 二 3 士 D， 
(2 /Ft ,1). 


2 V3 v3+1) 
ZT 护 | 4 
(2) 由 z yg 1|= /3 
+1 
pe 二 中信 


1 1 1 


二 (Y3 十 3)CY 3 一 3) (v3 十 3)(V 3 一 3) 
4 4 


可 得 ,三 个 拐点 (z1,y1),(z2,y2) , (zs,y) 在 同一 条 直线 上 . 

3.4.120 ”确定 曲线 y 一 (z 十 1)1 十 e' 的 由 向 与 损 点 . 

解 y=4(z 十 1 十 ey 二 12(z 十 1)? 十 e* >> 0, 因 此 曲线 在 
(一 co, 十 co) 内 是 四 的 ,没有 损 点 . 

3.4. 121 ”确定 正 态 曲 线 y = e-? 的 四 向 与 拐点 . 


解 y= 一 2ze-*， y= 2(27: 一 1)e-” 
令 炎 一 0, 解 得 z 一 土 一 上 


一 0， 


7 

当 *< 一 -时 >0g- -上 <z<- 三 中 mr<o 
PE 
(- 去 方 | 内 是 凸 的 在 (- 乒 ， + ~) 内 是 四 的 .而 点 
(- 去 去 | 站 去 ea 都 是 曲线 的 拐点 . 


3.4.122 ”确定 曲线 y 一 二 (a > 0) 的 止 向 与 拐点 . 
(z+ 3a)* 3s re2r zt 二 9azzz 


解 y= (FF 9a) 一 证 十 3 
yp E+ 200):, (4 十 18otz) 一 (zl 十 gazz) ，2(z + 3az) 。2z 
(二 二 5655 


一 好 一 
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一 6az(z? 一 9a2) - 

(到 十 35》 
令 六 二 4, 得 一 6a2z(#? 一 9a?) 二 0, 认 中 解 得 z 一 ,0,z 一 士 34, 这 三 
个 点 把 (一 .09, 十 oo7 分 成 四 个 子 区 间 , 讨 论 的 符号 如 下 表 : 


一 6az(z2 一 9a?) 


ie 


曲线 y = f(z) 


“点 (一 36, 一 竺 ),(0,0) 与 (3o,- 6) 为 曲线 的 拐点 - 
3.4.123 ”确定 y 一 “一 Yz 一 2 的 四 向 与 拐点 


1 2 > 
一 .在 z= 二 5 处 六 不 

世 3 ye” 9 Vr — 6)s 下 
在 .z 一 4 把 (一 co, 十 co) 分 成 两 个 子 区 间 ( 一 co,b) 与 (8, 十 co)， 

“在 (一 o0,5) 内 ,六 之 0, 曲线 是 后 的 ; 

在 (0, 十 co) 内 ,如 > 0, 曲 线 是 四 的 . 

故 点 (2,a) 是 此 线 的 拐点 . 1 

3.4.124 确定 5 二 tgz 的 四 向 与 换 点 、 

解 ”= Secir, y= 2secirtgz. . 

令 六 一 0, 得 secixtgz 一 0, 解 得 + 一 tx, 而 在 > 一 王 十 好 (=0, 
士 1, 圭 2,…) 处 六 不 存在 ,因此 

在 (一 也 十 tir) 内 ,六 < 0, 曲 线 是 凸 的 ; 


在 Ur, 也 十 tr) 内 , 六 之 0, 曲线 是 四 的 . 


由 于 在 z= 六 十 好 处 函数 无 定义 ， 曲线 间断 ;而 点 (hx， 0) (t= 0, 


土 1, 土 2,… .) 是 曲线 的 拐点 . 


3.4.125  ” 试 证 :曲线 y = xsinz 的 拐点 必 在 曲线 六 (4 十 z2) 一 422 
EE; 


一 凶 # 一 
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证 ¥ = zcosr 十 sinz， 
y= (cosr 一 zsinz) 十 cosz = 2cosz 一 zsinz, 

扣 点 的 模 坐 标 应 满 趾 y 二 0 或 2cosz 一 zsinz = 0. 显 见 z 头 0, 从 而 
z 一 2ctgz, 而 纵 坐 标 # 一 zsinz 一 2cosz. 于 是 ,问题 便 归结 为 验证 
z 二 2ctgz,y 一 2cosz 是 否 满足 (4 十 z2) 二 4z2. 为 此 ,将 'z 二 2ctgzr， 
y 二 2cosz 代入 ,得 

左边 = 4cos’z(4 十 4ctg2z) 一 4coszz。4csczz 一 16ctg?z， 

有 边 二 4、4ctg’z 一 16ctg?z， 左边 一 右边 ， 

办 此 拐点 必 在 曲线 六 (4 十 z2) = 4z? 上 . ， 

3.4.126 ”如 果 曲 线 y = 二。 十 az: 有 拐点 , 试 求 < 之 值 . 

解 y =e 3ar, #7 二 er 十 Gar, zeE (一 co 十 co). 

要 使 曲线 有 换 点 ,首先 砷 使 二 0 或 e 十 6oz 二 0, 即 e 二 一 6az 有 
解 .这 相当 于 曲线 y = 二。 与 y 一 一 6az 有 交点 . 

如 果 a>> 0( 从 而 一 6e<0), 直 y 
线 y = 一 6az 必 与 y 一 所 相交 , 且 容 
易 验 证 交点 的 横 坐 标 z 所 对 应 的 曲 ny 
线 上 的 点 是 扣 点 . ay : 

如 果 sa 过 0( 从 而 一 6 二 0), 直 . (a> 站 \ M(x0,e*0) 
线 #y 一 一 6az 与 曲线 y 一 全 相交 的 极 \ 
限 位 置 就 是 该 直线 与 曲线 相 切 时 的 
位 置 . 为 此 求 该 切线 O7 所 对 应 的 a 2 
值 , 设 切 点 M 的 坐标 为 (zo,e0). N 

因为 曲线 y = e 的 切线 斜率 为 3 4 126 题 图 
y 三 e, 所 以 OT 的 斜率 t=e", 于 是 O07 的 方程 为 y= 二 ez. 又 M 在 OT 上， 
故 有 e” 二 ezoy 即 zo 二 1, 因此 一 64 二 上 == e! 一 e, 即 直线 O7 所 对 应 的 
4 值 为 一 到 - 故 当 a 过 一 音 时 ,直线 y 二 一 6or 与 曲线 相交 , 且 容易 验证 
交点 横 坐 标 z 所 对 应 的 曲线 上 的 点 是 拐点 . 

总 之 , 当 = 入 一 告 或 > 0 时 曲线 有 拐点 - 


3.4.127 设 函 数 y 一 f(z) 的 二 阶 导数 连续 , 且 点 (ae,f(a)) 是 曲线 
y 二 f(z) 的 拐点 , 求 


y=e” 
/全 


x 


as 
本 


| 一 好 (一 
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f(at+h) — 2f(a) + f(o — h) 
Ts 


,0 
f(a)— (oh) 
解 ” 原 式 = lim 于 
f(a+h)+ f(a) 
z 


lim 
0 


f(a) = 0. 


5. 渐 近 线 
3. 4. 128 . 求 f(z) = z 十 arcctgz 的 斜 渐 近 线 . 
解 ” 因 克 2 -1+smeeer 1 (一 co)， 


fa — 2 = aiez 人 (人 (z 一 十 co)， 
下 (z 一 一 co). 


故 曲线 y = z 十 arcetgz 有 两 条 斜 渐 近 线 : 
y=z 3 一 十 m 
yiy=x+n 

y=x+arcctsr 


3. 4. 129 题 图 


3. 4. 128 题 图 


3.4.129 ”讨论 函数 f(z) = z 十 二 图 形 的 渐 近 线 . 
解 ” 因 为 im (z 二 十) = 十 05, lim (z 十 十 ) = 一 co， 
z=0+ s0™ 
lim[(z 十 二) 一 可 一 lim 二 一 0. 
所 以 z= 0 是 f(z) 的 竖 直 渐 近 线 ,y =z 是 f(z) 的 斜 源 近 线 .9 一 z 十 十 


的 图 篆 为 双 曲 线 . ee 
和 泊 折 线 可 以 用 隶 有 的 方法 闪 来 - 


各 习 让 恰 下 条 页 和 
“ 
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设 f(z) 的 图 象 存在 斜 渐 近 线 # = az 十 5, 那么 


lim [Ta) — (ez + H] = 0, lim {2 0, 
邑 lim Le - Gi bed 
十 oo z 
从 而 lim [£2 — a] 一 0， 即 im_ {2 = 
又 lim 1 [f(z) 一 az] 一 4 2 


反之 ， 若 最 后 这 两 个 极限 存在 ， 那么 f(z) 的 图 象 就 一 - 定 有 但 近 
线 y 二 az 十 b. 


3.4.130 求 曲 线 y 一 让 2 7， (z 之 0) 的 渐 近 线 . 
解 hh 


0 ey 


Jim (F(z) — 棋 一 5) =0, 
由 此 可 知 ， 
RR 名 1 1 
Ek 二 
a i arl ’ 
加 SS 
b= im, (f(z) 一 kz) = JJ TS ey 
1 
= limz 5 bt 


Ne Rd + 
we 工 


pg 省 
i lim Ut! “GT 一 二 in(l 十 本 ] 
1 


ti 1 ， 一 ind+a 1 
5 e 3 0. 
因此 , 渐 近 线 方程 为 ， 
lt 
a Rab 2e 


3.4 131 已 知 y 一 f(z) 有 倾斜 产 近 线 ,并 且 了 (7) >>0, 证 明丽 数 
4 二 f(z) 的 图 象 从 上 方 接近 这 条 

| 解 he Tee 
| 一 有 一 

| 
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0 显然 , 当 z 一 ce 时 ,9g(z) 一 0,，g(z) 一 帮 (z) > 0, 假 定 在 某 个 点 zx 有 
9g (zo) 一 c>0, 那 么 当 z 之 ze 时 ,9Y(z) > c, 由 此 可 得 g(z) > 9(zo) 
十 clz 一 2z0),，(z 之 zo), 因 而 与 条 件 g(z) ~ 0(z 一 ce) 矛盾 .所 以 处 处 有 
9 (z) 之 0, 故 9(z) 单调 不 增 . 如 果 对 于 某 个 za 有 9(zi) 一 上 < 0, 那 么 当 
z 之 zi 时 ,9(z) 委 如 但 因 9(z) 一 0, 故 这 不 可 能 .所 以 g(z) 之 0, 当 g(z1) 
一 0 时 ,我 们 有 9(z) = 0(z > zi 时 ), 这 与 条 件 mw"(z) > 0 矛盾 . 因此 ,对 
于 任何 z,g(z) > 0, 即 f(z) >>az 十 5, 亦 即 f(z) 的 图 象 位 于 渐 近 线 一 
qz 十 6 的 上 方 . 

3.4.132 已 知 函 数 f(z) = zt， 十 ar? 十 妈 在 z= 1 处 有 极 值 一 2， 
试 确定 系数 a、5, 并 求 出 y = f(z) 的 所 有 极 大 、 极 小 .拐点 及 单调 、 止 向 
区 间 . 

解 ” 由 假设 有 (1) = 二 3 十 2 十 b= 二 0,f(1) = 二 1 十 a 二 6== 一 2， 
由 此 解 得 a 二 0,5 3. 从 而 y = f(z) 一 z: 一 3z 一 z(z 十 W 3 )(z 一 


W 3 ). 于 是 ,y 二 3(z 十 1)(z 一 1, 六 = 6z. 由 此 即 知 f(z) 仅 在 z 二 1 
。 处 有 极 小 值 一 2, 在: 一 一 1 处 有 极 大 值 2, 且 (0,0) 为 拐点 . 

函数 f(z) = z? 一 3z 的 定义 域 为 (一 co, 十 co). 由 上 面 求 得 的 一 、 
二 阶 导数 知道 ,函数 f(z) 在 (一 oo, 一 1) 内 下 冲 单 调 增加 ;在 (一 1,0) 
内 下 站 单调 减少 ;在 (0,1) 内 凹 单调 减少 ,在 (1, 十 co) 内 上 四 单 调 
增加 . 


6. 曲率 
3.4.133 设 y 二 f(z),y 二 g(z) 为 二 函数 ,解释 
f(a) = g(a), 
f(a) = g(a), 
(1) (2) fla) = g(a), 
人 fron, 
的 几何 意义 . 
解 (1) 对 于 函数 y= f(z) 和 y= 二 glz), 在 z= 二 a 点 ， 
{2 = g(a), 
f(a)>y(a) 
表示 两 函数 的 图 象 在 z 二 a 点 处 相交 , 且 在 该 点 曲线 y = f(z) 的 切线 斜 
率 大 于 曲线 y 二 gz) 的 切线 斜率 . 于 是 ， 在 z 一 4 点 ， 曲线 A 比 曲 
线 y 二 g(z) 更 陡 睛 . 


一 和 ?7 一 
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(2) 对 于 函数 = f(z) 和 y= 二 9g(z), 在 z= 二 a 点 有 
f(a) = g(a), 
{re = 9 (0), 
|P(e)| > Ig (0)] 


表示 两 函数 的 图 象 在 z = a 点 处 相交 , 且 在 该 点 两 曲线 的 切线 斜率 相 
等 ,同时 , 当 |r(a)| > lg"(a)| 时 ,有 


| f(a) I>| ya) | 
(TF PAa) I yD 
即 在 = a 点 处 ,曲线 y = f(z) 的 曲率 大 于 曲线 y = 9(z) 的 曲率 ,也 就 
是 在 z=。 点 处 ;曲线 5 = f(z) 比 曲线 y 一 9(z) 更 加 奔 曲 些 . 
3.4.134 已 知 曲线 “的 方程 为 = z2(0<z< 十 co), 求 至 ,其 中 
4 是 曲线 “在 = 处 的 曲率 ,是 对 应 于 区 间 [0,z] 上 曲线 。 的 一 段 弧 长 
解 ” 由 y= zy = 2z, 六 二 2 可 得 ， 


2 dk 一 24z ds _ 
二 全 -UF Vl+, 


本 Ne 24z 
于 是 ” 公 一 一 订 下 和 al VI 十 全 = 一 让 和 
3.4.1 


i 试 证 : 半生 由 横生 多 认 程 7 一 7(b) 给 出 , 则 曲率 公 
十 27? 一 rr"| 
式 为 4 一 03 二 7 
证 ”由 "二 7(0) 可 得 曲线 的 参数 方程 为 z = 7(0)cos0, 
y= ngs 而 


号 一 Picosb 一 rsing， 名 一 msing 十 rcos0， 
本 dy 和 i 
rd 2r'sinb 一 rcosb， 其 一 Sing 十 2reosb 一 7sing. 
于 是 
得 全 
4 | _ mecosg 一 rsidg rrsing 十 rcosg 
dz dy| | rweosg 一 2rsing 一 rcosg rnsing 十 2rcosg 一 rsing 
人 - 


证 
($Y + (名 二 Geass 一 raiio)s + sd + rg re 


WC) 
| 一 4 洁 一 
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2 Ds Hy 
所 以 天 = 中 
3/2 
[多 + 名) | 
3. 4.136 ” 求 椭圆 z= 2 y 二 ising (a 之 5b) 的 曲率 的 最 大 值 与 
最 小 值 . 
解 ” 先 求 椭 贺 上 任 一 点 的 曲率 . 
由 皮 一 一 msing, 晓 = beosg, 申 一 一 acosg, 型 二 一 bwing， 
一 asinb bcosg 
得 K= 一 acosg — jsinb 二 
[( 一 einb)5 十 (bcos0) JE (gsin’0 十 bicos’0)F 


其 次 求 Kow 与 Km 
dk 3ab , a? » 2sinbcosb + b? » 2cos0 » (— sing) 
dg 2 (azsin2g 十 brcos’0)Y 

_ 3ab(b? — a’)sinbcos 
(asin2g 十 jxcos2g) 


坚 _ 0, 求 得 K 在 (0,27) 的 驻 点 为 6 一 至 ,之 由 此 可 得 


所 以 Ko = 证 ， Kw 一 让 
3.4.137，, 求 曲线 PCz,g) .= 0 在 MM(z,3) 全 
解 ”将 郊 z7 生 0 油 近 驳 & 求 导 5 得 | 瑞 寺 画作 三 从 故 


Ben 


一 79 一 
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# 一 一 天 ,从 而 
(CPPe 十 了 :的 一 已 (Pe 十 pv) 
了 也 
及 让 一 PR 十 (Foy 一 PaPoOy 
Fi 


' 
FoF? 一 PoP, 十 PoP? 


村 
又 1 十 关 = 1 二 (一 末 ) 一 全 而 轧 ， 
于 是 ,曲率 半径 
a | (m1 + POF . 
y FP ~ 2p, FP, 十 PnPi 


3.4.138 试 求 y= sinz 在 (也 ,DD 点 的 曲率 图 方程， 
解 ” 因 为 y = ecosr, 久 一 一 sinz 所 以 六 (于 ) = 0, 六 ( 子 ) 一 一 1， 
于 是 曲线 在 点 (也 ,1) 的 曲率 半径 为 


天 Ea 1 
而 曲率 中 心 的 坐标 为 . 
汪 :一 了 -0- 子 ， 
RA 3! A Ee 
WW 机 IT 一 0， 


因此 曲线 在 点 (可 ,1) 的 曲率 加 方程 为 
(+l + 
3.4.139 。” 求 曲线 y 一 tez 在 点 (于 ,1) 处 的 曲率 网 的 方程 
2s: 
解 一 ecx 一 2 


故 在 点 ( 革 ,1) 处 的 曲率 及 曲率 半径 分 别 为 


2 ,4V5 1 5VS 
六 二 trl 2 堪 
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于 是 ， 所 来 的 曲率 罗 的 方 各 为 
,125 
(一 持 ++ 了) +o- 了) = 承 . 


“7. 记 数 的 作 图 
3.4.140 ”讨论 函数 1(z) 一 一 3z 十 5z’ 并 作 图 . 
解 (1) f(z) 为 在 (一 co, 十 oo) 内 定义 的 奇 函 数 ， 因此 图 多 是 关 


于 原点 0 对 称 的 . 
(2) f(z) 一 一 15z! 十 157 =*— 157(z 一 1)(z 十 1)， 


fr(z) =— 60z 十 30z =— 30z(2z: — 1). 
V2 


令 了 T(r) = 0, 得 z = 0, 土 1; 今 了 r(z) = 0, 得 z = 0， + 
(3) f(z) 没有 间断 点 ,也 没有 了 (7z)， fs) 不 存在 的 点 .z 二 一 1， 


一 学,0, 和 ,1 把 (一 ,十 co) 分 为 大 个 区 间 , 在 各 区 间 上 的 情 
避 列 表 如 下 4 


综合 以 上 讨论 结果 1 作出 函数 图 贸 如 图 协 \wi 六。 加 
一 8 一 
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' 
“3. 
3 


3.4. 141 题 图 
3.4.140 题 图 
3.4.141 画 出 束 一 z 十 式 一 一 十 (一 1) !z? 十 "所 确定 的 函 
数 的 图 象 . 
解 用人 全 生生 “十 《一 TD 人 十 … 一 1 (| < 


1), 故 设 f(z) = fa << 1), 则 有 
.25— 0 

于 人 Ps P= Hs 
令 了 (z) = 0, 可 求 得 驻 点 z = 0, 再 令 扬 (z) = 0, 得 


-一 土 妊 ,函数 变化 情况 列表 如 下 ， 


由 此 可 画 出 草图 如 上 . 


二 
4 ME 训 册 Ta 一 全 二 访 的 将 四 区间 ,二 全 于 让 


Pe 


并 作 f(z) 的 图 形 :-、-- - 汪 
解 ”函数 f(z) 的 定 支 城关 a 芳和 EE 

| 一 鲫 一 

| 
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人 一 Diz 十 5) 
Ce G+ 
令 fn(z) = 0, 求 得 驻 点 为 z 一 一 5,1. 


求 浙 近 线 ,图 lim 全 二 二 一, 故 z 一 一 1 为 由 直 基 近 线 .天 水 


24(z 一 1)》 
(z 十 1) 


:f(z)= 


平 渐 近 线 , 由 中 
fa GD 
i EE 
lim [f(z) 一 中] = lim 1 [E st PB 
Pen (十 1 A 


故 斜 渐 近 线 为 ?一 oz 十 二 z 一 5 ;列表 如 下 


-函数 y 一 公干 朱 ; 的 图 形 如 下 图 所 示 ， 


3.4.143 题 图 
$i. iL Wl 


一 有 8 一 
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3.4. 143 2r 变化 时 ， 


(1) 讨论 函数 y 一 二 上 + we tm ' 并 夯 出 草图 ， 
(2) 当 上 到 不 同 值 时 ， He 一 + 实 根 的 个 数 . 
解 (1) 函数 y 一 a5 十 2c55 一 sno Te wen 0= a, 


0 = 本 mi 无 定义 的 点 为 0 一 0; 也 ,5， 字 x，27, 且 均 为 无 穷 间断 点 
对 ， 求 导数 ， 得 
y eo, sg sn 一 amv 
sin20 - cos’0 . sin2gcos26. 
令 Y 一 0, 得 驻 点 为 9 一 于 ,和 
显然 , 当 0 由 0 到 2r 变化 时 ， 
若 0<0<< 节 ， 了 <o< 2r, 则 sing 之 cosb; 


车 乒 之 0 之 也 7, 则 sin0 > coog， 
又 因 sin?bcos”0 之 0, 故 函数 y 除 无 定义 的 点 外 ， 在 0<0< 韦 ， 0 
<< 2r 时 y << 0, 这 时 y 单调 碱 少 ;在 革 <0<< 守 # 时 ,y 二 0, 这 时 y 单 
调 增加 . 由 此 可 得 极 值 点 为 6 = 于 ,0 = -<. 其 相应 的 极 值 为 


3 一 I(T) 一 2 2, yaxn 一 了) = 一 2 V3 
根据 上 述 讨论 ， 即 可 醒 出 草图 如 上 
(2) 在 方程 5 十 5 一 t 中 ,k 的 值 相当 于 函数 一 = 十 = 上 中 
的 "全 , 故 直 其 函数 图 形 可 以 观察 出 方程 的 实 根 关 于 中信 的 分 大 情况 
当 IK| < 2 W3 时 ,方程 有 两 个 实 根 ; 
当 IK| = 2 V2 时 ,方程 有 三 个 实 根 ; 
当 |K1 > 2 V2 时 ,方程 有 四 个 实 根 。，， 国 ~ 
3.4.144 设 3 


一 8# 一 
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sinz 
-全 i 
1， z= 0. 


(1D) 求 f(z) 的 增 减 区 间 ， 

(2) 求 f(z) 的 极 值 .最 大 值 和 最 小 值 ; 

《3) 作出 函数 f(z) 的 图 象 . 

提示 。 tgz 一 z= 0 在 (0,2r) 内 有 了 唯一 的 根 z < 4. 50,sin4. 50 ~ 
一 0. 978. : ， 。 

解 ” 由 于 在 一 2* 志 z 芝 2x 时 有 f( 一 2) = 二 f(z), 所 以 天 z) 为 偶 
函数 , 故 只 需 考 虑 在 0 三 < 过 2x 上 的 情形 , 当 z = 0 时 ;有 


sinz _ 
f (0) = tim =lim m1 
0 z 0 -0 2: 
了 
= lim 2 一 0， 
zcosz 一 sinz 


当 z 天 0 时 ,有 也 (z) -a 
由 了 (z) = 0 可 知 ,zeosz 一 sinz 二 0, 由 于 tgz 一 z 二 0 在 (0,2x) 内 有 了 唯 
一 的 根 z = 4. 50， 所 以 zcosz 一 sinz,== 0 在 (0,2r) 内 有 唯一 的 根 x = 
4. 50. 由 f(z) 在 [一 2r,2r] 上 的 对 称 性 ,f(z) 的 性 态 列表 如 下 ， 


(4. 50,2r) 


f(z) 一 0, 所 以 
max f(z) = f(0) = 1, Vt 
Te ek 


+ we 1 E13 
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sin4. 50 
ee nin 7) f( 土 4.50) A500 ~ 0. 217. 


f(z) 的 图 象 如 下 . 


3.4. 144 题 图 3.4.145 题 图 


3. 4. 145 ” 作 函 数 y(z) = [sin(2arcsinz)]? 的 图 象 . 

解 ”因为 sin(2arcsinz) = 2sin(arcsinz)cos(arcsinz) 一 2z V 1 一 z2， 
所 以 yz) = 4z2(1 一 2， 一 1 委 z 委 1, 由 此 可 见 ,yz) 的 图 象 关于 y 轴 
对 称 . 

y (7) 一 8z(1 一 2z2) = 8r(1l+ W2z)(G — V2z), 
当 一 1<z<< 一 AEN, > 0, 这 时 y(z) 单调 增加 ; 当 一 YE 


< < 0 时 ,y < 0, 这 时 ya) 单调 成 少 ,因而 在 z 一 一 作 生 时 ,y 取 要 


大 值 1, 再 由 对 称 性 可 见 , 在 z = 0 处 ,y 取 极 小 值 0. 
> 


又 因 六 (z) 一 8 一 48z?, 由 六 二 0 求 得 y= 二 土 , 当 一 1<z< 
Ar<imsias < 
rE V6 5 


上 止 , 故 y 有 两 个 拐点 4( 一 
作出 y(z) 的 图 形 如 上 
3.4.146 ”讨论 函数 f(z) = 让 二 并 作 图 . 
解 〈1) f(z) 是 在 (一 oo, 十 co) 内 定义 的 偶 函 数 , 因 此 它 的 图 象 
和 


评 ) 和 BCX). 由 上 面 讨论 可 
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是 关于 y 轴 对 称 的 . Be 
WFD to) = 全 二 和， 
f(z) = 
(er 十 e-92。 (ee)—(e’—e)*.2(e+e'’). (et+e’) 
《er 一 e™’) 
六 十 eo” 一 6 
7 Tete 


令 f(z) 二 0, 得 e "= 二 ee 或 e*= 二 1，z 二 0; 
令 fjr(r) = 0, 得 e* 十 e-* 一 6 二 0 或 (e*)? 一 6e* 十 1==0， 


6 士 Ye X13+ Va 


A 
z= 广 n(3 土 2 V2)， 

二 让 In(3+2 V2)= 寺 mn (V2 +D =In(V2 二 TD， 
1 1 1 

2 一 -In(3 一 2 Y 2 ) = 本 In -一 -一 = 一 In(V 2 十 1). 

2 2 2 3 十 2 V 王 

(3) f(z) 没有 间断 点 ,也 没有 也 (z) 与 尹 (z) 不 存在 的 点 . 


z= 一 In(V2 十 1),0,1In(V2 二 1 把 (一 co, 十 co) 分 为 四 个 小 
区 间 , 在 各 区 间 上 函数 及 其 导数 的 情况 列表 如 下 : 

(一 co， 
一 mCW2 +D) 一 mCV2 +D 


f(z) | 十 


F(z) 过 


EE 


拐点 
(一 mCYV 2 十 D， 


y= 0) SS 
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【ln( V2+ 1)， 


十 oo) 


(4) 由 limf(z) = tim 二 二 一 一 0 可 知 ,9 一 0 是 水 平 渐 近 线 . 
综合 以 上 讨论 , 即 可 作出 f(z) 的 图 象 . 


了 
-InV5Hn io ny2+D > 
x 
3.4.146 题 图 (去 
3.4.147 题 姑 

上 

3.4.147 ”讨论 函数 f(z) = er 并 作 图 . 

. 解 . 


(4) f(z) 在 (一 co,0) 与 (0, 十 co) 内 有 定义 、 
(2) PD) = 一 十 . 必 (z 尖 0)， 


jn(z) 1 
2 学 区 


(Iz 关 0). 
令 了 (z) 一 0, 得 一 十 er 一 0, 无 解 , 即 无 驻 点 . 


一 大- 
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令 人 "(7) = 0, 得 1 十 3z 一 0z 一 一 羡 . 

(3) z = 0 是 间断 点 , 除 此 再 没有 也 (z) 与 rz) 不 存在 的 点 . 
z 一 一 二 ,0 把 (一 co, + co) 分 为 三 个 小 区 间 ,在 各 区 间 上 函数 及 导数 
的 情况 列表 如下; oN et 


(4) 由 lim f(z) 二 im 中 一 十 oo 可 知 ,z = 0 是 铅 直 渐 近 线 .又 因 


limf(z) 一 im 二 1; 故 y = 1 是 水 平 渐 近 线 . 

综合 以 上 讨论 , 即 可 作出 函数 f(z) 的 图 象 如 上 

3.4. 148 《1) 求 出 函数 y 二 蛙 的 单调 外 向 区 间 、 极 值 点 .拐点 . 产 
近 线 , 作 函 数 y 的 图 形 ; 

(2) 比较 e 和 工 的 大 小 并 说 明理 由 . 

(3) 证 明 : 当 0<z<<1 或 x 一 。 时 ,只 有 y 一 z 满 足 z 一 yy; 当 
z 之 1 且 z 关 。 时 ,对 于 任意 一 个 都 可 以 忽 到 唯一 的 一 个 y 关 ,满足 


m=. 
lnz 


解 (1) 函数 ?一 -的 定义 域 为 (0, 十 co)， 
Ea, p= 3 去 2int， 


令 小 一 4, 得 唯一 的 驻 点 4 一 .ey 二 0 程 + 一 呈 下 耐 求 渐 近 线 方程 
中 De 


一 4 一 
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因 tim 学 一 一 *, 帮 x 一 0 为 铅 直 浙 近 线 . 又 
Inz 
i » 


故 y = 0 是 水 平 渐 近 线 ,无 斜 渐 近 线 . 
按 题目 的 要 求 ,列表 讨论 如 下 : 


et 


由 上 面 讨论 即 可 作出 图 形 . 

(2) 解法 1 由 (1) 可 知 ,y = 2 在 (e, 十 oo) 内 单调 减少 , 因 > 

1 lne 
故 到 < 亚 


玉 , 即 elnr < xlne, ln < Ine"， 所 以 和 一 e 


解法 2 设 x(z) = 三 (z> 0), 则 当 z > 之 e 时 ， 


x ok {Rl ) ) 
(zx)? 


故 生 > we) 一 1, 即 >> 江 令 z 一 zt, 即 得 e* 之 7 
(3) 设 w= z1v 二 ,再 令 


Ww (7) = >0, 


Inv ziny 一 和 yy 


显然 , 当 y 二 z 时 ,w= 二 1,w 二 v 即 zr 二 yy. 

当 0<z<1 时 ,由 (1) 可 知 , 衬 是 单调 增加 函数 , 故 车 y 承 z, 则 ww 
天 1 天 即 开 天 闻 . 

又 由 [1 知 ， 当 : 二 时 , 毕 取 最 闫 徒 , 故 关 ? 区: 二 < 次 wma 
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着 即 才 关 六 
因此 , 当 0<z 二 1 或 +=e 时 ,只 有 y= 二 +z 时 才 有 一. 


当 z 之 1 且 z 关 e 时 , 由 (1) 知 , 当 1<z<e 时 ， 吾 为 单调 增加 
函数 .。< = < 十 co 时 ，5 为 单调 碱 少 丽 数 ， 故 函数 2 的 反 函 数 是 双 


值 的 . 即 对 任意 一 个 =, 满足 w 一 1 或 到 = 到 的 y 有 两 个 值 ,一 个 是 ? 
= z, 另 一 个 是 y 天 =, 即 总 可 以 找到 唯一 的 一 个 y 天 z, 满 足 z 一 扩 


上 


bin 


3. 4. 148 题 图 ER 
3. 4. 149 题 图 


3.4. 149 。 作 函数 y = > (1 十 小) (z > 0) 的 图 象 
解 由 于 im G 十 本) 一 1 故 hmy 一 当 z> 0 时 浊 >> 0, 肌 
线 在 z 轴 上 方 . 
y = +) [anCl 十 + 二]>0 (+> 0), 
故 函 数 单调 增加 . 
又 z (1 + 二) [ndl + L) Ts 


1 1 2 1 
二 中 二 二) [2n(1 二 二) 一 了 二 一 和 中 
上 式 右 端 第 一 项 显然 大 于 零 , 若 能 证 得 当 z > 0 时 ， 
2 


1 
2n1+ 7 -Tidy> 


3 
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则 有 > 0. 为 此 作 变换 z = 十 , 则 


f(D = Zn 十 二) 一 了 一 本寺 7 
2n(1+D Ti Ts 
车 令 g() = 2in(1 十 昌 Ti 民生 5: 则 
9 (O Tt 
>0 (>0), 


ke 
且 w(0) = 0, 故 当 ! 盖 0 时 ,mp(O 二 0, 即 当 z 0 时, f(z) 二 0. 由 此 可 
知 ,y 的 图 象 是 上 四 的 . 


又 由 于 lm (1 十 十 ) 一 。 故 im z (1 十 十 ”一 十 oo, 所 以 


lim 了 lim G 十 二 一 ey 


ea 人 


e 


,Jim z[(1+ Ly -ej]= lim zen0t -0) =- 也 
故 当 z -十 oo 时 ,曲线 有 渐 近 线 y = ez 一 豆 . 
由 以 上 讨论 即 可 作出 图 形 . 
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$5 导数 的 应 用 
问题 与 解答 


1. 曲线 的 切线 和 法 线 

3.5.1 在 y= 的 图 形 上 , 哪 一 点 的 切线 斜率 等 于 3? 

解 ”由 导数 的 几何 意义 , 即 求 y = (z*)' = 3z’ = 3 的 解 . 其 解 为 > 
一 士 1. 

当 z 二 1 时 ,y= 二 1, 当 z 1 时 ,y 1, 因 而 在 y= x* 的 图 形 上 ， 
点 (1,1) 及 (一 1, 一 1) 的 切线 斜率 等 于 3. 

3.5.2 求 圆 z 开 十 六 二 Rr 与 第 一 ,四 象限 的 角 平 分 线 交点 处 的 切 
线 斜率 . 

解 ” 贺 上 任 一 点 处 的 切线 方程 为 


zzo 十 yyo = R?, 


该 切线 的 斜率 为 大 一 一 如 贺 与 第 一 、 四 象限 角 平 分 线 的 交点 分 别 为 


Pi(Reos 本 ,Rsin 村 ) 和 Pa(Reos 下 ,sin 字 ) ,过 Pi 点 的 圆 的 切线 斜率 
为 


x 

Reos 本 
2 
Rsin 4 


同样 ,过 P; 点 的 圆 的 切线 斜率 为 


有 二 一 


=—1. 


3.5.3 求 曲线 z 二 ,y= 二 (t 一 1):,t € R 的 切线 斜率 . 
解 各 =24, 间 =24 一 D. 
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当 4 关 0 时 , 谋 一 2 红 寺 上 一 生 小 在 点 (p(t),V()) 处 的 切线 


是 y 一 (4 一 DD* 一 各 lz — t). 


dr _ 2t ER 
当 t 0 半球 半 3 和 三 生生 


在 点 (p(0),%(0)) 二 (0,1) 处 的 切线 
是 z 一 0= 0 一 上), 即 z= 0. 

如 果 从 z= 二 和 y= 二 (4 一 1? 中 
消去 , 得 

zz—y=2t—1, 

i=2y+1, 


==( 


2 


即 巡 一 2zy 十 姑 一 2z 一 2 十 1=0. 这 是 一 条 关于 y = z 对称 的 抛物 
线 . 


2 一 多 十 1] 
2 


3.5.4 求 曲线 y = cos Vz 在 z 二 0 处 的 切线 方程 . 


cos Vzr—l in 
"(0) lim = lim 
算 - 0 工 st (Vzr)’ 
2 
Sin 
lim - L » 
Cl 2 
2 
又 y(0) = 1. 故 所 求 的 切线 方程 为 
3 一 1= 也 一 0), 即 z 二 9 一 2 二 0. 


3.5.5 求 曲线 y 二 (z 一 )[z 十 |sinz|] 在 z= 7 处 的 切线 方 
程 


解 ” 由 于 |sinzi 在 zx = z+ 处 不 可 导 , 故 不 能 应 用 求 导 法 则 来 求 y， 
但 isinz| 在 z = # 处 是 连续 的 , 按 求 导 的 定义 ,有 


y |:-.= lim 二 ([cr 十 4z) 一 可 [Cr 十 4z) 
Mz-0 


十 JsinCx + 47)|] — (x — [+ |sinn|]} 
= i= 
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= lim[x+ Az 二 | ~ sin4z|] = 7， 
因而 y|,-* = 0. 因此 ,所 求 的 切线 方程 是 y = #(z 一 7). 
L 
3.5.6。 求 曲 线 y 一 六 (4 为 正 整数 ,z > 0) 在 点 Molzi,z ，) 处 的 
切线 方程 . 
解 了 (ze 十 4z) 一 f(zo) 


Ar 
_ ot 人 一 六 
为 了 求 它 当 4z 一 的 要, 学 


3 一 (Cz0 十 Az)* ,9 二 
td 3. 5. 6 题 图 


Ct sn —z0 uo—yv ! 
如 一 护 TF 2 十 … 十 Mo"-2 十 如 
省 下?， 因 为 上 式 分 母 中 的 每 一 -项 都 趋 于 "于 是 上 式 趋 
1 1 刁 。 


于 起 - 1' 即 一 Lr-.. 由 于 v 本 i ,因此 
， fm 十 4z) — Ff) _ 1 7! 
ln 


由 此 得 曲线 y = 二 在 点 (zo,z*) 处 的 切线 MoT 的 方程 为 


3.5.7 ” 设 曲线 f(z) = 十 azr 与 g(z) = bx? 十 c 都 通过 点 (一 1， 
0), 且 在 该 点 有 公共 切线 , 求 f(z) 与 g(z). 

解 ” 因 为 f(z) 和 9(z) 都 过 点 (一 1,0), 所 以 

f( 一 1 一 (一 D3+a( 一 1D=0,9( 一 1D 一 5 (一 D2 二 c=0. 
即 a= 一 1,b 十 c= 0. 和 

又 f(z) 和 glz) 在 点 (一 1,0) 有 公共 切线 ,所 以 

f(—1)=3.(—1)7?+a=g(—1)=2.(— 1). 
即 3 二 ae ke 1,c 二 一 8 二 1. 因此 可 得 
f(z) = —z,g(7) 一 一 守 十 1 
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3.5.8 站 修罗 出 我 在 指 守 吉 们 加 全 方 各 和 从 和 邦和 : 


(1) 椭圆 100 向 + 着 =1， 点 MM(6,6. 4); 
z= a(t— sint), x 
(2) 损 线 人 = a(l 一 cost)， 当 ! 一 了 时 


(3) 对 数 螺 线 > = ae"(a 是 常数 )， 当 9 二 0 时 . 
解 (1) 由 隐 函 数 的 求 导 法 则 ,有 10 十 毯 ! 一 0, 于 是 有 
64z | _ 区 
100| 一 可 

故 过 MM 点 的 切线 方程 为 y 一 6. 4 一 一 于 (z 一 6)， 法 线 方程 为 
y 一 6.4 一 号 (一 6)， 

(2) 由 参数 方程 的 求 导 法 则 ,得 

dy _ dy /dz _ sint 


dr dij ad 1— cost’ 


yl 一 一 


所 以 有 中 | =1. 


hn (3 1)a,y 一 a 故 当 t== 也 时 ， 
摆 线 的 切线 方程 为 y 一 a 二 + 一 (了 一 Da， 
法 线 方程 为 y 一 a 一 一 + 十 (也 一 Da. 


(3) 由 极 坐标 与 直角 坐标 的 关系 : ”二 ”把 。 作 为 参数 ,得 


dy _ dy/) dr _ 7 (0)sing 十 7(9)cosbg 
dz 中 d0 m (9)cosbg 一 r(9)sing 
再 把 7(6) = ae? 及 (6) 一 ae 代入 ,得 
dy _ ae’sing 十 aetcosg _ sing 十 cosg 
dr ae’cos0 一 ae’sing 。 cosb 一 Sin 人 
外 到 |， ,一 
所 以 有 zz le 一 1 


又 当 8 一 0 时 ,z=a3y=0, 故 当 0 一 0 时 ,对 数 螺 线 的 切线 方程 
为 一 z 一 0, 法 线 方程 为 ?二 一 z 十 4. 
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3.5.9。 求 曲线 :一半 'y 一 车 记 在 1 一 2 处 的 切线 方程 及 法 
线 方程. 
解 ” 当 1= 2 时 ,zx 8 sy 中 ,和 i 2 ER 电 [= 了. 


故 所 求 的 切线 方程 为 y 一 一 一 圭 (z 一 号 ), 即 4z 十 3 一 12 一 0. 


法 线 方程 为 y 一 是 一 子 (z 一 电 ), 即 3 一 条 十 6 二 0. 
3.5.10 ”曲线 不 十 米 一 3ary 一 0 可 由 参数 方程 


2 3at 
op 
(一 ce < 上 < 十 co) 
y= 


3at? 

1 十 刀 . 
表示 , 试 求 当 4 = 1,ts = 0 时 曲线 的 切线 方程 . 
解 ” 在 (1 十 43z = 3at 两 边 对 t 求 导 ,得 


3a 一 36 
36z 十 (1 + r= 0, 一 全 下 
PE Gat 一 3t2y Gat 一 3t'y 
同样 可 求 得 y, 二 时 二 多, 于是， 全 = 如 二 364 
当 4 二 1 时 ,1 二 加 一 训 a， | 1, 这 时 ,曲线 在 点 


(六 es 子 o) 处 的 切线 方程 为 y 一 了 4 一 一 一 二。), 即 = 十 一 34 


当 扎 = 0 时 ,zz 一 思 一 0， | 0, 这 时 ,曲线 在 点 (0,0) 处 的 切 
线 方程 为 y 一 0. 


z+il1—t)=0, 
3.5. 1 求 曲线 (i | | 0 在 4 一 0 处 的 切线 方程 
解 z(0) ==0,y(0) 一 一 
dz dy 人 
由 -2 一 1 加 二 1 得 
二 
yy__tet+l 血 | i be 
dz Wi lm 


故 所 求 的 切线 方程 为 ! 十 1 = 十: 


A = 


第 三 章 一 元 函数 微分 学 


3.5.12 求 极 坐标 方程 > = 1 十 cos 的 图 象 上 ,点 4(2,0)， 
BC1 ,二 ),C(0,z) 处 切线 的 斜率 . 
解 ”由 极 坐标 与 直角 坐标 的 关系 
z 一 Tcosg， 
3 = rsing， 
把 4 作为 参数 ,得 
dy dy ,dr _ rr (9)sing 十 7r(O)cosO 


dr dg’ db mm (9)cosg 一 CO)sing 
再 把 > = 1 十 cosb 代入 ,得 
dy _ _ Cos0 十 cos20 
dr sin0 二 sin20" 
a di 和 
于 是 ,点 4,8,C 处 曲线 的 斜率 为 竺 | ,= ce， 下 | = 1, 全 |c= 0 


3.5.13 求 曲 线 > = asin20(a 为 常数 ) 在 0 二 a 处 的 切线 及 法 线 
方程 . 
解 ”将 极 坐 标 方程 化 为 参数 方程 ,得 
人 = rcosb = asin2bcosb , 
3# = rsSinb = asin20sing. 


于 是 dy _ dy / dr 2acos2bsing 十 asin2bcosb 。cos20 十 cos’0 
"dr d0' dd 2acos20cos0 一 asin2bsing Cos20 一 sin20” 
dy 总 
和 | 
又 z| os 2 引导 26, 才 当 0= 于 时 曲线 上 的 点 在 
吉 角 储 标 中 的 坐标 为 (2 2 。 2 。) ,过 该 点 的 切线 方程 为 
y Va, (z ,+ y 一 V 2a; 
法 线 方程 为 y 2 工 2 z—y= 0. 


3.5.14 。 求 心 形 线 " = a(1 一 cos) 在 9 = 也 处 的 切线 方程 


二 
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解 ”由 极 坐标 与 直角 坐标 的 关系 ,把 极 坐标 方程 化 为 参数 方程 ， 
z= a(l 一 cosg)cosb， 


得 3 = a(l 一 cos0)sint. 
由 参数 方程 的 求 导 公式 ,得 
VL 
dr d0' do 2 
cosb 一 cos20 


一 二 sin6 十 sin20” 
dy i 
0 

又 当 0 一 于 时 一 0 一 由 


3. 5. 14 题 图 
所 以 曲线 在 9 = 也 处 的 切线 方程 为 ! 一 a 一 一 z， 即 z 十 y 一 a 


3.5.15 求 曲 线 " 一 osin20(a 为 常数 ) 在 9 = 十 处 的 切线 及 法 线 


方程 . 
解 “将 极 坐标 方程 化 为 参数 方程 ,得 
z 一 rcosb = asin2bcosb ， 
{ = 7sin = asin2bsin0 , 
dy _ 2acos20sin9 + sin2bcosg cos20sin9 + sin30 


故 dr 2acos2bcosb 一 asin2bsin9 。 cos26cosg 十 cos30" 
cos 工 sin 工 4 in 3 
dy| ， CR y 
dT cos 工 cos 工 十 Se 
2 
一 2 2 
又 zjo-4= A 
V2 V 
故 所 求 的 切线 方程 为 y 一 sa 一 一 1(z 一 a)， 
V 2 V2 


法 线 方程 为 y 一 一 5 一 + 一 一 ga 
3.5.16 证明 :过 二 次 曲线 Ar? 十 2Bzy 十 Cy 十 2Dr 十 2By 十 P= 二 
0 上任 一 点 (zosyo) 的 切线 方程 为 
Azor 十 Blzoy 十 goz) 十 Cyoy 十 Dlzoz) + El(yot+y) +rF= 0. 
证 “对 方程 4z: 十 2Bzy 十 C% 十 2Dz 十 2By 十 FF 二 0 关于 z 求 导 ， 
- 一 499 一 
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得 
24z + 2B(y + zy) + 2Cyy + 2D + 2By = 0. 
解 出 y ,得 
Pa a 
Br+Cy+BE 
于 是 ,过 (zo,yo) 点 的 切线 斜率 为 
丰 二 三 4ze 十 By 十 了 
Bro + Cyo+ BE 


4zo 十 By 十 也 
切线 方程 为 ! 一 加 Ton FE), 
即 (Bro Cyo + EB)y— Broyo — Cy$ — Eyo + (Azo + Byo + D)z 


一 Azi — Bzoyo 一 Dzo = 0. 


又 因为 点 (zo,yo) 在 曲线 上 , 故 
4zi 十 2Broyo 十 Cy$ 一 一 2Dzro 一 2Eyo 一 F, 
代入 上 式 , 即 得 切线 方程 为 
(Azo 十 Byo t+ D)z++ (Brot Cyo+t Ey+ Drot Ey + F = 0, 
即 4zoz 十 Blyor 十 zoy) 十 Cyoy 十 D(zo+ zt) + Elyo+t+y)+F= 0. 
3.5.17 求 与 曲线 47? 十 9y: 一 8z 十 18y 二 59 相 切 且 与 直线 
3z 一 2y 二 6 垂直 的 直线 方程 . 


解 ”已 知 直线 3z 一 2y 一 6 的 斜率 二子, 设 所 求 直线 的 斜率 为 


各 , 则 由 有 ks = 一 1 得 嫩 二 一 子 : 


又 设 所 求 直 线 与 曲线 
F(z,y) = 4 二 Oy — 8z+1i8y— 59=0 (1) 

相 切 于 点 Cz, 胃 ) , 则 应 有 

; F's 8z 一 8 2 

y 页 ， 18y 十 18 3° 
整理 得 2z 一 3g 一 5 一 0， (2) 
联 立 (1),(2) 式 , 解 得 (一 2, - 3) 及 (4,1), 故 所 求 直 线 方程 为 

十 3 一 一 且 (z 十 2 和 ?一 1= 一 全 cc 一 4). 


3. 5.18 ” 试 证 明 抛物 线 攻 十 上 一心 上 任 一 点 的 切线 所 截 两 坐标 
轴 的 截 距 之 和 等 于 a 


一 500 一 


$5 导数 的 应 用 


1 1 
证 设 Fdz 力 = 芭 上 + 交 一 性 = 0, 则 


A 
dz F', 和 
过 切 点 (xz,y) 的 切线 方程 为 
i /= 
把 上 式 化 为 截 距 式 方程 可 得 
i 
2 十 Vy 3 十 Vay 
于 是 , 截 距 之 和 为 
(+ V+ y+ Vy)=rt+2 Voy ty 
=(Vr+Vy)=a. 


3.5.19 ”证 明 : 星 形 线 攻 十 闻 = 时 上 任 -- 点 的 切线 介 于 二 坐标 
轴 间 的 一 段 长 度 等 于 常数 a. 


证 寺 十 次 一 中 两 边关 于 z 求 导 ,得 2z 二 十 全 y 一 0， 
由 此 求 得 y 一 一 = 二 让 


于 是 , 星 形 线 上 点 (zo,yo) 处 的 切线 斜率 为 上 = 一 > oy ，, 过 (zovyo) 
的 切线 方程 为 


下 
— EE 
y— =— zy, (7— 70). 


令 y==0, 得 + 二 zo 十 圣 睛 , 即 切线 与 z 轴 交 于 点 ACzo 二 zy,0)， 


邻 + 一 0, 得 y 一 加 十 驻 瑟 , 即 切线 与 y 轴 交 于 点 BC0, 加 十 址 此), 而 4 
与 8 之 间 的 距离 


~ 和 > 
14B| = NV (zo BB) (yo rr dy})’ 
4 2 4 Vd 2 
= Vzit 3 + 3 + y= tn) 


(dt) = a. 
3. 5. 20 ”证明 :曲线 zy 二 a 上 任 一 点 处 的 切线 与 两 从 标 轴 所 图 成 
-== 
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的 三 角形 的 面积 为 一 常数 . 
证 ”曲线 方程 为 y 一 全, 故 y 一 一 亏 一 一 二. 
设 (zo,yo) 是 曲线 上 的 任 一 点 , 则 过 该 点 的 切线 方程 为 
3 一 加 一 一 Es 一 zo)， 
即 zoy 一 一 yoz 十 2zoygo, 又 由 于 zoyo 一 oz, 所 以 zoy 一 一 yor 十 2a7. 
当 z 一 0 时 必 一 于, 当 ?一 0 时 到 ,所 以 过 (0sy) 点 的 切线 


与 两 坐标 轴 所 围 成 的 三 角形 的 面积 为 
了 工 |2@ . 20° 


s 一 
zo Yo 


= 2a. 
2 
3. 5. 21 征明 双 曲 线 zy = 人 介 于 二 坐标 轴 间 的 任 一 切线 为 其 切 
点 所 平分 ， 
证 双 曲 线 方程 为 ?一 二, 故 多 一 一 乞 , 由 此 可 知 , 双 曲线 上 任 一 


点 (zu, 生 ) 处 的 切线 斜率 为 上 = 一 所 .于 是 过 该 点 的 切线 方程 为 


本 区 A 
Pe zo)， 或 2 2 


Zo 


于 是 ,切线 在 < 轴 和 y 轴 上 的 截 距 分 别 是 2z 与 2 , 即 切线 与 z 轴 、 
5 轴 的 交点 分 别 是 4(2rt,0?,BC0, 经 ) ,而 4B 的 中 点 坐标 为 


二 2zo 十 0 二 To a 
2 0 ¥ 3 = 


这 说 明 48 的 中 点 恰好 为 切 点 , 即 48 被 切 点 所 平分 . 
3.5.22 ” 当 a,b 取 不 同 值 时 ,证 明 双 曲线 簇 x? 一 = 与 zy 二 4 
构成 正 交 网 ( 即 两 能 曲线 相交 成 直角 ). 


证 由 zz 一 六 一 与 芽 一 b 解 得 在 交点 处 有 土 Vz 一 一 此 ， 
两 曲线 的 切线 斜率 分 别 为 
ys 


oY? 4 


Ea GS 
i j 十 Vi- i 
一 502 一 
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在 交点 处 有 y，*y: 二 一 1, 因 此 两 徐 双 曲线 构成 正 交 网 . 


3.5.23 证明: 曲线 y 二。e“sinbz 与 y 二 e“ 在 z0 二 2 十 
(4 为 整数 ,a,b 为 实数 ) 处 相 切 . 
证 ”人 先 求 二 曲线 的 交点 ,由 
人 一 e “sinbz， 
En 


得 sinbz 二 1, 故 交点 的 横 坐 标 为 zo = Ci 十 要 ) (4k 为 整数 ), 又 


a es = e-“(beosbr 一 asinbr) |:-. =— ae-Fn+), 
dz 0 


-Ft 


| 
于 是 ,两 曲线 在 z = zo 处 的 切线 斜率 相等 , 故 它们 在 交点 zo 处 相 切 . 
3. 5.24 ”证 明 :曲线 y = f(z) 与 y 二 f(z)sinaz 在 其 公共 点 处 相 切 
(其 中 f(z) 为 可 微 函数 ,a 为 常数 ) 
证 令 f(7z) ==f(z)sinar, 则 sinaz 一 1, 故 当 z 一 二 (2kr 十 子 ) 时 ， 
曲线 y = f(z) 与 y = f(z)sinaz 有 公共 点 . 又 
[fCz)sinaz]’ = [fp (z)sinaz 十 af(z)cosar J Lmts) 


= 上 (r+) 
= f(z) [Pe 
所 以 ,曲线 y = f(z) 与 y 二 f(z)sinaz 在 公共 点 处 的 切线 斜率 相等 , 故 它 
们 在 公共 点 处 相 切 . 
3.5.25 在 曲线 y 二 x 十 xz 一 2 上 哪 一 点 处 的 切线 与 直线 y = 4z 
三 站 平行 ? 
解 ”直线 y = 4z 一 1 的 斜率 为 4, 为 使 曲线 的 切线 与 之 平行 ,应 有 
y 一 37 十 1 二 4, 从 中 解 得 z = 土 1. 当 z= 二 1 时 ,y= 二 1: 十 1 一 2=0; 
= 四， 1 时 ,y= 二 (一 :十 (一 1) 一 2 4. 因此 在 曲线 上 (1,0) 和 
(一 1, 一 4) 处 的 切线 平行 于 直线 y = 4z 一 1. 
3. 5. 26 证明: 抛物线 Y 一 cz 十 如 十 “在 区 间 [zi,z] 上 的 弦 与 其 
所 对 的 弧 在 区 间 的 中 点 处 的 切线 平行 . 
证 y= f(z) 二 az 十 好 十 在 区 间 [zi,zz] 上 的 弦 的 斜率 为 
kf fr) gs tbrs + 0) — (arf + br + 0) 
is 下 二 生涯 PE 


-= 0 一 
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二 a(z1 十 172) 十 b. 
又 y= fa) = 呈 十 拒 十 在 [zi vc] 的 中 点 全 寺 志 处 的 切线 斜率 


为 于 -je = (207 + Dpetin = olzt + zs) + 
所 以 ,抛物线 在 [z,,z2] 上 的 弦 与 其 所 对 的 弧 在 区 间 中 点 处 的 切线 
平行. 
3. 5. 27 a 取 何 值 时 ,曲线 y 二 «与 直线 y 一 z 相 切 , 并 求 出 切 点 的 
坐标 . 
解 ” 设 切 点 的 横 坐 标 为 zo, 要 使 曲线 y 二 «与 直线 y 二 + 在 + 二 zo 
处 相 切 ,必须 


zolna = lnzo, 
met Ll 即 zo = esa = e'. 


于 是 , 当 a 一 中 时 ,一 地 与 y 一 z 相 切 , 切 点 坐标 为 (eve). 


Z 一 eicost, 
3. 5.28 证 明 曲 线 一 esint, 在 锥 面 z? 十 二 2 上 , 且 曲 线 上 任 
z=e 
一 点 的 切线 与 锥 面 的 母线 交 成 相同 的 角 、 


证 ”由 于 所 给 曲线 方程 对 一 切 : 值 满足 十 = 忆 , 即 知 所 给 曲 
线 在 锥 面 z* 十 六 二 上. 
曲线 上 任 一 点 (z,y,z) 的 切线 方向 数 为 
z's = él(cost 一 sint), y= e'(sint + cost), 2, = e', 
而 在 该 点 处 与 曲线 相交 的 锥 面 母线 的 方向 数 为 
rz—0= ecost,y— 0= esint,z— 0=e. 
故 曲 线 与 锥 面 母线 交角 的 余弦 为 


{cost(cost 一 sint) + e*sint(sint 十 cost) 十 e* 
WV Te(cost — sint)J* + [e'(sint + cost) 2(e)? 
TN A 
Vecost)’+ Cesint)ier 3 
由 于 点 Cz,y,z) 的 任意 性 ,这 表明 所 给 曲线 与 锥 面 母 线 交 成 相同 的 
| 一 594 一 
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Ve 
角 9 一 arccos 二 人 
3.5.29 证 明 贺 的 渐 伸 线 
人 = a(cost 十 tsint) , 
3 = alsint 一 tcost) ， 
上 所 有 法 线 与 原点 的 距离 相等 - 
证 设 上 = 一 如 时 曲线 上 相应 的 点 为 (ze,yo) ,曲线 在 点 (zo,yo) 处 的 
切线 斜率 为 
dd atsint 
= 二 | (or0) = 2 站 | -一 tgto, 
故 曲 线 在 点 (zo,yo) 处 的 法 线 斜 率 是 x == 一 ctgto, 法 线 方程 是 
3 一 加 一 一 ctgtb。(z 一 zo). 
化 简 得 zcosto 十 ysinto 一 yosinto 一 zocosto 一 0. 
由 此 可 得 法 线 到 原点 的 距离 
d = |zocosto 十 yosinto| ， 
注意 到 zo 二 a(costo 十 tosinto) ,yo 二 a(sinto 一 tocosto) , 则 有 
d = |acos?to 十 atocostosinto 十 asin?to 一 atocostosinto| = |al. 
3.5.30 若 曲 线 y = 盖 上 点 (1,1) 处 的 切线 交 z 轴 于 (5,0)，, 试 求 
limy(é). 
解 ” 过 (1,1) 点 的 切线 方程 为 y 一 1 二 nCz 一 1), 令 y 一 0, 得 切 
线 与 z 轴 交点 的 模 坐标 4 = 1 一 十 , 于 是 ， 
#0) 一 张 一 (1 一 十 )， limy(e) = lim(1 ~— TL) = et 
3.5.31 ”在 曲线 y = 上 求 一 点 (zo,yo) ,使 过 该 点 的 切线 平行 于 
通过 点 (0,0) 与 (1,1) 的 割 线 ?又 ,lim |zo| 一 ? 
解 ”通过 点 (0,0) 与 (1,1) 的 制 线 的 斜率 上 一 二 二 8 一 1， 因此 
zo 与 加 应 满足 


ys 一 1 或 xr， =1. 


当 "为 偶数 时 ,n 一 1 便 是 奇数 ,这 时 有 一 个 解 z6 = { 十】 ” ,相应 
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地 光 二 (二), 即 点 [二 ) 二 (二 ) 记 为 所 求 


当 "为 奇数 时 ,n 一 ! 便 是 偶数 ,这 时 有 两 个 解 z= 土 { 工 】  , 相 
应 地 ,一 芭 =[ 土 (十)” 字 == 土 (十)] 语 , 即 点 
[A 本 全 本 下 可 sam 
于 通过 点 (0,0) 与 (1,1) 的 割 线 ,而 欲求 的 极限 为 

lim |zol = lim 十 ) 一 1 

3.5. 32 ”确定 一 个 6 次 有 理 函 数 ,使 其 曲线 关于 y 轴 对 称 , 点 (1， 
1) 为 其 拐点 , 且 在 该 点 处 有 水 平 切线 ,并 在 原点 处 与 模 轴 相 切 . 

解 ” 由 于 曲线 为 6 次 有 理 函数 , 且 关 于 纵 轴 对 称 , 故 可 设 

f(z) 一 azs 十 bz 十 cz 十 dy 
又 由 题 设 可 知 
f(0) 一 d4 一 0, 7(I) 一 oa 十 0 十 cc 一 1， 
Ff(1)= 二 64 十 斩 十 2c 二 0, 下 (1) = 304 十 125 十 2c= 0. 
解 上 面 方程 组 得 
d=1, b=—3, c=3, d=0, 
故 所 求 的 有 理 函 数 为 f(z) = z 一 3z4 十 3z2. 

3.5.33 已 知 直线 77' 与 光滑 曲线 p = p(9) 相 切 于 任意 点 MN ,证 
明 : 矢 径 0M 的 延长 线 与 77' 所 成 之 角 为 

we 

证 ”由 极 坐 标 与 直角 坐标 的 关系 

Ee 
y= p(0)sing. 


设 直线 77' 的 倾角 为 a, 则 
gy 


dy 2 _ Kg)sing 十 p(9)cosg _ p (0)tee + pl0) 
dz dz pl)cos0 — plO)sing pC0) 一 pO te 
三 


tea (1) 


~ B06 = 
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又 由 p= 二 a 一 0, 得 


三 0)= te 
tgp 一 tg(a 一 0) 一 工 二 让 ctg5 (2) 
将 (1) 代入 (2) 有 
(9)tg9 十 P(9) tg0 


pO) — pO eo 
9 一 人 CCOJtgg 十 6007 , 
PO) — pO eG 


所 以 p= arctg CO 


p(0) (1 十 tg’0) p(0) 
P+tB0) CO) 


te 


pCO) 


p= 0(9) 了 
3. 5. 33 题 图 3. 5. 34 题 图 


3.5.34 ”半径 为 V5 的 圆 与 z 轴 相 切 , 它 沿 z 轴 滚 向 抛物 线 
一 翌 十 V5 , 问 此 圆 在 何 处 与 抛物 线 相 切 ?这 时 图 心 的 坐标 为 何 ? 
解 ” 设 相 切 时 圆心 坐标 为 ((, V5 ), 切 点 为 (zo,yo) ,于 是 有 


二 十 V5， (1) 

(z0~—i):+ (pp— V5)=5, (2) 

2 (3) 
yo— V5 


由 (1) 有 yw% 一 VY 5 = z3, 代 入 (3) 有 

(ze 一 划一 4zi(y V 5)= 4 24 = 47, 
代入 (2) 得 

4 十 2 二 5, 即 sa4(4zf 十 1) = 5， 


zo 二 士 l1 ,yp 二 1 二 V5. 


0 
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再 由 (3) 即 可 求 出 
士 1 一 t 


二 和 一 土 3. 
3 十 YY5 一 5 


故 得 所 求 之 圆心 坐标 为 (一 3, W 5 ) 与 (3, W 5 ). 


2， 物 理应 用 
3.5.35 ” 笔 高 100m, 一 人 以 3m/s 的 速度 向 竿 前进 , 当 此 人 距 竿 脚 
50m 时 ,他 与 竿 顶 的 距离 的 改变 率 为 多 少 ? 
解 “要求 距离 s 的 改变 率 , 即 求 对 4 的 变化 率 , 即 s 对 i 的 导数 . 
因此 ,必须 把 s 表示 成 上 的 函数 . 
设 人 由 上 距 竿 脚 ! 处 开始 向 竿 走 , 则 
sCG) = VC 二 30 十 100， 
y= L200 3D(— 3) a 
"0 7 7 J l00m 
__ -30-3 
WU 二 3909: 十 1007 31 一 3 
当 1 一 31 二 50 时 ,4 二 二 50, 故 " 
2 3. 5. 35 题 图 
-34 一 3 全 2 


3 
W (50)? + (100)? V5 
其 中 负 号 表示 s 是 1 的 减 函 数 . 
注 ” 解 此 类 问题 ,采用 所 谓 的 “相关 变化 率 法 ”往往 简单 得 多 . 
设 人 与 竿 脚 的 距离 为 z, 则 。 二 Vz? 十 (100)*, 两 边 对 1 求 导 , 得 
yl 1 2zr! E22 . 
3 Vi+100 Vr+100 
把 z= 50,z' = 一 3m/s 代入 ,得 
PD A Geet) i 
V50° + 100? Vi 
这 里 的 z 必须 和 s 一 样 , 同 是 上 的 函数 . 
3.5.36 ”一 人 以 每 秒 2m 的 速度 通过 一 座高 20m 的 桥 ,他 的 正 下 
方 有 一 小 船 以 每 秒 4/3m 的 速度 与 桥 垂 直 的 方向 前 进 , 求 第 5 秒 末 人 与 
小 船 的 分 离 速率 . 


引 (0) 一 


my/s， 
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解 ” 设 和 人 走 过 的 距离 z= 24, 船 走 过 的 距离 为 ? = -全 4, 则 上 秒 时 人 
与 船 的 距离 为 


= 207 十 (全 )? 二 (202， (D 
两 端 对 上 求 导数 ,得 
2s 宇 一 320/9 十 Bt， (2) 


由 (1),(2) 式 得 叹 | ,= 部. 即 所 求 的 分 离 速率 为 30m/s. 

3.5.37 一 质点 MM 从 4 出 发 ,已 知 两 分 钟 后 ,与 出 发 点 的 距离 为 
4M 一 12m, 设 M 与 4 点 的 距离 与 通过 这 段 距离 所 需 时 间 的 平方 成 正 
比 , 求 质点 离开 出 发 时 间 5 分 钟 时 的 速度 . 

解 ” 据 题 意 ,s = 友 , 由 i= 2 时 s = 12 可 求 得 * 二 3, 于 是 s = 3t. 
求 s 对 1 的 导数 , 即 可 得 任 一 时 刻 { 时 的 速度 为 名 一 64. 以 != 5 代入 到， 
即 得 以 离开 出 发 时 间 5 分 钟 时 的 速度 为 


号 | -一 6X5= 30(m/s). 


3.5.38 已 知 曲柄 连 杆 机 构 的 滑 块 运动 规律 为 
§ 一 rcosaor 十 VL 一 72sin2ox， 
式 中 ,与 w 均 为 常数 , 试 求 滑 块 的 运动 速度 . 
解 ” 由 。= rcosol + VE 一 rsinwt 得 


2 一 


= 到 = 一 rosinot 十 十， 二 2r?sinawt + cos@t » @ 
VL — rsin?ot 
2, 
rwsinot inZol 。 
2 VE 一 rzxsinzot 


注 “的 这 个 表达 式 比 较 繁 ,由 于 


V — rsin?ot = LA/ 下 二 (CTsinog)? ， 


而 在 一 般 的 实际 机 构 中 , 连 杆 长 ! 比 曲 柄 长 要 大 得 多 ,从 而 (了 sinet)? 
比 小 得 多 ， 二 人 得 到 | » 的 近似 家 这 六 为 


和 i 


or 
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vO (rwsinet 十 an2ot). 
3. 5. 39 ”有 一 个 长 度 为 5m 的 梯子 贴 靠 在 铅 直 的 墙 上 ,假设 其 下 
端 沿 地 板 以 3m/s 的 速率 离开 墙角 而 滑动 . 
(1) 当 其 下 端 离开 墙 脚 1. 4m 时 ,梯子 的 上 端 下 滑 之 速率 为 多 少 ? 
(2) 何 时 梯子 的 上 下 端 以 相同 的 速率 移动 ? 
(3) 何 时 其 上 端 下 滑 之 速率 为 4m/s? 
解 。 设 梯子 上 端 下 滑 之 距离 为 
sm), 下 端 离开 墙角 为 xm), 如 图 所 
示 , 则 有 s 二 VF 一 芯 , 于 是 
a dr 
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WT So 
PR 
V25—z 0 x 可 
(1) 当 z= 1.4(m) 时 ,上 端 下 滑 
Si 3. 5. 39 题 图 
ds Ch Wy .We 
ms) 
(2) 上 下 端 移动 的 速率 相同 , 即 
a 
dt /25— 2 
解 得 z 一 5 Em), 即 下 端 离 墙 3 六 2m 时 (这 时 1 一 5 A + 3 一 
5 V2 


《s)), 上 下 端 移动 的 速率 相同 . 
(3) 上 端 下 滑 之 速率 为 4m/s, 即 


2 Se 
V2 


解 得 + = 4Cn), 即 下 端 离 墙 4m 时 (这 时 4 地 (s)) 上 端 下 滑 之 过 率 为 
4m/s. 二 oy i : : 
3. 5.40 ”飞轮 转动 的 施 转 角 与 时 间 的 平方 成 正比 ,飞轮 转动 第 二 
一 Sag 一 


8$5 导数 的 应 用 


图 经 过 8 秒 钟 , 求 运动 开始 32 秒 钟 后 的 角速度 w. 
解 ” 设 i 秒 时 的 旋转 角 为 9, 则 9 = kt. 由 t= 8 时 , 9 = 2r, 可 求 
x LL.# 2 
得 4 一 37, 于 是 0 一 35 人 
对 上 求 导 ,并 以 := 32 代入 ,得 
oo 一双 | -= | 到 二 2r ~ 6.28( 次 / 秒 ). 


3. 5. 41 一块 石子 落 在 平静 的 水 面 上 , 激 起 许多 同心 圆 波纹 , 若 
最 外 面 一 图 波纹 增 大 的 速度 为 2m/s, 问 在 2 秒 末 时 ,被 波纹 扰动 的 水 面 
面积 的 增 大 速度 如 何 ? 

解 ”被 波纹 扰动 的 水 面 面 积 的 增 大 速度 即 是 最 外 面 一 圈 的 面积 
增 大 的 速度 , 设 圆 的 半径 为 >, 面积 为 4, 则 > 一 2i, 4 二 zr?, 故 4= 4rt?. 
对 ! 求 导 ,得 只 三 8mt, 把 i== 2 代入 , 即 得 被 波纹 扰动 的 水 面 面 积 的 增 大 
速度 为 

d4 
7 

3. 5.42 ” 设 有 一 段 直径 为 200mm, 长 为 600mm 的 贺 钢 , 放 在 加 热 
炉 加 热 , 直径 增 大 的 速度 为 0. 08 mm/ 分 ,长 度 增 大 的 速度 为 0. 25 
mm/ 分 , 求 体积 增 大 的 速度 . 

解 ” 由 Vv 二 插 D%% 得 ,名 = 拷 (4 2D 加 十 记分)， 


| := Bt ~ 50. 3Cm?/s). 


以 D = 200,4 = 600, 名 一 0.08, 名 二 0.25 代入 上 式 得 


多 = [2 x 600 x 200 x 0. 08 + 40000 X 0 25] 
一 7300rCmma/ 分 ). 
3. 5.43 ”一 个 高 为 10m 的 正 圆锥 通过 增加 底面 半径 以 改变 其 形 
状 ,在 底面 半径 达到 5m 的 时 候 , 试 问 它 要 有 多 快 的 增长 率 才能 使 圆锥 
体积 以 20m3/ 分 的 速度 增长 ? 
解 设 圆 锥 的 底面 半径 为 7, 体积 为 了 , 则 有 
10r 


PR 2 2 
eb 人 全 人 


wb 
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dav 10r dr 20r dr 
于 是 ri 


以 7 一 5Cm), 守 = 20Gms/ 分) 代入 ,得 


多 = 20 = 范 Cm/ 分) 

3. 5.44 ”一 圆柱 形 快速 澄清 池 , 底 部 是 圆锥 形 , 圆 锥 母线 与 圆柱 
母线 成 45" 角 ,圆柱 直径 为 16m. 如 果 以 每 分 钟 5m 的 速度 把 水 灌 入 水 
池 中 , 试 分 别 求 当 水 面 高 为 4m 和 9m 时 ,水 位 线 上 升 的 速度 . 

解 ” 设 水 面 高 为 h(m), 水 的 体积 为 VCm?), 先 建立 V 与 4 之 间 的 函 
数 关系 式 . 


3. 5. 44 题 图 


由 于 俩 锥 母线 与 圆柱 母线 成 45" 角 , 且 圆柱 直径 为 1im, 所 以 圆锥 
高 为 8 米 m. 
当 0 科 4<8 时 (参见 图 (2)),4B = 04 = 8 一 h, 这 时 
上 一 底面 半径 为 8m 高 为 hm 的 圆柱 体积 一 
一 底面 半径 分 别 为 (8 一 im 和 8m, 高 为 hm 的 圆 台 体 积 
一 zx 8: Xh 一 rh[(8 一 A 和): 十 8: 十 8(8 一 用] 
= 81 一 全) 
当 4 之 8 时 (参见 (3))， 
V=#XB8Xh— rxX eX 8 gh— Sn, 
一 812 一 
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(8 一 与)， 当 0 和 <8; 
因此 hs 8 

8 一 本， 当 h 之 8. 
于 是 


ah 
py -fe Ee) 30<h<s; 
dh 
64r 本 ， 当 h 之 8. 
着 
现 已 知 训 二 5C(mY 分 ), 因 此 


5 
和 -| A 
dt 5 
En 当 有 之 8. 
当 4 一 4(m) 时 ,水 位 线 上 升 速度 为 
dh 5 5 
让 | -一 去 6 一 柯 一 87Cm/ 分 ). 
当 4 二 9(m) 时 ,水 位 线 上 升 速度 为 
全 | ,= BCm/ 分) 

3. 5.45 。 顶 角 为 "的 正 圆锥 形 漏斗 (如 图 ) ,开始 时 水 深 为 ho. 现 往 
外 抽水 ,已 知 水 面 下 降 速率 与 水 深 4 成 反比 (比例 系数 上 > 0), 当 水 深 为 
久 时 停 上 抽水 , 求 抽水 速率 与 时 间 的 函数 关系 (抽水 速率 是 指 抽出 的 水 
的 体积 对 时 间 的 变化 率 ). 

解 。 设 时 刻 ! 时 ,水 深 为 刀 则 


了 一 a Lhr? 


3 3 
(ts 后 》* 一 言 zh(htg 多)? 


te? 也 — Ah). 


强 ww 一 


dh k 
下 = 一 于 > 0,8| ,0= bho, 


由 此 解 得 刀 一 局 一 2 此 3. 5. 45 题 图 


1 
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所 以 F 一 二 me* 全 [局 一 (局 一 240]. 
守 二 二 me? (3k VB 一 28) 
bmg? 他 V 居 一 2kt. 
3. 5.46 ”抛射 物体 在 任 一 时 刻 Ks) 的 位 置 由 下 式 给 出 
z = yotcosb， 
1 = votsinO 一 oe 
其 中 w 是 初速 度 (m/s) ,9 是 抛射 角 ,g 一 9. 8m/s:. 
(1) 求 在 直角 坐标 系 中 的 运动 方程 ,并 指出 运动 轨迹 的 形状 ; 
(2) 求 射程 ( 当 上 天 0 时 由 y = 0 确定 ); 
(3) 求 抛 物体 所 达到 的 最 大 高 度 ; 
(4) 求 水 平 射程 为 最 大 时 的 抛射 角 . 
解 (1) 在 直角 坐标 系 中 的 运动 方程 为 
dd eino 3 em te so 中 
可 见 运动 轨迹 的 形状 为 多 
(2) 令 y = 0, 有 using -二 2 一 0 当 4 关 0 时 有 ,t 一 2 ,此 


时 
一 po enteooo 一 总 sinz6. 
即 为 所 求 的 射程 . 
(3) 当 抛射 体 达到 最 大 高 度 时 ， 册 


dy 
dr A 本 


故 得 = 一 絮 sn26, 代 入 (1 式 即 得 扫射 体 达到 的 最 大 高 度 为 


入 Disin20 
pm 4 sin?20 一 Fa 


(4) 因为 一 全 san20, 显 然 当 sin20 二 1 时 zx 最 大 ,由 此 解 得 29 二 
豆 , 9 一 村 . 故 当 9 一 村 时 为 最 大 射程 的 抛射 角 


— 14 一 


F227 一 0. 


始 
y= 27sin2bte0 
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3.5.47 将 一 物体 从 地 面 用 初速 度 mw(Cmy/s) 铅 直上 抛 , 则 物体 开 
始 上 升 , 到 达 一 定 高 度 又 下 降 返 回 地 面 , 如 果 忽略 空气 阻力 的 影响 , 试 
求 : 

(1) 物体 运动 过 程 的 瞬时 速度 ; 

(2) 上 升 的 最 大 高 度 ; 

(3) 从 上 升 到 返回 地 面 所 需 的 时 间 ; 

(4) 落 到 地 面 时 的 速度 . 

解 ” 取 地 面 上 的 起 抛 点 为 坐标 原点 ,向 上 为 s 轴 正 向 ,于 是 运动 方 


程 为 s= vo 一 了 


(1) 时 刻 :的 瞬时 速度 为 "= 双 = m 一 外 
(2) 当 物 体 达到 最 大 高 度 时 ,上升 速度 应 为 0, 即 vw。 一 gt 一 0 或 : 
一 也 .这 就 是 说 ,物体 达到 最 大 高 度 时 所 需 的 时 间 为 必 秒 ,从 而 上 升 的 
最 大 高 度 应 为 
vo 1 oh 


Lam)a 如 
s| ?一 wm 和 ge = 部 (m). 


(3) 物体 返回 地 面 时 s 一 0, 即 oot 一 汉 9f 二 0, 解 得 ! 一 0, 一 2 
显 见 ,上 = 0 属 上 抛 开始 的 时 间 , 而 物体 从 上 抛 开始 到 返回 地 面 所 需 时 
间 为 cs)。 


(4) 落 到 地 面 时 的 速度 就 是 一 多 时 的 瞬时 速度 


2 
2 一 加 一 9。 一 一 一 bo 


9 
这 就 是 说 ,如 果 不 计 空气 阻力 的 影响 ,物体 返回 地 面 的 速度 与 上 抛 的 速 
度 大 小 相等 而 方向 相反 . 
3.5.48 一 个 锥 形 的 细 铁 杆 , 它 在 [0,z] 一 段 的 质量 为 M = 


言 Crple 各 )zw, 其 中 ps0 为 常数 , 求 它 在 z = 2 处 的 线 密度 . 
解 ”由 题 意 可 知 ,在 长 度 为 < 时 ,铁杆 的 质量 为 
MM= 计 Gp 
当 长 度 从 = 变 到 = 十 4 时 ,铁杆 的 质量 MM 对 长 度 = 的 平均 线 密度 为 
二 
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于 (rptgs EL 十 4z): 一 2] 


AM 
dz dz 
一 琳 (rplg? 全 )(32 十 3zhz 十 (425)?). 
因此 ,在 长 度 为 z 时 铁杆 的 线 密度 为 
5 一 至 lim YY lim 于 Crptgz 37 + 3rdz + (4z)2) 


= Crptg: 9)z, 


所 以 ,在 点 = = 2 处 的 线 密度 5(2) 一 4xptg? 了 
3. 5. 49 ”一 块 金属 圆 板 因 加 热 而 膨胀 ,其 半径 以 0. 01cem/s 的 变化 
率 均 匀 地 增加 着 , 问 当 半径 为 2em 时 , 阅 板 面积 的 增加 率 是 多 少 ? 
解 设 圆 半径 为 >(cm) ,面积 为 s(cm2), 则 有 
8 一 72。 
求 圆 面积 的 增加 率 就 是 求 面积 * 对 于 时 间 的 变化 率 党 . 由 于 s 是 
7 的 函数 ,而 7 又 是 1 的 函数 ,从 而 s 是 1 的 函数 .因此 


以 7 = 2(em) ,人 = 0.01(em/s) 代入 得 
名 = 2r X 2 X 0.01 ~ 0.126(emz/s)， 
即 圆 板 面积 增加 率 约 是 0. 126cm?/s. 
这 个 问题 也 可 以 这 样 解决 ,既然 s 与 都 是 :的 函数 ,可 将 s = mr? 


的 两 端 分 别 对 上 求 导 , 则 得 
二 ,2 
dt dt dt” 
所 得 结果 相同 . 


3. 5.50 某 物 质 在 化 学 反应 中 分 解 的 规律 是 m = moe-*, 其 中 mm 是 
在 时 刻 ! 时 物质 的 量 ,me 是 开始 时 刻 物 质 的 量 ,* 是 正 的 常数 ,证 明 分 解 
的 速率 与 物质 的 质量 成 正比 . 

证 设 分 解 的 速率 为 ", 则 
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但 me 二 m, 故 v= 一 hm, 即 wv 与 m 成 正比 , 负 号 表示 m 随 时 间 的 增加 
而 减 小 . 


3. 函数 的 零点 及 方程 的 根 

3.5.51 已 知 函数 f(z) = z? 十 6z? 十 11z 十 6, 证 明 : 导 函数 扩 (z) 
有 两 个 零点 ,62, 且 一 3 过 < 一 2 之 5 之 一 1 

证 ”利用 罗 尔 定理 来 讨论 方程 f(z) = 0 的 根 的 范围 . 

由 f(z) 一 2 十 6z: 十 1lz 十 6 一 (z 十 1)(z 十 2)(z 十 3)， 

故 玫 (一 1) = 于 一 2) 一 f( 一 3) 一 0， 
且 显然 f(z) 在 任何 区 间 上 连续 可 导 , 因 此 ,在 区 间 [ 一 3, 一 2] 上 应 用 
罗 和 尔 定理 , 则 可 知 至 少 存在 一 个 数 各 , 一 3 过 51 二 一 2, 使 

(CD 一 0 
再 在 区 间 [ 一 2, 一 1] 上 应 用 罗 尔 定理 , 则 至 少 存在 一 个 数 纪 , 一 2 过 刀 
一 1, 使 

了 (2) = 0. 

由 于 P(z) = 3z? 十 12z 十 11 二 0 只 有 两 个 根 ,所 以 ,F(z) 只 有 上 
述 确 定 的 两 个 零点 641,62, 且 一 3 之 64< 一 2 之 和 < 一 1. 

一 般 地 ,如 果 函 数 f(z) 在 区 间 (a,b) 内 有 个 不 同 的 实 根 

a < < b, 
分 别 对 f(z) 在 区 间 [zi,zi+1] 上 应 用 罗 尔 定理 , 则 可 推 得 P(z) = 0 在 
(a,b) 内 有 "一 1 个 不 同 的 实 根 纯 ,62，,…,6,-1, 且 
<<2 < 和 < 和 < 和 二 攻 <… 和 < 塘坝 -二 五 去 和 

3.5.52 设 a,b,c,d 沸 为 实数 ,a 汪 >b>>c>>d, 且 f(z) = (z 一 o) 
“(Zz 一 如 )(z 一 c)(z 一 4d). 证 明 方程 了 (z) = 0 必 有 三 个 实 根 . 

证 ”f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 连续 、 可 导 , 且 fo) =f(5) 一 fc) 一 
f(4d) 二 0, 在 区 间 [a,8]、[6,c]、[e,4] 上 分 别 使 用 罗 尔 定理 , 则 存在 << 
bb<h<ec<hd 使 PF(8) = 0, (i= 1,2,3). 

也 (z) 一 0 为 三 次 方程 , 故 它 有 且 仅 有 三 个 根 ,于 是 (z) 二 0 有 和 且 
仅 有 三 个 实 根 ,它们 分 别 位 于 区 间 (a,8)、(8,c)、(e,d) 内 . 

3. 5. 53 “如果 ao,a1,a:,… ,a, 为 满足 


me 
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be eh he ha 
的 实数 ,证 明 方 程 w 十 az 十 az 十 … 十 az 一 0 在 (0,1) 内 至 少 有 一 


个 实 根 . 


证 设 f(z) = aoz 十 全 十 人 bs 于 e+, 它 显然 在 任 
何 区 间 上 是 连续 而 且 可 导 的 ， 此 外 还 有 
f(0) = 0， f(D 二 mm 十 全 十 各 十 … 十 二 10， 


即 f(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 , 故 知 在 (0,1) 内 必 至 少 存在 一 点 6， 
使 
(6)=a0+astos 二 + 二 mt = 0. 
3.5.54 设 ai,as,… ,a, 为 满足 
和 一 合十 十 (一 D 到 =0 
的 实数 , 试 证 明 方程 aicosz 十 azcos3z 十 … 十 ucos(2n 一 1)z 一 0 在 区 间 


(0, 豆 ) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


BasinSs Fe 


证 设 f(z) = asinz 十 3 azsin3z 十 


十 元 人 -isin(2n 一 Dz, 
它 显然 在 任何 区 间 上 是 连续 而 且 可 导 的 ,此 外 还 有 
f(0) 一 0， 


1 1 
fF) 一 由 一 可 十 于 oa 一 人 十 人 D0 


故 由 罗 尔 定理 知 ,在 (0,-) 内 必 至 少 存在 一 点 , 合 
也 (6) = aicos 十 azcos3 十 aacos55 十 … 十 qicos(2n — 1)& = 0. 
3.5.55 设 f(z) 在 (co, 十 co) 内 可 导 , 且 
lim f(z) = lim f(z) = 4, 
re Se 
证 明 : 必 存在 一 点 sa 过 5 过 十 %), 使 f (8) = 0. 
证 首先 ,由 于 f(z) 在 la, 十 oo) 内 可 导 , 故 f(z) 在 (a, 十 co) 内 
连续 、 
如 果 在 (a, 十 ce) 内 ,f(z) 三 常数 , 则 户 (z) 三 0, 从 而 结论 成 立 ( 实 
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际 上 , 若 在 某 个 子 区 间 内 f(z) 二 常数 ,结论 也 成 立 ). 

否则 , 必 可 取 一 点 zoE (a, 十 co) ,使 f(zo) 关 4. 不 妨 设 f(z0o) >> 4 
进而 必 存 在 二 点 zi E (azo) ,zz E (zo, 十 co) ,使 f(zo) > f(zD,f(zo) 之 
f(z2). 

因为 f(z) 在 [zzz] 上 连续 , 故 必 取 得 最 大 值 ,但 由 于 在 其 内 点 zo 

处 的 函数 值 f(zo) > f(z1) ,f(zo) > f(zz) ,因此 至 少 在 (z1,z2z) 内 的 点 
处 取得 最 大 值 . 又 5E (zz?), 上 必 是 极 大 值 点 , 所 以 了 (6) 一 0, 而 
€ (x1,72) C (a, 十 co). 

3.5.56 设 f(z) 在 (zo, 十 oo) 内 两 次 可 微 ,并 且 lim f(z) 一 0， 

a 


,lm f(z) 一 0, 证 明 :存在 一 点 $€ (zo, 十 09), 合 "(5) 一 0. 

证 ” 若 不 然 , 设 对 任意 的 z€ (zo, 十 oo),P(z) 关 0, 则 扬 (z) 二 0 
或 fr"(z) > 0. 不 妨 设 了 r(z) > 0. 由 广义 罗 尔 定理 知 ,存在 一 点 zo 过 z 
三 十 0, 使 也 (xz1) = 0. 因 此 ,存在 z; 志 zi 之 zo, 使 了 (zs) > 0, 再 由 泰勒 
公式 得 

Hz) = fa + FD) Cz — os) + 2s 一 2 
过 f(z2) 十 也 (zz)(z — 12), (7 > 72). 
由 此 可 知 , lim f(z) 一 十 co 这 与 题 设 矛盾 . 

3.5.57 设 f(z) 在 (一 oo, 十 co) 内 二 次 可 微 , 且 1f(z)| < MAM 
是 常数 ,证 明 : 存 在 zo€ (一 co, 十 0), 使 (zo) = 0. 

证 ”用 反 证 法 , 若 不 然 , 设 对 任意 的 z€ (一 ceo, 十 co),f(z) 天 0， 
则 有 名 (z) > 0 或 fr(z) < 0. 不 妨 设 P(z) > 0, 则 必 有 eeE (一 co， 
十 co) ,使 户 (c) 关 0, 不 妨 再 设 尹 (c) > 0, 由 泰勒 公式 得 

f(z) 一 f(c) 十 包 (c)(Cz 一 ce) 十 2 一 c)2 


>f()+f(0(s—e), 一 4 
由 此 可 知 lim f(z) 一 十 co ,这 与 题 设 矛盾 . 
3.5.58 设 f(z) 在 [a,58] 上 二 阶 可 导 ,zi,zz,zs 为 [a,5] 内 的 三 个 
点 ,zi 之 zx 之 z3, 且 f(z1) 二 f(z) 二 f(z3) ,证明 : 在 [a,8] 内 至 少 存在 一 
点 所 使 六 CE) 一 0. 
证 f(z) 在 [a,68] 上 可 导 , 而 rzz 及 zs 为 区 间 [e,6] 内 的 三 点 ,所 
以 有 


ot 
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(1) f(z) 在 [zi,zz] 及 [zz,zs] 上 连续 ; 
(2) f(z) 在 (ziyzz) 及 (zz,z3) 内 可 导 ; 
(3) f(z1) = f(z2) = f(z3). 
据 罗 尔 定理 可 知 , 分 别 在 (zi,z) 及 (zzyzs) 内 至 少 各 有 一 点 $1 及 2: z 
之 之 zz zy 之 6 之 zs, 使 得 fF (81) = 下 (8&1) 一 0. 
又 f(z) 在 [a,b] 上 二 阶 可 导 , 且 ,6 为 [a,8] 内 的 两 个 点 ,于 是 
了 (z) 在 [61,6:] 上 连续 ,在 ($1,6:) 内 可 导 , 且 所 (51) = 所 (8:) = 0, 再 由 
风 尔 定理 得 ,在 ($1,6;) 内 至 少 存在 一 点 ,使 P(E) 二 0. 从 而 在 [a,] 内 
至 少 存在 一 点 4 使 (5) 一 0. y 
3.5.59 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 
上 连续 ,在 (a,b) 内 fr(z) 存在 ,连结 
(a,f(a)) 与 (5,f(5)) 的 直线 段 与 曲 
线 y 二 f(z) 相交 于 点 (c,f(c)), 其 中 
4 过 c 过 5b. 证 明 : 在 (a,6) 内 至 少 存 
在 一 点 ,使 人 (6) = 0. 0 Ly 
证 ”为 了 直观 , 作 图 如 右 ， 
f(z) 在 (a,b) 内 可 导 ， 当 然 也 在 3. 5 . 59 题 图 
(qa,c),(e,6) 内 可 导 , 在 (a,c),(c,6) 内 分 别 用 拉 格 朗 日 定理 ,存在 &1 € 
(ayc) ,使 


f(c) ~— fla) _ f(6) 一 了 Ca) 
7 b—a “ 
存在 bE (ec,5), 使 
fb) 一 fc) _ f(6) ~ f(a) 
f' (62) i T= 


所 以 了 (51) 二 了 (52). 在 [81,6;] 上 应 用 罗 尔 定理 , 则 在 区 间 (&1,6) 内 至 
少 存 在 一 点 ,使 (8) = 0. 

3. 5. 80 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [1,2] 上 有 二 阶 导 数 , 且 f(2) = 0, 又 
f(z) 二 (z 一 DGz)， 那 么 ,在 区 间 (1,2) 内 至 少 有 一 点 6 存在 ,使 得 
Fr"(é) = 0. 

证 ”由 题 设 可 知 F(1) = 0,F(2) = 0, 又 f(z) 在 [1,2] 上 有 二 阶 导 
数 , 故 F(z) = (z 一 1)”f(z) 也 有 二 阶 导数 ,由 罗 尔 定理 ,在 (1,2) 内 至 少 
存在 一 点 7 使 得 Fi (7) 二 0, 又 由 

F'(z) = 2(z — Df(z) + (z — 1)27 (7) 
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可 知 ,F'(1) 一 0, 再 由 罗 尔 定理 ,在 (1,9) 内 至 少 有 一 点 5, 使 
PF"(E)=0, 1<é<n. 
即 说 明 在 (1,2) 内 至 少 有 一 点 < 存在 ,使 得 PF"(s) = 0. 

3.5.61 若 f(z) 于 [0,1] 上 有 三 阶 导数 , 且 f(0) = f(1) = 0, 试 
证 :对 f(z) = zf(z), 在 (0,1) 内 至 少 存 在 一 点 ,使 P”(E) 一 0. 

证 ”显然 ,P(z) 二 zf(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 三 个 条 件 , 所 
以 有 

有 (&) = Sf (1) 十 361f(6) = 0, 0<& <l. 
再 考虑 (zx) = zap (z) 十 37?f(z), 它 在 [0,&1] 上 也 满足 罗 尔 定理 的 三 
个 条 件 , 从 而 又 有 ,使 
FP"(é2) = Gf"(62) 十 663F (82) + 662f(€2) = 0, 0<6 el 
最 后 再 在 [0,4:] 上 对 
Fr"(z) = sf"(z) 十 6z2f' (x) + 6zf(z) 
应 用 罗 尔 定理 , 则 在 (0,1) 内 至 少 存在 一 点 <, 使 
Fr(é)=0,0<E<6<a<l. 

3.5.62 设 函 数 f(z) 满足 : 

(1) 在 闭 区 间 [zo,z] 上 有 定义 且 有 (n 一 1) 阶 连续 导数 fo- ”>(z) 

(2) 在 开 区 间 (zo,z,) 内 有 阶 导 数 f(z); 

(3) fl(z0) = f(z2) 一 … = f7), (rs), 

证 明 : 在 区 间 (zo,z.) 内 至 少 存在 一 点 ,使 1*(6) = 0. 

证 在 每 一 个 闭 区 间 [zo,z1],[z1,z2]，…,[z,-1,z,] 上 ,f(z) 满足 罗 
尔 定 理 的 条 件 , 所 以 存在 ”个 点 名 ,53,… ,9,6 EE [zz Gi 一 1,2， 
…2) ,使 

了 (2) = 7 = … 一 也 (如 ) 一 0. 

又 在 [9,69],[ 如 ,69]，,…,[6-1,69] 上 应 用 罗 尔 定理 (六 (z*) 是 连续 
的 且 fr(z) 存在 ), 存 在 (x 一 上 个 点 2，… 如 -1s 使 人 (511) = 所 (81:) 
一 … 一 了 (0D) 一 0. 继 续 上 述 步骤 ,经 * 一 1 次 后 ,得 到 一 个 区 间 

[SC [zz 
且 名 -DG 一 加 DC72 一 0. 在 此 区 间 上 应 用 罗 尔 定理 (fo"-5(z) 
连续 ,fo(z) 存在 ), 则 至 少 存在 一 点 ,使 (8) = 0. 
3.5.63 已 知 多 项 式 
P72) 一 a ae! 十 a - 
的 一 切 根 均 为 实数 (其 中 天 58, 为 实 系数 天 一 0;112…, 介 ;证 明 : 各 
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阶 导 函数 .Cz) ,Pz),… ,pr~?(z) 也 仅 有 实 根 . 
证 设 p(z) 的 n 个 实 根 为 zz12,… ,zs 则 
PT1) = p212) 一 … = p71) = 0, 
故 p.《z) 在 [zn,z12j,[zizsz1sj，……,[z1.s-1,zw] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ， 
胡 在 (zyzz)，(ztzy ri),…，(z-tyzn) 内 存在 4 一 1 个 点 zyzzy 
“zz, 使 
pr (Z21) = po (122) 一 … 一 po (7 一 0， 
即 z2G=1,2,… yn 一 1 是 pi(z) 的 n 一 1 个 实 根 , 而 p(xz) 只 能 有 
& 一 1 个 根 ,所 以 pz) 仅 有 实 根 . 
同 理 可 证 pw"(z),pw(z), ,pr*-0(z) 也 仅 有 实 根 . 
3.5.64 设 f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 无 穷 多 次 可 微 , 且 f(z) = 
oz Clz| 一 十 se) 证明: 对 每 个 7 之 z 十 1，f(Gz) 都 有 零点 . 
证 ”由 题 设 知 ,f(z) = oC(z'),k 之 n, 故 只 须 证 明 f"+?(z) 有 零点 ， 
若 不 然 ,f*+0(z) 无 零点 , 则 f(z) 是 严格 单调 函数 ,所 以 至 多 有 一 个 
零点 , 令 
a | 0， ”车 f(z) 无 零点 ; 
2 十 1， 若 fo(zo) 一 0. 
由 泰勒 展 式 知 ,对 z > zo, 存 在 9 二 9(z) > zo, 使 
jf(z) = f(zo) 十 尹 (zo)(z 一 zo) 十 … 


(z 一 ze) :了 9)(Cz 一 20)° 
Ef 0) Ce 出 nl 


因为 f(z) = o(z)， 故 fi?((z)) 0(jz|l 一 十 co). 又 因为 fo(z) 是 严 
格 单调 的 , 而 且 9(z) > za 十 1, 由 此 可 知 ，b(z) -十 ce， 所 以 
fo(z) ~ 0(|z| 一 十 co). 同 理 可 知 , f(z) -> 0 (z 一 一 co), 这 与 
fo(z) 的 严格 单调 性 矛盾 , 故 foe+D(z) 必 有 零点 . 

3.5.65 证 明 方程 2 一 z? = 1 有 且 仅 有 三 个 实 根 . 

证 ”将 方程 改写 为 

f(z) 一 2 一 22 一 1 一 0， 

显然 ,f(z) 为 任何 阶 可 导 函 数 , 且 f(0) = 了 (1) = 0, 故 x 二 0 和 z==1 为 
两 个 实 根 . 

由 于 f(4) = 一 1, f(5) = 6, 根据 介 值 定理 ,存在 一 点 6 (4 <6 过 
6), 使 了 (6) = 0. 即 已 知 方程 有 三 个 实 根 :0,1,. 

若 方程 有 由 个 实 根 , 即 以 z) 有 由 个 零点 ,根据 罗 和 尔 定 理 可 知 ,fr(z) 


一 
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至 少 有 两 个 零点 ,但 是 
也 (z) = 2qn2 一 2z, f(z) 一 2:(In2)? 一 2. 

由 扬 (z) 一 0 可 得 z 一 logz| zi 多. 即 疡 (z) 只 有 唯一 的 零点. 故 方程 至 
多 只 有 三 个 根 , 即 方程 有 且 仅 有 三 个 实 根 . 

3.5.66 设 a 一 3b 过 0, 证明: 函数 

f(z) 一 2 十 az 十 好 十 e 

在 实 轴 上 仅 有 一 个 实 根 . 

证 因为 f(z) 是 奇 次 多 项 式 , 故 至 少 有 一 个 实 根 ; 另 一 方面 ， 
了 (z) 二 3z? 十 2az 十 5b, 它 的 判别 式 

4 一 4o 一 120 一 4(a: 一 30) < 0. 

故 了 (z) 无 实 根 , 即 也 (z) 在 (一 co, 十 ce) 内 恒 为 正 或 恒 为 负 . 又 (zx) 
一 十 co (z 一 十 co)， 故 也 (z) > 0,(|z| < 十 co). 这 表明 f(z) 是 严格 
单调 增加 函数 ,从 而 在 实 轴 上 有 唯一 实 根 . 

3.5.67 在 什么 条 件 下 

(1) 方程 十 pz 十 9 = 二 0 有 一 个 实 根 ? 

(2) 方程 ”十 pz 十 g 二 0 有 三 个 实 根 ? 

(3) 画 出 9.4 应 适应 的 区 域 . 

解 设 f(z) 一 习 十 zz 十 4q 当 z- 士 ce 时 ,f(z) 一 士 ce, 于是， 

Jam 二 0 或 fu <0 或 (z) 过 0 时 ,方程 有 一 个 实 根 ; 
fu > 0 且 fam 三 0 时 ,有 三 个 实 根 . 


了 (z)= 3z? 十 p 一 0 的 根 是 z1.2 = 土 N30< 0). 在 4 和 
zs 处 ,由 扬 (z) 的 符号 可 知 p 


(1) 要 使 方程 只 有 一 个 实 根 , 则 需 
十 闸 六 > 0 (包含 > 0 的 情形 ); g ~ 
(2) 要 使 方程 有 三 个 实 根 , 则 必 有 2 704 了 “7 


DESSNED TE el 


一 
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《3) (zp,9) 平面 上 相应 的 区 域 如 图 . 

3. 5.68 设 f(z) 为 三 次 多 项 式 , 且 fa) = f(6) = 0, 求 证 f(z) 在 
[a,6] 内 不 变 号 的 充 要 条 件 是 F(a)F (5) < 0. 

证 先 证 必要 性 . 

因为 f(z) 为 三 次 多 项 式 , 且 f(a) = f(8) = 0, 所 以 可 设 

f(z) = A(z — a)(z — b)(z — ce), 

其 中 4 为 常数 系数 ,c 为 f(z) 的 另 一 个 零点 . 

对 于 任意 的 zE (a,8),《z 一 a)(z 一 5) 恒 小 于 零 , 故 A(z 一 ao)(z 一 
5) 有 定 号 . 

现 设 f(z) 在 [a,8b] 内 不 变 号 , 则 z 一 c 必 有 定 号 ,从 而 c 不 属于 (a,5) 
由 

f(z) = A(z— a)(z—b)+ (mar— ce) + (rz— 6b)(z— ce)] 
得 fF(W)F(C) = A[(5 — a)(b— ce)(a—b)(a— ce)] 
=— A(a— bi(a — 0) — 0o), 

而 (a 一 0 路 (6b 一 0) 之 0, 所 以 (0)FG) 过 0. 

至 于 充分 性 ,将 上 述 的 证 明 过 程 倒 推 上 去 即 可 得 证 . 

3.5.69 在 区 间 0 入 z* 委 上 讨论 方程 sin'zcosz 一 ao，(e > 0) 实 
根 的 个 数 . 

解 ” 设 f(x) = sin’zcosz 一 a, 则 

f(z) = sin’z(3cos’r 一 sin?r) 
一 sinzz( V 3 cosz 十 sinz)( W 3 cosz — sinz). 

令 P(z) 二 0, 得 z 一 0, 持 , 子 7,7, 从 而 得 f(0) 一 一 


8) = SM o,fG) = SE fn) 一 一 0, 


3 时 ,f(0) < 0， 天 等) > 0,f( 敬 ) < 0, 而 在 (0, 季 ) 内 


当 a 之 
了 (z) > 0, 故 了 z) 单调 增加 :在 (3 ，,) 内 F(z) < 0, 故 f(z) 单调 减少 ， 
由 介 信 定理 知 ,f(z) 二 0 在 (0, 季 ) 及 ( 季 ,z) 内 各 有 一 个 根 , 当 。 一 
2 0 ,这 时 :一 等 是 方程 唯一 的 根 , 当 o> 3 计时， 


温 同 
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方程 无 根 . 

3.5.70 ”用 分 析 法 讨论 方程 ze- = a (a > 0) 实 根 的 个 数 . 

解 ” 令 f(z) = ze 一 一 o 则 了 (z) =e-(1 一 zz. 令 PP(z) = 0, 求 
得 唯一 的 驻 点 z = 1, 又 当 z 过 1 时 ,f(z) 之 0; 当 zt 之 1 时 ,f(z) < 0， 
故 f 了 (1) = e-! 一 a 是 f(z) 的 极 大 值 且 是 最 大 值 . 

车 a 汪 >。e-'!, 则 f(z) 便 小 于 零 , 即 f(z) 无 零点 ,从 而 原 方程 无 实 根 ; 
车 a 二 e!, 则 f(1) 二 0, lim f(z) 一 一 00, lim f(z) =~—a< 0, 且 
f(z) 在 (一 co,1) 和 (1, 十 co) 内 均 严格 单调 , 故 f(z) = 0 在 (一 co,1) 
和 (1, 十 co) 内 分 别 有 唯 一 的 实 根 , 这 时 原 方程 在 (一 co, 十 oo) 内 有 两 
个 实 根 ; 若 s= e+, 则 f(1) = 0, 且 当 z< 之 1 时 , f(z) 之 f(1) = 0, 当 
z 之 1 时 ,f(z) 之 f(1) = 0, 故 f(z) = 0 只 有 唯一 的 实 根 z = 1, 这 时 原 
方程 在 (一 co, 十 ce) 内 只 有 唯一 的 实 根 z = 1. 

3.5.71 证 明 :多 项 式 p(x) 二 1 十 z 十 天 十 … 十 [这 和 没有 实 


根 . 
证 若 p(z) 有 实 根 y, 则 由 于 pCz) 的 常数 项 不 为 0, 且 各 项 系数 均 
为 正 , 故 必 有 y 二 0. 设 y= 一 z (z 二 0), 则 有 

0 一 2( 一 坟 一 1 一 十 间 各 二 二 
产生 矛盾 ,从 而 z(z) 无 实 根 . 

3.5.72 证 明 ,方程 1 一 = 十 于 一 于 十 … 二 (一 1D 荆 =0 
当 *” 为 奇数 时 有 一 个 实 根 , 当 为 偶数 时 无 实 根 . 
”证 当 z<0 时 ,方程 左 端 为 正 , 因 此 方程 不 可 能 有 非 正 根 ,所 以 
只 须 考 虑 z > 0 时 的 情形 , 令 

f(D) =1 一 z 十 于 一 全 十 十 ( 1)' 世 ， 
当 ? 为 奇数 时 , 因 f(0) = 1,f(z) 一 一 co (z 一 十 co), 且 


2_1l-C-Dr 1+z 
?WD-— TT = 1 < (>), 


所 以 f(z) 在 z > 0 时 单调 下 降 , 故 f(z) 一 0 仅 有 一 个 实 根 . 
当 * 为 偶数 时 ,有 
1 一 (一 D 1 一 天 | 全 0 fl. 汪 
?9 = 一 -一 村 


= 


和 
(2n)1 


>e:>0, 
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又 因 f(D 二 1 一 1 二 去 一 言 十 … 十 让 
=( 记 一 切 二 “二 (于 上 5 一 于 站 十 玫 >0， 
所 以 , 当 z € (0, 十 co) 时 ,f(z) > f(1) > 0, 故 f(z) 一 0 无 实 根 . 
3.5.73 证 明 :多 项 式 方程 1 十 z 十 于 十 … 十 五 一 0 当 " 为 偶 
数 时 无 实 根 , 而 当 为 吉 教 时 从 有 一 个 实 根 .， 
证 te Ts a 3 于 , 风 


人 
Pilz) 1+z+ 互 rh "十 人 让 一 TI 一 PICz)， 


原 方程 即 为 9.(z) 一 0. 
显然 ,pi(z) = 0 即 1 十 z= 0 有 一 个 实 根 ; ?xz(z) 二 0 即 1 十 z 十 


= 0 的 判别 式 4 一 卫 一 4 X 去 X 1<<0, 故 无 实 根 .现在 用 数学 归纳 


法 , 设 p4-1(z) = 0 恰 有 一 个 实 根 ,paCz) 无 实 根 ,证 明 poy1(z) 恰 有 一 个 
实 根 而 p+2(z) 无 实 根 . ， 

事实 上 ,显然 有 pa(0) = 1 > 0, 故 当 zo 天 0 时 , 必 有 ?akzo) > 0, 因 
为 若 不 然 , 则 pu(zo) 入 0, 由 连续 性 可 知 ,px(z) = 0 在 0 与 zo 之 间 有 根 ， 
这 与 假设 矛盾 . 于 是 ,zz(z) 便 取 正 值 , 又 因为 wa+i(z) = pa(z), 故 
Za+i(z) 在 (一 co, 十 ce) 内 单调 增加 ,于 是 pa+(z) = 0 有 唯一 实 根 ,把 
该 实 根 记 为 c, 则 一品 二。 二 0, 即 有 c 关 0. 

因 pori(z) = pa(z) 只 有 一 个 实 零点 ,又 当 z 一 十 co 或 z 一 一 co 时 
都 有 pat1(z) ~ 十 cc, 于 是 多 项 式 pa+:(z) 在 pa+i(z) = 0 的 唯一 实 根 
z 一 “处 取得 最 小 值 ,由 于 了 


as+z(z) 一 past+l(c) 十 Fa CF >0, 
即 pa+z(z) 的 最 小 值 (在 z 二。 处 取得 ) 为 正 , 故 方程 ps+2(z) = 0 无 实 
根 . 
3. 5.74 ”证 明 对 于 所 有 的 整数 m 之 0， 
Ea + 守 z 
pzsn,m) 和 1 + 十 … 十 也 = 二 1 
当 ”为 偶数 时 无 实 根 , 当 > 为 奇数 时 仅 有 一 个 实 要 
证 ， 当 ”= 0 时 , 皇 然 


一 员 - 
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Zp(zyay0) 一 世 十 mr 十 … 十 z 十 1， 
当 "为 偶数 时 无 实 根 , 当 ?为 奇数 时 仅 有 一 个 实 根 一 1. 下 面 对 m 用 归 
纳 法 . 设 结论 对 于 m 成 立 , 则 由 


rtl 
人 [+ [ 且 ] + +z 
好 2 一 1 
区 于 1 十 证 十 了 过 十 1 一 p(z,n,m) 


知 , 当 p(z,n,m) 仅 有 一 实 根 时 ，zp(zynym 十 全 仅 有 两 个 实 根 ， 从 而 
《zsnym 十 1) 仅 有 一 个 实 根 ; 当 pC(z,n,m) 无 实 根 时 ,zp(z,n,m) 仅 有 一 
个 实 根 ,从 而 z(z,n,m 十 1) 无 实 根 . 

注 ”更 一 般 地 ,我 们 有 下 述 结果 ; 当 


Qaoal On 
aq a a 
ao a 人 
oo » la a ml， 
aa|l | | 
az as a 


为 正 时 ,pa.(z) 一 ao 十 az 十 … 
Pot1(2) 一 ao 十 az 十 … 


Gu Aut 02 
十 amz* 无 实 零点 ; 
十 aa+izz+ 上 仅 有 一 实 零点 . 


请 读者 自己 给 出 证 明 . 
3.5.75 设 多 项 式 
B(z) 一 a 十 十 tt 十 Gv! 十 十 qo (1) 
的 一 切 根 丝 为 互 异 的 实 根 , 且 a 二 0,a+a- 天 0, 求 证 mria- 之 0, 其 
中 0<k<n. 
证 对 (1) 求 一 1 阶 导数 ,并 记 
ff(z) = po D(z) = baz" 十 加 -im 二 十 baz? ++ bo, 
其 中 m= 二 4 一 上 十 1, 易 知 
sgn(at+1) = sgn(b2), sgn(ar-1) 一 sgn(bo), 
又 因 plz) 有 "个 互 异 的 实 根 ,由 罗 尔 定理 知 ,plz) 每 两 个 根 之 间 存 在 
7 (zx) 的 一 个 根 , 故 py (z) 的 一 1 个 根 也 是 互 异 的 , 依 此 类 推 ,p*-?(z) 
二 f(z) 的 m= 二 一 k 十 1 个 根 也 是 互 异 的 . 此 时 可 证 f(z) 必 有 负 根 . 因 
若 不 然 , 则 诸 系 数 b DE 这 与 bh 二 0 矛盾 , 故 不 妨 设 为 
2 ed 
因为 mw-: 天 0, 故 be 夭 0， ,因此 0 不 是 fCz) 的 根 ， 且 由 书 达 定理 知 sn(by) 
一 征用 :再 对 3) 求 时 赂 /由 ， 1 用 的 光 数 更 为 0 可知, 天 Cf 有 一 个 


机 


(2) 


第 三 章 一 元 函数 微分 学 


零 根 , 此 外 在 区 间 (zi,za), (zz,z3),…(z,-1,z,) 中 各 有 一 负 根 , 共 s 一 1 
个 负 根 , 设 为 
< 0. 
再 对 了 (x) 求 导数 , 则 知 户 (z) 在 区 间 (y ,92) (9299-1) ,C9-1,0) 之 
间 各 有 一 负 根 , 共 s 一 1 个 负 根 .而 扬 (z) 的 常数 项 为 2, 即 知 sgn(bz) 一 
(一 1 一 5 因此 
sgn(bo)sgn(bz) = (— 1)*-! 一 一 1. 
即 是 8bo < 0, 因 而 w+ia-: 过 0. 
3.5.76 证 明 契 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 (de6umee-Hermite) 多 项 式 
及 CD) = (— De Ee 
所 有 的 根 都 是 实数 . 

证 不 难 验证 ,及 ,(z) 确 为 次 多 项 式 , 设 f(z) = e”, 则 由 
Jim f(z) = lim f(z) 一 0 及 广义 罗 尔 定理 知 , 存在 zi? € (一 co， 
十 0) ,使 得 了 (zf9) 一 0, 又 因 fo(z) = plz)e-” ,其 中 m(z) 为 一 多 项 
式 , 并 设 f(z) 有 * 个 实 零 点 : 

— < < 十 co， 
则 由 ,im f(z) 一 lim f(z) = 0 及 广义 罗 尔 定理 知 ,存在 
zt € (~ 00,5) ,z+D € (zf ,2 ) ,oo ,zf € (zf, 十 co)， 
使 得 fo+D(zf+D) = 0, i=1,2,0,k 二 1 “ 
故 知 咎 (e-") 二 f(z) 有 个 实 零点 ,而 (一 1)'e2 恒 不 为 零 , 故 妨 (z) 有 
4 个 实 零 点 ,但 H.(z) 为 次 多 项 式 , 故 知 H.(z) 仅 有 = 个 实 零点 . 

注 ”用 同样 的 方法 可 以 证 明 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 

盐 世 (一 1D? 
的 一 切 根 都 是 实数 , 且 含 于 区 间 ( 一 1,1) 中 . 
3. 5.77 证 明 契 比 雪 夫 一 拉 盖 尔 (deGbuues-Laguerre) 多 项 式 


L.(z) = Ero) 


pu(z) 一 


所 有 的 根 都 是 正 根 . 
证 首先 不 难 验证 L.(z) 确 为 次 多 项 式 , 设 f(z) = ze-*, 则 f(0) 
一 0,limf(z) 关 0, 由 广义 罗 尔 定理 知 ,存在 ze E (0, 十 co) ,使 得 


— 6 — 
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了 (zf) = 0. 

今 设 foo(z) 有 个 零点 zoi 一 12 hk 之 , 且 

0<sP < + 
则 因 fo(z) = zs(z)e 一 ,其 中 p.(z) 为 多 项 式 , 故 推 知 fo(0) 一 0， 
,lim f(z) 一 0. 再 用 广义 罗 尔 定理 知 ,存在 

s+D € (0,2), zt € (ap, sp), zi € C219, 十 co)， 

使 得 了 e+D(ze+rD) 一 0 一 1,2, ,k++ 1. 
由 数学 归纳 法 知 ， 


芝 cee-) 一 fo)(z) 


有 个 正 根 . 而 。 恒 不 为 零 , 故 工 .(z) 有 = 个 正 根 . 但 由 代数 定理 知 ,次 
多 项 式 只 有 个 根 ,从 而 L,(z) 的 一 切 根 都 为 正 实数 . 
3.5.78 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,有 f(a) = f(8) = 0, 又 所 (a) 。 
下 (8) > 0, 证 明 ; (a,b) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 1(6) 一 0. 
证 法 1 不 妨 设 F(a) >>0,F (5) >0, 于 是 总 存在 60, 使 当 z1€ 
(ova 十 6) 时 ,有 并 型 二 人 2 > 0, 所 以 
f(z1) > fo) = 0. 
用 类 似 的 方法 可 证 ,存在 5 各 汪 >0, 当 zi€ (5 一 5,8) 时 ,有 f(z2) < 
f(2) = 0. 
取 51,6 充分 小 ,使 "十 61 过 5 一 5, 由 连续 函数 的 介 值 定理 可 知 ， 
至 少 存在 一 点 《E 《zi,z2) ,使 
f(6)=0, a<é<b. 
证 法 2 反 证 法 , 设 对 (a,8) 内 的 任 一 点 z, 都 有 f(z) 关 0, 则 由 连续 
函数 的 性 质 可 知 ,在 (a,8) 内 f(z) 恒 大 于 0 或 恒 小 于 0. 
车 对 (a,b) 内 的 任 一 点 z, 都 有 f(z) 二 0, 则 
fz) 一 fo) f(z) 一 0， 
AN Z 一 @ 


所 以 lim 了 2 二 = Po < o. 


这 与 了 (a) > 0 矛盾 - 
若 对 (o,5) 内 的 任 一 点 z, 都 有 f(z) > 0, 则 
f(D — fF) 0 
zz—b zz—b ye 
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所 以 lim n 2) 一 了) pgp(5) < 0, 这 也 与 也 (0) > 0 矛盾 . 
故 在 (ov 内 至 少 存在 一 点 ,使 f(&) 一 0. 
3.5.79 设 f(z) 在 区 间 [o,5] 上 可 微 , 且 f(a) = (8) ,F(a) :天 (6) 
0. 证明: 方程 f(z) = 0 在 (a,8) 内 至 少 有 两 个 解 . 
证 法 1 不 妨 设 F(a) > 0,j (5b) > 0. 于 是 总 存在 4 > 0, 使 当 


&E (wa 十 go) 时 ， 有 一 > 0， 所 以 有 
f(&) > f(a)， (1) 
同样 ,存在 6 > 0, 使 当 &,€ (6 一 5,5) 时 ,有 
f(€2) < f(b). (2) 


取 6 充分 小 ,使 4 二 5 二 纪 二 5b. 又 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,由 连 
续 函 数 的 介 值 定理 知 ,在 (61,s:) 内 至 少 存在 一 点 c, 使 f(c) = f(a) = 
f(b). 

在 (a,c) 和 (c,b) 中 应 用 罗 尔 定理 可 知 ,在 (a,c) 中 至 少 存在 一 点 
,使 户 (m.) = 0; 在 Cc,8) 中 至 少 存在 一 点 m, 使 请 (7) 二 0. 

故 P(z) = 0 在 (a,6) 内 至 少 有 两 个 解 . 

证 法 2 由 证 法 1 中 的 (1)、(2) 两 式 可 知 ,f(z) 在 [a,5] 上 至 少 达 
到 最 大 值 、 最 小 值 各 一 次 ,那么 其 值 必 在 (a,b) 内 达到 . 又 由 于 f(z) 在 
(a,5b) 内 的 可 微 性 ,在 最 值 点 必 有 也 (z) = 0, 所 以 ,F(z) 二 0 在 (a,5) 内 
至 少 有 两 个 解 . 

3.5.80 设 f(z) 在 (一 0, 十 吕 ) 内 具有 二 阶 导数 , 且 扬 (z) > 0， 
,lm F(z) 一 “> 0，lim 7(z) = p<<0. 又 存在 一 点 zo, 使 f(zo) < 0. 证 
明 : 方 程 f(z) = 0 在 (一 co, 十 co) 内 必 有 且 只 有 两 个 实 根 . 

证 由 f(z) 在 (一 ,十 吕 ) 内 具有 二 阶 导数 可 知 ,f(z)、f(z) 在 
(一 %, 十 co) 内 连续 . 

又 lim 了 (z) 二 a 之 0, 给 定 :>0, 必 存在 Xo 二 zo), 当 z>> Xo 时 ， 


f(z) 一 ol < 号 , 即 有 P(z) > 六 


在 [LX。,z] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,得 
{DHX pg), x ea 
£— Xe Fr 


当 z>Xo 时 ， A 
二 $80 一 
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f(z) = FX) + PE 一 XO) > F(X) + — X), 


当 z 一 十 coe 时 ,上 式 右 端 趋向 于 十 cc, 因而 fz) 也 趋向 于 十 co, 即 
f( 十 co) > 0, 而 f(zo) < 0. 由 连续 函数 的 介 值 定 理 知 道 ，f(z) 在 (zw， 
十 ce) 内 至 少 有 一 个 零点 , 即 f(z) 在 (zo, 十 co) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

同 理 可 证 ,f(z) 在 (一 co,zo) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

但 是 ,f(z) = 0 在 (一 oo, 十 co) 内 的 实 根 不 能 多 于 两 个 ,否则 , 设 
zivzzyza(zl < zz < zs) 为 f(z) 一 0 的 三 个 实 根 , 分 别 在 [zzz] 和 [zz,zs] 
上 应 用 罗 尔 定理 ,就 有 

f(8)=0,7 < 一 za 

je) = 0, mm 一 和 一 zi 
青 在 [41,6:] 上 应 用 罗 尔 定理 ,就 有 

FD = 0, 67< 6. 
这 就 与 条 件 fr(z) > 0 相 矛 盾 . 

3.5.81 设 f(z) 为 非 负 函数 , 它 在 [a,8] 的 任 一 子 区 介 内 不 便 为 
零 ,在 [a,5] 上 二 Ng fy, 证 明 :方程 f(z) = 0 在 (a,b) 内 如 
果 有 根 ,就 只 能 有 一 
y 


(1) 3.5.81 题 图 、 O) 


分 析 因 f(z) 非 负 不 恒 为 0, 二 阶 导数 所 (zx) 达 0, 所 以 f(z) 的 图 
于 即 图 中 (1)、(2) 的 情况 不 可 能 出 现 ,如 f(z) = 0 

根 ,只 可 能 是 图 中 (3) 的 情况 . 

证 ”用 反 证 法 证 明 . 设 f(z) 在 (a,b) 内 有 两 个 根 和 ,人 (6 < 人 那 
么 ,TCD = 了 (8&1) =-0( 图 中 (2)) 

在 [61,6:] 上 ,f(z) 非 负 连续 ， 且 不 全 为 入 , 故 最 小 信 在 (65) 内 菜 


= 
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点 6 处 达到 , 且 有 户 (6) = 二 0. 把 f(z) 在 
“处 展开 ,就 有 
了 (6z) 一 了 (6) 十 了 了 (人 ) (2 6) 十 


ET 


二 J(9) 十 喜 r(0) (8: 一 5) 
>0,<ec< 6s, 
这 与 f(62) = 0 矛盾 ,命题 得 证 . 
3.5.82 设 f(z) 在 [a,b] 上 两 次 可 微 ,县 对 任意 的 x € [a,5],f(z) 
与 如 (z) 恒 同 号 或 者 同时 为 零 ! 又 f(z) 在 任何 子 区 间 不 恒 为 零 ,证 明 : 
f(z) 二 0 与 了 (z) 二 0 中 任何 一 个 车 在 (a,b) 内 有 根 , 则 必 唯 一 . 
证 不 妨 设 f(z) 过 0，f(z) 过 0, 否则 , 车 f(z) = 0 在 (a,8) 内 
有 根 且 不 唯一 , 令 zi 二 z: 是 这 样 两 个 根 , 由 罗 尔 定理 有 cE€ (zi,z;), 使 
了 (c) = 二 0, 又 f(z) 在 (c,zs) 内 不 恒 为 零 , 故 存在 zeE (ez2) ,使 f(z0) > 
0, 在 [zo,z2] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 


pO HD 一 fa -fn 


<<0， fs 
Z2 一 Z0 Zz 一 xo 
因此 << 征 且 PP(e) > 了 (6), 这 与 人 (6) 之 0 矛盾 , 故 f(z) = 0 若 有 根 ， 
则 必 唯 一 . 
又 车 所 (z) = 0 有 两 个 根 z 过 zz, 由 售 (z) 二 0,z € (a,b), 可 知 ， 
了 (z) 在 la,b) 内 不 减 , 从 而 有 也 (z) 二 0,z € [zi,zzj. 于 是 了 CD) = 0, 
zE [zzz]. 由 泰勒 公式 得 
f(z) 三 0,z € [z',z2] 


与 题 设 矛盾 . 

3.5.83 设 f(z),glz) 在 [a,8] 上 连续 ,在 (a,8) 内 可 导 ， 且 对 于 
(a,5) 内 的 一 切 z 均 有 也 (z)g(z) 一 f(z)yg (z) 关 0. 证 明 : 如 果 f(z) 在 (a， 
5) 内 有 两 个 零点 , 则 在 这 两 个 零点 之 间 ,g(z) 至 少 还 有 一 个 零点 . 

证 设 f(z) 在 (ob) 内 的 两 个 零点 为 myzz (zi<z), 即 f(z) 一 0， 
f(z2) = 0. 

用 反 证 法 证 明 . 设 "(z) 在 (zi,zz) 内 不 存在 零点 , 即 对 于 (zzz) 内 
任何 一 点 z, 都 有 9(z) 天 0. 则 由 条 件 卫 (z)g(z) 一 f(z)yg (z) 关 0 可知、 
对 于 (zr,z2) 内 的 任 一 点 z; 都 有 


= 
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( 埠 ) ‘f(r)g(z) 一 f(z)y (7z) 
g(z) g(z) J 


而 1 在 [z,,zz] 上 连续 ,在 (zzz) 内 可 导 , 且 由 f(z1) = f(z2) = 0 知 ， 


天 0， (1) 


人 一 0 1 一 0. 由 罗 尔 定理 可 得 ,对 于 (zz) 内 菜 一 点 有 
fl2)) 
8)_= Y 

即 了 (人 @ A 村 


显然 ,(2) 与 (D 序 户 ， 所 以 在 两 个 零点 rz 之 间 至 少 存在 一 点 zo， 
使 gCz0) = 0. 

3.5.84 设 在 1 过 z< 十 品 上 有 了 (z) 之 0, 生 f(1) = 2,P(1) 
二 一 3, 证明 :在 1 二 z < 十 oo 内 方程 f(z) = 0 仅 有 一 个 实 根 . 

证 因为 在 1 三 z< 十 co 上 扬 (z) 过 0, 所 以 , 当 z 之 1 时 ,有 f(z) 
之 POD). 而 (1) = 一 3, 故 F(z) 过 0, 妈 f(z) 在 1 过 z< 十 oo 上 单 
调 递减 . 因此 , f(z) 在 1 过 z < 十 co 上 最 多 只 有 一 个 零点 , 即 方程 
f(z) 一 0 在 1 委 z<< 十 co 上 最 多 只 有 一 个 实 根 . 

把 f(z) 在 ze= 1 处 作 一 阶 泰勒 展开 ,得 

TG) = FD) 十 PCD 一 D 十 而 PrC6)(z D’, 
其 中 & 在 1 与 < 之 间 , 由 于 f(1) = 2,(1D = 一 3,r(z) 之 0, 所 以 当 z 
一 十 品 时 ,f(z) 一 一 co. 于 是 ,由 TD 一 2> 0,f(+ 02) = lim f(z) 
<< 0 和 连续 函数 的 介 值 定理 可 知 ,f(z) 在 1 < z 二 十 co 内 至 少 有 一 个 
零点 , 即 方程 f(z) = 0 在 1<<z 雪 十 co 内 至 少 有 一 个 实 根 、 

综 上 所 述 ,在 1 < z 过 十 co 内 方程 1(z) = 0 仅 有 一 个 实 根 ， 

3.5.85 设 f(z) 在 [a,co) 上 连续 , 当 z 之 ea 时 , 户 (z) > 上 > 0. 其 
中 上 为 常数 ,证 明 :如 果 fKa) < 0, 册 方程 (z) = 0 在 [aa 一 了 2] 上 有 
且 仅 有 一 个 实 根 . 

证 由 拉 格 朗 日 定理 ,有 


f(a — £0) ~ fa + 一 了 


三 字 罗 二 才 人 0 放 < 放 x 天 ft) 
本 天 
一 533 一 


过 ) = fod — LO). 
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> 0. 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 , 在 区 间 [a,a 一 22] 中 至 少 存在 一 点 


za, 使 f(zo) = 0. 但 当 => a 时 ,也 (z) > 0, 所 以 f(z) 在 [oa 一式 2] 上 
是 单调 递增 的 , 故 在 此 区 间 上 至 多 只 有 一 点 zo, 使 f(zo) = 0. 所 以 ,方程 
f(z) = 0 在 [ae 一 区 22] 上 有 且 私 有 一 个 实 根 . 

3.5.86 设 f(z) 在 [a,58] 上 二 次 可 微 , 且 户 (z) > 0,f(a) > 0,f(6) 
三 0. 证明 :f(x) 在 (a,6) 内 有 了 唯一 的 零点 6, 而 且 数 列 


fla) A SD 
FO HT TC) 


二 0 G2 二 一 


收 钱 于 5, 即 


lim a, = 6&. 


s+ 


证 由 连续 函数 的 介 值 定理 可 知 ,f(z) = 0 在 (a,8) 内 有 根 , 若 
f(z) 在 (a,b) 内 有 两 个 根 ,zz, 则 不 妨 设 a 过 zi 过 zi 过 54, 由 罗 尔 定理 
知 ,存在 zeE (zi,z2), 使 所 (zo) 一 0. 

又 由 题 设 知 ,在 [a,5] 上 f(z) >0, 故 PCz) 在 (e,b) 内 单调 增加 ， 当 
z 之 zo 时 ,所 (z) > 了 (zo) = 0, 因 此 ,f(z) 在 (zo,5) 内 单调 增加 ,7(2) > 
f(zs) > 0, 这 与 题 设 f(0) 二 0 矛盾 .于 是 , f(z) = 0 在 (a,b) 内 有 和 且 仅 
有 一 个 根 , 设 为 ,由 了 (6) = 0, f(a) > 0 可 知 ,连接 点 (a1,f(a1)) 与 (&， 
f(6)) 的 直线 斜率 为 负 , 即 (z) 二 0 (qa 之 zz 过 6), 曲线 f(z) 在 (cy 
f(a1)) 点 的 切线 方程 为 

y= f(a) + fF (a)(r— a), 
该 切线 与 > 轴 的 交点 为 


又 由 题 设 知 ,f(z) 位 于 切线 的 上 方 , 故 a < o << .类似 地 可 证 得 
mu 


据 极限 存在 准则 可 知 lim a =。 过 6 上 且 c =。 一 其 2, 故 f0) = 0. 
Pre Ff(e) 


由 f(z) 在 (a,8) 内 有 唯一 的 零点 即 知 6 二 c. 
3.5.87 设 f(z) 在 [0,1] 上 可 导 ,0 过 f(z) 过 1, 且 对 于 (0,1) 内 所 
有 的 < 都 有 下 (z) 天 1, 证 明 :在 (0,1》 内 有 且 只 有 一 个 ma, 使 Ee 


f(z0) = zo. 
一 褒 一 
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证 ” 先 证 存在 性 . 作 辅 助 函数 F(z) = f(z) 一 z, 那 么 
F(0) = f(0)— 0=f(0)>0,F()=f0) -1<0. 
由 连续 函数 的 介 值 定理 知 , 在 (0,1) 内 至 少 存在 一 点 zo, 使 F(zo) = 0， 
即 f(z0) = zo0. 

再 证 唯一 性 . 用 反 证 法 . 设 在 (0,1) 内 存在 两 点 zo,zi 使 f(z) = z， 
即 有 f(zo) = zo,f(z1) 一 z1. 按 题 设 条件 , 由 拉 格 朗 日 定理 知道 ,在 zo 与 
zi 之 间 存 在 一 点 5 使 

f(z1) 一 f(z0) 


ls 
而 由 假设 却 有 
f(z) 一 了 (zo _ dr 1 
2Z1 一 20 ZI 一 Zo 
显然 ,上 面 两 式 相 矛盾 ,所 以 假设 不 成 立 , 故 只 有 唯一 的 一 点 z, 使 
了 (zo) = zo. 


3.5.88 设 函 数 f(z) 在 半 轴 (0, 十 co) 上 有 连续 的 导 函 数 , 且 
f(0) = 1,， 对 于 所 有 的 = 之 0, 有 |f(z)| 委 。… 证 明 : 存 在 一 点 ro, 使 
f(z0) 一 一 eo. 

证 ”考察 函数 p(z) = f(z) 一 ,显然 有 9w(0) = 0, 当 z 之 0 时 ， 
9(7z) 委 0 当 z 一 十 ce 时 ,wp(z) 一 0. 所 以 ,存在 点 ro, 使 wm(z) 在 该 点 达 
到 最 小 值 . 于 是 w (zo) = 0, 即 P(zo) + er = 0, 亦 即 
fi(z0) 一 一 eqo. 


4. 有 关 函 数 及 导数 的 等 式 
3.5.89 证 明 : 在 [一 1,1] 上 恒 有 arcsinz 十 arccosz 一 ee 
证 在 左 端点 z= 二 一 1 处 ， 


arcsin(— 1) 十 arccos( 一 1) = 一 也 十 + 二 也 
在 右 端点 + 二 1 处 ， 
i mm 过 过 
arcsinl 十 arccosl = 7 小羽 2 
在 (一 1,1) 内 ， 
1 1 ” 
(arcsinz 十 arccosz)' = 一 一 -一 一 一 一 一 0， 
V 1 一 于 Vi—z 
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于 是 arcsinz 十 arccosr 二 c(c 是 常数 ),z € 《一 1,1). 为 求 出 c 值 ,可 在 
(一 1D 内 任 取 一 点 ,比如 取 z 一 0, 则 有 0 十 可 一 “, 邵 


arcsinz 十 arceosz 一 ,+ E 《一 Ts 


于 是 ,在 [一 1,1] 上 恒 有 arcsinz 十 arccosz 一 子 - 
3.5.90 ” 设 z 不 是 整数 ,求证 : 


2z 一 1 1 22—1,、 
一 7 arcteltg 2 7) = [z]. 


证 令 f(z) 一 至 于 一 二 aretg(tg 于 于 1), 则 了 (z) 除 在 整数 点 


z 二 n(n 二 0, 土 1, 土 2,…) 处 间断 外 ,在 每 一 个 区 间 (n,n 十 1) 内 , 即 
当 a<z<n 二 1 或 m 一 二 )<<< 至 寺 Lr< (n 十 让 )z 时 ,f(z) 连续 


且 可 导 ， 


1 
了 (0 二 二 到 


所 以 f(z) = c.(c, 是 常数 ), z E (n,n 十 1). 
为 求 出 6., 可 在 (nwn 十 1) 内 任 取 一 点 ,比如 取 z 一 十 去 ,从 而 
2 
了 Cn 十 去 ) 一 4 一 二 arctg(tgam) 一 4 一 0 一 ny 
所 以 6 二 n= [z] (因为 :之 z 过 4 十 1)， 
故 全 了 1 二 arctgdtg 关于 1 eT 
式 中 z 不 是 整数 . 


3.5.91 设 f(z) = (1 十 zz 0) ,求证 
f(z) 一 e 十 4z 十 Bz: 十 o(z2?) 


并 求 4,B. 
解 当 = 之 0 时 ,有 
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2 3 

上 上 (ss 3 

ln(l+s) 于 (s 一 豆 十 可 二 0s )》 
ep 


f(2)=e" 
2 
于 2 2 

+ 一 。 e+ 和 +oc2) 


=e 人 (1 一 至 十 可 十 oG9 十 二 (于 


二 el1 一 各 十 夫 * 二 ol)) 


=。 一 刍 z 十 寺 er 二 oz). 
e 11 
由 此 可 得 4 一 一 到 ， 了 一 34e 
3.5.92 设 z>0, 证 明 ， 


er i 
2 YVz 十 6(Cz) 


其 中 寺 < oz) < 到. 
证 设 f(z) = Vz ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 


Viti~ Vz = 一 二 -00 一 ec < 1D. 
2 Vz 十 b(z) 


由 此 得 2 YVz 十 b(z) 一 Vz 十 1 十 Vz， 
ea) = 才 十 寺 [VsG 十 D 一 z， 


-| 3 
Vzr(z++ 1) 


当 z>> 0 时 ,Cz 十 去 >>z(z 十 由, 即 知 0 Cz) > 0, 故 8(z) 单调 递增 ， 


又 lim 0(z) 一 地 ， lim 8(z) = 十 ,所 以 
0t 4 


3 二 oo 
1 1 
于 <<g(z) 一 艺 . 
3.5.93 设 rz: > 0, 求 证 : 
zie'2 一 zzerl = (1 一 4)es(zl 一 zz)， 


其 中 8 在 与 zz 之 间 . 


证 。” 因 =z* > 0, 故 以 rz: 为 端点 的 区 间 不 包含 原点 , 令 f(z) 一 
一 537 一 
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三 ,wz) = 士 , 则 
e(z— 1) 


f(D P=— 去 
在 [zi,zz] 上 应 用 柯 西 中 值 定理 ,得 
el ee—l) 
了 (zz) 一 了 (zi) _ zz Zl 到 
yr) gn) 1 1 i 
zz 中 


其 中 上 在 z 与 z 之 间 , 化 简 之 , 即 得 
zierz 一 Zz2@1 = (1 一 上 )et(zl — 72). 
3.5.94 设 函 数 了 在 闭 区 间 [zi,z*z] 上 可 微 , 且 ziz: > 0, 证明: 


二 一 三 天 六 二 村人 疝 雪 3 二 三 ， 


ZI 一 72 


ZI 


f(z1) jes 
证 ”因为 ziz; > 0, 故 在 [zzz] 上 ,z 关 0. 作 F(z) = £9, 


9(z) = 士 , 则 


zf 2 一 了 (z) 1 


F'(z)= 9 (z) 一 一 到 


在 [zzz] 上 应 es 得 
flz2) _ flz) Ef (0) 一 了 (2) 
i 
Ts 
Te 办 Ly 


即 -一 一 [zf(z:) 一 £2f(71)] = f(€) — EF (2). 
故 原 式 成 立 . 
3.5.95 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 邓 之 0. 证明 ， 
在 (a,b) 内 存在 一 点 信和- 
本 
b—alf(la) (OO) 


(z1<E < 7), 


| = &[f(€) + ef (&)] 


成 立 . 
证 ”将 上 式 左 边 变 形 , 得 本 
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b a 
fla) f(b) 


2 
b—a 


bf(b) 一 af (a) 
1 Kas 


= [fC6) -ofo] 
a Bs 
在 [a,6] 上 令 F(z) = zj(z),G(z) 一 二. 由 已 知 条 件 可 知 ,P(z),G(z) 在 
[a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 C(z) 一 一 去 天 0. 由 柯 西 定理 ,有 
Bf(b) 一 af 区 
1 1 (一 ) 


_ 0 + ef (6) 
1 


b a mm 3 


=— &[f(6) + sf (0), (<<b), 
ow | 4 
3a| fda) je = $:[f(8) + sf (2)]. 


注 ” 先 将 要 证 的 等 式 左 端 变形 ,再 应 用 中 值 定理 解决 问题 就 比较 
清楚 了 ,这 是 解决 证 明 问题 的 一 种 方法 ,此 题 的 关键 仍 是 选择 两 个 函数 
F(z) 和 G(z). 

3. 5.96 证 明 下 列 各 题 : 

(1) 设 f(z) 在 闭 区 间 [a,6] 上 满足 扬 (z):>> 0, 证 明 存在 唯一 的 点 o， 


a<e<h 使 P(0) = 了 二 了 


《2) 设 7(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 (a > 0)s 证 明 : 在 (a,6) 
内 至 少 存在 一 点 ,使 等 式 6*-![f(8) 一 f(a)] 一 (wr 一 a")F(4) 成 立 . 
(3) 若 f(z) 在 [a,b] 上 有 阶 导数 存在 , 且 
f(a) = f(b0) = (6) = Fb) 一 = f(b) = 0, 
则 在 Ca,6) 内 至 少 存 在 一 点 6, 使 得 f"(6) = 0, 其 中 4 过 <<6. 
证 (1) 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 c € [o. 妇 ,使 得 
po) 一 地 — f(a) 


成 立 ,又 因为 fr(z) > 0， 上 严格 单调 递增 ,于 是 满 
足 了 Co) = 了 一 Ta) 的 。 是 唯一 的 .， 


六 一 @ 
(2) 设 F(z) 一 >, 则 f(z) 及 F(z) 在 [a,8] 上 满足 柯 西 中 值 定理 的 
条 件 , 故 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 
f(6) — F(a) _ fF(8) 
Cae 


即 


; 


一 5389: 
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即 na [LTG — fF(0)] = (8 — oF 6). 

(3) 因 f(z) 在 [a,5] 上 有 * 阶 导数 , 故 可 在 z 一 6 处 展 成 (+ 一 1 阶 
泰勒 公式 
f(z) 一 fb) 十 了 (0)(z 一 5 十 Fs 一 切 : 十 … 


0) lp 人 
E+ —b)", 


其 中 名 在 z 与 5 之 间 , 由 已 知 条 件 , 则 上 式 化 为 
fa = 让 f(D Gz 一", 


当 z 一 a 时 ,有 f(a) 一直 fC5)(a 一 b)", (在 a 之 闻 ), 由 f(a) =0， 
(a 一 8)* 关 0, 故 得 知 在 (a,8) 内 必 存 在 一 点 ,使 (6) = 0. 
3. 5.97 若 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 (e > 0), 证 明 : 在 
《qa,6) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 25[f(5) 一 f(a)] 一 (5? 一 oo) 了 (2) 成 立 . 
证 设 F(z) 二 xz,f(z) 及 F(z) 在 [a,5] 上 满足 柯 西 中 值 定理 的 条 
件 , 故 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 4, 使 
f(0) — f(a) _ fF (0) 
bP—a 2£ ， 
即 有 2é[f(6) 一 f(a)] = (8 一 a)F (6). 
注 ”本 题 是 3.2.82 题 当 a = 2 的 情形 . 


3.5.98 ” 设 f(z) 在 区 间 [0, 十 oo) 上 可 导 , 且 0<<f(z) < 了 于 去 


1 EN 
证 明 : 存 在 “> 0, 使 f (8) = 十 全 
证 法 1 作 函 数 
w(z) 一 T 卡 二 一 了 2z)， 


z 


因为 0 < f(z) < Tia’* [0, 十 0), 显然 有 f(0) = 0, 又 因 


£2 


,lm_ 了 二 去 0, 根 据 夹 下 定理 知 lim f(z) 一 0, 因此 有 p(0) = 0， 
lim gp(z) = 0 与 9g(z) > 0. 
若 在 [0, 十 co) 上 w(z) 二 0, 则 处 处 有 (z) = 0, 即 
1 
CD 


= 
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1 一 于 
故 f(z)= Oi: 处 处 成 立 . 

若 在 [0, 十 co) 上 ,mw(z) 关 0, 则 必 存 在 一 点 zE [0, 十 co), 使 
Y(zo) > 0, 由 于 9(z) 在 [zo, 十 “) 上 的 连续 性 , 且 lim yp(z) 一 0, 故 必 
存在 一 点 5E (zo, 十 co), 使 w(zo) > fb) > 0. 又 由 于 w(z) 在 [0,zo] 上 
的 连续 性 , 由 介 值 定理 可 知 ,至 少 存在 一 点 aeE (0,zo) ,使 p(o) = 
pb). 

函数 mw(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 pla) 二 p(2) ,根据 罗 
尔 定理 知 ,至 少 存在 一 点 4 € (a,b) CC (0, 十 oo), 使 pw (6) 一 .0, 即 


二 1 一 多 
(0 = Te 

证 法 2 因为 0< f(z) < 了 了 5, ze [0, 十 oo), 显然 有 
f(0) = 0, 又 因 lim 了 闻 喜 一 0, 根据 夹 通 定 理 知 ,lim f(z) 一 0. 下 面 
分 三 种 情况 讨论 : 

(1) 若 f(z) 二 0， 总 中野 佑 处 处 了 (z) 二 0, 取 $= 二 1, 则 有 

(4) 一刀 十 | 

因而 结论 成 立 . : 

(2) 若 7(z) == 了 下 二 ,这 时 显然 处 处 有 也 (z) 一 直下 避 因 而 结 
论 成 立 . 

(3) 车 f(z) 半 0, 且 f(z) 关 了 于 到 ' 作 函数 p(z) = f(z) 一 
类 似 于 证 法 1 的 讨论 即 得 结论 成 立 . 

3.5.99 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 也 (ao+) 
与 (6”) 存在 ,f(at+) 尖 了 (b). 证 明 : 对 也 (o+) 与 了 (0-) 之 间 的 任意 
数 , 都 存在 >E (a,b), 使 得 了 (x) 一 c 


< 
工 十 zx 


证 定义 函数 
f(x) — f(a) 
-| z 一 6 ' S08 
f(at), r=a. 


glz) 在 [e, 归 土 连 续 ,对 了 (or) 与 了 2 二 了 2 之 间 的 任何 数 ,g(z) 管 可 


ww al 
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取 到 ,又 由 拉 格 朗 日 定理 知 ,对 于 任意 的 z € [a,b], 存 在 y € (a,z), 使 
得 gz) 一 了 Gy) ,因此 ,了 (z) 在 (a,6) 内 取 遍 (a+) 与 了 如 二 了 中 之 间 
的 每 个 实数 

再 定义 函数 


和 


f(z) — f(6) 
jz) -人 二 z 天 好 


f(b-), z=b. 
类 似 上 面 的 讨论 ,PKz) 在 (ab) 内 取 饥 并 只 二 其 中 与 (6-) 之 间 的 每 


个 实数 . 
故 卫 (z) 可 取 遍 也 (at+) 与 所 (5-) 之 间 的 一 切实 数 . 
3.5.100 设 f(z) 在 [0,1] 上 可 微 , 且 f(0) = 0， 
IP(z)| 委 MWIf(Gz)| (M 是 非 负 常数 ), 证 明 :f(z) 志 0. 
证 若 4= 0, 则 结论 显然 成 立 . 
设 0< M1, 由 拉 格 郎 日 中 值 定理 ,得 
f(z) — f(0) = Ff (02)z, 0<0 一 1， 
于 是 有 
1f(z)| = |F (012)|z < MIFC(Oz) 1z, 
再 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
f(biz) 一 f(0) 一 靖 (bbiz)gz，0 一 9 一 1， 
于 是 有 
1fC@z)| < |F (9017) 101z < M1f(bx0iz)19iz， 
依次 类 推 , 存 在 0<% < 1,G 一 1,2,…,n), 使 得 
|fGz)| < M2|f(92biz)1bz2 < ~ 
SZ 1 1f(0.8. biz) |0,_ 10, 2°**017", 
又 0 之 M 过 1,0 之 z< 之 1, 令 n 一 十 吕 , 则 有 
f(z) =0,0<z<1. 
由 f(z) 在 [0,1] 上 可 微 ,得 f(z) 二 0,0<z<1. 
若 > 1, 如 前 有 
|f(2) | < Mlf(0.0. -biz)19. 0 2 


当 0<+ 所 育 虹 ! 仍 有 f(r) 一 0, 于 是 在 [站 ,1] 上 人 前 面 的 证 时 ,有 
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1 本 2 
f(77) 0; 故 当 可 三 + 生 训 时 ,f(2) 0. 


由 归纳 法 不 难 证 明 , 当 世人 < < 世人 ] 十 了 时 ,7(z) 一 0. 于 是 ， 
般 地 有 , 当 0 三 + 过 1 时 ,f(z) 三 0. 

3.5.101 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 在 (a,5) 内 两 次 可 微 , 且 
f(a) = f(b) 一 0,P(z) 十 所 (z)g(z) 一 f(z) = 0, 其 中 g(z) 是 给 定 的 函 
数 ,证 明 ; 在 [a,8] 上 f(z) 二 0. 

证 若 不 然 , 则 必 有 对 一 supf(z) 0 或 m= ,nt f(7) < 0, 当 
MM 之 0 时 ,由 题 设 可 知 ,存在 zo€ (a,5) ,使 f(zo) = M, 因 此 ,f(zo) 是 极 
大 值 , 故 拓 (zo) = 0, 再 由 扬 (z) 十 所 (z)g(z) 一 f(z) 一 0 可 知 

fr(z0) + fF (zo0)g(z0) 一 f(zo) 一 0， 
即 久 (zo) = f(zo) > 0, 由 极 值 的 充分 条 件 知 ,f(zo) 是 极 小 值 ,与 假设 矛 
盾 


用 类 似 方 法 可 证 m 过 0 的 情形 . 

3.5.102 设 f(z) 是 (一 co, 十 co) 内 无 穷 次 可 微 的 函数 , 且 满 
足 

(1) |fo(z)| 入 M， My 0 是 常数 ,n = 0,1,2,…; 

C2) f(T) = 0, n= 1 


证 明 :f(z) 三 0. 

证 ” 先 证 对 任意 的 整数 上 之 0， 存在 收 策 于 零 的 点 列 {z?}21， 
2) E24 使 foD(zto) 一 人 dy n= Ly 2,… 

由 条 件 (2) 知性 一 0 时 结论 成 立 , 设 ， * 二 m 时 结论 成 立 , 即 存在 点 
列 {zx} 2 > 0 7 > z >>…> zm" 使 fo (zt 一 0， 
n 二 1,2,…. 由 罗 尔 定理 可 知 ， 存在 zetD E (zy zm)， 使 
e+D(zf+D) 二 0, ma 一 1,2,…- 并 且 点 列 {zf+5} 沁 :也 收敛 于 零 ， 故 天 
二 m 十 1 时 ,结论 也 成 立 . 

由 f(z) 的 连续 性 可 知 ,fo(0) = 0,4 二 0,1,2,…. 取 任意 的 z, 根 
据 泰勒 公式 可 得 

If = | 全 | < Et, 

由 的 任意 性 知 ， i#(#)1 二 0, 即 f(z) = 70, 

3.5.163 ” 设 fz) 在 [0,1] 上 可 被 , 生 臣 入 ) 二 -Yo D， 
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0 过 4 过 1 是 常数 ,又 设 f(0) = 0, 证 明 :f(z) 二 0. 
证 ”由 题 设 f(z) = 和 可 得 
jn(z) = Hf (1) = HAN), 
f"(z) = HF Nr) = HFN7), 


f(z) 一 MoO 了 CNz) ,~ 
其 中 9(n) 是 与 有关 的 整数 ,再 由 f(0) = 0 可 知 ， 
Jo(0) = 0，m = 0,12， 
1fw(z)1 <M, z€ [0,1]. 
由 泰勒 公式 可 得 
‘sn—1) ) 
GD = FO0) + POs + + e+, 
0<0<1. 


由 此 可 得 ,z € [0,1] 时 ,有 
FD) = El < 0 nt 00), 


因此 f(z) = 0. 

3.5.104 设 f(z) 在 [a,58] 上 有 界 ,g(z) 在 [a,5] 上 可 微 ,gCa) = 0， 
4 是 非 零 常数 , 且 

l9(z)f(z) + 9 (2)| < |967)|, z € La,b], 

则 在 [a,8] 上 ,gz) = 0. 

证 法 1 用 反 证 法 . 设 y(z) 在 [a,5] 上 不 恒 为 零 , 则 存在 (a1,b) 性 
[a,5], 使 得 

9(z) # 0, z € (a,b), 

而 ra) == 0, 由 题 设 知 ,在 (osb) 中 有 17(z) 十 222| < 1 


令 MKz) = Injg(z)|,z € (a1sb1), 且 设 f(z)| 过 4, ze [asd], 则 


有 

Ww < GD 
但 由 limh(z) = 一 及 (a1,b) 为 有 限 区间 , 可 以 证 得 ww(z) 无 界 ,与 (1) 
式 牙 盾 . 


证 法 2 由 证 法 1, 设 在 [ab] 上 1fKa)| < 4 所 以 在 [a1] 上 有 
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ly (#1 一 eo! We + If) 


< 英 19(Cz)f(z) + jg (7)1 + 站 4 1g(z)| 


条 leGo1 十 和 lo Elec, 


< 加 二 
令 8= ] 革 人. 则 lyG1< Blg(o)1, ze [ob]. 
记 4b" 一 sup{fzlg(e) = 0,6 € (oz),z 委 外, 即 5 是 由 a 为 左 端点 


时 能 使 9(z) = 0 成 立 的 最 大 区 间 的 右 端点 ,那么 b" 过 5, 上 且 g(4*) = 0， 
. 否则 与 的 定义 矛盾 ,由 gla) = 0 知 5° 之 oa, 若 b* <5, 在 (5 ,5) 中 任 


取 一 点 o, 使 得 一 入 过, 那么 
1g(e)| = lgCo) — 968°)| = ly (eo)1(e — 0°) 
<Blg(c)1 遍 = 去 lrceo1， 
其 中 cue (4' ,0). 因 此 oc 一 6* < 过, 继续 采用 上 面 的 方法 可 推出 


ly(c) < 到 lgCeo1 » C2 €E (b' ,ci). 


所 以 lgCo1 入 去 lrc 

攻 香 亲 用 岂 革 ?起 地 有 有 

lo 委 云 Lge)|, cE (b° ,01) Cb ,0), n= 1,2,° 
又 因 g(z) 在 [a 上 连续 , 故 必 有 界 , 设 在 [oe,5] 上 lg(z)| < M, 于 是 

19(c)| < 去 Wi， 有 一 1 2 

令 n 一 coi 得 |g()| 一 0, 故 g(e) = 0, 这 与 5" 的 定义 矛盾 , 故 b" = b. 
于 是 对 于 z € [a,b], 9g(z) = 0. 

注 ” 令 f(z) 二 0, 则 得 到 葛 隆 瓦 (Gronwall) 定理 , 即 

设 9(z) 在 (一 co, 十 ce) 上 可 微 ,gCe) = 0, 且 ly (z)| 志 yg(z), 则 有 
9(z) = 0. 

3.5.105 设 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 若 a 之 0， 
证 明 : 在 (a,8) 内 存在 三 个 数 myzzyzs* 使 下 式 成 立 : 


一 545 一 


第 三 章 一 元 函数 微分 学 


a 2 fe 


f(z)= (4+ = (ba a) 一 2 
分 析 ”注意 到 2z,, 3z3 上 i 


即 为 


(b— F(z) = (Bb 


,> fr) _ ss Fz) 
SD 


问题 就 迎刃而解 了 . 
证 ”由 拉 格 朗 日 定理 可 知 , 存 在 zi(a< z << 已 ,使 得 
， f(b) ~— fla) = (5 — oF (11), 
在 区 间 [a,5b] 上 对 zx? 与 f(z) 应 用 柯 西 中 值 定理 ,存在 z.(0 过 a < zx; 过 
5) ,使 得 
Tb) 一 fa) _ Fr) 
b’ ee a (0) (De 
再 在 区 间 (a,8) 上 对 与 f(z) 应 用 柯 西 中 值 定理 ,存在 zx(0 委 <<mz<< 
5b) ,使 得 
ff _ Fly) 
DB—a DT 


即 7() 一 fa) 一心 一 ao)P(zD = (0 — 
四 
= (6 a’) Tan 


,了 (zz) 
a’) Dz, 


也 就 是 在 区 间 (a,8) 内 存在 三 个 数 ,x2,zxs, 使 得 
GD 二 GB 十 四 训 于 = (8 十 ba 十 四 ) 


3.5.106 设 本 数 (在 (out) 内 有 定义 , 晶 对 议 训 并 
2 均 有 |f(zz) 一 f(z1)| 入 (za 一 zz1)?, 求 证 :f(z) 在 该 区 间 内 是 一 个 常 
数 . 


A Ca. 


证 设 m 是 (e,b) 内 任 一 点 ,根据 题 设 ,对 (6,5) 内 任意 异 于 zo 的 z 
均 有 
|f(z) 一 f(z)| < 1s sol? 
或 12 = {| < lz 一 al 


2 一 38 


对 于 任意 指定 的 正 数 。, 取 65 一 *, 当 jz 一 zl < 6 时 ,有 
| 
1 
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12D — fe) 0 lal<6=. 


z— zo 


即 有 im 2 — f(z0) 0 或 f(z0) = 0. 


A 点 ,因此 f(z) 在 (a,8) 内 处 处 可 导 , 且 了 (z) 
二 0, 从 而 f(z) 在 (ae,b) 内 是 一 个 常数 . 

3.5.107 ” 设 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 满足 利 普 希 淡 条 件 , 即 存在 正常 
数 M, 对 于 任意 的 z,y € [a,b], 有 

1f(z) — f(0)| < Ml|z — yl°, 

则 当 a > 1 时 ,f(z) 三 clc 为 常数 ). 

证 设 e=1+p(8>0), 任 了 到 一 点 zoE [a,b], 有 

|f(z) 一 f(z) | SMIz— zl zz rE [a,b], 

即 1£2 £0) < nls — sl 


令 z 王 xz0, 则 天 (zo) 一 0, 由 z 的 任意 性 ,了 (z) 在 [a,5] 上 恒 为 零 , 故 f(z) 
在 [a,5] 上 便 为 常数 . 

3.5.108 设 f(z) 在 (一 co, 十 co) 内 有 定义 , 且 存 在 常数 上 与 
a > 1, 使 |f(zD 一 f(z2)| 志 tlzi 一 zz|* 对 任意 zi,zz 成 立 ,求证 :f(z) 在 
(一 00, 十 co) 内 是 常数 . 

证 任 取 zz E (一 co, 十 oo), 不 妨 设 zi 关 zx2, 由 题 设 有 


0< =f) Sua le 
因 c>>1, 故 co 一 1 二 0, 则 limztlz 一 zj 一 0, 因 而 有 
Lim 
i f(z1) 一 了 (zz) 0, 即 六 (zz) = 0. 
z! 一 zz 


由 zz: 的 任意 性 知 ,在 (一 co, 十 co) 内 也 (z) 三 0, 从 而 f(z) 是 常 
数 . 

3.5.109 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 且 在 每 一 点 局 部 为 常数 ( 即 对 
每 一 点 z € [a,], 存 在 着 z 的 邻 域 ,在 该 邻 域内 f(z) 为 常数 ), 证 明 : 
f(z) 三 4( 常 数 ),a 二 + 过 4b. 

证 ” 依 题 意 , 对 任意 的 zo。€ (ca,b) ,存在 5 过 0, 使 当 |z 一 zo| 过 5 
时 ,f(z) 三 常数 , 故 


"= 
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fF) m0 0， 
2Z 一 Zo soT™— To 


f(z)= i 


即 对 任意 的 z € (a,5)， 都 有 f(z) = 0. 
对 任意 的 z€ [a,5], 因 f(z) 在 [oa,z] 上 连续 , 且 在 (a,z) 内 可 导 , 根 
据 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 必 存 在 一 点 $ E€ (a,z) ,使 
f(z) — fla) = F (6)(z— a) = 0, 
即 f(z) = f(a). 因 z 是 [a,8] 上 的 任意 点 , 故 f(z) 三 f(a),zE€ [a,5], 其 
中 f(a) 即 题 中 的 4. 


5. 不 等 式 的 证 明 

(1) 用 中 值 定理 证 明 不 等 式 

3. 5. 110 证 明 不等式 nb-'(a 一 8) 之 一 之 na'-!(a 一 6b)， 
(a>465>0,»> 1)., 

证 令 f(z)= ee 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 


,bea 


a—b 
因为 0< 52< 上 <o, 且 xz 一 1>>0, 所 以 的 1 <-1< ob 
-< neo 过 ng-!, 从 而 有 zt-:! < < nt, 
即 Wil(a—b) <e—b < nia — b). 
3.5.111 证 明 不 等 式 |sinz 一 sing| 入 |z 一 y|. 
证 当 z 一 y 时 ,显然 有 |sinz 一 sing| 一 |z 一 外 
当 z 关 y 时 , 令 f(z) = sinz, 在 [y,z]( 或 [z,y]) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 
值 定理 ,得 
sinz — siny 一 (z 一 y)cosé, (6 在 z,y 之 间 ) 
于 是 有 lsinz 一 sing| = jz 一 9) * |cosé|, 
又 |cosé| 之 1, 故 |sinz 一 sing| 之 |z 一 yl. 
3.5.112 当 0< 有 < 人 < 于 时 ,证 明 不 等 式 凑 > 王 . 


证 法 1 令 f(z) 一 坚 , 在 [zi,] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 
tezz 时 


Z2 


一 了 了 (2)(zz 一 zeE (zzz)， 
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因 也 (z) > 0, 所 以 了 (人 (一 a >>0 故 囊 一 本 > 0， 


tezs Bf! 所 以 te 本 
即 旦 > 加 ,所 以 如 > 评 . 


证 法 2 令 f(z) = tgz, 在 (zi1,z;) 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 


一 好 z = f (6)(z 一 二) 一 EA 11) > (zz 一 ziD， 
即 zz 一 tgzz < i zz>0 得 
Ta — Bt: 71 — tg7! = 
zz Z1 
_ tgrz tgz1 we 人 tz zs 
st 


tgzz ~ Tz es 22 tezz _ tgz} 
Ek 牛皮 > 各 政和 为 二 >0. 


令 fGz) = 坚 , 则 


f(z)= 


f(z)= 


由 此 即 得 ,f(z) = 至 在 (0, 闻 内 单调 增加 , 故 当 0< ma < ”< 各 
时 ， 
和 六 即 te a 
3.5.113 设 e>>>e, 求 证 不 等 式 arctga 一 arctgb 之 a 一 上 b. 
证 设 != aretgr, 显 然 ! 在 世 ,o] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 
件 , 所 以 有 
arctga 一 arctgb = y (é)(a—b), (b<é<a) 


即 aretga 一 areta 一 二 于 一 虽 ， 
因为 Ts< 1 所 以 arctge 一 ac 之 a 一 所 


=" = 
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3. 5. 114 ” 证 明 不 等 式 < 和 < 0<s<0. 
证 ” 设 fz) = inz, 在 [6] 上 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 
lna 一 lnb = (Dy Bb<E<a). 


B 
当 5<6<a 时 ,有 二 之 二 < 二 ,从 而 有 
| oad 
eed | a [heed 
即 = Ds 


3. 5. 115 Eee 1 且 z 关 0, 求证 : 
T= <in(1 十 z) <z. 
证 ”在 区 间 [0,z] 上 对 In(1 十 z) 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
ln(] 十 z) 一 lnl 一 “xz, 0<é<z. 


1 
1+é 
当 z>0,0<“*<z 时 ， 有 T 寺 < 二 < = 从 而 有 


<<ln(] 十 z)<z. 


和 
0 
i 
LI< 计 < T+z’ 


注意 到 z 二 0， ,得 [于 < i 


Ts <<ln(1 十 z)<z. 
3.5.116 设 f(z) 在 [0,c] 上 可 导 , 了 (z) 单调 递减 旦 f(0) = 0. 证 
明 : 对 于 0 和 os 委 5 委 十 5 过 c, 有 
fa 十 8) < F(a) + F006). 
证 ” 当 a== 0 时 ,结论 显然 成 立 . 
设 s> 0, 在 [0,o] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
{ff pe),0 < <e. 
下 在 [6,4 十 中 上 应 用 拉 格 角 日 中 信守 理 , 得 
| 一 策 & 一 
! 


| 
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f(a 二 6b) 一 f(b) fa 十 0) 一 了 6) 


了 了 (6 人) 0 一 名 一 oa 十 六 


a a 二 +b—b 
显然 ,0 雪 提 < 过 5<< 扣 <e 十 5 委 e, 又 也 (z) 单调 递减 , 故 有 
f (6) CFE). 


因此 ft ff, 


注意 到 4 > 0, 即 有 fla 十 5) 二 f(a) 十 fC6). 
当 a = 0 或 5 二 0 时 ,不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
3.5.117 ”用 微分 中 值 定理 证 明 : 当 s> 0 时 ， 
Rtl Rn 1)°+1 
t+ 
证 令 F(z) 二 zt!, 则 F(z) = (8 十 Dr,F"(z) = s(s + Dr! 
在 [0,1],[1,2],…,[n 一 1,n] 上 对 F(z) 应 用 拉 烙 朗 日 中 值 定理 ,得 
1 0+= (s+ De (1—0), 0<&<1, 
2 一 11= (s+ DS.(2—1),， 1<é6<2, 
Wt!li— (na 1)+!= (s+ 1)6° [rn— (nC— 1)], 
n—1l<&é<n, 
(人 十 1 一 允 一 (十 364 十 1) 一 中 < 上 < 十 1. 
因 s>> 0,z 取 自然 数 ,所 以 F"(z) > 0, 即 F'(z) 是 严格 增 函 数 , 故 
Fi 一 1D)<P(6) < 到 要 ,ii 一 1 2 十 1， 
即 (二 DG 一 1 < (Cs 十 1D8< Cs 十 Di 一 1,2 和 十 1 
把 它 代入 上 面 的 十 1 个 式 子 , 得 
(十 1)。0<14+5 一 0+<(s 十 1)。1 
(s+ D2 1 (es 十 1) 2, 
(s+ D:D < no 1)’< (s+ Dr, 
(s+ Drant+ tw (s+ D+ 1 
把 上 面 十 1 个 不 等 式 的 左边 一 半 相 加 ,得 
(十 1D[0 十 1 十 十 人 一 1 十 四 < 全 十 1 


到 +t Dt 
a te a 下 1 
再 把 上 面前 * 个 不 等 式 的 右边 一 半 相 加 ,得 


td Xe + 十 :2 十 oo 十 wo]， 


(1) 


= 
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即 r++ 十 (2) 


联 立 (1)、(2), 即 得 需 证 的 结论 . 
3.5.118 设 z>> 一 1 证 明 :在 0<ae 天 1 时 ,(1 十 z) 委 1 十 az 
在 co<0 或 co>1 时 ,(1 十 z) 过 1 十 az. 
证 法 1 设 f(z) = (1 十 z)… 则 
f(0) =1, F(z)=a(ll+z)!, fF(0)=a, 
Jr(z) = ala — D(z) 
所 以 F(z) =f00) 十 也 (0)z 十 世人 (4 在 0 与 = 之 癌 ). 
当 z> 一 10<ae<1 时 , 则 ae 一 DJ 一 0,1 十 上 > 0, 这 时 
Ce D2 十 ,< 0,(z 可 能 为 0). 
所 以 f(z) = (+ FO0)+FO)=1+ar. 
当 z> 一 1,o<0 或 o>1 时 ,ao(e 一 1 >0,1 十 4>0, 这 时 
一 0 
31 
所 以 有 f(z) = (1 十 z) 之 TO0) 十 (0)z= 1 十 az. 
证 法 2 和 
f(z) = 0 于 dl +) “一 日 (+>— 1). 
当 0<a<<1 时 , 因 了 (0) =0, 当 z>0 时 ,jz) > 0, 当 
一 1<z<<0 时 F(z) 二 0, 故 f(z) 在 (一 1, 十 co) 内 当 z 一 0 时 取得 


唯一 的 极 小 值 f(0) = 0, 即 f(z) 宇 0. 所 以 ,(1 十 2 和 1 十 mx 
车 a 过 0, 或 a 二 1, 类 似 地 可 证 得 (1 十 z)* 之 1 十 oz. 


3.5.119 证 明 严格 不 等 式 亿 二 凡 < 。， AS 
证 由 泰勒 公式 ， 得 
一 SS) 攻 十 RR) 十 可 


上 三 0 


te (n+ 1)* 


nl 


(t+ 型 1 a} 
和 + 一 #2] 十 RR(a) 


一 站 2 一 


85 导数 的 应 用 


+ Sw 1 nl 
一 十 之 而 HT + Rn) 


t+ 
+ 部 如 > mi +t mY) 
ek 1 
et 一 已 首 + m9 
=o ! 
Cm 
nl 


= 名 过 RY) > 


3.5. 120” ! 设 画 数 f(s) 在 区 间 ( 一 a,a) 内 具有 二 阶 导数 , 其 中 
a 之 1. 且 在 (一 a,o) 内 有 [fC2)| 二 1 及 IF(2D)|I 委 1 证 明 :在 区 间 
(一 1,1) 内 有 If (2)| < 2. 

证 设 z 是 (一 1,1) 内 的 任意 一 点 ,由 泰勒 公式 , 当 z 在 (一 a,a) 
内 时 ,有 


HG) = fao) 十 Go 一 可 十 圭一 zzp(9)， 
其 中 在 z 与 zo 之 间 . 取 z 二 1, 则 有 
f(D = f(a0) + PCD 一 ao 十 二 (1 一 az， 
马 在 zo 与 1 之 间 . 取 z= 二 一 1, 则 有 
fA 一 Df) 十 了 (0( 一 1 一 可 十 责 ( 一 1 一 zs(6， 
在 一 1 与 z 之 间 . 因 此 ， 
f(D — f(D =28 (0 十 到 (1 一 za 六 (0 


一 去 (1 十 20):P(&2)， 


0 一 zzP(6D 


十 二 (十 zzP(6). 
但 在 (一 a,a) 内 ,有 |f(z)1 科 1 及 1P(z)1 和 1 一 1<z< 忆 1 故 
21F (co1 < IfCD1 十 IC 一 D1 十 去 G 一 zo 引 PC6D1 


或 2f(z0) = f(1) 一 f 一 1) 


十 去 (1 十 zr1PCED1 


一 
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过 2 十 言 Q 一 zo)? 去 (十 zo)? 二 3 十 卉 莹 4 


即 jf (z)| < 2. 
由 zw 在 (一 1,1) 内 的 任意 性 ,所 以 在 (一 1,1) 内 , 均 有 
If(z)| < 2. 

3.5.121 设 f(z) 在 (0, 十 co) 内 两 次 可 微 , 且 对 任意 的 
zE (0, 十 ceo), 有 |f(z)| 三 4,1Fr(z)| 过 B,4,B 为 大 于 0 的 常数 ,证 
明 : JF (D1 <2 VA4B (z> 0). 

证 ”对 任意 的 z€ (0, 十 co) 必 > 0, 由 泰勒 公式 


f(z 十 和 = f(z) 十 PCD)h 十 去 Pz 十 OW) ，0 之 0 之 1， 


1 
可 得 If (2)| = f(z 十 ki) 一 了 (z) 一 Bf 二 Oh)h? 


h 
二 2fGz 十 办 | 十 217(z)| + |Fz + 0) IF 
和 


特别 地 , 取 1 = 2A/ 生 ,得 
“+2 下 /二 
A 


[2 
4 B 
3.5.122 ” 设 f(z) 在 (一 co, 十 ce) 内 二 次 可 微 , 且 
Mi 一 sup f(z)] 之 十 oo，(k 一 0,1,2). 证 明 不 等 式 
Mi < 2MoM;. 
证 ”由 题 设 可 知 ,M: 关 0. 对 于 任意 的 z€ (一 co, 十 co), 当 >>0 
时 ,由 泰勒 公式 得 
f(z+h) = Fz) 二 (2) + P(r Oh) 全 ， 


f(z — Ah) = f(z) 十 (一 从 户 (z) + Fz — 92h) 去。 


0<2<1，0<<2<<1， 
两 式 相 减 ,得 


| 二 一 


| 
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2hF (Ca — Fz + Fe D+ EPG — 6%) — Pz 二 OJ] 各 
因此 ,对 任意 的 关 之 0, 有 

Mi 二 Mw-I 十 三 Ma， 
特别 地 , 取 4 二 A/ 2 , 则 有 Mi < 2 VMoMi, 即 MB < 2MoM;. 


3. 5.123 设 f(z) 是 [一 互 ， ,也 ] (> 0) 上 两 次 连续 可 微 的 函数 ， 
令 M 一 sup |f*(z)|,k 二 0,1,2. 证 明 


-$< 
(DIPS EM + HM, ze [— $$); 
ey we 
证 〈D 当 一 所 <<+<< 丘 时 ,由 泰勒 公式 得 
7 和 or 7) + SS 一 2?， 

z 和 和 入 于 ， 
天 一 各 ) 一 fa) = 了 (CD( 一 和 一 可 十 开 亿 (一 二 一 
<hr 
两 式 相 减 , 得 
a fr(é) ,a 了 CCD ,a 
FE) f= op) + ES 2: — ES + 2 
由 此 可 得 


ICD1 入 二 at 十 各 [于 一 2 十 (村 十 z 


M+ eM 
(2) 由 (1) 即 可 推出 . 
3.5.124 :着 f(x) 在 (0,1) 内 二 阶 可 导 , 且 有 最 大 值 1, 最 小 值 0， 
证 明 ;在 (0,1) 中 误 少 有 一 点 4, 使 户 (8) > 2: 
一 ,565 一 
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证 设 f(z) 二 1,f(zz) = 0, 因 zi 是 f(z) 在 (0,1) 内 的 极 小 值 点 ， 


故 也 (zz) = 0. 由 泰勒 定理 可 知 ， 
他 2 


1 = f(7) = f(z2) + f(t2) (zo 22) + (zi 一 z2)2 
= 总 一 zz)2. 
其 中 5 位 于 zz 与 之 网， 从 而 有 5sE (0,1), 又 由 (z 一 zz)? 之 1 得 
(se) 
1<= 一 
即 "(8) > 2. 


3.5.125 设 f(z) 的 二 阶 导数 连续 , 且 f(0) = f(1) = 一 0， 
min f(z) 一 一 1, 求证 : max (7) > 2. 


or 证 设 f(z) 在 二 a <ae< 1) 处 取得 最 小 值 , 则 F(a) = 0， 
f(a) = 一 1, 依 泰勒 公式 
fz) = f(a) 十 也 (o)(z 一 0) 十 fle+ ge ol, 一 0 
= 一 1 + {+0 — 0 — oy, (0<0.<u. 
因 f(0) = 了 (1) = 0, 故 当 z = 0,z = 一 1 时 分 别 有 
0= 一 1 十 fet oe), 


0= 1+ {eto — ol oa). 


记 Pla + 0(i— a)] = c(i= 0,1), 则 
= 2 = 
人 = 


2 
(1— a)’ 
故 e<< 去 时 w> 8 之 去 时 >>8. 由 此 知 ,max (x) 之 
3. 5. 126 设 ja 在 区 间 [0， 坷 汪 王 阶 可 导 ， 0) = f(1) = 0, 且 
maxf(z) = 2. 证 明 :在 (0,1) 内 存在 一 点 5 使 (5) 过 一 


证 ” 设 f(z) 在 zo 处 达到 区 间 [0,1] 上 的 最 大 值 , 即 f(zo) = 2. 由 
假设 条 件 0 二 zo 二 1, 从 而 f(z) 在 zo 处 达到 极 大 值 ， 故 了 (0 司 0. 由 泰 
勤 公式 有 


1 = Hd) + FD 4 


De 
一 5 一 
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0<o<l. 
i 
即 0= 2+ Ps + ol— #3 


4 


或 fr[zo + 0(1 -+0)]=— 0 


类 似 地 有 
0= f(0) re 0<o<1, 


于 是 fr(zo 一 gozo) = 一 奇 . 


注意 到 0<z 一 0x 过 zo 过 zo 十 9.(1 一 z0) 之 1, 当 0<m 区 于 时 ， 


一 二 和 -16; 当 工 <m<1 时 ,一 二 1 ;一 一 16. 故 当 0<<m<< 寺 
Zo 2 zo) 


0= 本 
时 , 取 = 一 901 当 去 三 zw 之 1 时 , 取 二 zo 十 O01 一 za) 即 可 . 


3.5.127 设 f(z) 在 [0,2] 上 二 次 可 微 , 且 满 足 |f(z)| < 
|P[(Gz) < 1 (z € [0,2]). 证 明 :对 一 切 zEe [0,2],|P(z)| 才 2 成立. 
证 对 任意 的 zx€ [0,2], 由 二 阶 泰勒 公式 有 


f(0) = I) + PD) 0— 7+, (0<u<D, 
f(2) = f+ P02- D+ (<u<2). 
将 上 面 二 式 相 减 并 整理 ,得 
2 2) 一 0) 十 二 2 一 去 (2 一 az)， 


由 此 有 217(z)| < 1f(0)| 十 17C2)1 十 到 em)1 


二 去 (2 一 (1; 
又 由 题 设 得 


21P(z)| <2+t 2 


容易 证 明 , 二 次 函数 g(z) 一 闻 十 (2 一 z)? 在 [0,2] 上 的 最 大 值 是 4， 多 
而 2If(z)| 委 4, 即 |P(z)| 委 2，zE[0,2]. 


习 呈 对 利 1 种 党 朝臣 思 在 Ex 得 由 硕 存 二 阶 导 丈 , 用 :6(0)or ft1X 一 ‘0, 


一 587 一 
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min f(z) =— 1, 则 存在 4“E (0， 1 使 得 f(6) 过 二 


证 易 知 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 存在 = 使 得 
TD = mf) 一 一 1 mmE (0D， 


所 以 有 (zi) = 0. 由 泰勒 公式 得 
f(0) = f(z) — Ff (zz 十 到 PCeD， $1 € (0,zD， 
(1 一 


FD = FD) + PED — t+ LF), € (nl), 
注意 到 题 设 条 件 及 f(z1) = 一 1, 从 而 
pe) = 43 A Is CD 


若 zi 入 二 , 令 4 一 人 由 (1) 


若 z > 于, 令 5= 4 由 (1) 式 也 得 14) < 二. 


3.5.129 汽车 从 4 点 开始 行驶 ,到 点 停止 , 它 在 时 间 7 内 通过 
这 两 点 之 间 的 距离 . 证 明 : 在 某 个 时 刻 , 它 的 加 速度 ( 按 绝对 值 计 ) 不 


hs 
小 于 元， 

解 ” 设 s(t) 是 时 间 上 内 通过 的 距离 ,0 入 上 委 27. 讨论 下 面 两 种 情 
况 : (D s( 了 于) 之 这 ,6(2) (3) << 半 . 


在 第 一 种 情况 下 ,在 上 一 0 点 作 s(2) 的 泰勒 展开 式 , 并 考虑 到 s(0) 
三 s (0) 一 0, 即 有 


卫 ) = = 。( 卫 工 
s(F) 2 (a) $sE (0F). 
亦 即 "(6) 之 去 


在 第 二 种 情况 下 ,在 t= 二 7 点 作 s(D 的 泰勒 展开 式 ,并 考虑 到 s(T) 
二 s,s (T) = 0, 即 有 


7 CE) 7 s 7 
上 st (a) < E (7 
亦 即 一 w*(&) 之 邵 


3. 5.130 如 时 项 发 罕 “单位 时 间 认 通过 ， 音 丰 负 1 且 检点 
一 568 一 
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和 终点 均 为 静止 状态 , 则 在 这 个 单位 时 间 间 隔 内 的 某 一 时 刻 , 此 质点 运 
动 的 加 速度 按 绝对 值 必定 大 于 或 等 于 4. 
证 法 1 设 距 离 s 和 时 间 : 的 函数 关系 为 * 一 f(D,(0 委 上 委 1. 依 
题 意 知 ,f() 在 [0,1] 上 有 二 阶 导数 , 且 
f(0) = 0,f(D = 1, P(0) = 也 (1 = 0. 
把 f(D 在 上 = 0 点 作 素 勒 展开 ,得 


TCD = 天 ，(0<< 生 <4< 1 CD 


再 把 f(2) 在 上 = 1 作 素 勒 展开 ,得 
FO = FD +FODG- D+ DD: 
= 1 开拓- Do Gd<e<D (2) 


把 :一 于 代 入 (1 (2) 式 ,可 知 存在 6 及 5(0<< 生 < 去 ,于 < 和 < 0， 
记 1 


1) Pe), sl) -1 二 2 
f(7) 一 8 ， fC7) 1 十 8 ， 


消 老 了 二), 得 刀 (5) 一 PCD 一 8， 
8 一 |F"(6) 一 FP'(62)| < | 和 PC 人 1 十 IF(E)| 
< 2max{ |P"(61) |, | PC62) |)}. (3) 
当 | 所 (8)| 过 | 扬 (62)| 时 , 取 4 二 6, 当 | 扬 (6)1 > [PC6)| 时 , 取 
加 一 名, 则 
{PG) | = max{ TP"(6) 1, [Fé2) {|}, 
故 由 (3) 式 得 
[PU) | 4, tt € (8,6) CS (0,1). 
故 在 时 刻 的 加 速度 按 绝对 值 大 于 或 等 于 4. 
3.5.131 设 函 数 f(z) 在 zo 的 一 个 邻 域内 存在 四 阶 导 数 , 且 
1f0(z)| < M. 证 明 : 对 于 该 邻 域内 异 于 的 任何 本 全 
f(z) 一 2f(zo) + f(z) 
[rr(z0) Esp | < 名 (z — z0)’, 
其 中 z 是 与 > 关于 zo 对 称 的 点 
证 ”由 泰勒 展开 式 有 


一 589 一 


第 三 章 “一 元 函数 微分 学 


fa) = F090 + Fld — 0 + 乱 了 Go(z - 


x0)? 


由 于 z' 与 了 关于 z 对 称 , 故 
fr) = f(z0) + F(z — zo) 十 Ez 一 zo): 
+ PG — s+ 一， 
其 中 在 zo 与 x 之 闻 ,6' 在 zo 与 z 之 间 . 


将 上 面 两 式 相 加 ,注意 到 z 一 za 一 一 (z 一 zo), 有 
f(z) 十 f(x) = 2f(zo) 十 f(z0) (z 一 zo)? 


十 看 [fo(6) + foGD)]JG 一 aa 


+ + we 二 0 


因为 < 关 nu, 故 由 上 式 有 
I — {OE I 十 To)1tz 一 ao? 


又 因为 |fe(z)| 入 M. 所 以 
1F900) 十 fo) < 2M, 
于 是 有 


CN 一 和 EA 1 
1 jnzo) 一 £2 车 TD 入 再 MGz — 0) 
3. 5.132 ” 若 在 (ae,5) 内 函数 f(z) 的 二 阶 导数 扬 (z) < 0, 试 证 :对 
任意 的 z1,zz E (a,b) 及 任意 实数 0< 和 < 1, 有 
f[ 和 az 十 (1 CO— Wzs] Hz) + (1 CO— WFCz2). 
Z1 十 zz f(x) 十 了 (zz)》 
并 由 此 证 明 f( 二 0) 之 一 


证 法 1 用 拉 格 朗 日 定理 . 

设 m<<z 则 z < 和 zt 十 (1 一 jzm<z( 因 z= 和 十 (1 一 2)z， 
zz 二 和 za 十 (1 一 jz). 在 [raiz 十 (1 一 jz] 各 [jz 十 (1 一 和 zz] 
上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 

fLiz + (1.— A)zs] — f(z1) 
Ni 二 (Dr 


{mt Do) fn) pos); 


(1 一 H(z ~ 21) 证 二 二 六 坟 轨 让 
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f(z2) 一 所 zz + (1 — A)zz] 
zi 一 [jz 十 (1 一 和 )zz 


f(z2) 一 fiz + (1 — 2)z:] 
ry (8), 


其 中 z < 和 < 和 jz 十 (1 一 hmz 忆 名 <r 
因 Pr(z) < 0,P (z) 单调 递减 ,所 以 有 了 了 ( 司 ) 之 (6:), 即 
f[2z1 + (1 一 Pre] — fz) flr) — flr + (1 Wz] 
(一 一直 MX(zz 一 Zi) 
因 z;: 一 zi>> 0, 故 
jjf[hz + (1 一 zz] 一 Af lz1) 
> 
即 外 
若 取 4 } , 则 有 f(2 方 2 > f(z1) 二 了 


证 法 2 ”用 泰勒 展 式 . 

f(z) 在 (a,b) 内 满足 泰勒 定理 的 条 件 , 在 (a,5) 内 可 展开 , 因 z,z 在 
(a,b) 内 ,0 二 4 过 1, 所 以 zo 二 zz 十 和 (zy 一 7z2) 也 在 (a,b) 内 ,将 函数 f(z) 
在 ze 处 展开 ,得 

f(z) = 了 (zo) 十 卫 (zo)(z 一 zo) 十 过 EAGLE 一 zo)2， 
“在 z 与 m 之 间 , 分 别 令 z=z 和 z 一 < 得 
了 (zi) = f(z0) + f(z0) (71 一 zo) 十 也 下 Pr(6D(a 一 zo)2， 
所 在 zi 与 zo 之 间 ， 
f(z2) = fa + Fa) Cz — so) + HS) es — 0) 
旬 在 zz 与 zo 之 间 . 

由 假设 ,所 (61) < 0, 扬 (&2) < 0,&1,6: 在 a 与 5 之 间 , 所 以 有 

f(z1) < f(z0) 十 卫 (zo)(z 一 zo)， 

f(z2) < f(zo) + F(z0) (zz 一 7o)， 
则 Mf(zD + (1 一 2)f(zz) < Mf(zo) 十 (1 — Fz0) 

十 jp(ro)(zi 20) + (1 CO— F(z0) (zs 一 zo)， 
即 xf(zD 十 (1 一 DF(z2) < f(z0) + fF Cz) [az 十 (1 一 zz 一 zo. 
因 zo= zz 十 (zi 一 zz) 一 jz 十-( 一 >?zze 故 .. 区 加 
Mf(zi 十 〈1 一 f(z2) < La 十 4 Ws Das] 了 Co 。 0, 
一 
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即 了 hz t+ (1 一 2)zz] > Hz) 十 (1 — HFz2). 
当 zm = zz 时 ,不 等 号 变 为 等 号 ,所 以 有 
于 Liz 十 (1 一 2)z] F220) + (1 — Nflz2). 
3. 5.133 设 F(z) 是 定义 在 (一 co, 十 ceo) 上 且 具 有 非 负 的 二 阶 导 
数 的 函数 ,证 明 
Pe 十 畔 十 … 十 z) < 了 (zi) 十 了 (zz) 十 ，… 十 F(z) 
La 


Rn 
等 号 仅 在 z == zz 二 … 二 z, 时 成立. 
2 十 2 十 … 十 z 


证 记 a , 则 na = zi 十 zz 十 … 十 rn 由 泰勒 
公式 有 
(一 9) 
B(z) = F(a) + (zi — OF' (a)+ 了 Fr[a 十 9(z 一 o)]， 


0<4<<1， 
因 P"(z) 之 0, 故 
B(z) Fla) + (sm F(a) (i= 1,2,.,n), 


Fp) > no + PD Ds — 0 = ap(0). 


即 F(z) 十 2 + asdlbs si A CD) > Po)， 


P(r) + Plzs) 十 … 十 PCz) 、 PH 二 十 
n ce 有 


当 z 一 zz 一 … 一 zz 一 “时 ， 
F(z) 十 7 heim | Pdi in 


3.5.134 设 函 数 7 在 (a,b) 上 存在 二 阶 导数 ， 且 jp(z) < 0, 证 
明 : 
(1) 车 zo € (a,8), 则 对 于 (a,6) 内 的 任何 点 z, 都 有 
f(z0) > f(z) — f(z0) (7 一 zo)， 
当 且 仅 当 z = ze 时 等 号 成 立 ; 
(2) 车 zz E (a56), 目 xz 之 zi 二 1,2,… 一 1), 则 
f( kz) > >)kf(z)， 


i i 


其 中 h>0 G1， 2，… 有 Dhl 


i 


). 


二 
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证 (1) 设 zo€ (a,5b), 则 对 于 (a,b) 内 任何 z, 有 二 阶 泰勒 公式 
fa) = Tan) + FC) — 20) + Ez — so) 
其 中 在 z4 与 z 之 间 ,6 € 《a,b). 
由 于 “马扎 c 一 a: 坟 0, 所 以 
f(z) < f(zo) + fF (x0) 7 一 zo， 


即 f(z0) 之 7(z) — f(z0) (7 一 z0). 
因为 扬 ($) < 0, 故 上 面 不 等 式 当 且 仅 当 z = z 时 成 为 等 式 . 


CD 令 一 Dts 自 h>0G 一 1 2 ， S41 及 


iml 
a<ni<n< < b, 
则 有 a 过 zi 一 (十 已 十 … 十 大)z 


过 
对 于 每 个 f(z) ,利用 二 阶 泰勒 公式 得 
fa) = f(z0) 十 (za 一 za 了 (za) 十 去 Ca 一 zzp(6， 
(a<é&< bh). 
注意 到 人 (8) < 0, 一 1,2,…,a), 由 上 式 可 得 
Bs < Dafczo) 十 Da 一 kz)F (zo) 


cl 


= ( >) f(z0) 十 (Dr) ry 一 (Sn) zof' (zo) 


= fz) + zop (x0) 一 zap (x0) = f(zo)， 


即 f( Dr) > De 
(2) 的 证 法 2 用 数学 归纳 法 证 明 . 先 证 当 扬 (z) 过 0 时 ,有 
fkizi 十 tarz) > hf(z0) + kaflz2), (oraz<h). (1) 
其 中 心 盖 0>> 0 十 和 二 1 
令 z= hz 十 rzy 显 然 有 a 过 zi 过 xz 过 zz 过 46, 由 此 可 得 


zz 一 工 2 一 24 
有 一 十 一， 和 一 一 一 上 


Zz 一 21 2 一 2 
此 时 欲 证 的 不 等 式 为 
-0 二 
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f(z) = rz 十 三 (a), 2 (2) 
将 它 改 写 
f(z) ~— f(z1) > 了 (zz) 一 Jf(z) (3) 
z— ZI zz 一 工 
由 中 值 定 理 得 


{= fe = 了 (40 ， LED EHD peo). 


S— Wi 
其 中 a 之 zi 过 和 之 z 之 6 之 zz 过 4b. 于 是 
f(z2) 一 f(z) f(z) 一 f(z1) 
WE Wy 
= 了 (8) — fF(8) = (8)(6— 6&6) < 0， 
即 (3) 式 成 立 , 于 是 (1) 式 获 证 . 


再 证 f( De)> Be, hk> 0 (i= 1,2,,n), Ss =1. 


i=! 


设 f( Dis) > Die), kh> 0 C= 1,2,%,m), Sk=1, 则 


ias 


| Si,) = [Sx + (十 和 (十 志和 | ] 


SA kz hnt Tet 
> Es) + + 7 rr 
再 把 上 面 结果 用 到 最 后 一 项 , 即 得 
f(D > ZF), 
i i=1 


m+ 


其 中 >>0G=1,2,% om 二 DD,D)h=1 
于 是 对 任何 自然 数 4, 都 有 
f( Drz) > Drflz), 
其 中 二 0 Gi= 12.0 DD Dk 一 1 


3.5. 135 设 函 数 f(z) 在 [一 1， 1] 上 可 微 , 且 f(0) = 0， 
I (xz)| 过 M, 证 明 : 在 [一 1,1] 土 有 1f(z)| < RT 
数 ). 《和 和 


一 8 一 站 
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证 ”由 题 设 知 一 以 志 f(z) 忒 履 , 任 取 z Ef[ 一 1,1J, 若 z= 0, 则 
f(0) =0<Mi 若 一 1 委 z<<0, 在 [z,0] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 
得 

f(0) 一 f(z) =— zf (61), 6 € (z,0)， 
即 f(z) = zf (&) > zrM>— M; 
若 0<z 冬 1, 在 [0,z] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
e f(z) — f(0) = zf (8), 6 € (0,7), 
即 f(z) = zf (8) < zhM 到 M. 

综 上 所 述 ,在 [一 1,1] 上 有 |f(z)| 二 4. 

3.5.136 设 f(z) 在 [0,1] 上 两 次 连续 可 微 , 且 f(0) = f(1) = 0， 
|P(z)| 入 M,z € (0,1). 证 明 : 


If(2)|< 到 AN， 0 委 z 近 1,( 其 中 1 >>0 是 常数 ). 

证 ”由 泰勒 和 公式 和 
f(0) = J(z) — P(E) s+ Pe) FT 0<h < 
FD = faz) tA-D +P LHF, 


0<z< G1. 

由 此 可 得 所 (2) 一 去 [PD2 一 PC 01 一 二， 0<s<l; 
于 是 有 jj (za <EI22 一 224+1| < 0<z<1. 

(2) 用 单调 性 证 明 不 等 式 

3.5.137 ”求证 :2 过 1 十 a V2 “!,(n 之 1 自然 数 ). 

证 设 fz?)=2 一 1 一 z VY2!, (z 之 1), 则 

Fl) = 27 (2 ln2 ~ 1 — FIn2). 

再 设 F(z) = 2 入 mn2 一 1 一 地 In2 (z>> D, 则 


F(1) = 3 in2 一 1 一 InYV8 lne 2 2 > 0. 


又 (zx) 一 to > 帮 P(D 之 FR(D>0(s 之 D， 


Fe , 国 此 ,FE) 芝 交 OD 守信 局、 
一 865 一 
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2 过 1 十 rz V2 
由 此 可 得 ”2* 宇 1 十 * V2，(n 之 1 自然数 ). 
3. 5. 138 比较 Y 2 一 1 与 m1 十 2) 的 大 小 
解 令 f(7) = hz 一 十 , 则 了 GD) 二 士 十 二 . 
当 z 之 0 时 ， 0) Ed 十 ce) 内 是 单调 增加 的 ， 考 
z> 2, 则 HGz) > f(2) 一 In2 一 二 > 0. 现 令 = 一 1 十 V2 > 2, 即 
得 


外 
二 


即 nd+ V2)> V2-1. 

3.5.139 设 f(z) 是 定义 在 [ao,6] 上 的 连续 函数 ， 且 
fla) = 了 (6) 一 0, 又 设 在 [a,6b] 内 的 每 一 点 处 存在 有 导数 呈 +(z), 试 证 
在 (a,6) 中 存在 一 点 c, 使 天 (ce) 入 0 成 立 . 

证 若 f(x) 三 0, 命题 显然 为 真 , 若 f(z) 不 恒 为 0, 分 两 种 情形 讨 
论 ， 

C1) 车 fe) 是 极 大 值 ， 因 c€ (c,5)， 则 当 *>“ 时 (在 “的 一 个 充分 
小 的 邻 域内 ) 有 

f(s) 一 fc < 0， 
re 
故 Po = im {Df < 0 

(2) 车 f(z) 无 极 值 ， 即 世 数 的 最 大 值 只 能 在 。 或 取得 , 且 存 在 
zo € (qa,b), 使 f(zo) 为 最 小 值 , 则 f(z) 必 在 [o,zo] 内 单调 减少 , 任 取 
cE€ (a,z0), 则 coc 过 z 之 zo 时 ,f(c) > f(z), 所 以 


?0 = tm 1 10 < 


3.5. 140 #0 


a < 8 ~ wa < Ep 
证 令 f(D 甬 针 ,6 fe,8] G0 加 齐 用 (5) 二 本 在 民风 


| 
| 
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(0, 了 于) 内 , 它 是 单调 递增 的 , 故 当 < 和 << 8 时 ,有 
1 
本 co < co 


在 区 间 [a,p] 上 对 函数 f(z) 应 用 拉客 朗 日 中 值 定理 ,得 
tb 一 tga = Ef, (a<s<p. 


B—a pa 
于 是 co < BP ~— fen < oaip” 
3. 5. 141 ”证 明 不 等 式 : 
= 一 下 <snz<<z， (z> 0). 
证 令 fG) = 一 sinzs 9(z) = sinz 一 (z 一 守 ), 则 
f(z) =1— cosr>0,1(0)= 0. 
由 于 仅 当 z = 2nx 时 , 所 (zx) 二 0, 故 对 于 z>> 0,f(z) 单调 增加 , 因此 ， 
f(z) > 0. 又 


9 (2) 一 cosz 一 1 十 可 ,9(0) = 0， 


gr(z) 一 一 sinz 十 zy (0) 一 0 
当 z 之 0 时 , 因 w(z) = f(z) >> 0, 故 9 (zx) 单调 增加 ,yg (z) > 0, 因此， 
9(z) 为 单调 增加 , 且 g(x) >> 0, 故 有 


z 一 吕 < sinz < z. 
3. 5. 142 证 明 : 二 = <<sinz<zzE (0,F). 
证 法 一 先 证 sinz < >, zE (0, 本 ). 考虑 函数 fz) 一 sinz 一 
它 在 [0, 子 ] 上 连续 ,f(0) 一 0, 当 z € (0, 笃 ) 时 ,PCz) 二 cosz 一 1 之 0， 
即 f(z) 在 [0, 也 ) 内 是 递 钴 的 ,因此 f(z) < f(0) = 0, 即 
2 sinz <z, 7 € 00, 也) 
再 证 +<sinz, zE (0, 芭 ); 考 虑 画 数 9(2) 一 zz, 它 在 (0, 于 ] 上 


< 
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Tt 2 7 . 
连续 ,gy( 志 ) 一 一 元 , 且 当 =E (0,3) 时 ， 


y(z) — pe! le — We) 0 


(这 里 用 到 不 等 式 tgz > z, 它 可 与 不 等 式 sin 本 x 于 亿 地 讶 办) 即 g(z) 
在 (0, 扣 ] 是 递减 的 ,因此 , g(z) > 9( 瑟 ) = 之 或 并 > 之, 即 


2 . 
—z < sinz. 
x 


证 法 2 设 f(z) = sinz 2z, 则 了 (2) cosz 2. 


由 于 了 (z) = 0 在 0, 等) 内 仅 有 唯一 的 根 z = arecos 乞 ,又 


7(0) 一 0， 天 村) 一 0,f(areeos 之 ) > 0, 所 以 


min f(z) = 0， 
[i 
故 当 0<z<< 村 时 ,f(z) > 0, 即 sinz> 了 =. 
3.5.143 ”利用 函数 的 单调 性 证 明 :e > 1 二 z，(z 关 0). 
证 : 设 f(z)==@ 一 (1 十 2). 
当 z 之 0 时 , 刀 (z) 二。 一 1 二 0, 故 f(z) 为 单调 增加 函数 ,从 而 有 
f(z) > (0) = 0, 即 ee 一 (1 十 z) > 0, 亦 即 e>>1 十 z. 
当 z< 0 时, (z) =e 一 1 二 由 一 1<0, 故 f(z) 为 单调 碱 少 本 
数 , 从 而 当 z 二 0 时 有 f(z) > f(0) = 0, 这 时 仍 有 e 盖 1 十 二 
3.5.144 当 0 < z < 之 1 时 ,证 明 不 等 式 * < 十 十 
证 令 f(z) = (1 一 2)e* 一 (1 十 z), 则 
F(z) = (1 一 2z)ez — 1, f(z)-=— dze™. 
当 0<z<<1 时 ,PP(z)<0, 故 请 (z) 在 (0,1) 内 单调 减少 ,又 了 (0) = 0， 
所 以 在 (0,1 内 也 (z) < 0. 由 此 又 知 f(z) 在 (0,1) 内 单调 减少 ,再 由 


“了 0) 一 0 知 ， 在 (0,1) 内 有 f(z) < 0, 即 


(Di 上)<0. 2 
— 568 一 - 
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亦 即 过 < 二 

3.5.145 ”证 明 不 等 式 2zarctgz 之 In(1 十 2). 

证 令 f(z) = 2zarctgz 一 In(l 十 z?), 则 所 (z) = 2arctgz. 
当 z> 盖 0 时 ,由 arctgz > 0 可知, 所 (z) > 0, 故 f(z) 是 单调 增加 的 ,又 
f(0) = 0, 所 以 f(z) > f(0) = 0. 

当 z 二 0 时 ,由 arctgz 过 0 可知, 了 (xz) 过 0, 这 时 f(z) 是 单调 减少 
的 ,又 了 (0) = 0, 所 以 也 有 f(z) > f(0) = 0. 

综 上 所 述 , 对 一 切 z € R 均 有 f(z) 之 0, 即 

2zarctgz > In(1 十 z2). 


3.5.146 证 明 :In(1 十 z) > 知 宪 ， ze [0, 十 so). 


证 ”考虑 函数 f(z) = In(1 十 z) 一 种 树 , 它 在 [0， 十 ceo) 上 连续 ， 
f(0) = 0, 且 当 z € (0, 十 co) 时 ， 


1 
人 1 (1 十 2 "T 干 到 一 arctez 1 
了 一 Te CT 二 5 
1 arctgz 
Tt 
1 arctgz 
-rr > 
(因为 当 z > 0 时 ,二 :> 0, 了 车 全 > 0 E>0. 即 f(z) 在 


[0, + co) 上 是 单调 增加 的 ,因此 f(z) >> 7(0) = 0, 于 是 ,在 [0, 十 co) 
上 ,f(z) 之 0, 即 
arctgZ 


In(1 +z) Tz zE [0, 十 co): 
3.5.147 已 知 z 之 0, 证 明 z 一 备 之 In( 十 雹 之 z 
> = 1 要 ey 
证 设 fz) = In +z) 7, 则 (一 TH 二 化 直到 


当 z>>0 时 ,了 (z) < 0,，f(z) 在 (0, 十 co) 内 是 单调 减少 的 ,又 
T(C0) = 0, 故 当 z>0 时 ,fGz) 之 f(0) 一 0, 即 in(1+z) <z (CD 


又 设 g(z) 一 in(1 十 z) 一 z 十 互 , 则 


一 569 — 
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pe | 
"(TFs 


当 z 之 0 时 , g"(z) > 0,g (z) 在 (0, 十 ce) 内 是 单调 增加 的 , 又 
yg (0) = 0, 故 g (z) >>g (0) = 0. 由 此 又 知 g(z) 在 (0, 十 co) 内 单调 增 
加 ,再 由 g(0) 二 0 知 , 当 z> 之 0 时 ,9g(z) > 9(0) = 0, 即 

nl 十 之 :一 到. (2) 
由 (1)、(2) 式 即 得 
= 一 于 <<mtl +#s)<z. 

3.5.148 设 f(z) 在 [ao, 妇 上 可 导 , 若 为 (ob) 内 一 定点 且 
f(6) > 0,(z 一 和 f(z) 之 0, 证 明 :在 [a,58] 上 必 有 f(z) > 0. 

证 由 (z 一 纺 P(z) 之 0 知 , 当 z>< 时 必 有 了 (z) 之 0, 从 而 知 f(z) 
是 单调 增加 的 , 即 有 


1 
一 1 十 z， 9(z) 一 一 订 十 5 十 二 


f(z) >f(6) > 0. 
当 z<<$ 时 有 记 (z) 入 0, 从 而 知 f(z) 是 单调 下 降 的 , 即 有 
f(z?)f(6)>0. 
于 是 ,对 [a,5] 上 的 任何 z, 都 有 f(z) > 0. 
3.5.149 设 f(0) = 9(0),f(0) = %(0), 且 当 z> 之 0 时 ,有 
了 (z) 过 g(x), 证 明 : 当 z > 0 时 有 f(z) < 9(z). 
证 令 F(z) ==f(z) 一 g(z), 则 Fr(z) = 户 (z) 一 g(z). 由 题 设 知 ， 
当 z 之 0 时 ,P"(z) < 0. 故 严 (z) 单调 减少 ,F'(z) < P'(0) = 0. 由 此 又 
知 f(z) 单调 减少 ,于 是 当 z> 0 时 ,F(z) 二 F(0) = 0, 即 
f(z) < 9(z). 
3.5.150 ”用 求 极 值 的 方法 证 明 : 当 jz] < 2 时 ,13z 一 | 之 2. 
分 析 ”要 证 明 的 不 等 式 即 为 一 2 < 3z 一 z* 二 2, 所 以 若 能 证 明 
一 2,2 分 别 为 y = 3z 一 全 的 最 小 值 和 最 大 值 即 可 . 
证 设 flz)=3z 一 z, 则 pf(z) 一 3 一 3 一 3(1 一 2)(1 十 z)， 
解 p(z) 一 0 得 z=1 和 z= 一 1. 
由 f(2) = 一 2, f( 一 2) 一 2, f(1) 一 2,f( 一 1 一 一 2 知 ,f(z) 在 
[一 2,2] 上 的 最 大 值 为 2, 最 小 值 为 一 2. 所 以 ， 
一 2 和 3z 一 六 2,ze [一 2,2]， 
即 laz 一 2 < 2. 


0 
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3. 5. 151 


当 0 壹 z 志 1, 7 之 1 时 ,证 明 
-证 
pr ek 


值 . 
f(z)= 


证 先 求 函 数 f(z) == zz 十 (1 一 z)? 在 [0,1] 上 的 最 大 值 和 最 小 
Pz"! + pl ~ 2) 1) = pr! (1 2z)"] 
解 (z) 一 0 得 = 一 -3 


由 f( 寺 ) = 起 1 70) 一 


f(D 二 1 知 , f(z) 在 [0,1] 中 的 最 大 值 
为 1， ,最 小 值 为 四 直入 fa) < 1, 即 


于 5 十 (1 一 2 1. 
3.5.152 设 f(z) = asinz 十 axsin2z 十 … 十 asinnz， 且 有 
|f(z)| 入 lsinz|. 利用 导数 定义 证 明 :1 十 2 十 … 十 na.| 委 1 

故 


<l. 
证 因 f(0) = 0,f(z) 一 qicosz 十 2azcos2z 十 … 十 nascosnz， 
尹 (0) 一 十 2o: 十 


十 ma 
又 因 7 (0) = im 并 ,FO)| = 各 | 了 本 | < 各 | 中 :| = 1 所 以 
pO = + 
3.5.153 证明: 当 a,8,p,9 之 0, 二 十 二 1 时 ， 


名 莹 十 十 二 
证 法 1 设 flz) 一 + 一 各, (0<1<Uz>0 则 


| 
>>0, 0<z<1; 
Ce 2 一 1 


<0, s>1. 
由 此 可 得 ”f(z) < maxf(z) =f(1) =1 一 入 


ar 1 ao) 1 1 
邻 z 4 | 习 rl pa 
1 
注意 到 十 了 一 1, 即 得 二 所 二 上 了 ,两 端 同 乘 以 Ww 得 


= 
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a Dot Dt, 即 吧 莹 二 er 十 二 


i 
证 法 2 设 y= 2 !,(z 之 0), 则 由 a te 
1 1 
六 站 1, 得 
四 ks 
[et fa > 
0 人 
] 1 Pe] 
积分 得 ds 
了 1 
一 -+1 
?一 1 
即 二 十 lj > 0, 
亦 即 + 地 
3.5.154 ”证 明 不 等 式 
le 十 o 十 … 十 aq,| lal loz 二 la,l 
T+ fat TS “二 二 Ho 
证 法 1 设 f(z) = 了 二 z' 则 当 克 > 一 1 时 ,有 
ei zl 
f(z2) 一 f(z1) 本 二 
za(l 二 7z) 一 (1 十 z2) Za — Xl >0 
《1 十 12)(1 十 zi) (1 十 zz)(1 十 zD 二 


即 当 z 之 zm > 一 1 时 ,有 fgz) 之 f(z1)， , 即 本 下 二 下 
令 m 一 ol 十 lo 十 … 十 llz=lo+o 十 … 十 ol| 


则 zz 宇 z, 代 入 上 式 , 得 
j++ 二 a la 十 1a| 十 … 十 1a.l 
1 十 lo 十 o 十 …… 十 o 1 十 ol 十 ol 十 …… 十 ao 
laz| 


lal 
SIFll it lo t+ 
证 法 2 设 fcz) 一 二 后 =, 则 当 z 之 一 1 时 ， 


1 
fDi> 0 


故 f(z) 在 (一 1 十 ce) 内 为 增 函 数 ,而 
0<latat 二 ol 才 |al 二 jazl 十 … 十 jo.|， 


一 $4 一 
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所 以 有 
[tm 十 十 | 一 lal 二 |a| 十 十 | 
1 十 ja 十 oz 十 十 a| 1 十 la 十 lo 十 … 十 |o| 


lal la .lel ， 
TT 


3.5.155 ”利用 函数 极 值 方法 证 明 不 等 式 


十 十 十 0 ta * eo om 
站 十 二 二 
其 中 m，p > 0,G = 1,2,…,n). 


证 令 w(D = (二 0" 十 二)ot> 0 ap> 0, 则 
WO = 2 二 和 4 一 二). 
a 
容易 验证 ,t 二 全 是 p(t) 的 极 小 值 点 , 故 


pL) < pW,t>0, 


令 t= 二 ,zy > 0, 代入 上 式 , 得 
汪 人 “<( 引 (人 


z+y 多 
用 6 十 ?代替 6p,y 十 z 代 替 3y, 得 
otpty . 4 ， 
人 
由 归纳 法 即 可 证 明 


al 十 az 十 … 十 as 1+e2+ 一 + Ole az 1 2 
(人 十 汪 生 和 ) < (多) () =…( 久 )“ 
3.5.156 设 f(z) 在 [0,a] 内 两 次 可 微 , |"(z)| <M,0<rea, 

又 设 f(z) 在 (0,a) 内 取得 最 大 值 ,证 明 : 
|P(0)| 十 If)! 
证 ”由 题 设 知 ,存在 一 点 cE (0,0), 合 f(c) = max f(z), 
因此 ,f(c) = 0. 由 拉 格 朗 日 中 值 公式 可 得 
fF(0)=F(0— PED)e=— PE). 
了 (a) = 了 (0 十 FG Ca 一 以， PD 。 (a— oO). 
由 此 可 得 | (0)| < Me, | 了 (a)| Ma c), 所 以 ， 


一 573 一 
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IF (0)| 十 IF()! < Ma. 
3.5.157 设 0<z<1,0 二 y<< 十 co, 证 明 
~ yr(l— 7z)<e-!. 
证 任 取 yoE (0, 十 oo), 令 p(z) 二 yoro(1 一 z), 由 此 可 求 得 p(x) 


的 最 大 值 为 一 一 了 因此， 对 于 任意 的 ye (0, 十 oo), 有 - 
¥o > 


EE 
+ 二 
又 因 (1 十 3m 单调 递减 旦 大 于 e, 故 有 
sfl 一 z) 一 e-1. 


yzm(1 一 z) 二 ,0<r<1,0<y<+o. 


6. 近似 计算 及 误 闲 估计 
3. 5.158 ”证明 近似 公式 
Ver +za+ 二 ii (>0)， 
其 中 |z| 与 。 相 比 充分 小 ,并 用 此 式 计算 Y10. 
证 ”考虑 函数 
f= VY, FO = 二， 
在 te 处 , 当 14t| 较 a( 从 而 较 w == 尹 充分 小 时 ,4f 一 4, 故 
Ya 十 下 一 Ye 二 pt 4 = 过 
或 Ye 二 haa 二 A 
如 将 上 式 中 和 妨 改 用 z 表 之 (相应 地 ,要 求 |z| 较 a 充分 小 时 ), 便 得 
到 近似 公式 wi 
rp 十 二 (ao> 0). 
在 上 式 中 , 令 *= 3,a = 2.1,z = 0.739, 则 有 
V10 = V2. 1 + 0.739 ~ 2.1 十 3 


302. 95 
一 2.1 十 0.056 一 2.156.. A 
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3.5.159 设 加 之 之 0， 记 了 一 对 去 呈 -Ee 


式 证 明 : 当 y 二 2y; 时 ,用 y* 代替 y 产 生 的 相对 误差 小 于 4%( 已 知 
tn2 = 0. 6931). - 
解 相对 误差 6 一 | | ,由 于 
n+ yg) ny: — iny,) 
Y=y: 2 n> 


所 以 6 不 超过 了 (yi) 在 (yy,2y:) 上 的 最 大 值 与 1 之 差 的 绝对 值 ; 又 
2yy: (Ing 一 ingz). 


Y'(y)= Dy Cy — Yo)? (1) 
上 式 的 分 母 大 于 零 , 故 Y'(y) 与 分 子 同 号 ,(1) 式 分 子 对 的 导数 为 
2 一 2y2(1 十 In 一 lnyz)， (2) 


(2) 式 对 如 的 导数 为 2(1 一 至 ) > 0， 故 (2) 式 关于 为 单调 增加 ;而 当 


7 二 如 时 ,(2) 式 为 零 ， 故 当 3 如 E (jh 2) 时 ,(2) 式 大 于 0, 这 表明 (1) 
的 分 子 对 四 是 单调 增加 的 ， 而 当 二 时 ,(1) 式 分 子 等 于 零 , 故 当 六 EE 
,2yz) 时 , (1) 式 分 子 大 于 零 . 于 是 Y'(y,) 之 0, 这 说 明 Y(y,) 单调 增 
加 , 当 妨 一 2y: 时 ,Yly,) 取 最 大 值 . 

Y(2y) = 2 ~ MW? 一 1. 03965. 
2y; 2 
所 以 
6 |1.03965— 1| < 0.04= 4%. 
3.5.160 ”测量 球 的 体积 了 ,精确 到 1% , 据 此 推算 球 的 半径 R, 问 
相对 误差 如 何 ? 
解 『 二 二, 取 对 数 ,得 


Iny = In Sr 十 3InA. 


再 求 微分 ,得 全 = 路, 故 | 坚 | = 去 1 至 | = 0.33%. 
3. 5. 161 。 如 果 利用 摆 的 摆动 来 求 重力 加 速度 ,分 别 讨论 : (1) 当 
量 扣 长 的 相对 认为 时 (2) 当 届 量 岂 姑 的 相对 训 关 为 时 ,对 


于 用 公式 了 = 2rA/ 二 或 9 = 多 算 六 的 的 什 果 响 如 何 ? 


- 
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解 01) 测量 摆 长 /以 求 4 时 ,名 二 狼 , 当 14| < :时 ， 
4 一 嫂 = 氏 公 
如 果 测量 的 相对 误差 是 .= | 学 |, 则 9 的 相对 误差 是 


时 


即 56 = 6 
(2) 测量 周期 了 以 求 9 时 , 缉 一 一 晤 ,， 当 147| <7 时 ， 


即 6, = 26r. 

3. 5.162 求 函 数 f(z) 一 e-? 在 [一 去 , 支 ] 上 的 最 小 值 , 并 求 出 此 
最 小 值 的 近似 值 ,使 其 误差 不 超过 10~ 

解 ”由 了 CD) 一 一 ne, 令 PCz) 一 (得 唯一 的 驻 点 = 一 0, 而 
f(0)=1, f(— 孔 ) 到 了 (二 一 e 人 因为 

“一 1 十 z 十 末 + 可 十。 -十 盛 pe 
令 z== 一 村 ,代入 上 式 得 
人 


由 车 广 ~ 00261， 24 广 和 Qo0u6 可 知 ， 只 到 章 由 项 裔 可 以 
使 误差 小 于 i03 各 让 ， 于 


和 


一 876 一 
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a ROE pe I 
~1- + 587 
因此 ,所 求 的 最 小 值 为 7( 土 十 ) 一 。, 其 近似 值 为 0.77864. 
3.5. 163 ” 求 函数 y = cos’p, 当 gp 从 60° 变 到 60°30' 时 的 微分 
值 . 
解 dy = ad(cos’p) = 2cospod(cosp) 一 一 2cosgsingdgp 


2 0.77864. 


一 一 sin2gdg. 
x 4 4 1 Ld bd 
现 m 一 3 一 (了 十 186X 了 ) 一 3 一 360' 此 时 
Ce 
由 = 一 sin(2 x 持 ) 55 3 x 360 全 0. 0076. 


3.5.164 求 (1.001)7 一 201.00D 了 十 3 的 近似 值 。 
解 设 y = f(z) 二 一 2 二 十 3, 则 
dy = f(r)dr 一 (7zs 一 Bh)ar, 


令 z 一 1, dz 二 0.001, 又 了 (1) = 了 3,FGD = 2, 则 
3 


EL 


dy 一 3 0. 001 = 0.0043, y+ dy = 2. 0043. 


于 是 
f(z 十 dz) = (1.001)’ 一 2(1. ooDt 十 3 = 2. 0043. 
3.5.165 计算 sin29°. - 
解 令 z= 30" = 于 弧 度 ,4z 一 29" 一 30" =— 1° =— 0.0175 
弧度 , 则 
sin29° = sin( 宪 一 0.0175) ~ sin 一 于 十 cos 天 。( 一 0. 0175) 


1 ,V3 


= ta (0.0175) ~ (1 一 1.732 X 0.0175) 


~ 了 x (1 一 0.0303) 2 X 0.9697 = 0. 4849. 


〈 由 由 位 数学 用 表 查 出 sin29" 一 0. 4848、 ) 
计算 V8 和 
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1 
解 ”考虑 函数 f(z)== VY z ,f(z)= y 
2 Vz 
令 z=25,4z 一 23 一 25 王 一 2, 则 
V23 ~ V55+ 一 (一 2)=5 一 全 一 4.8 
2V25 . 10 


(由 四 位 数学 用 表 查 出 V23 = 4. 7958. ) 
令 zo 一 1.96,4z 二 2 一 1.96 二 0.04、 


VE ~ V6+— x0.04=1.4+ 02 
2 V19.6 1.4 


= 上 4 十 而 = 1 4 十 0.0143 = 1. 4143. 


(由 四 位 数学 用 表 查 出 V 2 = 1. 4142.) 

3. 5. 167 利用 三 角 臣 数 对 数 表 求 角 p 时 , 试 判 断 应 用 正弦 表 与 正 
切 表 中 的 哪 一 个 更 为 有 利 . 

解 ”所 谓 更 有 利 是 指 当 给 定数 值 的 绝对 误差 相等 时 ,用 哪 种 表 查 


” ”出 对 应 角 的 绝对 误差 更 小 . 


设 六 = lgsing, yz 二 lgtgp, 问 题 即 是 求 当 14 = |4ys| 时 ,对 应 的 
[4gp1| 与 149z| 中 的 哪个 较 小 ,用 dyivdyavdp 和 dp: 分 别 代替 hy1, hy hp 
和 4p:，, 则 由 
1 .1 


Cosg 
yr = CInsing)’ sinp* ini0 in10 ty” 
(tgp)’ es ee 
y= (gtgp)’ igp* InI0™ In10 “ tgp zh 
可 得 
1 
人 一 rr 9 = mo* 起 Bo dy 
又 由 dy 二 dy 可 得 
十 艺 = 
mid Bo 一 mI0 Wo PP? 
即 dq: = cos’pdgp. 
由 此 有 ldpz| = |ecoszpdp:| < dg 


这 表明 当 对 数值 有 相同 的 误差 时 ,正切 表 所 给 出 的 角度 比 正 艾 表 
给 出 的 角度 有 较 小 的 误差 ,因此 ,应 用 正切 表 更 有 利 . 、 
3. 5. 168 ” 求 弓形 4BC 的 高 4 二 DB 与 弓形 4B1B 的 高 二 DB, 间 
一 678 一 
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的 关系 . 

解 。” 设 圆 的 半径 为 "， 弦 长 
4 二 25, 由 贺 竺 定理 得 | 

h(2r — h) = bY, Ah pc 


b 人 
故 27 一 4 十 大 一 
又 由 4B? 一 妃 十 刀 , 再 应 用 圆 等 
定理 ,得 
AB 三 且 士 区， 
4 


hi(2r 一 hh)= YY 


即 用 一 2r6 十 公 十 艺 人 
9 2 
手 是 人 一 2 十 Ye 人 十 区 
显然 , 根 号 前 应 取 负 号 ,所 以 
2 1 好 十 于 
2 47 
上 十 好 1 二 
A ee 全 
2 2 
将 2r 一 全 革 二 代入 ,得 与 一 于 .各 二 各 一生 , 故 当 4 较 小 时 ,有 
二 < 和 六 
hh 和 


3.5.169 计算 sinl" 的 值 (精确 到 10-*). 
1 x | m+ i 
解 由 |R| < 如 十 177( 匣 ) 二 10-, 得 之 2. 
取 n 二 2, 于 是 在 sinz 下 证 项 即 可 . 
sinl®° = sin on 18 0 ~T80 二 人 二 )- ~ 0. 01745241. 


3.5.170 计算 sin18* 的 值 ,并 估计 误差 . 
解 ”在 sinz 的 展开 式 中 取 到 z; 项 ,得 


sin18” 


1 
sn10 16 击 ( 苛 ) + 5 ~ 0 3000 


一 579 
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误差 为 : |Rs| < 广 ( 儿 ”人 ~ 5.9927 X 10-* < 10-7. 


3.5.171 ” 求 Y29 的 近似 值 ,精确 到 10-: 
解 “把 兴 29 表示 为 Y39 二 Y27 十 2 一 31 十 用 元 0， 
利用 二 项 展开 式 
QD lt + 


aa 一 1)…(a 一 za 十 1) 


四 十 已 
可 以 得 到 近似 等 式 
CE ee ADP 
其 误差 为 


a(a— 1)*(a—n) i 
GF z+t1(1 十 gz) i, 


对 于 |z| 过 1, 当 分 大 时 ， R, 可 以 充分 小 . 
2 
令 z 一 27 和 2 二 要 得 
2.2 ，2.5 25.5 
Ya =30+ 疝 一 玫 : 和 十 所 二 一 所 汪 十 十 及 )， 
逐步 估计 误差 31R,| ,有 
318| < ME < 0.002, 3lml <3 一 0.0003， 
从 而 ,为 达到 所 要 求 的 精度 ,只 需 余 项 之 前 取 三 项 ,而 余 项 为 8,, 即 
V29 ~ 3(1 十 0.024 一 0. 0006) = 3. 072. 


3. 5.172” 求 Ve 的 近似 值 ,精确 到 0. 0001. 
解 。 利用 函数 e 的 马克 劳 林 公式 ,有 


=1+z 十 着 十 十 于 十 民 ， 


R. 一 


。23 .5 
81: 


其 中 必 一 下 全 Di 4 0<6<1， ss 
/一 1 ;:_ 1 
=1+3+a.a+ tit® 
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A 0 一 9 一 1 
其 中 中 一 FIOTDi' 0O<2< 工 


elL/2 Us S 
因为 ee 1 由 于 e2 < 2, 所 


以 及 < 到 现 由 条 件 R. 二 0.0001 来 求 w 


z+ Dy 


Ry < = = 0.00521, 


可 区 
=105 = 0. 000521， 


1 
32。 ”23040 


这 样 ， WV。 精确 到 0001 的 近似 人 为 


1 
"本 


Rs 一 = 0. 000043 = 0. 0001 ， 


Vox~1lt+ 让 + + + 
兰 宇 盾 0 十 0.12500 十 0. 02083 十 0. 00260 
十 0. 00026 
= 1.64869 ~ 1.6487 
即 Ve ~ 1.6487. 


3. 5. 173 设 e 守 1+z 十 下 十 … 十 圳 "0<<z 芝 1, 信 计 该 近 


似 式 的 绝对 误差 . 
解 f(z) 一 e,0 委 z 科 1, 用 拉 格 朗 日 余 项 估计 , 因 六 + (bz) 一 
达 e, 故 当 0 达 z 过 1 时 有 


[RD < a 


A +l Ls 
CE Vee 
3.5.174 设 sinzz 一 下， lz| 入 0. 5, 估 计 绝 对 误差 . 
解 ” 设 f(z) = sinz, 用 泰勒 展开 式 的 拉 格 朗 日 余 项 公式 来 估计 误 


< 


差 . 
+ 
因 |f9C0D| 二 lsinbz 十 至 )| <1, 所 以 当 1z| 过 二 时 ,有 有 
i s 1 
la < 


3.5.175 设 V1 二 < 用 十 寺 : 一 全 于 旭 丽 < 之: 二 神 角 对 误 


一 §81C— 
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差 . 
解 设 f(z)== v1 Sl 则 
Ir()| = 孔 | Tn! < a 
于 是 当 0 志 + 1 时 ,有 
3 1 
la 入 二 : 直 = 沿 = 0.0625， 


3.5.178 设 tgz 之 z 十 二 #1z| 过 0.1, 估 计 绝 对 误差 . 
解 ” 由 f(z) = tgz 可 得 
ye = + le 
当 0 委 z<<0.1 时 , 易 知 fs(z) 在 z= 0.1 处 可 达到 最 大 值 ,于 是 
[F902)| 过 a 1 + 1 一 20， (0<r<0.1) 
故 lo 三 型 . (0. Ds <2x 10-5 


3.5.177 设 cosz 之 1 一 ,Rs| < 委 0.0001, 估计 z 的 取 值 范 
围 . 
解 ” 设 f(z) 一 cosz ,泰勒 展 式 的 余 项 为 
[R21 = | A) Ia 


= 1 站 set 十 黎 )1 .lz 入 二 lz 


按 题 意 , 需 满足 十 1z1| 过 0. 0001, 由 此 得 |z| < 0. 221 


3. 5.178 。 求 函数 f(z) 一 。-? 在 [一 去 ,到 ] 上 的 最 小 值 ,并 求 出 此 
最 小 值 的 近似 值 ,使 其 误差 不 超过 10-:. 

解 F(z) 一 一 2 =0, 得 唯一 的 驻 点 = | 0. 

因 f(0) 一 1， 了 (一 雯 ) = 了 了) 一 e 二 , 故 f(z) 在 [一 评 ， 志 ] 上 
的 最 小 值 为 e + 
”现在 求 。 + 的 近似 值 ,把 < 一 一 二 代入 


| 
一 5 向 一 
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t+ 
得 “十 一 1 村 +" 机 证 如 + 南 * 详 
由 计 双 剖 oa~0. 00261， 吉 X xas~0. 00016 可 知 ,只 取 前 四 项 就 可 以 使 
误差 小 于 10-:, 这 时 

ev1 一 二 + 吉 一 


十 … 


高 4 = 0. 77864. 


7. 综合 问题 
3.5.179 设 g(z) = 二 二 求 "%0(0). 
解 ”由 3.2.62 题 知 
g(z) 一 1 十 2z 十 2z: 一 2z! 十 ofz4) 
比较 马克 劳 林 公式 的 系数 ,有 


go) 
41 
从 而 得 "0(0) = 一 48. 
3. 5.180 ” 求 函数 y = zxcos2z 在 z= 0 处 的 10 阶 导数 . 
解 ”把 eos2z 展开 成 宕 级 数 , 得 
22z4 24z6 26zs8 23z10 210712 


tr rt er 


2 .10! 2 121 
(10) 一 一 一 一 。 一 一 一 : ee 
由 此 可 得 yo = 加 107 Ft++ 


故 有 yo(0) 一 Bl 23040. 


3.5.181 求 y 二 arctgz 的 各 阶 导数 在 z = 0 处 的 值 . 
解 ” 把 y= arctgz 在 z 三 0 处 展开 为 罕 级 数 , 有 


arctgz 一 一 二 2 十 二 十 …。 i DFI Se 
= f(0) + Fs + Se + + 
了 2+DC0) A 
tt DT tt (el<D 


比较 等 式 两 端 z 同 次 筹 的 系数 ,得 


一 583 一 
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F(0) = 0, 了 (0) = 1, P(0) = 0, POO) =— 下 ,ro(0) = 0 
一 般 地 ,有 


(0 一 0 er 一 (一 1 你 二 玉 - (一 00201， 


和 0,1 2 
注 ” 若 对 y 二 arctgz 直接 求 各 阶 导 数 在 z 二 0 处 的 值 , 是 很 复杂 且 
困难 的 ,这 里 采用 函数 在 z == 0 处 的 塞 级 数 的 两 种 表示 形式 所 建立 的 等 
式 , 并 比较 系数 , 则 很 容易 达到 目的 ,这 是 求 一 些 函 数 的 高 阶 导 数 颇 为 
常用 的 方法 . 


3. 5.182 ”利用 恒等式 cos 也 cos 村 …eos 去 = _shz 


求 下 面 的 和 : 7, 一 雪 品 子 十 才 铝 子 十 … 十 率 志 款 
解 将 给 和 了 过 分别 对 求 导 , 得 ， 


二 1 Z_ ， 2 z 
人 sin -了 cos "cos D+ 可 cos -7 sin -二 cos 两 六 cos 


Sl 


4 2 4 a 2" 
1 近 zx TS 
二 十 Cos 2 os -下 …cos pisin 天] 
sin 工 。 WE 
2 COSZ 2" 2 
2sin? 去 
sin 二 sin 一 
z sll 2 1 4 
或 4 昌 "7 
a 


sin 二 cosz 一 Lsinzcos 三 
2 2 2 


x ) 
2"sin: 7 


从 中 解 得 
一 5 一 
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1 并 1 到 1 工 
和 一 了 人 了 十 才 二 本 十 人 十 京 色 记 
sin 荆 cosz 一 站 sinzcos 二 
2 2 1 
证 间 0 
2'sin 到 Cos 了 cos 本 …cos 责 
上 2 . 2 
a sin Frcosr 到 sinzcos 2°sin 和 es 
Z'sin? - 工 Sinz 到 
加 


3. 5.183 ”已 知 数列 {z,} :zo 二 25,z, 二 arctgz,-1, 证 明 它 有 极限 ,并 
求 其 极限 . 
证 设 f(z) = arctgz 一 z, 则 f(0) 一 0， 
1 让 
了 一 T 束 1 Tra<" 
所 以 f(z) 单调 减少 , 当 z 之 0 时 ,f(z) <<f(0) = 0, 即 arctgz < z, 于 是 
有 


Zs = arctgz,-: < ziy 
由 此 可 知 ,数列 {z.} 单调 递减 ,又 z 一 25,z 二 arctg25 > 0,…, 且 对 每 
个 都 有 z > 0, 据 极限 存在 准则 知 ,,lim z, 存在 . 


设 ,lim z, 二 a, 对 z+1 二 arctgz, 两 边 取 极限 ,得 
a = arctga, 
所 以 a = 0, 即 lim z, = 0. 
3.5. 184 证 明 :lim( 二 十 
证 “由 3.5.115 题 知 ， 


z 


1 1 
vr Sh + 去) = In2. 


<Iin(l+7z)<z, 


i+z 
EE i MN RE 
当 # 之 2 时 ,分 别 取 z 一 二 -i, 汪 局 二 1，…' 训 * 代 入 上 述 不 等 式 得 
1 
| 1 二 = n 
这 1 <hnl+ = na 
| es 
1 a Ei 7 dB .0 uv 
iFi<™ Pn -由 3 


一 $85 一 
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1 n 十 2 1 
iT 和 AT 
1 2n 3 
页 < 了 列 一 TI 二 列 一 1 
2 十 1 1 
jn 一 一 ~ 一 一 2 一 < 
人 全 了 的 村 
十 1 
去 + 二 i+- 二 融 < + 
1 1 A 4 十 2 ”2 十 1 
人 
即 
in 如 十 1 一 工 十 … 十 圭一 一刀 
n n 2n 入 一 十 
由 于 limIn 全 车 1 = limin T= In2, 因 而 
nC 十 二 ) = In2 
so 2n 


3.5.185 求 im (Vz 十 一 Yr — 25). 


6 
解 Yr 二 一 VY /a + 十) —A/z:l 一 过) 


=z[0 + 0 — tn], 


原 式 = lim [a +OF— Di] 


tot 


= lm 4[d + 专 7 坊 + ol#)) 


so0t 
t 5 

re 一 百 一 F208))] 

lm [二 + ; | 了 ， 


tot 


3.5.186 求 limetgr (hs 二). 
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解 ”由 各 函数 的 泰勒 展开 式 可 得 
原 式 = lim 《z 一 Sinz)cosz 
Ee zsin2z 


3 2 
( 夺 十 01 一 奋 十 *…) 


x 21 1 
lim 四 
ed i 
zr 31 十 站 
3.5.187 求 lim 一 一 1 一 co 
ot V sinz 


解 ” 用 洛 比 达 法 则 比较 麻烦 ,把 e-",sinz,cosz 的 泰勒 展开 式 代入 ， 


VI-s+on]—A /i 一 于 +oGco] 
ced 
3 A/z— 末 +odlzl? 


olz) z | o(z’) 
mV tz 了 十 
lim 1 
0 十 2 3 
”+ 


3. 5. 188 ” 求 极限 lim[(# 一 五 十 子 )e 一 Vz 二 1]. 
解 ” 当 :一 oo 时 , 士 一 0, 故 有 展开 式 
= Cane 
zl es 十 ol( 吉 )J 
于 是 , 原 式 = lim[(z* 一 如 十 + st 


工 生 二 朱玉 
= 
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一 (1 十 z 于 本 


二 lim[z* 十 zx? 十 之 十 恒 十 o(1) 一 好 一 z 加 


1 
ol 二) 十 到 十 1 +oC) zolz7)] 


lm[ 辣 +o(GD)] = 言 


Eee 
3. 5. 189 求 lm 2 二 四 


解 因 cosz= 1 一 至 + 闸 二 3 
2 
eo 二 1 一 守 十 去 (一 于 )* 十 oa) 
二 1 一 至 十 合十 os， 
_ 4 
故 cosz 一 e = 一 药 十 olz), 从 而 
2 
casz 一 ez Ll ve 
im— = lim( 12+°1)) = 12° 
= 
2 


3.5.190 求 lim 一 


解 ”利用 泰勒 展开 式 
4 
cosz = 1 i 


+， 
sinz 一 z 一 人 
sinzz = (z 一 o(z3))2 = z? — 2z * o(z’) + o(z°) 
一 22 十 ofz). 
可 得 ， 
4 4 
1 一 皇 十 其 十 olz9 一 (1 一 去 # 十 后 十 olz')) 
原 式 = lim 
0 zx? + o(z’)) 


8$5 导数 的 应 用 
i 
lim to ~ 1 
3. 5. 191 求 lim 全 + 所 2,(a> 0) 


解 f=e™= 1 十 zlna 十 到 zan 十 oz3)， 


一 一 1 一 zlna 十 冯 eama 十 o(Cz3)， 
原 式 = lim ziIn?a 二 oz3) 


一 ln’e. 
3.5.192 求 ky 一 zzin(1 十 二 )]. 


解 ” 令 :== 十, 则 


原 式 = lim[ 十 一 去 InG1 十 避 ] 


1 # 

= lim[ 十 一 到 人 一 瑟 十 o()] 
to0 4 

= tm[ 亏 pr o£)] = 去 

3.5.193 


在 z 一 0 的 过 程 中 ， ee 一 cosz 是 关于 z 的 几 阶 无 穷 小 
量 ? 


解 ” 由 ee 一 eos 一 (1 十 z 十 瑟 十 


22 
wh 
2 
=#+2°317 + 
对 一 cosz 工 。 对 一 cosz __ 
得 lt 


故 e 一 cosz 在 z 一 0 的 过 程 中 是 关于 z 的 1 阶 无 穷 小 量 
3.5. 194 


若 函 数 f(z) 在 (a, 十 co) 上 可 导 , 且 ,lim f(z) 一 
,tim PCz) 存在 , 则 lim f(z) 一 0 


证 法 1 


因为 lim f(z) 一 4, 故 
mf TD = am fa 一 忆 
由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 


f(z 十 1) 一 # 坟 二 了 (8)， (<e<zs+th). 


一 9- 一 
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注意 到 z 一 十 co 时 ,< 一 十 co, 故 
0= lim Cd 十 D 一 fn) 一 lm f (0), 
即 ,lim F(z) 一 0. 
证 法 2 因 极 限 lim f(z) 和 lim f(z) 存在 , 故 由 柯 西 收敛 准则 
知 , 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 N > 0, 使 当 zz > N 时 ,有 
fz) 一 了 D1 之 襄 池 (2) 一 了 (sD)| 之 方 ， (1) 
于 是 ,由 (1) 式 及 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 当 z > 之 N 时 ,有 


If(z) — f+ DI= IF(OI<F, rz<s<rt+l, 


即 一 到 < 了 二 去. (2) 
又 由 (1) 式 可 得 
If(z) — 了 (9)|<E 


即 7 一 二 < <P( 十 二 . 


再 由 (2) 即 得 
一 上 一 和 (zz) 一 
即 | 了 (z)| <e, 故 有 lim f(z) = 0. 


3.5. 195 设 f(z) 在 (0, 十 ce) 内 两 次 可 微 , 而 且 满 足 
slim f(z) = 0, IP(2)| < 1,r € (0, + oo). 证 明 : lim f(z) = 0. 


证 ” 设 z€ (0, 十 oo0),4z > 0, 由 泰勒 公式 可 得 
f(z + 4z) = f(z) + F(z)hr+ fe 0<o<1. 
于 是 有 


1f(z 十 4z)| ，|f(z)| , IfFr(z + 07)| 
If(2)|< 和 31 4z 


|fGz 十 4z)| ，|fGz)| 1 
< 过 本 一 十 地 消 


由 题 设 可 知 lim | 了 (2)| < 二 ，4z, 再 由 刁 的 任意 性 得 lm_ 了 Cz) 一 0. 


3. 5.198 ” 设 函 数 f(z) 在 + 二 zo 附近 有 连续 导数 ,而 4.< fff， 
一 1 2) 当 aco 时 他 一 zsp -zzo 证 明 : ， 
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lim {82 一 A 


= f(z0). 
证 f(z) 在 z=zo 点 附近 满足 拉 格 凶 日 定理 的 条 件 , 由 拉 格 朗 晶 
定理 有 
{6 {0 pe), 6 € (osp) 


当 n 一 oo 时 ,qa, 一 zo,b. 一 zo, 此 时 有 6. 一 zo. 
又 了 (z) 在 z 二 zo 点 附近 连续 ,所 以 有 
Jim 了 (5) = f(z0), 
0 


将 (1) 式 两 边 取 极 限 得 
lim {6 一 fo) 
hh—o 


= limf(é,) = f(z0). 
so 


3.5.197 设 f(z) 在 (a, 十 co) 上 连续 可 微 , 且 lim 了 (z) = 


求证 lim f(z) 一 十 oo. 


(1) 


L>0, 


证 因为 lim 也 (z) 一 元 > 0. 故 必 存 在 充分 大 的 正 数 4, 当 z>> 4 


时 ,也 (z) 之 学 .根据 中 值 定理 , 当 4 < zs < = 时 ,有 等 式 
了 (zi) = f(zz) + fF (Et 22), TE 
即 f(s) 之 (zy) 十 邓 (z1 一 oa， 


固定 =, 当 = 一 十 co 时 ,zi 一 za) 一 十 o0, 当 之 0, 故 
lim f(z) = 
a 


3.5.198 设 函 数 y = f(z) 具有 二 阶 连续 导数 , 且 fr(z) > 0， 
f(0) = 0, f(0) = 0， 求 im 弛 加， 其 中 4 是 曲线 y 二 f(z) 在 点 


P(z,f(z)) 处 的 切线 在 = 轴 上 的 截 距 . 
解 ”曲线 y = f(z) 在 点 P(z,f(z)) 处 的 切线 方程 
Y— f(z)= f(r)(Z— 7) 
在 z 轴 上 的 截 距 由 0 一 f(z) = F(z)(u 一 2z) 所 确定 , 即 


_ ,f(s) 
u(z) =2 Fy 
FD 2) Fs) 
又 和 (2 一 外 [一 子 G] 一 一 四 元 5 一 一 加 并 一 


0 


“= 1 
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lim 二 一 lim 一 一 i } 


0 各 = f(z) i 1 f= 
f(z) EA 
= lim[# <s) £) E 


Fa) “st = = Him Fz) Im Fz) 
PPE) 1 
lm pa) Im ~ 2 


7 
(Cu) f(r) 一 F(z) (7) 
和 [Fo 一 一 ac )] 


Ca 
加 [全 «FE PD] 
fi(u) f(z) 
= lim gz) lm Paes mC) 
_ [Pa f(D GD 
过 FD FOOD] 到 ?OPES 


WE f(x) f(z) 
im) = 言 tm[Pw) 下 2 一 去 四 Po 加 下 


CO 
imap PE 一 个 
， zf(w) _ 去 
故 tn uf(z) 
3.5.199 


的 5 阶 无 穷 小 ? 
解 ” 记 s ==z 一 (a 十 bcosz)sinz, 其 泰勒 展开 式 为 


i 


2 


当 o, 取 何 信 时 ,z 《a 十 beosz)sinz 是 z 一 0 时 关于 > 


一 z 一 afz 一 到 + 吾 机 o(z5)] 


‘sy 《2z)5 
st 5 十 o(z5)] 


Ey 2 
= (loebDz+(+ 3 一 (页 + 萄 = 二 oz， 
签 使 tm 襄 = 与 只 须 


一 


| 
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一 [高 x 寺 十 吝 x (一 本 )]z+oG9 1 
in n 下 了 一 30 
即 s 为 z 一 0 时 关于 z 的 五 阶 无 穷 小 . 
3.5.200 ”确定 常数 4 与 5, 使 
y= 7— (a bcosr)sinz 
当 z 一 0 时 成 为 尽 可 能 高 阶 的 无 穷 小 ? 
解 ”利用 泰勒 展开 式 
eosz = 1 一 下 十 下 十 oo， 


en 


0 


6 十 150 
可 得 
站 一 号 + 看 +oco])[z 一 二 十 曾 +ocD] 
一 0 一 一 0z+( 守 十 2 二 5 
一 ( 阁 ++ 让 + 十 ol2). 


1—a—6b=0, 
令 部 + =0， 
4 
解 之 得 a 一 所 ,b= 一 吉 , 代 入 风 得 
y= 二 ol). 


故 当 a 一半 ,5 一 一 二 时 ,可 使 ?是 z-* 0 时 最 高 阶 为 5 阶 的 无 穷 


小 . 
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§ 1 不 定 积分 的 概念 .基本 公式 及 换 元 积分 法 


内 容 提 要 

1. 不 定 积分 的 概念 

定义 1 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 是 函数 F(z) 的 导数 , 即 
F'(z) = f(x). 


则 称 F(z) 在 [a,5] 上 为 f(z) 的 一 个 原 函 数 ; 上 且 F(z) 十 cc 为 任意 常 
数 ) 就 是 f(z) 的 原 函 数 的 一 般 表达 式 . 

定义 2 ”函数 f(z) 的 原 函 数 的 一 般 表达 式 F(z) 十 c 称 为 f(z) 的 
不 定 积分 . 记 作 


f(a9az = PGz) + 。 其 中 。 为 任意 常数 . 


2. 不 定 积分 的 性 质 
性 质 1 函数 和 的 不 定 积分 等 于 各 个 函数 不 定 积分 的 和 , 即 


| go + 9 = | far + [swe 


性 质 2 求 不 定 积分 时 ,被 积 函 数 中 不 为 零 的 常数 因子 可 以 提 到 
积分 号 外 面 , 即 


| 好 (z)dz = :| f(z)dz. 人 是 非 零 常数 ) 
3. 基本 积分 表 
D | 如 =e+e， (E 是 常数 ) 


一 8594 一 
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2 w= 和 i+e Ce 一 1D 


3) | 笠 = mlzl 
上 3 


十 c， 


a. 
4) | T=arctez + 


a 7 


一 arc sinz 十 cy 


6) | cosras 一 sinz 十 cy 


人 


Ee ;= | ver = tgz 十 c， 


的 


in27 


10) | Secz tgzdz = Secz 十 cy 


11) | Cscr ctgzdZ 


一 一 cscz 十 c， 


12) | eu =e+e 


13) | war = 区 +e (a>0, 且 oe 关 D 


14) | shzdz = chz 十 c， 


15) | chzxdz = shz 十 c， 


16) | me =— in| os| 十 


17) | se = In| sinz| 十 c， 


18) | seczdz = ml secr + el 十 c， 


19) | esdz = In| eeer — ctgz| + e, 


之 ds: .1 ;到 ， ?i 
20) | 第 二 } 


arctg 十 c， GD 
| 
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+ (a>0) 
st 


dr 
2D | = 宅 一 机 ml 


22) | 二 二 二 一 去 ml +e (a>0) 
@ 一 了 


一 arcsin 志 十 e， (a>0) 


一 lnlz 十 Vz 士 ol| 十 c (a > 0). 


”| 7 


dz 
24) 
J Vz 士 a 
4. 换 元 积分 法 
定理 1 (第 一 类 换 元 法 , 即 次 微分 法 ) 设 f(a) ,gp(z),g’ (z) 都 是 连 
续 西 数 , fl(u) 具有 原 函 数 F(w),u = plz) 可 导 , 则 P[w(z)] 是 
开 mw(z)]w' (z) 的 原 函 数 , 即 有 换 元 公式 
| f[w(z)]w (z)dz = P[p(z)] + c= [J fm 
定理 2 (第 二 类 换 元 法 ) 设 z= y(t) 是 单调 且 连 续 可 导 的 函数 , 且 
(OO. edd 具有 原 函数 2(0), 则 9%[Y(z] 是 f(z) 的 原 函 
数 , 即 有 换 元 公 
人 


其 中 ¥(z) 是 z = y(t) 的 反 函 数 。 


问题 与 解答 


Fo 


1. 基本 概念 
4.1.1 若 f(z) 的 某 个 原 函 数 为 常数 , 则 f(z) = 0. 
证 设 F(z) 为 f(z) 的 原 函 数 , 由 题 意 可 知 

F(z) 一 cy 


必 故 fGz) =P(z) 一 o =0. 


4.1.2 试 证 一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 上 都 有 原 函 数 . 
证 ”因为 一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 上 都 是 连续 的 ,所 以 在 该 定 
义 区 间 上 连续 的 一 切 初等 函数 其 原 函 数 必定 存在 . 
4.1.3 判定 等 式 (| faa) 一 [fC2)4 是 否 正确 ? 
解 ”不 正确 . 由 不 定 积分 的 定义 知 ， 
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fs (z)dz = f(z) 十 ce， (是 函数 族 ) 


而 [| rz] = f(D， 《是 一 个 函数 ? 
故 它 们 不 相等 . 
4.1.4 判断 下 面 命题 是 否 正确 : 若 f(z) 在 某 一 区 间 内 不 连续 , 则 
在 该 区 间 内 f(z) 必 无 原 函 数 . 
解 ”该 命题 是 错误 的 , 举 反例 如 下 : 
二 | +sin 二 ， zs 0 
0， z 一 0. 
在 [一 1,1] 上 函数 f(z) 是 不 连续 的 ,由 于 z = 0 是 其 第 二 类 间断 点 ,但 
是 f(z) 仍 具 有 原 函 数 


F(z) he A 
0， 7 一 10. 
即 有 F(z) = f(z). 
4.1.5 试 证 : 奇 函数 的 原 函数 都 是 偶 函 数 . 
证 令 f(z) 为 奇 函 数 且 是 连续 的 ,那么 , 它 存 在 原 函数 族 


F(z) = [sou +e, 
由 于 FC-D=| fute (t= 
WN 『 f( 一 du 十 ce 一 人 了 (ua)dua 十 e 


一 [sa 十 rom +c= 0 [room -二 
= F(z). 
故 奇 函数 的 原 函数 都 是 偶 函 数 . 
注 ”其 中 原 函 数 借 用 了 变 上 限 的 定 积分 来 表示 . 
4.1.6 判断 命题 “ 偶 函 数 的 原 函 数 都 是 奇 函 数 ” 是 否 正确 . 
解 不 正确 . 举 反例 如 下 : 
令 9(z) 二 不 ,( 一 oo0, 十 co), 它 是 偶 函 数 ,其 原 函 数 族 为 


Gea) = + 


一 和 一 
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车 c= 0 时 ,有 Go(z) 一 雪 **, 是 奇 函 数 ， 
车 。 关 0 时 ,有 6G(z) = 言 ** 十 c, 不 是 奇 函 数 . 


故 当 。 为 任意 常数 时 , 原 函 数 C(z) 一 守 十 “不 是 奇 夯 数 . 
4.1.7 ”对 于 如 下 积分 有 两 种 计算 方法 : 


| sin22dz 一 于 | sin2zd(2z) 一 一 去 cos2z 十 6， 
及 | sin2zdz 一 | 2 sinz » coszrdr = 2 | sinz。d(sinz)》 
= sinzz 十 c， 
试 说 明 两 种 结果 是 否 矛 盾 ? 


答 “不 矛盾 .由 cos2z = 1 一 2sinz, 有 一 立 cos2z 一 sinzz 一 二 


可 见 一 去 cos2z 与 sin?z 都 是 sin2z 的 原画 数 ,它们 相差 一 个 常数 一 于， 


由 于 积分 常数 “的 任意 性 , 故 上 面 两 种 结果 虽 形 式 不 同 , 但 都 表示 同一 
个 不 定 积分 . 


4.1.8 设 | f(z)dz = F(z) 十 c, 求 证 
| flaz + b)dz 一 Lp(ar + 0) +c, (a# 0). 


证 法 1 由 题 设 知 ,F'(z) = f(z) ,因而 有 
F'(az + b) = flaz ++ 6b), 


且 革 [ 二 Per + DD]= F(az + b), 
即 站 [二 PCaz + = f(ar + 5), 
故 J ices + har = Tras t+ +e 


证 法 2 faz + waz= 汪 {faz + daar + 5), 
令 (十 D) = 5 故 上 式 得 
| faz + bdz = | f(Dat 一 TPC 二 
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一 二 Far 十 5) 十 c- 


4.1.9 已 知 了 (tegz) 一 seczz, 求 7f(z)、 
解 ” 设 tgz = 4, 则 sec'z 一 1 十 tgzz 一 工 十 刀 , 那 么 
f(D) 一 1 十 za 
两 边 对 4 作 不 定 积分 ,得 


TD = + 一 as 十 二 十 e， 


所 以 函数 表达 式 f(z) =z 十 下 +c. 
4.1.10 设 f(z) 连续 , 且 对 一 切 z 均 有 
fs-Da=rao-l 
成 立 . 求 f(z). 
解 ”由 题 设 ,显然 f(z) 可 导 , 等 式 两 边 对 z 求 导 ,得 
2(f(z) 一 1) = (f(72) 一 1) 
当 f(z) 关 1 时 ,有 


dF) 一 D 
7 一 1 2, 


两 边 积分 ,并 整理 得 f(z) 一 1 十 cez， 
其 中 是 任意 常数 . 


4LI 已 知 (fet + | ret | ve) | i 
一 一 1, 求 函数 z 二 p(y) 的 关系 式 ，- 
解 ”根据 不 定 积分 的 性 质 , 有 


ly 

+ 一 
即 J atstrte | 一 1 
| dz 一 
所 以 [i 
两 端 对 + 求 导 , 得 

1 1 士 z 十 六 十 六 -， 国 

iT TtwHAE 


外 


[aryty+ ra 
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Qty+ 二 a | = (1 二 y 十 六 十 六 
U ] 


开 方 ,得 J arytrt wt (+yt+ 二 的， 


两 端 对 z 再 求 导 , 有 
1+y++ =+t (y+2yy + 37*¥), 


oy 1+ y+ 十 六 
解 出 y ,得 zr 一 土 了 寺 2 全 38 


a 1 二 27 十 39 
所 以 “=i+tTFy+ r+ 


1+2y 十 3 
eg i | «=+[ 
z= 土 In(l + y+ 二 十 cc. 
注 ”容易 发 生 的 错误 是 
dr _f1 二 3 十 氏 十 入 
fatrstrtne| rertrrr -| 
4.1.12 设 f(z) 的 导数 存在 且 连 续 , 求 
lim {E+ a. 
解 ” 先 求 极限 ,有 
iim yj 十 人 于 一 人 


lm 二 和 ea CL 十 f(z 一 2 f(z) 


] = 2f (z)， 


再 积分 ,得 原 式 一 f 2f (2)dz = 2f(z) + e. 


. sh(z ~ 1), z<1, 
bss 设 1() = 人 z 之 1. 


解法 1 当 z 二 1 时 ,有 
| roe = fac- Dar = ch(z 一 1) 十 co 
当 z 之 1 时 ,有 


| ro = | zinzar = 1 fm dr? lz Inz 十 ec 
2 2 4 是 


因为 不 定 积分 只 能 用 一 个 任意 常数 来 表示 , 故 要 利用 不 定 积分 | f(z)dz 


求 不 定 积分 | f(z)dz. 
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连续 的 概念 ,消去 一 个 常数 (或 0). 由 于 | 7(z)dz 是 可 导 函 数 , 故 必 连 
续 . 
令 PC) = | faac, 而 8GD = 一 二 十。 


且 lm F(z) = 一 十 十， 
+ 


sl 


lim F(z) = lim (ch(z — 1)+o)=1+o. 
sl 


sl 


由 于 F(z) 的 连续 性 , 故 须 1 十 oa 一 一 二 十 c 即 EL 


4 
ez 一 D 一 二 +oz<<1， 
于 是 f= 


二 zzInz 一 本 = 二 cz 之 1. 


2 
解 洪 2 也 可 以 直接 由 关系 式 | fCz)ar 一 | ro + 。 得 
ht 一 1 一 工 十 ov zz<1, 
re = 一 去 ziInz 一 证 十 十 十。 2z 之 1. 


2 <0, 
4.1.44 设 f(z) 一 全 Wp Se 求 | fC)ar. 


解 ”用 4.1.13 的 第 二 种 解法 ,由 关系 式 
| ro =|roa+。 


= 一 二 十 o > 0; 
得 sw = 并 | 
mmte z SO 
4.1.15 设 f(z) 一 人 “之 风 求 | far 
过 < 0. 


解 ” 由 于 在 z= 0 处 ,有 
limf(z) = f(0), 
故 f(z) 在 (一 co, 十 ceo) 内 是 连续 的 ,因此 被 积 函数 f(z) 的 原 函 数 PCz) 
一 定 存在 ,而 且 是 连续 的 . 
令 f(z) 的 原 函 数 为 F(z)， 


-= 


第 四 章 不 定 积分 


cosz 十 ga， 工 之 0; 
F(z) = 


到 十 ay <0, 
其 中 aa 为 待定 常数 . 
由 于 lim F(z) = lim cosz 一 1 十 ao， 
st 二 


lt F(z) 一 li 全 十 o) 一 o， 
而 PR(z) 在 z 一 0 处 也 连续 ， 故 m 二 。 一 1, 于 是 有 原 函数 


. (cosz 一 1 十 ao，z 二 0; 
Fr = 2 
3 到 十 o， rz<o0, 


故 f(x) 的 不 定 积分 为 


cosr—1l1 二 a, Zz 之 0; 
ro = re -位 下 i 


4.1.16 求 | max(1,z2)dz. 
解 ”被 积 函数 可 分 段 表示 为 
本 J1， 当 |z| 二 1; 
f(z) = max(1,z2) 一 全 当 zl 之 工 
f(z) 在 (一 co, 十 co) 内 是 连续 的 ,因此 f(z) 的 原 函 数 PCz) 一 定 存 
在 , 且 是 连续 的 . 
令 F(z) 是 f(z) 的 原 函 数 , 则 有 
r++a 当 |z| 和 1， 


| 
F(z) = 可 十 9， 当 z>>1， 


23 
本 十 2， 当 z 过 一 1. 
其 中 a,a,b 为 待定 常数 . 
3 
由 于 im Po = pene Be pe i 


meD = limz 一 1 十 al. 


sl 


而 co 在 :一 1 处 尖 委 , 玫 一。 一 地、 


— 60%—.. 


| 


8$ 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


同 理 P(z) 在 + 一 一 1 处 连续 ,得 4 一 “一 亏 , 故 
= 一 二 +o， 当 lzl 和 1 


| maxa,mu = Fe) = 屯 十 mw 当 z> 1; 
£ [a 4 


-+ 当 z < 之 一 1. 


2. 用 基本 公式 求 积 分 
4.1.17 求 | z2(5 一 z)4dz. 
解 原 式 = | (625z? 一 500z: 十 150z4 一 20zs 十 zs)dz 


一 625.， 4 5 10s 2 
= 125z + 30z 3 十 7 +c. 


注 “将 被 积 国 数 展 开 为 多 项 式 , 然 后 逐 项 求 积分 . 
4.1.18 求 | 4 一 D0 一 2D0 一 3odz 
解 原 式 = | 一 6z 十 1lz: 一 6z3)dz 


一 = 一 3 十 是 = 一生 zt 十 


4.1. 19 求 | qd 一 二 )zaz. 
Ud— 2 1—2z+z 
解 ” 原 式 - | er 一 | 一 委 二 


= 一 二 一 2mlzl +z+e. 


4. 1. 20 求 | 了 二 = 2 
2 一 工 
1 1 
解 ” 原 式 = | ( 一 )dz 
| 2 1 Vx 二 1 
-| 二 
z+ Vs 


= U0 


第 四 章 不 定 积分 


4.1.21 求 | (2 十 39)2dz. 


解 ” 原 式 = | 信 二 2 .6 十 99u= 直 +2 本 十 攻 + 
2e+1 一 5z* 一 ! 
4. 1. 22 来 | 合击 二 
解 ee 
Pa OR | +» 
一 遍 ( 寺 + 语 5 二) 十 
4. 1. 23 求全 二 
_ fleret+Dety) 
ed | 生 一 < 作 二 Du 
= et De -etete. 
dr 
《24 | 
. 1 1 1 1: 
解 原 式 = | ly (st -i) 
2 1 1 
=| (a— Di Fa + (z 二 6)? 
2 
-FDGTrDl 
1 1 2 1 
ty | ett G+ 万 "去 十 可 
、2 1 
(ae 二 可 zo 
过 全 /并 1 2 a 
G(s + ts) + ws: lp 
dr 


4. 1. 25 求 | Bl 天 | 


1 1 1 
解 ” 原 式 ~ +5 (zp 一 二) 
1 11 1 
Ep + 


4.1. 26 求 | 4 名 


一 804 一 
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_ [lteter, 
解 ” 原 式 - | :年 寺 一 | +T 和 ee 
一 z 十 2arctg(e) 十 c. 


4. 1. 27 求 | 二 本 ja. 


(2 一 2 十 1) 十 王 2Z2dx 
解 ” 原 式 er [se+| 震 


一 arctgz 十 十 | 如 dr’ arctgz 十 二 


Wi 
4. 1. 28 求 | ie 
解 “ 原 式 - | 于. 息 二 区 二 全 站 ee 
| 二 人 Ess 
i 
4.1.29 求 | 6 车 友 其中。 为 常数 ,a 之 0. 
解 ” 若 a = 0, 原 式 = | 亲 =- 去 +。 


arctg(z3) 十 c. 


若 。 关 0, 原 式 = 十 | SE 和 一 1 (| 各 | 


ti + a) 
= Tanltl— Tinle+o)+e 


=Tn e+e 


六 lz 十 al 
4.1.30 求 | tm 
解 ” 原 式 -| 气 和 寺 二 ar 


fc z) -中 一 2(1 一 z)-%9 十 (1 
5 1 


Ed 


7 


T9702” 14901 z+ 9 w+ 


4.1. 31 求 | = YI1 十 zidz. 


一 605 一 
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解 ” 原 式 = | [+ D 一 可 汽 二 二 .二 2 十 罗 
= [a +o + d+ 
= S++ — S++e 
"4 8 


dr 
4.1.32 求 | 二 一 二 可 
1 1 
解 ” 原 式 一 | 二 G3 一 二 


上 jn| 三 一 2 1 aree 霹 十 c. 
10V2 |z+wV2| 5V3 V3 
d; 
4.1. 33 | 周二 
dz2) 
解 ” 原 式 = wT DTD 
in 宇 十 1 
本 2) 一 言 In 和 二 


4.1.34 设 f(z) 具有 二 阶 连 全 导数 且 也 G) 天 0, 求 不 定 积分 
| ( f(z) _ f(z)» DF) a 
f(z) f(z) 
WY (7 i CB dh Beek sl {2 De f(D 
入 原 式 = 了 SCz) 
f(z) f(z) 一 fCz)。 (7) jy 
f(z) A 
f(z) ,Ff(7) f(z) -1, 
F(z) dF)) 2 5] 
注 ”由 于 f(z) 的 具体 表达 式 未 知 , 故 整个 积分 无 法 判别 其 所 属 类 
型 . 此 时 ,往往 采用 通 分 、 化 简 、 变 形 , 以 求解 决 . 


3. 第 一 类 换 元 法 (次 微 分 法 ) 
4.1.35 求 | (2z 一 3)1dz. 
解 ” 原 式 = [3 2z — 3)% .a(2z — 3) 
| = 去 "二 22 一 3*+c= 志 (25 一 on+e 
— 6005— 
| 
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注 ”对 被 积 函数 可 不 必 作 二 项 展开 ,否则 相当 麻烦 . 
4. 1. 36 求 | V1 一 3z dz. 


解 ” 原 式 = i 一 于 (一 种)a(1 一 32) 
1 


L301 3 +e (1 32Dt + ce. 
3°4 4 
dz 
4.1.37 求生 二 
1 a5z—2) 1 一 2 
解 。 原 式 - | 于 LE 2 一 十 :CD 人 Ge 一 2 二 +。 


2 
一 一 和 一 一 + 
15 Y (5z 一 2)’ 
注 ”对 此 类 无 理 分 式 求 积分 ,可 采用 凑 微 分 法 . 


dr 
4.1.38 求 | 一 一 一 一 . 
| 天 455 


eaCVz) 
解 ” 原 式 [车 - 2 2arctg V z 十 ce. 


4.1. 39 求 | 去 后) 天 
吉 4z 
解 ” 原 式 = | senz . 一 一 
十 训 ) 六 


3 
= 一 去 | senz (十 吉 ) ad 十 可) 


2 
和 z 
一 sgnr* (1 十 一 )- 玉 十 c 十 c. 
四 Vz 十 1 
Sdr 
4.1.40 求 | 二 一 一. 
Was 一 243 
和 3 3 
解 ” 原 式 寺 | = 3zidr - 坦 [ d(a 23)》 
03 一 2 a 一 23 


2 
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T+ 
1 
1 十 二 
解 ” 原 式 [ | i — 1) 
二 豆 人 一 到) 二 2 
1 
和 1 
pa arctg + arctg j+: 
v2 4 "A W 2z 
4.1. 42 求 | 5 二 je 
1 一 二 1 站 
解 。 原 式 一 rez=| 1 dz 
二 五 (z+—=):—2 
r I 
[—+ 
(z 十 一 )2 一 2 
位 虽 | 三 一 A 下 志 
2 十 Y2z 二 1 
24 一 3 
4.1. 43 求 | scr 
zx. (1— 3) 1 总 
和 | Ea | ER | 
2 本 1 十 A 
3 
Lo 
| ER 二) 
(+ a)(l+ 
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5 4 
wa .a 
a | dn) 
5 


zt 
二 一 也 ti 
5 24 
针 miz 和 1 一 nl zl + 
4. 1.44 求 | .YIT za 
解 ” 原 式 = 讨 [+ Viz 十 芭 ) 
= 圭 [[+D -1:0 + + 
= 去 | [Qt 1+]. a 十 
1 3 1_ 3 
= [7d+ + +e 
ep i 
4.1.45 求 | A 
1 一 22 
d(1 一 22) 
解 ” 原 式 = 1 一 z2 十 ec. 
| 


4. 1. 46 求 | = V1 十 zidz. 
解 原 式 = | G 十 2 +) 一 二 ++ 
4.1.47 求生 


3 1 d(zr') 
解 ” 原 式 = 地 | 一 一 一 一 一 
ee 
一 1 经 三 外 2 十 c 
8 V 2 zz 十 W2 
4.1.48 求 过 


MI 十 十 YG 十 2 


一 8609 一 
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ac + 2) 


解 ” 原 式 = | 2 


V (1 十 z2)。(1 二 Vit+s) 


|= ME TO 
NVN1l+ Vi+s 


4.1. 49 求 | 去 


Ey BY 
ZI4。dxz dr 
解 ” 原 式 = | 二 ri 一 人 二 本末 


二 二 | EO 
= 让 0 十 9-3 寺 
4.1.50 求 | zs(1 一 S22)'%dz. 


解 ” 令 1 一 57==4 则 z= 二 (1 一， 


从 而 radz = 到 一 如 一 上 Ddt, 故 
原 式 一 如 -Dt + + 
一 一 La = :4 


注 ”有 时 疾 微 分 形式 不 易 看 出 ,而 采用 第 一 类 换 元 法 较 方便 . 
4.1.51 求 | 2 (2 — Sz gz. 


解 ” 令 2 一 5z: 二 4, 则 z? = 于 2 一 人 ,从 而 


5 1 wg) i. 于 = 一 ; 
zz 一 rs) 一 可 ， 吾 (2 一 日 )at 坎 (2 一 0 办 
i wal Gh Ba 
了 二 
-一 ++ 
6 十 25z: 


一 一 一 二 
一 000 ~ 一 (2 一 5 十 ao 


| 一 880 一 
| 


| 
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. 


zdr 
4.1.52 求 | FFF 
解 ”被 积 函数 的 分 母 可 变 为 
zt 十 2z27 十 5 二 (z? 十 1)? 十 4. 
令 式 十 1 = 二 , 则 2zdz 二 dt, 故 


a 


1 1 t 
原 式 = | ts 
a z2 十 1 


4 2 


3 
4. 1. 53 求 | 二 Tc 
解 令 v=32 十 4, 则 习 一 也 一 人 ,ztz 一 阁 忆 故 


二 人 一 全 
1 13 国生 | 1 4 
原 式 = 井 | We 吉本 Wd 
Ee ri 
= Tg 5 pr ww te 
i ! ! 十 e 
27(3z 十 4 90(3z 十 4)5 
4.1. 54 求 | = V1 — zdz. 
解 令 1 一 +=t, 则 z= 1 一 dz 二 一 dt, 故 
原 式 = 4 一 0 .二 (一 2 一 -| 2 4 a 


4 了 四 
人 


= TY 十 12z 十 14z(1 — ot +e. 


求 | 一 一 dz. 
| 二 
解 令 1 一 z=4, 则 z?= 1 一 4zaz 一 去 (z95Gz, 故 


原 式 3 1 一 日 地 于 | 二 2 + 让 ya 


1 


,一 一 二 二 3 和- 省 to- 多 
by 


和 二 


4. 1.55 


= 
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= 一 调 (8 二 4 二 32) .VIB 


z 
4.1.56 求 gz. 
| 着 
解 令 Y2 一 z= 避 则 z 一 2 一 dz 一 一 2 地 , 故 
原 式 [et 2Dat 2[ 0 人 二 


二 ?| 4 4 + td =— 2(4t Se 十 二 5 +。 


2 VZ WE 十 二 (2 一 2)] 十 


4.1.57 求 
/= 
解 ” 令 i 二 V2z 一 9, 则 z ,a tl, 故 
到 tt dt 
原 式 - | 于 一 ?| 5 
2 
二 2. 言 arctg 各 十 c 一 也 YS +e 


4. 1. 58 求 | 富士 zu 
解 令 :- VI 则 z 一 VE it= 一 尼 _, 故 


VE 一 1 
二 Ce pdt 
原 式 = | 本 ji [p= 
=[a+tat T= 十 计 nl 疆 41+e 
= VIL 二 十 寺中 人士 2 二 1 + 
V1 十 到 十 1 
zdr 
4.1.59 求 
| 
' 解 令 4=- V4 一 mm, 则 z= V4 一 5 站 一 -三 亿 , 故 


一 613 一 
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原 式 = 一 | 妃 征 上. -一 
+ 
=--| 放 =-mll+d+e 


一 一 in(1 十 V4 一 2) 十 c 


‘ry | -宝生 ds 1 


解 ” 令 一 4 则 5ztdz = disztdz = 学 , 故 


2 


Ep VE 二 
原 式 = /$+ 如 一 2| 十 e 
= 埋 mlz= 十 Van 二 2 十 o. 
4.1.61 na 0,m 为 实数 . 


解 令 x 一 十 ie, 则 = 一 “下 “dz 一 他, 故 
i 
当 m== 一 1 时 , 原 式 一 让 Inls| 十 c= 二 十 Inla 十 bx| 十 6， 


加 a + ja)=+i 
当头 一时 , 原 式 一 Te 十 。 一 人 太 全 汪 


4.1.62 求 | = (a 十 oz)rdz, 其 中 心 天 0,m 为 实数 . 
解 令 x=o+iz， 一 ,如 = 学 ' 故 


c. 


“DE 
当 和 m= 一 2 时 , 原 式 二 去 (njs| + mr-D 十 e 


= 去 danle 二 tl 十) 十 


4 十 好 
当 m 二 一 1 时 , 原 式 一 直 (s 一 ainlz|) 十。 
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二 去 [十 bz) 一 ainla 十 bt] 十 
当 n 关 一 1, 且 mm 关 一 2 时 ， 
Wt 


点 [经 十 好)"+2 十 bz)"+! 
到 十 2 m 十 1 


4.1. 63 nn 

解 令 x = ao 十 如 , 则 z 一 “dz 党 , 故 

原 式 [es | a) du. 

注 ”将 上 式 中 的 (w 一 a)" 按 二 项 式 展开 ,再 逐 项 积分 . 
2 

4.1. 64 求 | 二 区 str, 其 中 5 关 0,n 为 非 负 整数 . 

解 令 z = 二 ie, 则 z 一 “如一 公 . 


(ua) 1 du 1 (as 一 -Da 
原 式 | F “LB Bi 


注 。 将 上 式 中 的 (so)" 按 二 项 式 展开 ,到 项 和 分 
4.1.65 求 | 二 -0 车-' 其 中 。 关 0,m 与 4 为 大 于 1 的 整 


]+e. 


2 


解 令 v , 则 z 一 二 5' 和 一 一 硬 和 i' 故 
Gu bre 1 adu 
原 式 | Fl 


|, 
On 、 
注 将 上 式 中 的 (一 人 "t+"? 按 二 项 式 展开 ,再 逐 项 积分 . 
4.1.66 求 | 本 5 其中 b 关 0,m 为 正 整数 
解 ” 令 z= 三, 则 du == 2zdz, 故 


1 
原 式 = 2 一 十 ol det) 
GH 2 | Gt HB) ty 


| 一 54 一 
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1 1 

™ 281 — m) Ca bu)™i 
1 

Bm) aT ite 


4.1.67 求 | (2sin 卫 十 3)** cos 后 


十 


解法 1 令 上 = 2sin 工 十 3, 则 eos 去 dz 一 di, 故 


原 式 一 | ea 一 二 6 十 。 一 和 (2 sin 3 十 3): 十 ce. 
解法 2 采用 凑 微 分 法 ,有 . 
原 式 = | (2sin 卫 十 3)C2sin 邱 ) 


] 


| (2sin 子 十 3)4(2sin 子 十 3) 


二 者 (2sin 子 十 3)* 二 < 


人 * | mf 


Cos’z dCtgz) 1 
解 ” 原 式 [Es 证 记 2m- 认 + 
dz 


4.1.69 求 | (sinz 十 coszr)2 
d(tgz 十 1) 一 1 


dz 
解 。” 原 式 [str (tegz 十 12 tgz++1 


Sin2z 。coszz 
4.1.70 求 | Tn 


jn2， 
解 ” 原 式 = | Ta sin) =| dQ 
= sinz 一 arctg(sinz) 十 c. 


, Yl1+ cosry, 


十 c. 


二 mn Td(sinz) 


| 
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= W 2Inlesc 志 一 ctg 子 | 二 总 


4.1.72 求 | tezeos zzz 


sin‘z 
] 一 ue 2 
解 ” 原 式 = | ee J 人 Sine) (ins) 
于 Gs ba 过 十 sinz)d(sinz) 
We Er 2inlsinz| 十 到 sinzz +e. 
4.1.73 求 和 
| Ye sin3r » cossz 


pe 3 
Re 4d(ctgz) = = +e=4 Vigz+e. 


4.1.74 求 | -az 士 seee ee 
~ sinz 一 


解 原 式 = | (sinz 一 cosz) Fasinz — cosz) 


: 
pe Ye 
4.1.75 求 | 于 Sinz » coer 


Vr qisin?z 十 bcos?z 
解 ” 当 1al = 1s| 关 0 时 ,有 
原 式 = 让 | sine + eonzdr 一 了 sins + 
当 la| 关 16| 时 ,有 
原 式 | sinz » cosz | a(siniz) 
(a? 一 好 )sin2z 十 Bb Va — Bsinz + 


= Fp Ve mii+e 
= Y sin?z 十 beoeis 十 


一 616 一 


让 


0 
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4.1.76 来 | ee 


1 区 
解 NS yr i 一 -ee 十 cscizdz 
= | lnctgz » a ctsn) = | Inctgz * d(Inctgz) 
一 辣 (neteo): 十 = 去 Gntgz): 十 o 


4.1.77 求 | 1 十 sinzdz. 


解 ” 原 式 = [Vitos(E -Du VE | eg- Fe 


= 一 2V2 | se 于 一 呈 ed 于 一 全 


本 
= 一 2 Y 2“ 吕 ( 于 一 二 ) +e 


一 2A/1 一 cos( 竺 一 本 ce= 一 2 V1 一 sinz 十 ec 


过 下 
4.1.78 来 |sn 士 .和 a 


ty 
解 原 式 = | sin dF) = eos) + e. 


4.1.79 求 | eos » Y sinzdz. 
解 ” 令 sinz ==z, 则 


cosszdz = costz » coszdz = (1 一 sin?z)?dsinz = (1 — #2)2dt, 故 


原 式 = | ~: .上 da = + 


3 7 
二 也 让 一 了 让 ++ 了 4+。 


3 11 
一 (i Vsinz 十 c 
4.1.80 求 | a 
解 令 co 一 6 则 sinzeosrdz 一 一 去 w 故 
站 由 上 2 
原 式 一 2 1+t $f a; To 


“= 
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十 了 nil 十 由 十 e 


cosz 十 于 tmn(l 十 cosiz) 十 演 


4.1.81 求 | Ez. 
解 令 tlz 一 4 则 -= secerdz = (1 十 划 dt 故 
原 式 = | (1 十 2)dt= EE 十 EE 十 e 


本 十 二 sz 十 c- 地 


4 来 | 二 于 
解 ” 令 t= cosz, 则 z = arccost, sinz = V1 一 纪 


dz =— 
一 ， 
V1—# 


1 


1 
| 二 FA | a 


1 区 二 
3 2 6 
=| 34 T+ Ti 
一 言 ml2 十 机 一 去 mj1 十 让 十 二 inj1 一 让 十 


一 二 imC2 十 cosz) 一 到 md 十 cosz) 十 二 md 一 cosz) 十 o 


以 2 十 cosr 。VW1 一 cosz 于 区 
V1— cosz 
注 ”上 述 三 角 函 数 有 理 式 求 不 定 积分 ,由 于 满足 条 件 
R( 一 sinz,cosz) 一 一 R(sinz,cosz), 故 不 用 “万 能 代 换 ”, 而 用 上 面 的 变 


人 
4.1.83 求 | 天- 本 


一 68 一 


一 in 


i 
| 
上 


§ 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


解 ” 令 := cos*z, 则 一 2coszsinzdz 一 di, 即 sin2zdz 一 一 dt, 故 


原 式 | a in + rin SE +e 
sin Vz 十 cos Vz 


解 ” 令 Vz =4 则 z= war = 2tdt, 故 


_ {Csintt cost) :2t, _ fsint 十 cost， 1 可 这 
原 式 | tsin2t . sint .cost dt | 志 + 才 %* 
一 jnjsect 十 tgt| 二 In|csct 一 ctgt| 十 c 
一 Inlsecwvz 十 好 Vzl 


十 Inlece Vz 一 ctg WwWz | 十 ce 


4. 1. 85 rod 
de 十 1) 
解 原 式 - | 4 一 z 千 De 一 一 | 蝶 寺 i 
一 zx 一 ln(e 十 1) 十 ec. 


4.1.86 求 $F 


解 ” 原 式 = [A 和- Ddz = 2in(e< 十 1) 一 z 十 c. 
4. 1. 87 求 | = 
a 如 二 d(e’) 
解 原 式 | ie | arctge- 十 c. 
dz 
4. 1. 88 求证 
[9 a 二 
解 ” 原 式 (1 十 oj < 本 [a 


all+e) 
fa Te | 全 区 


一 xz 一 


is 
4.1.89 求 | er tisgz. 
解 原 式 = | oerar = | ozs = | 二 ac22) 


一 619 一 
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lo 
= 4 +c. 


4.1.90 来 [zee 
1 法 | 
解 ” 原 式 = 于 | ea 2 一 一 五 e +e 


地 
4 求 | TT 


1 和 1 1 芍 

Tr TF dorm LOT J TF de 
de a 

不 或 je Ez be 


1 3 
~ 计 | ri 一 去 T+ 
on 一 Inlli 十 3t) 十 ec 


一 二 mG+asen + 
一 z 一 到 md 十 3e*) 十 c. 
4. 1. 92 站 


和 

解 ” 令 := YI+e, 则 z= InCt 一 Dvdr = zw 故 
Me] 4| (2 — pa 

Pete 

Qt YIare m4 Ydtete 
Cad 了 ce 一 地 VIF +te 


= 站 se 一 9， V+e)+e. 
注 ” 当 凑 微分 不 方便 时 ,可 采用 对 根 式 的 变量 代 换 等 方法 . 
4. 1. 93 求 | 1 


一 620 一 


8 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


解 令 :=e, 则 z= tiz 一 笃 故 
a 1 t 1 
原 式 es ja TF 
he 
4.1.94 求 | 


和 
解 ” 令 :二 地, 则 z 一 6Intyaz = 钙 , 故 


t 十 1 
原 式 -计生 re s] 叶 EFT 
dt 2+ D+l 
| 3」 erirre 


= 6mld] — snle +t+1l—3|— 
St 一 
二 4 
2! 十 1 
= 6lnlt| 一 3in(z 十 上 十 1) 一 2 YV 3arctg 一 一 十 c 
V3 


: 二 
一 6linel 一 3in(ef 二 +e 二 1) 一 2V 3arctg(2- 土 1) +e 
和 V3 


和 F 
=z—In(t +e+D:— 2 WV3arctg(22 t+!) + ec. 
V3 


2 
4.1.95 求 | ze 
解 人 则 2ezdz = dt, 故 


1 1 t— V5 
原 式 = 2. nV 
必 人 全 人 
一 V5 
人 
4V5 |ee+V5 
4.1.96 求 | 也 和 


Vi—4 
解 ” 令 2 一 4 则 各 二 0,24z = 种 , 故 


7 


第 四 章 不 定 积分 
at Li I 
说 式 nint + o = eresin?2 十 c. 
dz 
4.1.97 求 
|- 谨 - 
解法 1 令 := V1+e, 则 z= In(e 一 1)， i 
1 2 1 
es 让 = 引产 = (2 pe 


一 jn 


于 |+e=m er 
征 Vitetl1 
解法 2 令 4==1 十 e 则 z 二 Inu 一 上 Dwdr = 时, 故 


式 二 2 _aCVa) 
2 rp 和 | 
1 1 
=|( 一 J)a(V au) 
| = Vutl 
Vv-1 Yts -| 

en +e "hr 

了 | A ° 
4.1. 98 求 | Pe 


， 令 上 一 e, 则 z 一 ntdz 一 


» 


和 
t 


a 
Ca 


Vel VE 一 了 
| dd dt 
se—1 te Ve—l1 
[ at dt 
和 
t 1 Fa 1— (Li): 


一 $22 一 


§ 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


= In(t+ VE 1+arcsin(l)+e 


一 In(e 十 Ve”— 1)+arcsin(e-’) 十 c. 
4. 1. 99 求 | ve 一 iu 


解 令 4= Ve 二 1, 则 z=nG 十 六 一 这 


2 1 
原 式 = | TF zfa Re 2(t 一 arctgt)+e 
一 2(Ve 一 1 一 arctg Ve—1)+ce. 


4. 1. 100 求 | -= 宪 
六 年 交 
解 ” 令 入 =4 则 ee = ,dz 一 剖 , 赦 
dt 


如 1 一 ! 1 
原 式 2 ?| B+IFo 


= 一 了 一 2lnt 十 2In(1 + 人 D++e 


=— 20 = 
4.1.101 求 
| I 
解 令 1+hinz= 心 则 


Jo 一 (1 十 inz 一 1e(l 十 inz) 一 (一 Iat, 故 


1 
原 式 | Da [a = 地 让 2 二 十 
=$dnz— D VITinz+e. 


4.1.102 求 | a ， 本 本 


第 四 章 “不定 积分 
dlnz) feinGnz)] _ 
解 ” 原 式 [ss =| nns) = nlinGnz)| + e. 
4.1. 103 求 | et 3 
解 令 4= 2mz 十 3, 则 Inz= 全 空 == 雪 dt, 故 


原 式 = | 二 =- 至 | ea 
二 言 ( 十 c 二 寺 (2lnz 十 3)t 二 < 


4.1.104 求 | Nt lt a. 


解 原 式 = | VinGz + VI 十 二 .一 上 


Vl+z 
=| Vanc+ V1i+z) .din(z+ W1 十 z)] 


= 号 [nz + VT 十 二 全 十 


4.1. 105 求 | mls 


解 
居民 一 去 | 这 (mi 引 = 寺 [oa( 广 引 ]+。 


1 一 Y 
4.1. 106 求 | 笃 . 


2chz 二 dh 二 ) 
dz 2 2 
A 
?sh 本， ch 本 了 地 由 元 

二 In|th 记 | 十 e 


4.1.107 求 a 


wd Ecaitd Es sm ie 
一 624 一 


$ 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


= 2arctg(e’) 十 c. 


4. 1. 108 求 | = 
Vshiz 十 chtz 


解法 1 原 式 = | shzr » chz je sh2z 计 


/1.+ ch?2z 中 Fg V 1 十 ch?z2z 


_V2 | dleh2z) 
4 | Vi chi2z 
= 之 inleh2z 十 V1 十 chz2z| + e. 


注 应 用 双 曲 画 数 和 公式 ,有 
shtz 十 chtz"= (sh?z + chzz): 一 2shzz » ch’z 


= ch22z 一 二 shr2z = Ht. 
2. 
解法 2 原 式 = 证 | i 
Vsh’z + (1 十 sh?z)? 
=- 支 | 一 一 侍 一 一 一 ( 令 w = shzz) 
V 2shtz 十 2shzz 十 1 
去 | du 1 du 
2 


2 | 
V2e2 十 2 二 1 2V2 /c++ 了 


1 1 1 1 
一 nlz 十 二 十 A/ 十 二 ): 十 十 | 十 e 
2 二 2 2 4 
1 I 1 
二 一 一 In|shz 十 也 十 一 一 Yshz 十 chz| 十 c. 
2 W 2 2 "As 
4.1. 109 求 | ez 


起 村 
解 ” 原 式 = | 去 二 让 ao = mlazl+- 
chz 


4.1.110 ed be 


一 全 有 一 
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1 
解 一 ， 
2 Vz 
原 式 = 2 Sen = 2 | arcsinvd (arcsinv) 
| 这 -| 
= (arcsinv)? 二 c= (arcsin VY z )2 十 c. 
求 | 2 Vz dz 
AL4 


“1 
1 


4. 1. 111 


i dt, 故 


1 二 7 2 Va 
原 式 一 | ?好 一 号 十 e 一 (arctg V 了 7 十 c 


解 令 arctg Vz 二 z, 则 


4. 第 二 类 换 元 法 


4. 1. 112 来 | 一 半生 
zidz 


解 ”被 积 函数 的 定义 域 为 一 1 二 z 二 1, 且 z 关 0, 故 令 z == sint， 
并 限制 一 邓 <<t 达 也, 且 t 关 0, 则 V1 一 肛 == costydz 一 costdt, 故 
sint 十 2 
原 式 = | 2 二 罗 “00 北 + dE 
一 血 |csct 一 ctgt| 一 2ctgt 十 c 


pe A TE A 
ba z 了 
注 ”对 于 此 类 无 理 式 ,可 采用 三 角 代 换 . 


4. 1. 113 | 全 (a> 0). 
解法 1 原 式 =| 一 此 = 
| 到 一 Cz 一 0) > (z— a)’ 
= arcsin ( 三 一 ?| +c. 
解法 2 由 于 一 一 -一 - : ,被 积 函数 的 定义 域 


V 2az 一 妇 Va (rz—a)’ 
为 0 二 xz 24, 故 令 z 一 a 二 ocost, 目 限制 0 过 tit 二 x, 则 V2arz 一 z= 二 
i 


§ 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


asintydz 一 一 asintdt, 故 
原 式 一 [a asint)dt 一 fa t+e 
= 一 arccos( 二 
4. 1. 114 | 万 二 
Y 2az 一 卫 


解 a ei 天 一 一 ,被 积 函 数 的 定义 域 


为 0<z<<2a, 故 令 z 一 a=asing, 则 z 一 ca(!1 十 sing)，V2az 一 zx: 一 
acosb,z2 一 qs(1 十 2sing 十 sin29) ,dz 二 acosbdb, 故 
人 ae(1 十 2sing + sin’0) 
re en 


= “| (4 十 2sinb 十 sin?9)d0 


一 a9 一 2azcosg 十 a 人 


一 a20 2areosb 十 与 sin2g + e 
Ne a0 一 2a’cos0 一 sin20 十 e 


2 
3 seo+s:em 1。 
起 ， 

2 


CN 
azarcsin 一 
a 


上 


2 一 6 


< 2 Ye 一 二 十 a 
a 


多 


2arcsin | 二 = ?] (z+ 3a) :2 二 到 


a 求 | 名 全 TD 
解 被 积 函 数 的 定义 域 为 一 oo <=<< 十 c, 故 令 * 一 tgl, 且 限制 


一 于 之 4 之 入, 则 (2 十 1): 一 secttdz 一 secidt, 故 


i ~ 
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secdt _ 《十 
原 式 | Ts | ee 本 fa 十 cos20D)at 


LD 1 
B+ 了 sin20) + c= Zarctgz 十 了 去 二 TI 十 
4.1.116 求 | -天 和 一 


有 
解 ”被 积 函数 的 定义 域 为 一 2 之 z 过 十 oo, 故 令 z== atgt, 且 限制 
训 <t< 仓 ; 则 (= 十 a 二 axsecxt,dz 二 asecrtdt, 故 


原 式 = 一 RE 


22 十 2 


十 ec 


4.1.117 

| 和 Y (1 一 2 
解 ”被 积 函 数 的 定义 域 为 一 1 二 z 二 1, 故 令 z = sint, 且 限制 
于 < < 去, 则 VG 一 区 = cositvdz 一 costdt, 故 


原 式 = [总 = secre = tet + e 


sint 


了 
c= 十 ec 
V1 一 sin2 VY 1 一 2 
4.1. 118 求 | 


Es L 
I. 
Vr—2 
解 ”被 积 函 数 的 定义 域 为 lz| > V 2， 
(1 当 z>>V2 时 , 令 z=V2 sow, 且 0<i< 子 
22 2sec’t 
一 “一 = ,dz 二 W 2 sect，* tgtdt, 故 
z—2 V 2 tet 
dsint 
原 式 ?| ie ?| CT 一 sin 
2 1 
一 5 十 tT nd) int 
1 1 1 1, |1+ sint 
es T+ 过 加 
= tgt* sect + In|sect + tgt| 十 e 


, 则 


1 
2 | (TF D+ 1 


+e 


§ 1 不定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


= 到 Vr—2+Inlz+ Vr—2|+e, 


(2) 当 z< 一 V2 时, 令 z 二 W3sect, 但 r<:<< 呈 辽 , 故 
sect 十 tgt < 0, 同 理 得 
原 式 = 于 Vz2 一 2 十 jnlz 十 Vr 一 2| 十 e， 


总 之 , 当 lz| > V2 时 ， 
原 式 二 元 Vr —2+Inlz+ Vr—2|+e. 
十 名 
4.1. 119 求 | 天王: 一 RE 


解法 1 ” 原 式 一 等 二 二 
一 好 


4 
加 dz 十 dz 

1 | 云 i 

} | +9 +, [地 

2 Var—4r+3 元 二 二 

V2z 一 4z 十 3 二 V 好 一 4z 十 3] 十 ec 
注 人 用 了 人 式 | 一 和 一 = nt VD+e 

Vw—l1 
解法 2 z 一 4z 十 3=(z 一 2)? 一 1, 令 z 一 2 = sect, 则 
dr = tglsectdt, 故 

原 式 = | 二 -| (sec’ 十 4sect)dt 


Vsect— 1 
= tgt 十 4in(sect 十 tgi) 十 c 


= Vz 一 4z 十 3 十 4n(z 一 2 十 Vz 一 4 季 十 3) 十 c. 
4. 1.120 求 
[A 
7 | 


-村 | ez+D 
2 ，V(zz 十 1D: 一 1 


解 由 于 | 


一 629 一 
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令 2z 十 1 = secb, 其 中 0<<0<< 部 于 或 +<9< 积 本 ' 故 


= 1 {de -上 [secb 
原 式 一 元】 | i 4 
= 去 | seeouo 一 二 mlsee+tgl+。 
= 了 ml(2z 十 D + V 钙 十 本 | 十 
4.1. 121 求 | > Bd > 0). 
解 ”被 积 函 数 的 定义 域 为 0 三 z 过 24, 故 设 z = 2csinx#, 且 限制 
jn jn 
入 :过 也 ， jz ， 了 一 2asin’t » Ts = A 


dz 一 4asintcostdt , 故 
im 3 
原 式 = | sn » 4asintcostdt = ae sinttat 


= 80(3t — 了 sin2t 十 了 到 sin40 0 


= | Vzr* (24a— 7) 
a a 
+ 卫 ， 2 z) /za zy 于 和 


3a2arcsin 和 页 2 Ed 。 Vz(2a— 7z)+c. 
注 ”这 里 使 用 了 公式 


sin2t = 2sinteost 二 2A/ 序 ， M1 Vz(24 一 z)， 


sin4t = 2sin2icost 一 4sintcost(1 一 i 


i 2 。Wz(2a — z). 


dr 
4.1.122 求 | 一 一 一 一 一 一 一 . 
| V(xz—a)(b—7z) 
解 ”不 妨 设 a 二 5b, 被 积 函数 的 定义 域 为 a 二 z 二 5b, 故 令 


z 一 a 二 (b 一 a)sin4, 且 限制 0 之 + 之子 , 则 


一 630 一 


§ 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


VY (z 一 四 亿 一 z) = (b— a)sintcost,dr = 2(b — a)sintcostdt, 
1 
原 式 = | 而 一 DSS 2( — a)sintcostdt 


| 2 24 十 e 2arcsin Es + 
4. 1. 123 求 | V (x ~ a)(b 一 z)dz. 
解 ” 同 上 题 , 令 z 一 4 一 (5 一 a)sinz, 且 限制 0 之 +< 玖 , 则 


Vlz—a)(b—7)= (5— a)sintcost,dz = 20 — qa)sintcostdt, 故 
原 式 = | (一 a)sintcost * 2(b 一 a)sintcostdt 


一 2( 一 “| sin?tcos’tdt 一 032| sin?2tdt 
(b — a)? sin4t 
4 4 


i 
a fa cosdt)dt (QO )+e 


Ce Yarcsin 三 一 
4 6 


十 于 VE De 


4.1.124 求 dr (a > 0). 
[A 


解 被 积 函数 的 定义 域 为 一 ce 二 z 过 十 吕 , 故 令 x 二 a: sht, 则 
于 一 a ,a 二 achtdt, 故 


Voz 


原 式 = a? | sh?tdt = sh 5 去 ) 十 


= 玛 于 二 二 一 全 mtz 十 Va 二 rn)+e. 
注 “这 里 根据 被 积 函 数 的 特殊 形式 采用 了 双 曲 代 换 . 
4.1.125 求 | Va + zdz (a> 0). 

解法 1 被 积 函数 的 定义 域 为 一 ce 二 z < 十 吕 , 令 z == asht, 则 


Ve + z= acht,dz 一 achtdt, 故 


ra 
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原 式 = “| hai = we( 二 十 本 sh20 十 or 
注意 到 z 十 VE 十 世 一 a(sht 十 eh) 一 od, 则 t 一 In 十 交合 二 三 ,又 


2z Vs 十 工 , 故 得 


2 
| Tcz+ YETE) + Ett 
解法 2 令 z= atgt, 则 Va 十 zx? 二 a，sect, dz 二 a sechtdt, 故 
a leon ee 


sh2t = 2sht + cht 一 


所 [seet ， tgt 十 In(sect 十 tgb)] 十 ec 
-$+ vari, z)]+e 
包 a 

1 


= Vitr+t en + Vatr)+e. 
注 ”这 里 利用 了 由 分 部 积分 法 导出 的 上 sec'zdz 的 公式 . 


4.1. 126 求 | 2 十 soz (a> 0). 
解法 1 被 积 函数 的 定义 域 为 一 ao 委 z 委 0, 故 设 z= asint, 且 限制 


nx Ld 和 1 十 sint 1 + sint 
了 < 一 AM 一 


故 


原 式 = | ee .ecosue 一 | (1 十 sint)dt 


alt 一 cost) +e 一 avarcin 二 一 Va mse+e. 

解法 2 采用 化 简 分 项 法 ,有 
原 式 | Yet sy, =| G 十 z 
WVa 一 z Vs 十 > A en 


Be 


dz 


-= 


8$ 1 不 定 积分 的 概念 、 基 本 公式 及 换 元 积分 法 


下 


= a*arcsin() 一 Ve—z+c. 


4.1. 127 求 | EF (a > 0). 


解法 1 被 积 函 数 的 定义 域 为 z 二 a 或 z 二 一 a， 
(1) 当 z 之 a 时 , 令 z 二 acht, 且 限制 上 二 0, 则 


/= 一 ch 一 了 
Pern dz = a * shidt, 


原 式 = 0 asht — at+ ol 


=aN/( 宇 2 一 1 一 e。 “nV (二 ) 一 1 十 于) 十 


2 一 0 一 aln(Vz 一 吐 十 z) 十 cz 
一 Yz 一 0 一 2an(Vz 一 ae 十 Vz 十 a) 十 ce. 
(2) 当 z<< 一 a 时 , 令 z= 一 acht, 且 限制 上 之 0, 则 


z 一 a_ cht 十 1 
z+a sht ” 


原 式 = 一 aCeht 二 Dadt=-—a*sht—att+e, 


=—oV(39) 1 (5-1-2)+a 
a a 
一 一 Vaan(Vr—a—z)++rc, 


=— Vi—a—2.InV -zitat Vr oa), 
总 之 , 当 |z| 之 时 ， 


Jy: 


解法 2 原 式 = | 


dz =— a* shidt, 


Sdr = sgnr 。 Vr 


一 2a.ln(Vilz 一 al 十 Vilz 二 al) 二 e. 
Yz 一 aa.Yz 一 4 可 六 | Ta 1 
Vr+a 人 Vx — 

一 8353 一 
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-天 


| 二 二 RE 


一 Vz2 一 一 ao 加 | 二 + (三) Tite 

i | 二 +c. 
4.1.128 求 

| 


解 ”不 妨 设 0 二 a 二 5, 被 积 函数 的 定义 域 为 z 一 a 及 
E ed 

(1) 当 z 之 一 a 时 , 令 z 十 a 二 (5 一 a)sh%, 且 限制 1 之 0, 则 
z++b=7z 二 a+b—a= (2— a)ch*, 


Vz + a r+) = (6— a)sht. cht, dr = 2(5 — a)shtchidt, 

原 式 = | 24 = 24+o 
又 Vztat Vit+b= Vb—asht+ cht) = Vb—a.e, 
Vrtat Vztsb,) 

Vo—a 

二 In(CVz 二 a 二 Vz 十 有 一 二 mn@ 一 四 . 

于 是 , 原 式 =.2in( Vz 十 4 十 Vz 十 十 < 

(2) 当 z 过 一 8 时 , 令 z 十 6 二 (a 一 b)sh?t, 且 限制 1 二 0, 则 

Vr + a+b) = (6— a)shtcht, dz =— 2C8 — a)shtehtdt. 
故 原 式 = [24 一 一 2t+o 


=—2n( Vtd+ VGtD)te 
综 上 所 述 


| dz 
Ylz+a)(z++b) 


所 以 t= In( 


一 634 一 
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2n(vVz 十 e 十 Vz 二 十 es 

若 z 二 a>0 且 z 十 b>>0; . 
一 2in(V 一 (z 十 o) 十 YV 一 (z 十 0)) 十 c 

若 z 十 ae<0 且 z 十 5<0. 
4.1. 129 求 | V+ a) + bdz. 


解 ”与 上 题 同 , 设 0 a 二 5, 被 积 函 数 的 定义 域 为 z > 一 a 及 
<—b, 

(1) 当 z 之 一 a 时 , 令 z 十 a 二 (5 一 a)sh%4, 且 限制 :>> 0, 则 

原 式 =| (b — a)shtcht »« 2(b 一 a)shtchidt 


一 2(2 一 :| shch’tdi 一 村 a]| (ch4t 一 1)dt 


sh4t _ 


== + 一 | 4 d 十 ec 


一 于 @@ 一 oshtehtGl 十 2sh2z) 一 局 十 ce 
= Lb—a)| /r+a z 十 oa z 十 a 
7 [VE Vt + 
— In(Vr+a+ Vr$6)j+e 
= 和 +t Viraltt 


a ey rr Wy rr 


4 
(2) 当 z < 之 一 5 时 , 令 z 十 5 二 (a 一 56)sh*t, 且 限制 1 之 0, 则 


原 式 = | 2(b 一 a)’sh?tch’tat 一 一 2(6b :| shztch2tdt 
= tet /rnt 
2 
十 到 inCV 二 Ta+ Vb)+te 


总 之 ， [ (z+ a) (zt dr 


一 635 一 
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E+ te VtaEtD 


一 于 村 in(CVz 二 6 十 WVz 十 念 十 e， 


车 z 十 a 这 0, 及 z 十 b> 0; 


+t /tat 


tL Vat VT +e 
车 z 十 a 过 0, 及 z 十 6 之 0. 


5. 用 倒 代 换 x = 十 求 积分 


令 z 一 证， 叫做 倒 代 换 , 它 也 是 在 求 积 分 中 比较 常用 的 一 种 方法 ， 


尤其 是 对 某 些 类 型 的 求 积分 问题 ,比如 当 被 积 函 数 的 分 子 为 1, 分 母 为 
较 高 次 数 的 多 项 式 时 ,往往 采用 倒 代 换 将 被 积 式 化 为 假 分 式 ,然后 再 分 
项 积分 . 


4.1.130 求 | 0 


解 ” 作 倒 代 换 z = 二 , 则 如 一 一 去 dt 故 


3 
原 式 一 一 | 车 jt 一 一 十 In(1 二 十。 
=— Tn) +e. 
1 
4. 1. 131 求 | ae 
解 ” 作 合 代 换 z 一 十, 则 生 一 一 去 dt, 故 
és 1 Fad + 46) 
原 式 本 4 一 一 下 T+ 
= 一 直 mG+4o +e= 一 到 mn( 1 十 专 ] +e 
4. 1. 132 求 | ae 和 5 


一 636 一 
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了 
解 令 z 一 王 , 则 此 一 一 志 dt， 


二 )xG 十 去) 了 


i 
及， 区 


7 Be Ei 
4. 1. 133 求 | 一 天 全 一 一 - 
A 
解 ” 令 z= 十 , 则 dz 一 一 点 dt 故 
1 
原 式 | 2 = | dt 
RN V1l+3t— 4 
t Ft 
PE 
;| dt 1 g 8 
一 一 本 arcsin 十 
2 3 2 5 
(a 8 
3 
1 cin -< 5 8 十 ec 一 一 arcsin 8 3 人 
5 5: 
8 
4. 1. 134 


1 1 
解 ” 令 :二 十 , 则 生 一 一 去 dt, 故 
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Ne }| (24 — 2)dt | a 
2 ，V2 二 2 十 Vi+t+G— 1 


= V2 te in|—1+ Vatelte 


ee 1 3 
一 人 / 2 一 pd .二 ee 
z+ (2 1+A2 一 全 + 二 |+。 


W2z2 — A Vor aii 
2z 十 1 _in| 工 一 z 十 2 2 二 1 | 


2Z 


dr 
4.1. 135 求 | 一 二 一 
Ch 
1 
解 令 z= 二 ; 则 和 z= 一 到 dl, 故 
: 


dt 
原 式 = 上 =-| dt 
去 2 ME 
又 Ss VE Vi — 1,d= , 故 
w—1 
G1). Vil u 
原 式 
| u pr 
=—[ (~ Da = =— [wt fa 
一 六 9 二 全 + ViITE+。 
MWL 十 女士 宇 十 
的 四 
4.1.136 求 | 一 和 
| 
解 和 
原 式 (— 4)a a 
re re ee 


i [a 
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=— arcsint + c=— arcsin 1 + c. 
. dr 
4.1. 137 HR | sa mr 
解 令 z 一 十 , 则 


ti _1 [sa2+ 1) 
原 式 | (28 1 6 (2 十 DS 


2 十 1 一 1， 1 一 1 
一 下 | 久生 5 +D 
Se z ]+e 
E93 2C2 十 23)2/3 


4 十 3zt 
-BFR 


《41 138 计算 | 去 守 ,其 中 为 自然 数 ,a、 dp 


解 ” 这 是 用 倒 代 换 的 典型 例题 ,用 代 换 z = 一 后 ,题目 显得 简 
单 ， 
原 式 li) i 
ee [本 Ps 
1 dla + be-!) 1 Sf 
GD ofr Ta lt |+e 
i 
4.1.139 计算 | 噩 十 8 az dz. 
a 下 dz 
解 ” 原 式 = Ee 8) s| 5 8z 
二 dz 
| 3 二 
一 让 mla+8l 十 8 | 二 全 二 
而 积分 | 加 千本 一 一 an 二) + 。( 利 用 上 题 的 结果 ), 故 


, 原 式 = 二 ml 十 8 十 二 ml 二 吉 由 AH。 人 


一 839 一 
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(z+ 8) 


= 于 mm 
fe 
4.1.140 求 [让 全 三 a. 


解 ”此 题 表面 上 看 起 来 好 象 无 从 下 手 , 但 用 倒 代 换 化 简 后 ,再 用 
凑 微 分 法 就 可 以 求 积 分 了 . 


令 z= 十, 则 
1 
1 一 下 一 
到 1 十 Int 
a (Tnl) i dt [keersed 
t 
ad(l + dnt) 1 工 
Fm im mt 


6. 不 定 积分 的 应 用 

4.1. 141 ”一 曲线 过 原点 , 且 在 每 一 点 的 切线 的 斜率 等 于 2z, 试 求 
该 曲线 的 方程 

解 “由 题 意 y 一 3z, 故 y 一 | 2zdz 一 了 十 e, 又 由 3(0) = 0( 即 过 
原点 ) 可 得 。 = 0, 故 该 曲线 的 方程 为 y = z 

4.1.142 在 积分 曲线 族 y 一 5z4z 中 , 求 一 条 通过 点 ( V3， 


5 W 3 ) 的 曲线 . 
解 由 y 一 | 5zdz 一 号 + 十 c 得 ,5 V3 = V3 +e, 


。 = 0, 故 该 曲线 族 中 过 点 (V3 ,5 V3 ) 的 曲线 为 y= 访 . 
4.1.143 ”一 质点 作 直 线 运动 ,已 知 其 速度 为 。= sinox, 且 
sl-。= so, 求 在 时 刻 上 物体 与 原点 间 的 距离 *. 
解 由 s =v 有 s [a sinowa leosot 十 


二 十 ec 所 以 c= sm 十 二， 


而 sho = s, 即 s% 一 Lcos0 + c= 


故 距 离 为 。 一 一 了 cueot + sm 十 二 一 二 (1 一 ceob 十 so 
4.1.144 ”一 质点 作 直 线 运动 ,已 知 其 加 速冻 为 “一 128 一 3sint. 
一 4 本 对 - 
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如 果 zw = 5,so 二 一 3, 求 : 

(1) v 和 的 函数 关系 ; (2) s 和 4 的 函数 关系 . 

解 (1)v | | aze 3sint)dt 一 4 十 3cost 十 c, 又 
2 一 5 一 4X0 十 3cos0 十 co 所 以 cl 一 2, 故 "一 4 十 3cost 十 2. 

C2) s= {w= | e+ seo 二 2) 了 一 4 十 3sint + 24 十 oo 
又 5 二 一 3 二 0: 十 2 X 0 十 3sin0 十 cz, 所 以 cz 二 一 3, 故 

s = 1 2t++ 3sint — 3. 

4.1.145 ”在 平面 上 有 一 运动 着 的 质点 ,如 果 它 在 z 轴 方向 和 y 轴 
方向 的 分 速度 分 别 为 w = 5sint,v, = 2cost, 又 z|,-o= 5,y|,-o= 0， 
求 (1) 1 时刻 质 点 所 在 的 位 置 ;(2) 质点 运动 的 轨迹 方程 . 

解 CD 由 一 xD 有 ,一 | "二 一 | Ssinidt = 一 5eost 十， 
又 z|,-*= 5 一 一 5cos0 十 cj 所 以 cl = 10. 故 z= 10 一 5cost. 

再 由 w = y (0 有 sy = {vdy = | 2eosut = 2sint + es, 


又 yo 二 0 = 2sin0 十 co, 所 以 o 二 0, 故 y = 2sint. 因此 ,在 1 时 刻 , 质 
点 的 位 置 是 (10 一 5cost, 2sint). 


(2) 由 质点 位 置 表示 式 , 有 cost = J 二, sint = 羡 ,所 以 


gt. 2 2 
(+ 人 (二 = 
即 4(z 一 10): 十 25% 一 100, 或 + 1. 


这 说 明 质 点 的 运动 轨迹 方程 是 一 个 以 (10,0) 为 中 心 ,长 、 短 半 轴 
长 分 别 为 5.2 的 椭 贺 . 


一 一 
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§ 2 分 部 积分 法 


内 容 提 要 


设 4 二 ulz) 及 "= v(z) 都 具有 连续 导数 , 则 
| wv 一 20 一 | vau 
或 (7) * wv (z)dr = u(r) * v(7) 一 | vz) * w (7)dz, 
上 面 公式 称 为 分 部 积分 公式 . 
问题 与 解答 


设 f(z) 的 原 函数 为 n(z 十 VI 十 开 ), 求 | z fz)dz 
原 式 一 | z .djf(Gz) = 7 f(z) 一 | f(z) 
一 一 | sear 十 z。 [| re 


二 一 In(z 十 Ue net V1 十 za 十 e 
二 一 In(z 十 V1 十 z) 十 


解法 1 


十 c 
1 二 2 
注 “在 题 设 的 条 件 下 ,采用 分 部 积分 法 ,可 避免 计算 了 (z) 的 具体 
表达 式 . 
解法 2 ”由 题 设 知 ， 


f(z) = [in(z 十 VI 十 z)] 一 


1+z 
1 i 
故 原 式 = | z。( )'azr 
| VHT 
2 
一 一 | 时 se ( 令 := tet, 用 换 元 法 ) 


一 648 一 
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一 一 [in(tgl + sect) 一 sint] + c 


z 
= 一 In(z 十 V1I++z) 十 c 
VY 江 十 于 


4 2. 2 设 f(z) 的 原画 数 为 amz, 求 | = . PCz)dz 


和 


fz: ar = #165 — | f(a 
en sinz |。 0a 2sinz | 。 
2 z z 
4.2.3 设 所 (cosz 十 2) 二 sin?z 十 tgz, 求 f(z). 
解 fCeosz + 2) = | 了 Ceosz + 2)d(eosz + 2) 


i 


= | [sin?z 十 tg?z Jdcosz 


= | (1 — eos + sl — Ddeosr + 
_ [eo + 2) — 2 1 ee 
3 (cosz 十 2) 一 2 
G2 1 
故 faz) = 一 一 3 一 一 一 27 二“ 


4.2.4 求 [ zx» sinzdz. 


解 ” 原 式 = zx， (一 cosz) | Cosr)dz 一 一 zcosz 十 sinz 十 c. 


4. 2. 5 求 | > » sin?zdz. 


解 ” 原 式 = 讨 | z+ (1 一 cos2z)ar 二 证 一 寺 [ zcos2zdz 
Ea 1 a 6 
= sin2z 一 sin2zdz) 
2 
一 守 一 填 z “sin2z 一 十 cos2z 十 


4.2.6 求 | = sin2zdz. 


一 643 一 
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得 


解 ” 原 式 = 一 证 | z2 » d(cos2z) 
二 三 羡 cos2z 十 寺 i 
2 zzcos2z 十 二 sin2z ;| sin2zdz 
ES i 十 坝 rsin2z 十 地 cos2z 十 
4.2.7 来 | ra 他 Cosz)2 
解 因为 (去 二 二 ce) Cn 下 Sa 采用 分 部 积分 法 ,得 
原 式 一 | a * Cama) 
二 z 上 + 一 1 cosz 十 zsinz 
cosz。 (zxsinz 十 cosz) zsinz 十 cosz cos’z 
= ser Fo + | wonte 


一 多 
一 5 二 5 十 名 十 


4. 2. 8 求 [ztez* sectzdz. 
解 ”将 tgz,sec'z 都 换 为 sinz 和 cosz, 再 用 分 部 积分 法 ,得 


原 式 = +- .le = | eeorr 
= 地] 到 i)= 才 - 吉 - 二 | 矿 
2 
-7 1 
1 二 | + eacen 
Se i a 
4.2.9 求 | 了 二 ea. 


解 将 分 子 . 分 母 同 乘 以 (1 一 cosz), 化 简 后 ,再 用 分 部 积分 法 ， 


一 6864 一 
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_ [f(z sinz)(l 一 cosz) 
原 式 1— cos2z 
| 于 琶 一 车 一 和 
ee dr 
sin?z 
cosz Cosz 
-| 芋 sin2z w+ 站 sinz 要 sn sinze 
= [#4 aen + | E+ | ae 二) 一 | tere 
了 dz 
= 一 zez+ | sentz+| 生 二 二 :一 各 -| se 


= 一 zetgz 十 下 十 
4. 2. 10 求 | 1 


1] 十 cosz 
(1 + sinz)(1 一 cosz) 
0 
Ss 
Sin’z 


= 总 + 和 -| 入 -J* 管 
= ea on + fe E+|e di) -fe ee 
一 一 e。 ez 二 |， er 


Sinz sinz 
=— ectgr+i+e 
4.2.11 求 | sinz * In(tgz)dz. 
解 ” 原 式 = 一 | In(tgz)d(cosz) 
=— cosz 。ln(tgz) + | eosr ser » secizdr 


一 一 esz .ndtez) + | Hie 
一 一 cosz .ln(tgz) 十 in(cscz 一 ctgz) 十 c. \ 
fi NE Te 和 > Tt 


一 645 -一 
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求 ln (Csinz) 


Sin2z 
解 。 原 式 = 一 | In(sinz)d(ctgz) 


位 一 ctgz。ln(sinz) + 等 » ctgzdz 


4.2.12 


=— atgz .minz?) 十 | (csczz 一 1)dz 
一 一 ctgz。ln(sinz) 一 ctgz — z+ ec. 


4.2.13 ”求人 neoszaz. 


解 。 原 式 = incosz .aez = er .neosr + | er + ea 


= tez * Incosz + | (secz — 1)dz 
一 tgz。jlncosz 十 tegz 一 Z 十 ec. 
4. 2. 14 来 ineosz .tenar. 


解 ” 原 式 = 一 | jncosz。d(incosz) 一 一 二 inreos 十 c. 


4. 2. 15 求 | sme en 


解 ” 原 式 = | sinlnz。d(sinlnz) 一 到 sinmmz 十 c. 
dr 
4.2.16 求 | 一 之 一 . 
| V2+ 4 
解 ” 原 式 = a dC V2 + 47) 


= 了 =， VE3 二 和 一 到 | V3 二 4 
于 V2 十 和 上 : 子 - VC2 十 4 十 e 
= 井 V2 十 十 4z，(z 一 1) 十 c 


2 
4 来 | 从 


解 ” 原 式 一 去) zi5+ 计 | ta 
一 8 一 
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z 1 
THD + 3cter te 


4. 2. 18 求 | 如 入 


《1 一 22) 
解 “将 被 积 函数 中 的 因子 适当 匹配 ， 化 为 分 邦和 分 形 来 。 得 
4 
原 式 人， UI ne | "A= 3] 


了 


4 二 35 一 了 了 | rs 
工 
人 ez( 一 L) 


Wg 32 


A412 4 


4 
i jr 
4(1—2): 8\1l—# 1 

_ 3z 1 十 = 
TN S02)+1 并 | 广 s+e 


注 ”本 题 如 用 三 角 变 换 z = sint, 或 者 用 待定 系数 法 分 解 为 部 分 分 
式 之 和 来 求 积分 都 比较 繁琐 . 


4.2.19 求 | Zedz. 
解 ” 原 式 = 一 | z+d(e-') 一 一 ze 一 十 eidz 


2 一 20” 一 0 十 w 
4. 2. 20 eu » e—2dz. 


e 
解 ” 原 式 二 一 二 -21 . Sf 2 
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4.2.22 求 | zzerdz. 


解 原 式 = zzer 2 | -ee zze 一 2(zer fo 
ee 

4. 2. 23 求 | re 这 zy 

解 “” 原 式 一 | ed [人 = 一 | Te) 
一 |。 一 十 ec 


注 ”指数 函数 与 积分 变量 的 有 理 式 乘 积 的 不 定 积分 ,一般 采用 分 
部 积分 法 ,而 不 用 变换 上 一 “, 否则 会 出 现 Int. 


4. 2. 24 求 | 


GF 
解 ” 原 式 = 一 | ze 人 


We + 并 二 “ee°» (z+ 1)dz 
ze” er 
a rr Tate 


4.2.25 求 | Ea 十 zlnz)dz. 
解 ” 原 式 = | Ear 站 | er。lnzdz = J erd(lnz) +] Inzd(e’) 


=e lne— [eenadzt fe in = ee int 


二 De 


解 原 式 = 一 | me 十 Dale-") 


dm EE 
一 一 e me+D+|。 FF 

ee ee 
eo ne + D + {Ta 
一 一 eln(e 十 1) 一 In(1 十 e-) 十 c 
一 一 eln(e 十 1) 一 infe- (Ce 十 1)] 十 c 
一 一 (一 十 1)。ine 十 1) 十 > 十 
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4.2.27 求 | z3 » ch3zdz. 


解 原 式 = :| zsd(sh3z) = 言 zsh3z 一 zzsh3zdz 


一 于 zsh3z 一 一 | zzd(ch3z) 
! aash3z ns 十 也 ll zch3zdz 
stsh3z 一 了 zch3z 十 半 | zd(sh3z) 
村 zsh3z 一 言 zich3z 十 xsh3z 一 二 | sh3zdz 
(e+)sh3z 村 十 充 )eh3z Ee 


4. 2. 28 求 | (zinz 十 ee. 
1 1 
解 ” 厌 式 = 去 [ jnzdz: 十 | mz 
= 到 [zamz 一 | zdinz ] 十 In|lnz| 
= 到 [zanz 一 | zdz] 十 ln|lnz| 
1 
一 互 [z?nz 一 了 ] 十 In|inz| 十 c. 
4. 2. 29 求 | 《lnlnz + iz) 
解 ” 原 式 = | lnlnzdz + [去 
zininz 一 |z- 直 二 Hut+ | 色 =zeInnz 二 


4. 2. 30 求 | Vz 。In3zdz. 


3 
解 a nae laa 
受 5 1 
2 ln3z 2 | 二 .去 saz 
i 2 [2 - 
于 二 In3z | dz 3 ln3z 352 十 “ 
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lnfz 十 Dy, 
Vz 十 1 
解 原 式 = 2 | mcz + D .eaCV3 二 1) 


=2 Ee 

=2 Vz 二 ed 
i 

=2 VitinGz+l) -4 Vtite. 


4. 2. 32 人 Ca 天 一 1) 


解 ” 原 式 = | » d(x"+!) 


4. 2. 31 


-i a+i] sz 
= 二 * (Inz + 1) 十 c. 

全 2 求 | ( | ; 

解 原 式 = 一 | oz .a 二) 一 一 四 本 十 | 二. anz . 生 
| oy 


lnzz _ 2Inz | 1 
2 +2 | 二 


一 一 二 nz 十 2inz 十 2) 十 ce. 
4.2.34 求 | MY z ln2zdz. 


2 mi 一 号 | nz .zc 
了 

3 ln2z gr lnz+ 
让 

= 3 ns ~ Sins + 8) +e 
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4.2.35 求 | In(z + VI zdz. 


解 ” 原 式 = zn(z 十 V1 十 z) 一 dy 
[re 
二 xz*lIn(z 十 V1 十 z2) 一 V1l 十 zx? 十 c. 


a 来 | 于 + 
V1 十 到 
解 ne A A 十 z2) 


三 2z2)。in(1 十 Y1 十 2?) 一 
| 二 
= 一 (1 十 VI 二 zin(I 十 VI 十 2) 一 V1I 十 于 十 ec 
4. 2. 37 求 | 一 = 十 Yl+ oy, 


Y1 十 好 
解 原 式 一 | mcz+ Vid( VI+ 2) 


W1 十 到 .in(z 十 ial | Te 


一 YI 十 mvlinz 十 V1I 十 zz) 一 z 十 c. 
1 十 z 
4. 2. 38 求 | :nm 六 拓 . 


1 lts llts 1 f Ye 
解 ” 原 式 | mi a {Te 
Es 1 十 z 4 
mi zs+| Jar 
了 十 x 交加 二 1 土台 


dr 
fA 


十 ec 


1 一 到 
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[se 一 上 zx 
= 号 .nj + 过 | (z+ 了 TB 


23 1 一 z 2 上 
= "ni 5 an )+e. 
az? 十 6 z—1 
4.2.40 求 ZT nsFile 
a 二 +b so 
解 ” 原 式 e+ 竺 .ml 三 让 il 
加 4 十 2  .。 1 
mi 于 “nl 
re lal —1| 2 
z 十 1 于 一 】 
二 1 
Ee DD 
ar * lIn|| el ovin|z: 一 1 
4 
[nl #4 + 
4. 2. 41 求 | aretgzdz. 
解 ” 原 式 = > -aretsz 一 | -at 
一 zaratsz 一 了 In(1 十 十 c 
4. 2. 42 求 | zarctgzdz. . : 
me 
= 二 *arctgz 一 到 十 arctez ee 
4.2.43 求 | arcsinzdz 十 | arccoszdz ,并 解释 其 结果 . 
解 ”由 分 部 积分 公式 ,得 
原 式 = z .arcsinz 一 | 一 时 +zvareosz 十 | 2 
YI 一 好 


一 =， (arcsinz + arccosr) 十 6 一 z+. 


上 面 的 结果 说 明 '* 反 下 致 施 数 府 积分 英 皮 余 张 函数 的 积分 之 和 是 
一 $58 一 


§ 2 分 部 积分 法 


一 个 关于 自 变量 的 线性 函数 族 . 
4. 2. 44 求 | aeae V rdz. 
=r*， 一 一 一 一 一 一 dz 
解 奈 式 ss -| 


一 z。arctg Vzr MD 2 ) 
一 zarctg WVz 一 WVz 十 arctg Wz 十 ec. 
4. 2. 45 求 | >. (arctgz)2dz. 


解 原 式 = 去 | (arctgz)2d(z2) 


一 去 * (arctgz)2 一 | TP 


z? 
= "(arctgz)? -| Oe a * arctgzdz 


了 i arctgz , 
二 Carctgz) j arcteztz 十 | 1 rp 

2 
= 地 * (arctgz)* — r » arctgz +| I 2 十 本 二 Caretgz): 


+ 


(arctgz)2 一 zr + arctgz 十 二 md 十 22) 十 c. 
4. 2. 46 | (arcsinz )?dz. 


解 ” 原 式 = z(arcsinz)? ?| Es rcp 
/i = 


一 z。(arcsinz)2 十 2 [ arcsinz *d( V 1 一 z2) 
= z* (arcsinz)? + 2 V 1] — zx?. arcsinz 一 2| dz 


er ye & Pe arcsinr — 27 + ee. 
4. 2. 47 


解 原 式 = ne “dlr’) 


言 zrarecosz 十 二 4 ee 区 


一 53 一 
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dl 一 22) 


和 | 2Z2 

6 DA es 
3 1 

| ( Vi za — #) 
6 Vi-z 


ZIarccosz 于 W1 二 妹 十 于 Ea 十 ec 
arccosz 一 一 二 2 M1—z+e. 

4.2.48 求 | z(1 十 zz)arcctgzdz. 

解 ” 原 式 = 本 | arectezd[C1 + 加 


一 地 a 十 z2)2 “areeter 十 二 | (1 十 zz)dz 


1 区 大 
一 玫 (1 十 ?varcctgz 十 本 十 二 十 < 


4.2.49 求 | 2 arctgz 


es 
解 原 式 = | arctaz dC V1+ 2) 


= ME 
l+s 


一 V1 十 xz?*，arctgz 一 lIn(z 十 V1 十 zx’) 十 c. 


4. 2. 50 求 | 守 人 a. 


解 ” 原 式 一 一 去 | areeena( T 十 可 


1 ,arcctgr | 

2 Ir 2) Or 

arcctgz 六 工 1 ] 

ZI 于 75 [sa Fe 
Pk a 工 十 
TTT AIF 


4. 2. 51 求 | 。 (dz. 


解 “ 令 V7 =4 则 z 二 二 gz 于.2idt, 若 


§ 2 分 部 积分 法 


原 式 | zeu 2 | uce) 2 好 2 eu 
=2te—2e+c=2Vre 和 一 2e (+e. 
4. 2. 52 求 | s YE+idz. 


解 令 上 = V2z 十 , 则 z 二 全 
原 式 一 J ut = | a 
4 。 bl 大 3 
-号 .3 | sa [33+e 
*。V 2z 十 rd Vuti 十 c。 


Ze- i, ~ 
六 
解 ” 原 式 =2|zd Ve 一 1 一 2 Ve-1-2] Ve ldz, 
对 于 第 二 项 不 定 积分 , 令 Ye 一 1 二 4， 则 
z= ln(l 十 纪 )，dz = 


1, gz = tdt, 故 


= 吉 
4.2.53 求 | 


2 
TF 
[ve ldz [es 2t 一 2arctgt 十 c 
2Ae— 1— 2 一 十 
原 式 = 2z Ve ts i 
4. 2. 54 求 | 一 


dr. 


7 
xzd(e 十 1) 
=| 王 < 二 一 一 2|z.dCvVe 十 TD 
en 
=2:. Vet1—2| Ve + ldz. 
令 We 十 1=4 则 z=In(# 一 D, =F 天 和 1d， 上 式 第 二 项 的 积 


分 为 


ea- hv wi 2 
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{verie= [8 “2 


1 


1 = 
2 a +a 2! 十 In 等 直 +。 
ET ail+。 
Ve 十 1+1 
原 式 = 2z. We 十 1 一 4VeTT-2n|Ye 土 1 一 
Ve 十 1+1 


dr 
es | MI 
解 原 式 一 去 |。** (Vi 二 一 V1 一 ep)dz 
一 去 (V1l+e— V1—e)d(e-') 


i Pe A VL a 


1 1 1 
工 | -一 一 + 一 一) 
四 | te Vi—e 


=- 字 (VIFe- Vie 中 十 也 十 本 六 
其 路 = , 令 Vi 十 e==t, 则 
， 人 二 站 种 
z= In(2 一 上 ,dr 二 和 i, 故 
1 2tdt 4 一 
4=| 二 下 一 2 |# = 等 由 +。 
w= ts 
一 | -天 二 一 | + 
Y1 十 e 十 1 
同 理 得 1 | sh A be a 十 cz. 
Vi—e 1— Vi+e 


故 ” 原 式 = 一 他 (Vi+e- VI-e) 
一 688 一 


$ 2 分 部 积分 法 


"| Eo V1l+e) 
(vl+e+D(+ v1—e) 


4. 2. 56 人 


Vr 
解 原 式 =2 | ncl 十 za Vr 


二 地 


Vz 


一 2Vz .mnG+ 了 一 ?| 论 Se， 
1 十 z 


令 Vz =4, 则 z = £2, dz = 2tdt, 


Vr t (2+ 1) 
[ee 


=2 [a— 2 TB= 2 2arct+e 
=2Vz —2arctg Vzr 十 c. 


从 而 , 原 式 = 2 Vz .In(1+z) 一 4Wz 十 4arctg Wz 十 ce 


4. 2. 57 求 | VT lnzzdz。 
解 令 z=e, 则 t= inzydz 二 edi, 故 

原 式 一 | 生 .mo ou = | ee 

3 2 3 

又 令 z 一 本 4 则 ! 一 和 一 可 dl 从 而 

= (De 2d = (C2). 
原 式 == | (和 De 和 和 一 (人 eu 

= (ee 一 2 十 2 二 

¥ 
一 (CC 十 


Py pe a 3: 
一 本 xz 。(ln2z SInz 十 5) 十 


证 
a Ey 


一 
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解 ” 原 式 = 了 | Inzd( V3r — 2) 
3 Ya3z 一 2 .lnz 去 | 于 二 207, 
在 上 式 第 二 项 中 , 令 1 一 V35 一 2, 则 z 一 全 二,4z 一 at 故 


| 
a 


=2 {ga =2| 0 -za 
人 Cr 


=2(t— Vv 2arctg )+c. 


2 
从 而 , 原 式 = 号 35 一 2 .nz 一 二 (一 V Zarct 


= 地 3 nz 一 孝 VS 一 3 
+ 


)+e 
2 


4.2.59 求 | In[ (z+ a)t*. (z+ 6)+:]. 
解 ”被 积 函数 化 简 得 
In[(z 十 as。(z 十 bs 。 


ET 


1 
(z 二 a)(z++ 5) 
In(z 十 a) e+e jn(z + b):+* 
(za)(z+6) (z+a)(z++0) 


In(z+o) 平 ln(z 十 5) 


2 十 z 十 a 
用 分 部 积分 法 ,得 
原 式 = | ar + | Dt ar 


= | nt Van + + {in +b) ancs + a) 


| 一 in(z 十 ao) .ln(z 十 朋 ae +bine4 证 


§ 2 分 部 积分 法 


十 [ In(z + Ddin(z + a) 
一 ln(z 十 al .ln(z 十 5 十 c. 


4. 2. 60 求 | md +z+ V 2z 十 z)dz. 
解 。 原 式 = z.in(1 二 z 十 V2z 十 z) 


| = .+ 一 士 z 
1 十 z 十 YV2z 十 2 ，, ye 
一 zln(l 十 z 十 Y2z 十 2z) 一 | 一 一 一 
1 
一 zvin(l 十 z 十 Vz +s | Naf 
ee 28 下 
令 i= pe 则 z= 了 I TT 二 5653' 故 
82 
[Va = ts 上 eye 
人 a = Ts =2 /Ti 
= Ta- nittl+e 


1 
二 V2z 十 于 一 In(1 十 z 十 V2z 十 z?) 十 ce. 
从 而 , 原 式 一 zln(1 十 z 十 V2z 十 z?) 一 V2z 十 于 
十 In(1 十 z 十 V2z 十 z) 十 c 
一 (1 十 z).in(1 十 z 十 V2z 十 z) 一 V2z 十 于 十 c 
2 
4. 2. 61 求 | 二 
一 
解 原 式 一 天生 人 二 | = drs 


zrTF5+ es T+ 


Zr + reg + oti -7 
一 659 一 
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注 ”尽量 地 将 被 积 函 数 中 有 关 因 式 都 放 入 微分 中 ,再 用 分 部 积分 
法 , 便 得 出 结果 . 


a 
4. 2. 62 求 | cr 


解 当 o=0 时 ， 
1 
| ry EE i 
当 a 关 0 时 ， 
dz 1 C+) 
(m+ i a (az 十 72 


了 dz 古 | 2 
je+r a (e+ 配 杰 


全 | 


z T 
Zaretg eg + ga Fz) 
注 ”利用 上 题 的 结果 . 

并 中 
4. 2. 63 求 | 一 二 -dz. 

大 一 

| 1 一 2z 十 3z 

解 = dr dr 
] Vr Vri—2z 


十 ec. 


=+| z 多 
Vr—z dd 


一 2。Vz = Vi 


2 
人 MT -Me Ute rr ye 
— 6 一 


§ 2 分 部 积分 法 


RR ey pet i WS 

| r= =): apse=|: Ne err 
t 下 i 
0 Tia+actett+e 


= VE uo 
TT 


一 Vr— r+acgA/T +e 
Fae wa _ = / zx 
从 而 有 | 并 - Vr— 7 3arctg T=z+° 
4. 2. 64 求 | sn /= 


解 令 WVz =4, 则 z= ,dr 二 2idt， 
原 式 = 2 | esnu =— 2 | cdleos) = 一 2eeost + 6 | fcostat 


pm 


一 一 2lcost 十 6 | {2 » d(sint) 
一 一 2ticost + 64。sint 一 12 | sin 
=— 2eeost + 6 sint + 12 | leost) 


一 一 2tcost + 6t? » sint + 12tcost 一 12 | ss 

=— 2(£ — 6)tcost + 6(# — 2)sint + ¢ 

=2(6—z) Vr .cos Wz 十 6(z 一 2) .sin Vz 十 ec. 
4.2.65 求 | sin( z )dz. 
解 ” 令 x =4, 则 z==8, dz = 3tdt, 故 

原 式 == J sn: rat = 3 | £ sintat 

-3 ea dcost) = 30 set sf rent 
二 
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一 一 38 + eost + Gt sint — 6 | sintdt 
一 一 32 . cost + Gtsint 十 6cost 十 c 
= 一 3 Vrics( Ys)+6 Yr sin( yz) 
十 6cos( VY zr)+e. 
4. 2. 66 求 | sos jz 
解 ” 原 式 = | ein -e+| dr ， 


I 
3。V1 一 22 


人 一 sint, 则 


costdt 
|- -= mn on 一 lesct ctgt| + ce 
AN 3 
一 nl le A es * 
zz 了 
原 式 = _ arcsinz arcsinz | In AR 再 品 
人 
4. 2. 67 #] arcsinz _ 
汪汪 EM 
解 ” 令 z= sint, cd a dr 二 costdt, 故 
1 
原 式 | “cost” iy [a 


= ea ed =— te cett {eter dt 
= 一 t"ctgtt lnsint+ ce 


Ch sad 


= in 


4. 2. 68 求 | 一 Ps _ arcsinz 


Y(1 一 本 
解 ” 令 z= sint, 则 arcsinz 一 tdz 一 cosidl, 故 
t t 
原 式 | a eu = | a 


fa = 
一 县 二 


§2 分 部 积分 法 


一 itg 一 ln|cost| 十 c 


区 
一 一 -arcsinz 一 in V1l 一 22 十 c. 
EL 一 型 

(arccosz)? 
4. 2. 69 求 | ee or 

A 
解 ” 令 t= arccosz, 则 zz 二 cost, dz 一 一 sintdl, 故 
> fcost 下 网 
原 式 = 一 | i * sintdt 一 fe costdt 


一 一 | ait 一 一 esnt 十 2| sinit 


一 一 号 sint 一 2 {4+ deost 


一 一 esint — 24° cost + 2 | eos 
=— .sint— 2t°* cost+t 2sint 十 c 


一 一 (arccosz)* V1—7—2rz*.arcosr+2 V1—z+c. 


4. 2. 70 求 | ia wu 


vi 
解 ” 今 z= sin%, 则 arcsin V z = t,dz = 2sint costdt, 故 
3 Li 
原 式 = | 二. 2sint co =2 [1 sintdt 
=— 24° co + 2 | costdt —— 24* cost + 2sint + ¢ 
=—2V1—r*arcsinVr+2vVzr++ce. 
4 求 | :areg V za 
解 ” 令 t= Vz , 则 z= 28dz = 2tdt, 故 a 
原 式 = | earctet* 2 = 2 | 6 arctgtar = 广 | arctet a 
ee 人 
2 arctgt {Te 


st 
= 2 ut TF 


一 663 一 
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1 1 dt 
一 本 去 」 TITFEz 
一 1 .arctgt 1 (4 0) aretgt 十 
3 2 3 2 
= 二 (earg Vz 一 坷 Vs 上 +Vz 一 atg Vr) 
十 c. 
4.2.72 求 | aretedl 十 VY z )dz. 
1 
dr 
解 原 式 =z arcgQ 二 V7) 一 | :一 2 一 
1+ (1l+ Vz) 


一 To，arctg(1 十 YVz) 


zdr 


-证 | 一 和 一 一 
2J Vr.(2+2Vr+z) 


令 Y * 二, 则 上 式 第 二 项 为 
zxdr =| ut * 2udu 


| 二 地 wu(2 十 2u 十 ww) 
udu 2 二 + 2u 
sabre 2 [3 Fo te 


一 2x 一 2in|2 十 2x 十 好 | 十 c 
=2Vz 一 2mnl2 十 2 WVz 十 z 十 or 
原 式 二 zarctg(l+ Vi) Ve 
十 Inl2 十 2 V zi 
4. 2.73 求 | MR 一 zdz. (其 中 天 0) 


解 | Yess Aint+ — 


V ez 一 于 
AT + 一 人 
是 本 


-人 [Yee, 


§ 2 分 部 积分 法 


于 是 | Vea tin +e 
42.74 求 | VHTeu 及 | VF 

了 一 z。 Z2。dz 

般 | VF 


a) 
ed 
=z Vata—| Vr + dz 
十 az .ln|jz 十 Vr el. 
于 是 得 
| Vata Vtet ent Vitalte 
同 理 得 
| = Ta Finlz+ Va 


4. 2. 75 求 | > a 
解 。 原 式 = 雪 | V2 一 1 .a+ 


pe 
+ D4 十 hr), 
: Er 
Tt DD VT a i 
一 各 | (z+ D)’ 
2 


了 

(2 十 1) 一带 

V 二 27 1 
| 

i: 


4 本 1) 
VTDiC 


vv 


-一 665 - 
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-+tD. Ta iT- 寺 | VC 十 1] 一 2 


tdD- {Eto 
V (2 十 1)2 一 2 


=- 所 寺 D . /+1 
"Vat+1D): 一 2 一 In(z? 十 1 十 V (z+ 1):—2] 


一 Ina+1+ V(r+1)?—2)+e 
ai Vz 十 2z: 一 1 


4 
一 二 me+1+ VIF 1) + 


注 “利用 上 题 的 结果 . 
4.2.76 求 | z2 。W az 十 ridz. 


解 vv 四 


一 序 zed[(e+ z2)#] 


3 3 
= 十 z(e + 一 | (oz + roaz 
= 言 za 十 式 ) ve 二 | Va zz 


一 言 [#: Va zdz, 
于 是 得 
f= »* Va zidr 


二 [本 ze 十 2 Vet | Va + zidz] 
zat 二) Vs 十 二 一 于 [三 Vet 

十 到 mlz 十 V 十 到 | 十 e 
= Se) . VE 十 二 一 站 nlz 十 VETa|+e. 


I 


一 688 一 


§ 2 分 部 积分 法 


注 ”利用 4.2.74 题 的 结果 . 
4. 2. 77 * | Fm 


+ EE 
解 | te) 
he 
(1 十 V+ ry) 
z 
= -天 -| 一 ee 
Te 
PE fe 关注 | enet 
国 (1 十 TF 
es 
ER a 
| UF A +c. 
4.2.78 求 | ee 
VU + 2) 
1 
解 ” 原 式 = | dere 
Vit 
zdr 
pr 十 [ be 
Vi+z VO + ze) 
! we A ctr 
yr 2 a 十 ec 
z 十 1 
-e+e 
2 Vitz 


注 ”利用 上 题 积分 的 结果 . 


Carats 
4.2.79 求 | 可 多,4 为 常数 
解 ” 令 i= ew, 则 z== tgt, dz 一 secxtdt, 故 


原 式 = | 二 .set 一 | er + eontdt 


= | evsint = ee sint — { he sintae 


~— 本 
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= sint + kes cost — | er « eostdt, 
所 以 G+ 6) es condt = er Geint + eost) + 0 


从 而 , 原 式 = e+ eosttt = 于“ Gsint + Koos) 十 . 
da ER Se SE 
TR ITs Viss 
注 “对 于 反 三 角 函 数 的 函数 的 不 定 积 分 , 一般 先 作 变 换 ,后 用 分 
部 积分 法 . 
4. 2. 80 求 1= | esinzdz.. 
解 ” 设 w= e',dv = sinrdr, 用 分 部 积分 公式 ,有 
Wn =— ecosr + | cosrdz. 
又 设 w = edo 一 coszdz, 再 用 分 部 积分 公式 ,有 


| ercoszdz 一 ee * sinz 一 | e" * sinzdz, 


那么 1=—e*cosr+e .sinz— 1, 


故 /= te 


4. 2. 81 求 | ~ » Coshrdz. 

解 如 果 e= 5 一 0, 原 式 一 z 十 ci 
如 果 a = 0,5 关 0, 原 式 = 地 sinbr + cs 
如 果 a 关 0， 

je » cosbrdr 一 十 | su de)》 


一 Te * Cosbr 十 之 | e* » sinbrdr 


= Le” *Cosbr 十 二 | sinbr* d(e*) 


一 二 eic 十 放 si 一 二 | 六 estate 


§ 2 分 部 积分 法 


e™ » (acosbz 十 jsinbz) 
于 是 得 | 


4.2.82 求 | e” » sinbrdr. 


解 ” 如 果 a 二 4 二 0, 原 式 一 z 十 < 
如 果 呈 十 正夫 0. 


| en »。sinbrdr 一 让 | sinbzd(e”) 


= Levsinb a 二 | er 。，Ccosbzd7 
= Le ‘sinbz 一 吝 | eu、 » d(e™) 
} e™ » Sinbz 总 @” » coSbz | er » sinbzrdzx 
于 是 得 | ex 。Sinbzdz 一 ein ee +c. 


4. 2. 83 求 | zesnzur 
解 ”两 次 用 分 部 积分 法 ,得 


| esinsdz = (sinz — cosr) 十 

| er » cosrdz 一 (eosr 十 sinz) + <. 
令 := sinr 一 cosz) , 则 | xe’sinzdz 一 | zdv, 故 
原 式 = zo 一 | sdz 


Ll i 一 
等 Gsinz = Vi) = | 本 Csinz cosz )dz 


Es .Sal 2 
= inz Cosr) 2 | ea + 了 | ee 


Csinz cosz) Fe Gsinz cosr) 


二 esinz 十 cosz) 七 < 


一 0 一 
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十 号 [zGsinz 一 cosz) 十 cosz] 十 c. 


4. 2. 384 ” 求 积分 1 二 | sin(Inz)dzr, 1; = | cos(inz)dz. 
解 由 分 部 积分 法 ,得 


站 一 sin(nD 一 | + EP 


dz = x*» sin(lnz) 一 7 


1 = zcos(Inz) 十 | # * Wn ~ z ,cos(inz) — 1 


上 面 两 式 联 立 , 解 得 
l= 到 [sin0nz) 一 cos(lnz)] 十 ec， 


l= 吝 [sinCinz) 一 cos(Inz)] + c. 
4.2.85 求人 一 | = madz 的 递 推 公式 . 
解 /= | .dat 


1 Te * In'z 一 | zf+tvlnz Las] 


k 
=F + i “nz 一 | zt » In"-!xdr] 
= 二 [z+i。lnz — ne /1], 


故 Js = Ed 


4.2. 86 。 求 不 定 积分 和 一 | 二 他 的 递 推 公式 . 


上 fret os 
解 人 一 | 


a 
Tdr 
| (ea + i | tT 
EE 去 |z .Td 
i Cr 


在 第 二 项 的 不 定 积分 中 , 令 " = xz 一 voz 和 35:; 则 


| 一 由 yb 一 


| 


| 


8 2 分 部 积分 法 


zdz ee 
(z+ a)" 20a—1) (好 十 oa 


zdr 
故 + 


du = dr,v | 


zx 十 | dr 
tam) (ta 
1 工 1 
于 是 有 7 nm 2 十 Zan — 1 (za) 3080 — 1) “ho 
由 此 可 得 递 推 公式 为 
3 z 陀 袍 2n 一 3 
[7 ICE 各 一 2 
4.2.87。 试 建立 1 一 | 一 一 一: 的 弟 推 公式 . 
mm。Vz 十 1 
解 ” 取 下 标 为 x 一 2, 有 
1 | dr 2zdz 
一 2 a 2 。 


Yzz 十 1 mil。2 Vz 十 1 
区 五 十 1 (分 部 积分 ) 


= A 


zr-! 


| 二 恬 A 


2 一 (1 


ears 


We 


整理 得 递 推 公式 为 


(1 一 a)。(1 -2 十 1) 


一 671 一 
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§ 3 ”有 理 函 数 的 积分 
内 容 提要 


有 理 函 数 的 积分 形 如 


foe -fe 


其 中 P(z) 一 az 十 az: 十 … 十 oz 十 o，m 天 0， 
Q(z) = bz 十 bz 十 … 十 加-z 十 加， 加 天 0， 
m,n 为 正 整数 . 
有 理 函 数 包括 有 理 整 式 及 有 理 分 式 ,有 理 整 式 的 积分 十 分 简单 , 现 
介绍 有 理 分 式 的 积分 . 


有 理 分 式 62 包括 有 理 真 分 式 (4 < m) 及 有 理 假 分 式 (x > m), 而 


假 分 式 总 可 化 为 有 理 整 式 与 有 理 真 分 式 之 和 ,这 里 假定 和 是 既 约 的 
真 分 式 . 
首先 将 人 33 分 解 为 若干 个 部 分 分 式 之 和 ,而 每 一 个 部 分 分 式 (最 
简 真 分 式 ) 都 属于 下 列 四 种 形式 之 一 ， 

A MztN az 十 和 

z—a” (zo) 于 十 ?z 十 9 (于 十 了 十 9)” 
其 中 "是 大 于 1 的 自然 数 ,a.4、Y、W、z.4 都 是 常数 , 且 严 一 4g 过 0. 因此 
有 理 函 数 的 积分 问题 就 归结 为 如 下 四 类 最 简 分 式 的 不 定 积分 ， 


(CD | -lz 一 al 十 c. 


4 4 
ws et ed 
Mz+ 和 地 
a 


N— 
az 十 和 2 7 
‘| ee | 


宁 十 3 十 9 


| 一 pe 一 
| 
| 
1 
| 
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MHz 十 N 
0 | BE 


_M 2z 十 ? Mp. dz 
一 [e+ | TT 


”上 式 右 端 第 一 个 积分 | zr 闪 汪 子 坟 :2 一 


全 十 天 十 9 性， 
(+t 区 


ll—% 


第 = 个 积分 | 本 二 各 二 他 Eee 2 


令 z 十 重 =w 各 于 二 = o, 则 姑 = 如 ,通过 计算 可 得 上 式 积分 的 
一 个 道 推 公式 


| dz 


[CE 
[c+ 呈 :+27Z] 


1 du 
-z+ 23) | 下 
递 推 下 去 ,最 后 的 积分 为 


[3 ltt 
于 是 上 面 第 (4) 型 的 积分 问题 完全 解决 


问题 与 解答 


1. 观察 法 


4.3.1 求 | 二 0 
解法 1 原 式 = 广 | (5 二 1 


i 
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= 二 [nlz 一 21 +inls— 4l]+e 


= 二 nlc 一 DG 一 01+e 


ne 
解法 2 原 式 | 而 千 
= 十 | 2z 一 6 人 二 
2) 22 一 6z 十 8 


= 二 mlz 一 6z+8L+e 


4 求 | 二 二 于 
加 _ (人 _ dz 十 3) 
解 原 式 = | 二 二 部 二 下 = 他 十 3)5 十 16 
= rg + 
注 全 一 人 一 4X 25 一 一 64 < 0, 将 分 母 化 为 平方 和 形式 . 
求 | 去- 乞 -上 5 
dz 1 dz 
解 ” 原 式 = 村 | 一 全 一 = 二 | 一 二 一 一 
2 3 一 2 1 5 
* 一 z+ 十 吝 (z 地 天 二 二 
dz 一 二 ) 
1 2 1 2z 一 1 
2 = 一 一 arctg 十 
(+t) Ys v5 


注 A= (一 2 一 4X2X3<<0, 将 分 母 化 为 平方 和 形式 . 
4.3.4 求 | -2 十 3z yy 


24 十 z2? 十 
解 令 开 一 4 则 zdz = 去, 故 

(2z? 十 3)z 1 2 十 3 
原 式 | 2 | FF 


_1[f 2+1 a 
= t+ | a 


一 67 一 
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1 
Za 十 五) 


言 mle 十 t 十 1 十 ee 
2 
es 人 


i 2 gr 
in 十 上 十 1 十 A 


注 采用 变量 代 换 , 使 分 子 、 分 本 次 数 障 代 “ 
425 求 | 于 敬一 


解 令 避 二 4 则 zdz 一 二 at， 
1 
sd 
Ey a ER 
S Wt | pr) vr 


-人 j= in| 


f+e 
看 ml 二 44+ 
4.3.6 ee 
解 ”由 观察 可 知 ， 


这 5 二 (at . 
二 让 (证 + 二)， 
* ml 

一 二 arctgz 十 池 nl 了 二 


3 一 z 十 4 
4.3.7 未 | 时 二 二 


i+e. 


解 ”因为 
一 z 十 4 3z: 一 z 十 4 2 本 
焉 二 吾 十 于 = D+ z+ 


一 .675 一 
4 
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所 以 , 原 式 = | > 二 
2nlz— 1| 下 2 ;十 py 


= 2In|z 一 1 十 者 mC 十 2) 填 


2. 配 项 法 


人 | 


号 cz 一 0 一 1+6 
一 到 一 一 
解 ” 原 式 = | 一 4 二 
2 和 +5 | 和 一 全 二 
2 一 4z 十 8 到 一 ,4z 十 8 


-和 


= 训 ihl 一 4 十 8| 十 了 arctg 2+e. 


注 先 将 分 子 中 一 次 项 部 分 守成 分 母 的 导数 ， , 利 祭 的 部 分 仿 前 是 

把 分 母 化 为 平方 和 型 ,再 利用 有 关 不 定 积分 公式 ， 
3z 十 2 
se 求 | + 五 十 Ta 
冯 (2z 十 2) 十 2 一 2 

解 ” 原 式 一 二 二 五 二 10 
dz(z 十 2z 十 10) 了 
ee 10)5 [cz 二 rT 


i: | 
“+2 + 1 rad 


| 2 十 1 
对 上 式 第 二 项 积分 中 的 变量 作 变换 ， RE 二 如 则 ' 
| [ei [rey 


ax2—3, 
-sr [at (CE + 把 拉 多 


8 3 ”有理 函 教 的 积分 


=.3° [gr + ere + | 


3 3 1 1 
故 原 式 一 一 50a 二 2z 二 10) 一 如 [ze D+ 计 aretet + ] 
s+l1 
3 3 3 
3 
2 F210) rl Ey 


和 二 


-二 二 
3 区 
2 十 2z 十 10) 人 9 
村 1+。 
a 


注 先 将 分 于 的 一 次 项 部 分 尖 成 分 母 中 括号 内 的 导数 ,从 而 引用 
竣 微 分 方法 ,其 余 的 部 分 再 作 相应 变量 代 换 ,进行 求 积 . 


4.3.10 求 a 
1f dc 1 fda) 
解 原 式 一 了 3] Grit+ 了] D7 二 1 


二 | 二 二 二 er 

一 十 sez) + 于 | [= 环 二 
1 1 tb 1 |e 
3arcte(z) 十 zl 3. 和 


+ 


二 言 arctg(z) 十 言 m(2 十 1 一 二 mlz' 一 一 十 1 


d(z’) 


去 ”十 子 


1 2 2 
+ Tctg 十 
Vi VF 
(1 
= arctg(z') + lt 


2z: 一 1) 
+ — larg 2 + 
ES 


二 一 


| 
| 
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4 十 1 
4. 3. 11 求 | 5 
省 二 二 二 罗 1 2 
解 原 式 = | 入 a 
+1 z2 
| [a Tp + w]e 


3z? 
=| {s+ 引 Gz? 十 je 
[we 
JRF1l 3) 7 十 1 
一 arctgz 十 站 aretg(z 十 o 
注 “采用 配 项 法 ,化 为 基本 公式 型 积分 . 


解 原 式 = 去 | 
村 ce 
= 寺 [3 41| -esc J+e 
一 二 m $44| 才 aeeco + 
4.3.13 求 | 3 


1 d(x) 

解 ” 原 式 == 一 rctg +e. 
4 」(z)2 十 3 Pr /3 

4. 3. 14 求 | 下 一 dz 


2 请 ceD 二 1 
解 不 式 == 广 | TT 证 一 CT 


让 
1 f 1 Gy Wy 去) 
2 to (十 二) 一 2 
tC z 


一 2 V2 二 1， 
| 


2 十 zavV2 十 1 
一 678 一 
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zlldz 
4.3.15 求 | FF 
原 式 = 


1 Eh 
gecer sn 
1 

二 

1 

-二 | 

1 

4 


+ D(z + 2) 
3z 十 2 
加 十 1)(z: 十 2) 


tz 
[6 
b+ 二 二 人 下 5 
十 


2 十 1 
了 Ce 十 t+ 和 


Jece’ 


zsdz 

人 本 

1 15 。5ztdz 

于 | (二 1) 十 1] 

-地 [ 名 于 中 -| dlzs + 1) 
5 T+D+y 5JTIe+ D+iF 
古 | 
10 


d[(zs 十 1)2 十 1 | d(z5 十 1) 
eR 5j [十 D5 十 证 
_ | zs 十 1 
[ea 5 \2[(<5 十 1 十 麻 
十 二 aretg(z 十 D}+。 
5 十 2 


1 
10 DT 0 十 D+e. 
注 ”利用 4.1.113 题 的 结果 . 


Zdr 
4 来】 天 二 
_ (十 2z 十 1) 一 (2 十 z 十 1) 
解 原 式 =| (z 十 Die (zz 二 z 十 了 ) 


dz 


[ari crs 


4 C 十 二 :十 瑟 -| 
A 


一 679 一 
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24 一 1 
4 求 | 元 一 可 二 一 到 二 条 和 


1 《5zl — 5)dz 
解 ” 原 式 i 


ST dlzs — 5z) 
-| TD 
1 1 
| (ats Fe 57) 
-| 了 fa 一 5 十 1 
i i pe i 
ln|_ <5 
[ + 
4.3.19 | ee 汪 革 
解 ” 原 式 - 到 | (二 一 训 午 如 
1 ，_ 1 {fae 2) 
一 3 而 上 2 十 了 
一 二 mlzl 一 站 me 二 2) 十 c= 而 nte 
4. 3. 20 求 | :ae Dy 
解 “对 被 积 函 数 采用 配 项 法 ,有 
1 Dz 
z(zl 十 1)2 z(zle 十 1)2 
1 Ea a 上 2 
TmTFD GF mT1 Gr 
i 
原 式 = [二 sn 本 jz 
nlzl {d+tD 1 faGza 十 1 


而 2 二 T 10nTii 
一 njzl 一 才 acee 十 i) 十 
| 汪汪 1 

10n2mTF1itI0Gm Ft 


4 
4.3.21 求 | Erm 三 TO 


1 
ery 


-ma- 


| 
| 
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_1 d(z5) ， 
人 rp 
TAT 

SX 40， [ss— Vi0)(z 十 VIO)F 


1 1 | 
一 | | 一 d(z5) 
南 | [二 V10 z+ V10 
1 fen 一 WI0) .1 f_acz?) 
200」(x — V10): 100J zx 一 10 
1 faGs 十 V10) 
+ 页 | 宅 二 部 


(z+ V10) 
rT sz”— V10 
200(zs — V10) 200 #+ Vi 
Weds Wo 
200(z 十 V10) 
9 十 [+ veal 


dr 
4322 求 | Tyr 


《z7 十 +2) x, 
解 。 原 式 = | 人 让 生计 2 一 | 二 se Ja 
卫青 十 到 -二 引证 鹅 
司 14 证 (1 + 0’ 
1 各 
一 了 mn 十 2) 十 1 二 2 十“ 
注 ”对 被 积 函 数 分 子 采 用 配 项 法 . 
工 一 及 
4. 3. 23 来 | 才 寺 号 


1+ 7 — 2 
解 原 式 TEN S| 二 
a(l 
Se ~- 子 | 纤 半 疗 =nla 一 了 + 
lzl’ 


nk 6 - 
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4.3.24 求 | 5 二 二 二 ie 
解 ”对 被 积 函数 采用 配 项 法 ,有 
+1 __ s+1 r+1 
ztrti m+ ztl)F+tzrtl) 
1 ,+z+ D+ (x 一 z+) 
3° tz+ DetrziD) 


(T+ 于 让 


1 dz 1 dz 
原 式 二 + 去 | 半生 1 


| a Oe 
人 一 到 2 十 他 十 可 2 十 本 
et 
1 rl 
= 3 Ee 


.dz 
4. 3. 25 求 | zr 


解 ”将 被 积 函 数 化 为 部 分 分 式 之 和 ,得 
1 1 1 1 


和 dz dz 
于 是 , 原 式 | 二 es [二 
1 十 z2) 一 22 
artez — | 全 村 生计 dr 
z 
一 二 一 zer+| ti 


了 1 1 

而 [of -| ot + 
1 
2 


sal Tt) 证 二 i 和] 


z 
2 TF + Zee +e, 
1 人 3 
故 原 式 一 一 二 一 了 arctez 一 了 下 上 5 采 二 到 


§ 3 ”有理 函数 的 积分 


2 一 了 
4. 3. 26 求 | 天 5 二 这 


解 ”被 积 函数 的 分 子 ,分 母 同 除 以 ,得 
1 
zl 1 

十 十 十 z 二 1 站 sz 十 1 十 


3 


2 


» 


(2 十 吉 ) 十 (z 十 二) 十 1 


1 
(= 去 )dz 


原 武艺 | 一 
dz 十 十 十 去 ) 


| dz 十 填 ) | 
(z+ 二) 十 (z 十 十 ) 一 1 ，[G 二 二) 十 二 一 二 
下定 和 光 和 
+e 


a 
+ 
十 
十 
"| 
a 


2z 十 (1 一 V5)z++2 
十 e 


1 
Se (1 V5)s+2 


VE 


4. 3. 27 来 | zr 后 于 二 
2 z(za 十 3z 十 2) “ 
3 1 3 1 
| BL en 
解 ” 原 式 J | 上 人 
5 CO CO — 
江 。《1 十 剖 十 高 rtl 
1 5 4 a(l) 
4 


Ea 


5 DD 1 1 
in( 各 十 DD 和 in 二 D+e 
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a i 1 | dr 
2 十 1 EE ”二 1 


一 1 -> 1 
La FF Le in|lz 十 1|) 十 ec， 


当 " 一 0 时 ,有 
= 上 | 与 Fe = nlz| + 
4. 3. 29 求 | 二 
解 当 s 尖 0 时 ,有 
| en- CE 


1 1 fcz> 十 1) 一 1 
i nr FD 


1 E 
Ess de ca kc: DD) 


1 了 1 
are [se D+ 去 wots ]+ 9 


1 z 
= rlarcts(z) 一 B47] + e. 
当 * 一 0 时 ,有 


Za-1 


TD 
4.3.30 lt 


各 
本 一 二 和 |z| 十 c. 


人 
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二 | 
= 3 | G+ 
去 | (a— br’) 十 (Ca 十 oz) 
2 (a 二 bz2)2 
1 a— bz? 
= 去 | TF + 
1 a— bz’ dz 
二 | 年 芒 袜 + 击 5 二 头 
1 


-二 .让 + 去 | 


arctg < - ob 


一 zt ey 


注 ”把 被 积 函 数 用 配 项 法 分 成 两 项 ,前 一 项 为 某 分 式 之 导数 ,后 
一 项 借助 前 一 题 的 结果 . 


4.3.32 求 | 石 二 和 5=m, 其 中 心 >> 0,m 为 正 整数 
2madz 
解 Am (Ca 十 bz) "+i 
| = (2m 一 1)bz?] + (2m 一 D(at or), 
2ma 


(a + 6) 
1 [Cat bz)" 。(a 十 tz: 一 2mbz) 
2ma (a 十 bz2)2 


到 一 2 | 6: 
Ca 十 bz 和 
1 2m 一 二 
一 3 | 
注 对 被 积 画 数 采用 配 项 法 ,将 原 式 化 为 琴 项 和 的 积分 ,得 到 
推 公式 . 
4.3. 33 求 | = 于 ,其 中 b> 0. 
1 br’ 区 各 网 -ra 


phe ek 


ST 
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4.3.34 求 | 本 下 Ti 其 中 性 > 0,m 为 正 整 数 . 


2mbz? 
解 原 式 = 二 | 0 
-二 | 于 
一 amb 


(a 十 bz)™+! 
1 [se * [一 中 十 十 2mbz2]y 
2mb (a br)™ 


+ | tie 
一 多 dz 
一 mi + br)® + 三] CE 
注 ”对 被 积 函数 采用 配 项 法 ,将 原 式 化 为 两 项 和 的 积分 ,得 到 递 
推 公式 . 
4. 3. 35 | > 


1 adz @ 十 pz: 一 bz 
解 呈 0 El Er CE 


1 十 人 
| 号 a 二 + ld 


二 “| 


ne 了 El a] 十 
注 对 被 积 西数 采用 配 项 法 求 出 不 定 各 分. 
4.3.36 求 | 二 -让 全 er 其 中 四 > 0 


人 刘 adz 1 fF (a br’) 一 ba 
解 原 式 ?| rm : CE 


1 2 
= 二 | spe GT | pn 
注 对 被 积 务 数 采用 配 硕 法 ， 将 庐江 化 为 两 项 和 的 积分 ， 得 到 递 
一 08 一 
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推 公式 ,再 借助 4. 3. 32 题 的 递 推 公式 即 可 . 
4. 3. 37 求 | 二， 其 中 四 > 0， 


3 3 
解 记忆 = 卫 , 则 4= /二 ,又 二 一生, 故 


1 dz 有 3 dr 
原 式 = 二 二 | 
Lk Bd kB 3kz) + (3P + 3),, 
3) FF 3 2(8 Tz) 
i 3 3k a 
7 
k 3k 
+ 训 | zr 一 千 寺 2 
= 3 一 ma 
3 2 (十 z)5( 好 一 好 十 22) 
2 
k 区 四 
二 dz 
3a /ew 
k 2(k 十 z) (25.—£) 
河 | C2) mp) 
2 
———d 
二 VS 3 
3a 2z 一 4: 
| 志 | 


Bk (十 了) V 3 上 x 
一 本 | 


注 ”引入 记号 ,将 4 十 x? 化 为 立方 和 避 十 ,再 采用 配 项 法 ,最 
后 分 为 两 大 项 求 出 积分 . 


4. 3. 38 求 | = 入 其 中 心 之 0. 


3 
解 。 记 二 名, 则 # 二 和 全, 故 
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1 zdr 1 3ir 
原 式 = 去 |- ,| FT 
硬 二 3 


_ 1 (C3kz— 3k) + (3kz + 35) 
~ 3bk 2(E+ 2z) (Pt 二) 
3 


人 3k( 一 好) e+ 二】 
6bk) (k++ zr) kr 2:) 3 站 」2(CE 一 和 


dz 


=- 志 | [# i 答 二 ]e+- 久 党 i 


V3 2z—k 


1 
0k arctg +c. 


Go | ET 2 


4.3.39 Ea 
_ adz 1 f Got br) — br 
解 原 式 + | wm - :| ei) 


= 二 | 号 [= 《a+ ET 


se i 
1 [a 
= 两 中 | 7 二 三 | 十“ 
dr 
4.3.40 来 5 二 闫 TFa' 且 oe 一 > 0. 
4cdz 
解 原 式 = | 去 干 误 寺 1 
| 4cdz 
(a0 — 5 + (40 TF door + Di) 


-| 于 4cdz =| 2 .2zc/Y9 : dz 
2 2 
9g 二 (2cz + 6)’ Sa 1+| 二 | 


4 


本 ， Wt A 十 cr 
注 ”采用 配 项 法 ,化 为 基本 公式 型 积分 . 


一 但 一 . 
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dr 
4. 3. 41 求 | 二 这 -ae 有 dac— b> 0, 


1 4ac 一 
解 原 式 一 上 | 古 了 ya 


cz2) 
1 | 2 一 二 2pez 一 2cz) 十 2c(a + br + cr) 
q (a bz 二 cr’)? 
1 (2c(at bz cz) 一 (2cz + b)? 
q (a br cer)? 


2c dz 
ed ee 
: 2cz+b 
2cr 十 b 4c cz 十 jr 


十 . 
Hatmtod) oT S| Vg 


注 ”借助 4.3.40 题 的 结果 , 求 得 积分 . 


4. 3.42 求 | 二 ia, 且 0= 4 一 中 > 0. 


1 4ac 一 b? 
解 原 式 = 二] 区 二 


1 4c(a 十 如 十 oz) 一 (2cz 十 8)2 


(a br + ez’): 


co 十 和 十 em :C++ ao 一 的 ] 一 C2 二 
了 | Ca 十 中 十 cp 
12c 


i | ah edd ane 
9 Cat br her 
, LC tt ey) | cle+ b+ esd — 20+ 02] — C20 + 0)3 
= | (Fi) 只 
~ { 1ce 十 好 十 cz2) 一 (2cz 十 5)2 
= | (a Tbs + ci) We 
十 到 十 如 十 ce) 。 ED 、 
[CE 
1 | 人 ,2cCa + bz oz)’ — 2(a+t bz cer’) (20z + 6)? 
(a bz + er)’ 
cz2) 一 十 )2 
十 至.2cGa 十 好 十 oz) 一 (2cz 十 | 6c . 1 )a 


4 GFT GFF 
Wi 20r 二 4 
可 “人 [Cpe 


一 69 一 
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6c 1 
+ F [ir Tet 
1，, 2cr 二 +b 盏 2cz 十 五 
29 (a bz er’)’ “a r+ or 
12c2 2cz +b 
夺 * arctg 十 cr 
FvVyg vg 
4.3. 43 | FE > et 
辆 2cz _1[CQrt+6)—s 
解 ” 原 式 = PE Ei 二 巡 十 本 实 
2cz 十 是 b 
| TE Te 
志 Inle 十 红 十 or| 一 pe 


2cz++b 


sp J bo 
z 
4. 3.44 ke b>0. 
2 ( 妇 一 4ac)z 
i Cn) 
工 | 22 十 好 十 cr — Cor + 2a)(20r + 6b) 
9 (a bz + cr)? 
工区 (ae 十 好 十 czz) — (bz + 20)(2cr + b) + ba + bert er),, 
9 (a bz cri) 
| 
4 十 加 十 cz gq 


。 。 arctg 
(十 好 十 cz2) qvVyg ye 


4. 3.45 求 | 5 于 记 寺 sr' 其 中 c 尖 0,9 一 4 一 号 > 0 
解 be Fe 


a 十 br 十 cr 
2eCat+ brt or) — bl2or +b) + 2000, 
Q4 十 好 十 cz: 
bl2cz 十 b) 一 2ac 
| [2 


“eh 


§ 3 有理 函 数 的 积分 


1 dz 
一 吉 [2 一 如 le 十 所 十 ee| 十 过 一 2o0 | 于 这 aa] 


z 4b 2ac 2cz++6 
一 二 一 总 mla 十 好 十 cz 二 一 arctg +o 
2 5 
dz 
. 3. 一 一 一 dz， ,9 一 4ac 一 . 
4. 3.46 求 | 566 二 由 于 5 其 中 。 关 0,9 dac 一 中 >0 
1 2adz 
解 ” 原 式 = 36 | za 二 br 二 5 
一 工 [2 十 好 十 oz) — z(20r + 0)]— be 
2a z* (a bz + cz’) 
= [Cter) [2z(a + br + er?) — r?. (20r + b)],, 
a zi» (a bz + ori) 
a 
2aJ a 二 bz 十 
1 z? b 2cz 十 1 
2 填 世 -| aVyg i Vg ey 


4. 3.47 试 求 1 = | 二 二 二 < 右 二 655' 其 中 m 与 + 为 自然 数 ,并 


利用 此 公式 , 求 | 二 一 5 二 3 


= 十 a 一 一 一“ | 
解 令 : 一 5 二 5, 则 1 一 上 一 ?二 bz 二 6 这 1 


和 (1 — 0 wi eS 
CE ni i 
将 上 面 各 式 代 入 1, 如 果 a 关 5, 则 得 
入 1 (1 一 D+e-z 
1 一 本 人 


将 上 式 中 (1 一 "t+"? 按 牛 顿 二 项 式 展开 ,分 项 后 即 可 求 得 积分 1 
如 果 a = 5, 则 得 


dz 1 1 
2 | Tm Gia ite 
dz 
对 于 积分 | 如 一 GG 于 355+ 4 一 一 2 一 3,m 一 2 及 4 二 3， 
作 变 换 ! 一 开 寺 地 , 则 得 


dz 《LE 一 人 5 
Er 可 :| CR 


二 一 
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1 1 3 
= 吉 *|[ 计 一 闻 +3 一 a 


= 矿 [ 一 十 3mld+3 一 也 ]+。 
525L 1 


1F_ z+3 z—2| arm2 (2) 
去 [ 7 一 2 一 3 球 引 +。 2z 王 3 区 二 和 + 
3. 待定 系数 法 


4. 3.48 ”在 什么 条 件 下 ,不 定 积分 | "5 二 妈 世 sedz 为 有 理 函数 ? 
解 ”将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 ， 令 
az 十 bz 十 c _ 4 区 
TCD ++ 2 十 
通 分 后 去 分 母 ,得 
oz 十 如 十 c= 4z(z 一 D)2 十 BzGz 一 19) 十 CGz 一 1 
+ Dzs(z 一 1) 十 Bz’, 


D E 
zit 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 笑 的 系数 ,得 
zt: 4 十 D=0， 
z: —24+B-D+BE=0, 


rz: A—2B+C=a, 
z; B~20=56, 
2 C= C。 
求解 上 面 方程 组 ,得 4 = a 十 25 十 3c， = 十 2c，C=e 
D = 一 (oo 十 2 十 3c)， 甩 一 a 十 5 十 ec 
当 4=D=0, 即 ea 十 2 十 3c 王 0 时 ,不 定 积分 
十 好 十 cr -有 CC_ E 
ee—= 1 z 22 《sz— 1) 


为 有 理 函 数 . (不 含 对 数 函数 项 ). 


4.3.49 在 什么 条 件 下 ,不 定 积分 | 5 十 3E 二 避 x 为 有 理应 
数 ? 
解 (1) 当 a 关 0, 且 r 一 ac 二 0 时 ,有 
ar2 十 2bz 二 c= a(z 一 zo)2， - 
其 中 xm 为 实数 ,此 时 、， ，. | 


Cr 


,一 $8 一 


§ 3 ”有理 函数 的 积分 


oz 十 26z 十 ? 
(az: 十 2bz 十 c) 
a(z 一 zo)2 十 2azo(z 一 zo) 十 azo 十 26(z 一 zo) 十 26zo 十 ? 
CE。(z 一 Zo)4 


a _ _2aro + 2p + 十 2pro 十 y 
az 一 zo)2 ov。(z 一 z)3 ae (zr— zr)” 
由 此 可 知 , 原 不 定 积分 为 有 理 函 数 . 
(2) 当天 0 且 姑 一 ac 关 0 时 , 令 
az2 十 2pz 十 ( Ar+B 十 Cz 十 也 
(az2 十 2bz 十 c)2 az2z 十 2bz 十 c azz 十 2jz 十 c” 


从 而 oz: 十 26z 十 一 Alaz? 十 2bz 十 c) -- (2az 十 20) 
» (4z 十 B) 十 (Cz 十 D)(ar: 十 2bz 十 c). 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 宕 系数 ,可 解 得 
c=0,，D= 226 — ay — ea 
2(6 — ac) 


从 而 当 ay 十 ca = 26b86 时,D = 0, 这 时 原 不 定 积分 为 有 理 函 数 ， 
(3) 当 a = 0,b 关 0 时 ,有 

ar’ 十 2pz 十 y 
(az? 十 2bz 十 c)2 


C ac ac? © pc 
az 十 2 +a + B+ +r 


(zx 十 而 


268 一 畦 5 一 笃 +y 

a b 和 

yn pp 和 
40°(z + 35) 467 “cz 十 页 ) 


故 当 2 一 全 一 0, 即 ac = 25p 时 , 原 不 定 积分 为 有 理 函 数 . (这 种 情况 
可 归并 到 ay 十 ca = 256 的 情形 中 ). 

(4) 当 a 一 5 一 0,c 天 0 时 , 原 不 定 积分 显然 为 有 理 函 数 . (这 种 情况 
可 归并 到 &r 一 ac = 0 的 情形 中 ). 

综 上 所 述 , 当 大 一 ac = 二 0 或 ay 十 ca 二 26886 时， 

| 态 寺 寿 二 5 zz -十 pz 十 > dz 十 ? 
Cr et oY 

为 有 理 函 数 . 


= 
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4.3.50 求 | 二 ie 
解 ”将 被 积 函 数 化 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
1 1 A Bz 十 C 
2 十 1  (z 十 1)(z 一 z 十 1) zz 十 1 于 一 2 十 1] 
通 分 后 去 分 母 ,得 


1 一 4(z: 一 z 十 1) 十 (z 十 1)(Bzr 十 C). 
将 上 式 右边 展开 ,比较 x?、z 及 常数 项 系数 ,得 

zz， A+B=0, 

z: 一 4 十 B 十 C=0， 

Zz Gea 1. 


es 言 ' 8 一 一 言 ' 0 一 亏 . 
2 


十 
故 原 式 一 je Fi 
> 一 二 (2z 一 D+ 上 
= nll+t|— 
= $inlz + 1 了 in | z+il+ 壮 | 至 
他 一 也) 十 壮 
并 (s+ 1)* 2z 一 1 
i re 十 c. 
4.3.51 求 | 5 


解 ”将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
1 1 


tl (w+ V2z+D De W2z 十 1) 
Az++B 生 Cz 十 D 
s+ V2z+1 sz- V2 
通 分 后 两 端 去 分 母 ,得 
1= (hz 十 了 (2 一 WVW2z 十 1) 十 (Cz 十 D)(zz 十 W2z 十 了) 
将 上 式 右 端 展开 ,并 比较 > 的 各 次 夭 的 系数 ,得 
z: 0 一 4 十 C， 本 
一 6 人 4 一 


§ 3 有理 函数 的 积分 


z: 0 一 一 V 24 二 BT 二 V2C+D， 
z: 0=4— v2B+C+ v2D 


z: 1 一 B 十 D. 
解 上 面 方程 组 ,得 
2 1 V2 ,1 
故 原 式 = | ha 
a z— V2z+l1 
| z+ W 2 z 一 V2 | 
4 n+ V2z+1 rz— V2z+l 
EY er A ery) 


ey Bin|e — V2z+1|l+Y Tarcte( V pa 


= wW2z 十 1 a V2r, 
这 Tilt 4 ag Tor 


zdz 
人 es 
解 ”将 被 积 函数 分 解 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
z A BD 
(z 十 1)(z 十 2)(z 十 3) z 十 1 z 十 2 z++3 
通 分 后 比较 分 子 , 得 
z 一 4(z 十 2)(z 十 3) 十 Br 十 1)(z 十 3) 十 CCz 十 1)(Cz 十 2) 
令 z 一 一 1 得 4 孝 , 令 z 一 一 2, 得 8 一 2， 


令 z= 二 一 3, 得 C0 


Va, 
8 


Bd 
2 


» 


3 


1 
SS 
故 。 原 式 一 J + 


= 一 Bl 十 寺 涉 2Inlz 十 2| 一 二 mlz+ 31 十 - 


一 695 一 
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1 (z+ 2) 
= ZIn| 了 Fl 十“ 


(z 十 1)(z 十 3 


Z 十 4 
《45 求 | 5 语 二 全 ie 


解 ”被 积 函数 是 有 理 真 分 式 ,将 其 分 母 分 解 因 式 ,得 
z3 十 6z? 十 llz 十 6 一 (z 十 1)(z: 十 5z 十 6) 
一 (十 1)(z 十 2)(z 十 3)， 


将 被 积 函数 分 解 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
z 十 4 z 十 4 
妈 十 6z 十 lljz 十 6 (z 十 1)(z 十 2)(z 十 3) 
A B Cc 
Tit sir 
通 分 并 比较 分 子 , 得 a 


z 十 4 一 4(z 十 2)(z 十 3) 十 BGz 十 1)Gz 十 3) 
+ Clz+ D(z t+ 2). 


令 + 二 一 上 得 4 二 子 , 令 :一 一 2, 得 B 一 一 2， 


令 z 一 一 3, 得 C 二 地， 


3 1 
bE zZ 十 4 ww 刻 和 2 
于 是 ,有 F616 TI zit 


3 
故 原 式 = | [5 一 :+ 


= 了 inlz 十 1} — 2In|z + 2] 二 去 Imlz 十 3] +c. 


4. 3. 54 求 | (rr a 5 


解 ”将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 , 令 


4z2 十 4z 一 11 4A 十 B 上 C 
(2z 一 1)(2z 十 3)(2z 一 8) 2z 一 1 2z 十 3 2 二 5 
通 分 后 两 端 去 分 母 , 得 


4z: 十 4z 一 1L1 一 4(2z 十 3)(2z 一 5) “.\2z— 1)(2z— 5) 
十 CC2z 一 1)(2z 十 3)， 


§ 3 有理 函数 的 积分 


1 1 3 
a 区 剖 ey A My 
故 | + 6 
= 地 inl2z 一 1 一 于 ml2z+3l 十 好 ml2z 一 5|+e 
时 (2z 一 1):。(2z 一 5)3 
gm (27 二 3) 于 过 
Zidr 
4. 3.55 求 | ys 
解法 1 ,将 被 积 国 数 分 解 为 部 分 分 式 坟 和 令 
A Ls 
(z 一 1)5 (xz—1)s (z 一 1 (zz— 1): 
已 
TD i 
通 分 并 去 分 母 , 得 


z= A+B(z—1)+Cc(z—1)?+ Dz Oo 1):+ Ez — 1)', 
将 上 式 右边 展开 ,并 比较 两 边 * 的 各 次 筹 的 系数 , 求 得 
A=1,B=2,C=1,D=0,8= 0. 
AE 1 2 1 
故 ” 原 式 = | [t+ t+ 
1 2 


1 
1 3 一 
解法 2 令 (z 一 1)=i, 则 dz = i， 
故 ” 原 式 = | 全 a -|e 和 + 二 J 
1 2 
- 蛮 一 痢 一 让 +。 
1 2 1 
31 I dt 
注 ” 先 作 变量 代 换 , 再 按 二 项 式 展开 ,然后 分 项 积分 . 
dr 
人 求 | DG DU a ay 
解 特 税 积 十 小 分 解 为 全 分 分 束 之 - 和 5 令 


PDF GT "ftsyte ay 


EY 


to. 


外 
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D E F 
ttt tra 
通 分 并 去 分 母 , 得 

1=4(z 十 2):(z 十 3)3 十 BGz 十 1)(z 十 2)(z 十 3)3 
十 CCz 十 1)(z 十 3)3 十 DGz 十 1)(z 十 2)2(z 十 3)2 


十 Blz 十 D)(z 十 2)2(z 十 3) 十 PCz 十 1)(Gz 寸 2)?， 
令 z= 一 1 得 4= 理 , 令 z= 一 2, 得 C= 一 1， 


令 + 二 一 3, 得 P= 一 去 ， 


再 将 上 面 方 程 右边 展开 ,比较 ，、z' 及 项 的 系数 ,得 
x A+B+D=0, 
zt 134 十 12B8 十 C 十 11D 十 已 = 0， 
za 674 十 568 十 10C 十 47D 十 8B 十 严 一 (0. 


代入 4.C 及 F 的 值 ,求解 得 
8 二 2，D= 一 肿 ， B= 一 子 ， 
本 1 Ot te 17 
故 原 式 GD+ G+ CC 十 5 


5 


1 
Ty 2 


1 1 _17 
= 辣 mlz+1il+2mlz 十 2 十 一 是 nlz+3l 
5 1 
十 4 十 人 十 1 十 9 十? 


一 二 1 


8 


(z+ D(z+2)"| | 9z 十 50z 十 68 | 

7 A(z rt 
dr 

4 求 | FT 


解 ”将 被 积 函 数 分 解 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
1 1 


BT zt1l (1 (+1 
4 B C 也 E 
ItG-Ditrtit Gt a 
通 分 并 去 分 母 , 得 
1= A(z— D+ D+ Bt D+ co — Di + 1): 
+ D(z — 1)*(z + 1) + Bz — 1):. 


| 


§ 3 有理 函数 的 积分 


令 z 一 得 B 二 言 , 令 z 一 一 1 得 8 二 二， 

令 z=0, 一 4 十 B 十 C 十 D+B=1， 

令 z= 二 0，274 十 278 十 9C 十 3D+ B=1， 

令 z 2，34 一 B 二 9C 一 9D 十 9B 一 1， 
A 一 3 1 
将 它们 联 立 求解 ,得 4 一 二 3，c = 站 一 


16， 16° 4 
故 原 式 fr GD + set Te 二 证 二 地 
+ set 
=— nl 1 gD + ml + re 


1 
gtr:te 

3 z 十 1 3z: 十 3z 一 2 

i6m1z 一 | 一 8 二 DG 于 十 


4. 3. 58 求 | = 二 
解 ”将 被 积 函数 的 分 母 作 因 式 分 解 ,得 
2 一 于 一 22(23 一 1) 一 zz 一 1)(z2 十 z 十 1). 
| C Dr+B 
设 tsi 
通 分 并 去 分 母 ,得 
1 一 4(z 一 1) (+z+D)+ Bz 1D)(r+r+1) 
二 Cr(z* 十 z 十 1) 十 (Dz 十 8)z*(z 一 1)， 


令 + 二 0, 得 4 一 一 1, 令 + 二 1, 得 0 一 寺 , 将 所 得 之 系数 代入 上 面 
全 等 式 ,得 


一 一 1(z 一 1)(2 十 z 十 D 十 Be 一 林 十 言 (地 十 袜 十 办 


十 Dr — Bza 一 Dr: 一 Bez. 
把 等 式 右边 展开 ,比较 z'、z?* 和 z? 项 的 系数 ,得 


= 
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1 
8 十 享 十 D==0， 


一 1+ 寺 一 D+B=0. 


1 二 
本 一 2= 0 


解 此 方程 组 ,得 8 0,D = 忆 1,8 = 于 ,于 是 


A 1 十 1 oe 
2 ee 3(z? 十 z 十 1)” 


jz- 各 + 计 /: 和 -| 


bl (2z+ D3, 
z+ -anlz—1| 让 | 
1 ,1 1 1 风 
= 十 十 言 mlz 一 1 一 言 ml 十 z 二 11 十 去 |[ 
Ge 2 (二 计 * 十 六 
5 2z 十 1 
二 Ble 
[5 十 8 十 12z 一 5， 
4 3 29 求 ] 二 8 十 一 本 和 
解 ”将 被 积 函 数 分 母 分 解 因 式 ,得 
2 十 3z 十 22 一 5z 一 z(z 一 1)(z 十 4z 十 5)， 
再 将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 ， 令 
5z:* 十 8r: 十 12z 一 5 4 B Cz 十 卫 


EE i ry Pa 
两 端 去 分 母 , 得 光 

5z 十 3 十 ]2z 一 5 一 (4 十 了 十 C)z3 十 (34 十 4B 一 C 

十 D)z 十 (4 十 58 一 D)z 一 54， 

比较 等 式 两 边 z 的 同 次 寡 的 系数 ,得 

rz: 4 十 有 十 C=5， 

2z2: 34++ 4B—C+D=8, 

z: A+ 5B 一 D= 12. 

2 一 54 一 一 5. 
解 此 方程 组 ,得 4 一 1, B=2,C=2,D= 一 1. 


§ 3 ”有理 函数 的 积分 


tm ++ 全 二 


了 (2z 十 4) 
一 jn|lz| 十 2Inlz 一 1| 十 和 
一 In[lz| .(z 一 1):。(z 十 4z 十 5)] 一 5arctg(z 十 2) 十 ec. 
dz 
4. 3. 80 求 | = 
解 ”将 被 积 函 数 的 分 母 分 解 因 式 , 得 
亚 一 玉 十 六 一 于 十 z 一 1 一 (zz 一 1 一 z 十 1)(z 十 z 十 1)， 


将 被 积 函 数 分 解 为 部 分 分 式 之 和 ， 令 
1 
4 Br+c pr+B 
i 
通 分 并 去 分 母 ， 得 


1 = 4(z2 十 z 十 1) (zz 一 z 十 1) 十 (Br 十 C)(z 一 1)(z: 一 z 
十 D) 十 (pz 十 B)(Gz 一 1)(z: 十 z 十 1)， 
比较 等 式 两 边 zx’、z?、z 及 zx 项 的 系数 ,得 
zt: 4 十 巨 十 也 一 


nz: 一 2B 上 +C+B=0， 
zi: 4 十 28 一 2C= 0， 
z: 一 8 十 2C 一 D=0， 
z: 4 一 C 一 四 一 1， 
解 此 方程 组 ,得 
1 1 1 1 
4 一 可 ,8B= 一 可 ,C= 一 十,D= 0, 有 一 一 二 
_ 1 2z 十 1 1 
te le We Ft D I 你 
= bin| = 2 1 十 
| A Ss 


4. 3. 61 2 ,¢ 互 不 相等 . 
解 ”将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
1 a Ey B 2 Cc 
Ga tb fe 二 相形 
通 分 并 去 分 母 , 得 0 


一 701 一 
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1 二 A(z 十 四 (z 十 0 十 Bl(z 十 a)(z 十 0) 十 Clz 十 a)(z 十 5)， 
z 分 别 取 一 a, 一 5b, 一 c, 得 


A 0 ee 
故 原 式 Js- itito-ad-s5 ss 
+ a sl 
-eo mt tw n+l 
tas lt el +o 


dz 
4. 3. 62 求 | GFT 干 方 其 中 a,bs,c,g9 互 不 
相等 . 
解 ” 仿 前 题 方法 将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 ,得 
1 


(z 十 qa)(z 十 8)(z 十 c)(z 十 9) 
1 1 
Galc—alyg— a) (+a) 
, 1 .1 
(a—b)(e—~b)(g—b) z+o 


1 .1 
(一 一 ce)C9 一 cz 十 c) 
1 el 
(a—g)b—g)(c—y) z+oy 
1 
故 原 式 一 G 一 Ce 一 DG 二 inls 十 5| 
1 
TS 
1 
toa-ado—owG "ml:+ ol 
1 
TO DG mts te 


4.3.63 来 | 中 导 闪 ,od> 0,H> 0. 
解 ”将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 , 令 人 


ea es 


和 


§ 3 有理 函 数 的 积分 


1 Ee zz 十 4 十 rz 十 8 
(Ca 十 bz2)(G 十 txz2) 十 bz 此 十?” 
通 分 并 去 分 母 , 得 
1 一 (pz 十 9)(G 十 lz2) + (rz s) (a + bz’). 
把 上 式 右 端 展开 并 比较 z 的 各 次 短 的 系数 ， a 


UA a 
1 4 1 
故 原 式 | t+ 
2 8 1 zVab 1 1 zr VKH 
Ta /a ta J 站 +c. 


m+ nz 
A 求 | Ta 
解 将 被 积 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
m+ zx 二 4z 十 也 
(kK 十 lz)Ca 十 bz 十 cz?) kk 十 lt a 十 bz 十 cr?” 
通 分 去 分 母 , 得 
出 十 mx 一 p(a 十 好 十 ez) 十 (十 lz)(4r 十 B)， 
人 并 比较 z 的 各 次 短 的 系数 ,得 


故 原 式 一 训 蛙 融 于 而 "t+ 4 + | 于 
注 ”对 于 上 式 第 二 项 ,代入 上 面 4.8 之 值 ,再 使 用 前 面 有 关 积 分 
公式 , 即 可 求 得 
4.3.65 求 | ee 
解 ”由 于 被 积 函数 是 有 理 假 分 式 , 先 将 其 化 为 有 理 整 式 与 有 理 真 
分 式 之 和 : 
+1 -10+1 .| 下 全 下 
二 8 十 16 一 ET 16 C= z+ 2 
和 将 第 二 项 的 有 理 真 分 式 分 解 为 部 分 分 式 之 和 ， 令 
8z# 一 16z 十 1 
(z 一 2)2。(z 十 22) 


二 


| 
| 
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A B CC D 
Ga te trata 
通 分 并 比较 分 子 , 得 : 
8z 一 16z 十 1=4Gz 十 2)2 十 B(z 一 2)(z 十 2)2 十 C(z 一 2): 

+ D(z — 2)*(z + 2), 

33 —31 
令 z 二 2, 得 4 二 6' 令 z 2, 得 C ra 
令 z 二 0, 得 1 二 44 一 88 十 4C 十 8D, 并 将 4.C 之 值 代入 得 


1= 叶 一 88 一 人 十 80. 即 一 168 十 16D=1. 


比较 上 面 待定 方程 中 项 的 系数 ,得 8 二 B 十 D. 
求解 方程 组 (”! 二 160 一 1' 解 得 一 坟 7 129 


B+D= 8. 3 0 一 32， 
故 原 式 [E+ [EE 5 十 5 和 2) 57 
+ 了 人] 
一 号 : Te 可 + 蓝 mlz 一 2 二 Ce 2) 


129, 
+ inlz 十 2 十 e 


3 十 | 
4. 3. 66 求 | 二 
解 ”被 积 函数 为 假 分 式 , 故 
2 十 】 1+4+ 5 一 6z++1 
2 一 5z 十 6z 2 一 5z: 十 6z 
二 1 十 52 一 6s 十 1 


s(s — 2)(# — 3)" 
再 将 第 二 项 的 真 分 式 分 解 为 部 分 分 式 之 和 , 令 
5z*— 6z 二 1 4 十 B C 
zz 一 2)(z 一 3) = z 一 2 z 一 3 
通 分 后 比较 分 子 , 得 
5z? 一 6z 十 1 一 4(z 一 2)(z 一 3) 十 Bz(z 一 3) 十 CzGz 一 2)， 
令 z 一 0, 得 4 一 言 ' 令 + 一 2, 得 一 一 各 
eC 加 


人 re 


人 
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6 9 
故 原 式 = | [十 Dt me 
z 十 6ln|zl Snlz 2|+2 in|s 31 十 c- 
“二 +1 
人 求 | DT 于 De 


解 ”被 积 函数 为 假 分 式 , 它 可 化 为 
2 十 1 


2 
人 
总 * 十 1 
z+1+ 二 一 3 
dr 
故 原 式 = | e+ Diz+ | ;< | [Es 
二 于 十 z 十 Inlz 一 1| 一 堆 In(2 十 1) 一 arctgs 十 
zt 3x — 5 18z—3 
4. 3. 68 求 | 39 二 各 二 和 一 Sz 
解 ”利用 多 项 式 除法 ,得 
3 十 18z 一 3_ 本 zz 十 3 
SEE (让 2 D+ 
届 想 上 网 江 分 式 化 为 部分 分 式 之 和 令 
Se z 十 3 4 B 


二 CD) ts 
去 分 母 , 得 十 3= A(z 一 3) 十 B(x 一 2)， 
令 z=2, 得 4 一 一 5, 令 i 


故 原 式 = hers er Ser + | Ea 


= 要 十 了 -zx 一 5inlz- 一 2|1 十 binlz 一 3 十 ec 


4. 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 方法 
奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 方 法 就 是 在 有 理 真 分 式 6C 的 不 定 积分 中 ， 


借助 代数 方法 将 有 理 真 分 式 分 成 -- 个 真 分 式 与 另 一 真 分 式 的 导数 之 
和 ,使 得 在 新 的 被 积 真 分 式 中 ,其 分 母 次 数 达 到 最 低 , 即 
Plz) [2 Coy 二 Ps(z) CD 
Q(z) OD GR) 
如 果 P(z) ,Q(z) 已 知 ,县 Qtz) 时 全 直 - 顽 与 一 次 实 因 趟 的 可， 


一 
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Q(z) 一 (7 一 Q(z 十 Pz 十 9)”…. 其 中 ,…,m 为 自然 数 , 则 由 (1) 积 
分 ,得 


P(z), _ P(x) P2(z) 
DE = Gr) +) Gy) (2) 
这 时 公式 (2) 右 端 的 分 母 形 如 


Q(z) 一 (一 0 人 (2 十 2z 十 9 
Q2(7) = (z 一 a)…(z2 十 Pz 十 9) 
且 满 足 O(z) .9@:(z) 二 Q(z). 而 Pi(z)、P2(z) 为 相应 的 比 Qi(z)、@x(z) 
次 数 更 低 的 多 项 式 , 一 般 可 用 待定 系数 法 求 得 . 
这 种 利用 公式 (2) 求 有 理 真 分 式 的 不 定 积分 的 方法 叫做 奥 斯 特 洛 
格拉 特 斯 基 方法 , 详 见 格 。 马 。 菲 赫 金 哥 尔 欧 著 ( 丁 寿 田 译 )“ 数 学 分 


析 原 理 ”, 第 一 卷 第 二 分 册 Pszs-3zs. 
2 十 3z 一 2 
4 9 求 | 让 5 和 和 Ta 
解 ”将 被 积 函 数 分 解 为 如 下 待定 形式 : 


十 3 一 2 
(2— DD(s+s+ 11) 
-| 和 +e) Czz 十 Dt+B 
2 十 z 十 1 (z 一 1)(z2 十 z 十 1 
通 分 后 比较 分 子 , 得 


好 十 3z 一 2 一 4(z 一 1)(z2 十 z 十 1) 
一 (2z 十 1)。(4z 十 B)。(z 一 1) 
十 〈Cz: 十 pz 十 B)(z 十 z 十 1)， 


比较 等 式 两 边 z 的 同 次 唾 的 系数 ,得 
z: C=0, 
z: —A+C+D=0, 


xz: A—2B8+C+D+E=1, 
z: A+B+D+E=3, 


zr 一 A 十 B 十 EB 二 一 2， 
解 上 面 方程 组 ,得 
5,p=2,c= a 和 
A4='8=5'C0=-0,0=3'8= 1， 
+3—2 1 如 十 B 1 
了 是 ,二 DG Tz (#4 
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Bl 
tenDersTry’ 


再 将 上 式 右边 第 二 分 机 六 交 信 各 
5 
3*—1 部 Na 3 好 + 号 
CTDozTzTUD 一 二 zt 


二 一 
5z 十 2 二 97 9 
故 。 原 式 和 (5 «+| | 过 i 3 
5 二 2 2 1f 2z 十 1 
一 3 二 inlz 一 1 一 有 了 
dz 十 工 ) 
| 二 
(十 本 天 十 本 
5z 十 2 于 ml (z—D’ | 
-Fs z2 十 zx 十 1 
8 2z 十 1 
十 -一 一 arctg 十 
3 V 林 ”万 
dz 
4. 3. 70 求 | tr 和 yr 
解 ”将 被 积 函数 分 解 为 如 下 待定 形式 
EN = ( 乞 土 时 十 红土 2] +PG+ 
[ee Di 2 二 1 2 二 1 
通 分 后 比较 分 子 , 得 


1 一 (34z? 十 2Bz 十 C)(z 十 1) 一 4zs(4z: 十 Bzz 十 Cz 十 D) 
十 (Bz: 十 Fr 二 + Gz + H). (z+ 1). 


比较 等 式 两 边 z 的 同 次 宕 的 系数 ,得 
z: BE=0, 
s: —A+F=0, 
x: ~—2B+G=0, 
zt: —3C+H=0, 
一 4D 十 二 0 - 


x 34+F=0, 


I 
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z: 2B+G=0, 
z: C+H=1, 
解 上 面 方程 组 ,得 
4 0,B=0,0= 地 ,D 0,8=0,F 0,0=0,1 = 全， 
1 3 
2 4 
故 原 式 | FTT “+ | a4 


了 十 | 


日 3 
= in 

4z 十 D 16W2 |2— V2z+1 
~ ba 


3 2 
本 3 es z=1 +c. 
4.3.71 求 | Gr 
解 将 被 积 函数 分 解 为 如 下 待定 形式 


2 十 1 = ( 笃 去 生机 人士 
《2 十 至 十 1) 2 十 区 十 1 
十 又 十 zz 十 Cr 十 五 
二 = 十 1 " 


通 分 后 比较 分 子 , 得 
Zz 1 二 (34A7? 十 2Bz 十 C)(z'++ x: 二 1) 
一 (4s 十 2z)(Az’: 十 Bz 十 Cz 十 D) 
二 (Bz 十 Fr 二 Gz 二 H)(z! 二 zz 十 1)， 
比 较 等 式 两 边 z 的 同 次 赛 的 系数 ,得 到 8 个 方程 式 ,将 它们 联 立 求解 ， 
得 


4= 井 ,B= 0C= 本 ,0 一 0,8= OP 一 


3 6 
于 是 

1 1:.2 

2 十 1 6 日 (RS 

GEatmy 一 | 7 二 T| 十 了 TFT 


再 将 上 式 右边 第 二 项 分 解 为 部 分 分 式 之 和 , 令 ， 
| 二 R06 = 
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1 2 
7 十 M+iN -P+ 
zt 十 z2 十 1 十 z 十 1 下 一 fz 十 1 
两 边 去 分 母后 ,得 


着 十 和 = (Mz N) (一 z+D) 


6 
+ (Pz + Oe + zt. 
比较 上 式 两 边 z 的 各 同 次 老 的 系数 ,得 
zs 0 一 杂 十 P， 


一 一 M 二 NT+P+9， 


6 
z: 0=M—N+P+0Q, 
EE 诗 =N+Q. 
解 上 面 方程 组 ,得 
1 1 1 1 
本 也 本 9 了 ， 
n+ a :+ 上 
于 是 有 6 3 4 3 | 4 3 
zr 十 2+1 元 十 z 二 1” 到 一 z 十 1 
5 
-= 工 ._2z 十 1 | 24 
8 十 z 十 1 于 十 z 十 1 
5 
工 -_2z=1 +. 24 
8 i 五 一 z 十 1 
二 二 下 天 2 二 三 
故 原 式 = | | 下 二 下 | 
1 。 2 十 2z 。_2z 十 1 24 
6 1+] 当 2+ [si 


癌 


1 2z 
[ 填 : | st 


= 
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十 2z tt SV 2z 十 1 
5 十 二 十 十 1 35 “6 


5. 综合 问题 
4.3.72 求 积 分 1; = [es 
解 让 从 公 二 
= 


人 二 + 
中 , 取 n = 3, 得 
1 工 2X3 一 3 
xX3 


Wie en 
kr 

再 取 n 二 2, 得 

由 jay’ + 
-TD + z+ 去 z 


[3 


= a TF) TD + Bareter + or 


故 /= x TF Dt 4 [aca 车 5 十 言 rct8z +o] 


3z 
TT + Be 1 + Borcter + e. 


4. 3.73 ”导出 计算 积分 -| tj 和 a 闫 0 的 递 推 公 


dz 
式 ,并 求 h 一 ter 入 于 ys 
解 4a(az: 十 好 十 ec) 一 《2az 十 6)?+ (hac 一 Bb) 一 天 十 4 
其 中 上 = 2az 十 b, 4 一 4ac 一 妇 , 尼 2adz, 于 是 有 
(4a)"dzr (4a)"dt 


= | rae Pras 2c[E + 4 下 


一 中 一 


8 3 ”有理 函数 的 积分 


= 2%-1。 


(D 当 4 天 0 时 ,对 于 积分 | 庆生 7 应 用 分 部 积分 法 ,得 


和 2 

证 二 人 一 让 二 站 十 | tam 
= 天 二 C 士 人 一 4 
《下 十 Dt 2n (EAT dt 
t 


a 2 | 
全 十 人 CT fr 
dl 
记 也 一 | tp 于 区 :那么 上 式 化 为 


二 2n 


t 了 加 
"Tat ah 4 hr 


| 
于 是 得 1 一 mT t+ 5 了， 


了 1 t 到 on 
"36 一 104 {FD 2 — 
故 耻 二 2- 


= 22-1 .gt!.[ 


3 
1)4 


“1 


RY Es eg 
2Cn— 1)4 (B+ 4) 


1 2az 十 了 
2 一 14” To i 
2n 一 3 有 
十 5 二 03 eS ‘| 去 二- 
1 2arz 二 b 42 二 之 : 污 20) 
m4’ Gri io .0 
(2) 当 4= 0 时 ,有 
人 一 | md = 2071 | 的 2 
Zar + 5)™ 2 
1 
-tt 
当 n = 3 时 ,有 


a -| mrs XlX1 -rs 
两 次 应 用 上 面 递 推 公式 ,得 . 


= 22-1 ,1 [ 


一 
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和 22+1 2X3—3. 2 党: 
:6 十 z 十 1 3 一 1 Ty 
2z 十 1 十 2z 十 1 
6(z? 十 z 十 1)? ”3(z 十 z 十 1) 
2x2—3 2 
十 2 三 | 
2z 十 1 | 2z+1 
一 5 二 zx 十 1 十 32 二 十 1 
4 2z 十 1 
十 arctg 
3V3 V3 
Ed 
4. 3.74 求 | try ， 
解 ”将 被 积 函数 分 子 z* 一 (z?); 用 泰勒 公式 在 z? = 1 处 展开 ,得 
Es es 


十 


于 是 于 L + 一 +3+c-D 
五 一 1 1 和 : 
原 式 一 re Dt mr 


H+ [aria 
对 上 式 右边 最 后 一 项 人 变换 , 令 :一 三 二 |, 风 


一 村 十 2z 十 3 


1 
dz 
二 (一 12Cz 十 1) 
(1 一 2 . (1 二 2dt 


4 a 
QO%, 
| “人 2 + Dat 
2 1 
= 一 万 Tinldl 十 言 :十 e 
__1.zt+l 由 = 一 工 _ 工 .= 二 了 
8 “zz 一 1 "|stil 8 二 te 
i 
2 J 
. 故 原 式 一 全 十 2z 十 -nl 于 让 1 十 去 E+e 


Er 
| 


| 一 路 一 
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4.3.75 已 知 # 次 多 项 式 p(z) 一 ao(z 一 o)" 十 az 一 ao 十 …… 
十 , 试 求 不 定 积分 | 二 
解 ”根据 泰勒 公式 ,有 
9) 一 六 Ge -其 中 Polo 一),01 一 


于 是 ee - cE 


下 人 | 下 [a 
(z— 站 下 2 (z— a) 


2 bp ee. 1 EE 2 |z | 


UD GOT a 


其 中 PC 一 ok 一 0,1,2,…sa) 是 多 项 式 h(x) 各 项 的 系数 ， 
即 Ps(z) 一 ao(z 一 ao) 十 oz 一 oa) 十 … 十 aiGz 一 a) 十 oo 
4.3.76 求 | 开关 二 ,其 中 为 自然 数 . 
解 先 将 被 积 函 数 分 解 为 部 分 分 式 之 和 ,可 以 证 明 ， 
1 1 < 1 一 z，cos 1 


i+ "hn 2 00 


A 


Dr 
事实 上 , 记 方 程 1 十 z* 一 0 的 人 要 为 qs k= 1,2,%",2n) 
则 a cos 2£— ls i sin2t— 1 ， (k= 1,2,…，2n) 
、 2 区 px 
由 于 1 十 2z? ll o， 故 [二 二 一 之 9 


A 1+) 
即 -总 全 客 


当 * 一 “时 ,应 用 洛 必 塔 法 则 求 极限 ,得 
4 十 z) 4CL 十 22) 
1 四 辫 一 起 Rs 


C24 
四 加 


9 人 一 12 28) 


一 ?1§ 一 
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所 以 4 二 一 事 ,(i= 1,2,…,2n). 


| 
于 是 TT 


又 由 共 亏 复数 间 的 关系 : a. 二 
1 1 之 


1,4 + a = 2cos 


2t—1 


大 
2n 


T+zr 和 | 2 


rz—a 


[rb 2 
1 ~ (Ca + az — 2ara, 
过 


1 一 (十 az 十 


Qt 


+ 
Z 一 4 


7， 得 


b 工 一 cos( 
十 2 DCsinr( 2 by * arctg 


t=1 


§ 4 简单 无 理 函数 的 积分 法 


84 简单 无 理 函 数 的 积分 法 
内 容 提 要 


1. 形 如 | R[z,(az 十 D=iy (ar 十 D)"z/a…]az 的 积分 
设 RCu,v,w,…) 是 变量 为 x,v,w,… 的 有 理 函 数 ,miyniymaynz,… 是 
整数 . 利用 变量 代 换 az 十 5 一”,(s 是 mn …' 的 最 小 公 倍数 ), 可 以 把 
形 如 
| R[z, (az 十 bi Gaz + Dzze]dz 
欣 积 分 化 为 有 理 古 数 拘 现 分 , 


2. 形 如 | 太 和 = 的 积分 (其 中 a 0) 


通过 从 二 次 三 项 式 中 分 出 完全 平方 项 ,把 这 种 积分 化 为 利用 基本 
积分 公式 来 求解 . 
Ar+B 


3. 形 如 | ne 的 积分 (其 中 4 关 0) 


为 求 这 种 类 型 的 积分 ,首先 在 分 子 中 分 解 出 根 式 下 的 二 次 三 项 式 
的 加 于 ; 然 后 把 积分 分 多 网 人 积 外 和 和 洒水， 


| 4 好 十 有 a 
VE Var 十 好 十 5 

dar’ + eto) | (gp 2 多 
Vari + 2 和 
一 一 一 圭一- 的 积分 
(z—a) Var 十 好 十 c 
利用 变量 代 换 z 一 地 ,把 此 类 积分 化 为 如 上 2、3 的 形式 来 求解 . 


四 形 如 | P.(z) 的 积分 - 
SE 


4. 形 如 | 


az 十 好 十 c 


有 


一 
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设 P.(z) 是 a 次 多 项 式 , 求 此 类 积分 时 ,利用 恒等式 : 


| A- (7) Vr tsett| -一 全 一 一 
azz 十 jz 十 ec Warz 十 好 十 c 


其 中 9,_1(z) 为 a 一 1 次 多 项 式 ,系数 待定 ,》 为 实数 . 

恒等式 两 边 同 时 对 + 求 导数 ,然后 通 分 并 去 分 母 ,由 此 得 两 个 多 项 
式 的 恒等式 ,由 此 恒等式 求 出 多 项 式 .1(z) 的 系数 和 实数 

e. 微分 二 项 式 的 积分 | ~(e 十 o'r, 其 中 m,n,7 是 有 理 数 

契 贝 谢 夫 (ueuaues) 证 明了 只 有 在 以 下 三 种 情况 ,微分 二 项 式 的 积 
分 才能 通过 初等 函数 表示 出 来. 

1) ?是 整数 .这 时 ,如 果 作 变量 代 换 = 一 +,( 其 中 。 是 有 理 数 m 和 
的 分 母 的 最 小 公 倍数 ) , 则 该 积分 变 为 有 理 函 数 的 积分 ， 

2) 《m 十 1)/n 是 整数 . 在 这 种 情形 下 , 通过 变量 代 换 a 十 jx" 一刀 
(其 中 s 表 示 分 数 ?的 分 母 》, 可 以 把 相应 的 积分 化 为 有 理 函数 的 积分 

3) (m 十 1)/a 十 ?是 整数 . 在 这 种 情形 下 ,如 果 作 变 量 代 换 oz-' 十 
4 一心 其 中 * 是 有 理 数 ? 的 分 母 ,该 积分 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 


问题 与 解答 


1. 形 如 [ R[z, (az 十 6)" Caz 十 5)"wm，.…]dz 的 积分 


dz 

4.4.1 i ee 

解 ” 令 1 二 Y2 一 1, 则 + 一 全 关 , 和 一 20a 于 是 
[二 

2z—1— VY2r—1 t tl 

=2| +t1toiD = G++2nlt— 1|+e 
= (VY2r—1+ D+in( V2 —1— +e. 

4.4.2 求 | 2 


N1+ +b Se EE 
解 ” 令 z= YI1 二 z, 则 es 
一 16 一 


§ 4 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


1 d(z? 
原 式 一 汪 (z+ 1) 


(1 十 z2) 十 MR | 


= 了 二 du? 


1 
==2 V1l+w++c=2NVN1++ V1 二 zx? 十 c. 


4.4.3 求 积分 


Ed ee -+ -二 


V1— 


a 本 
让 二- 
= arcsinz 一 V1—z+c. 


4.4.4 求 | M23 


解法 1 [Vs=| Vrs Yat, | 2 十 > j。 


Vas y+ Var 
= 2 二 oz 1 
?| Tt 2 4(22 一 2)( 一 误 ) 


= ?arcin 子 一 V 末 一 到 十 < 
2 十 xz 
解法 2 令 25 一 名 则 z 一 生 记过 于 是 
[Vs + 28 2) .24 
2—z (1+ 3 


_ fu4t+ 4 ,fe+1—1 
re sf a 


=8| 寺 ae "| tse 


ae, [让 et yarcte] 十 


2 二 图 
2 3 Yt BFe 1 


= 
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= harctg /SE— V+e. 
4.4.5 求 | 天 一 二 -一 一 
Yt Dz— DD 
解 原 式 = Vz — Didz N/E dz 
es ba » 
Vlz+ Dz — DD z 十 1 (ol) 
/EE 1 十 Ge 
令 4 凡生, 则 一 1 人才 一 人， 


原 式 jr > 
I—# 


4.4.6 求 | = Vz: + 5dz. 


解 ” 令 V7 十 5 二 44 则 开 十 5 一 ,3zdz 二 2, 即 #4z 二 雪 tt 
故 
J= Vstia— | Vit rar = | t+ Su 
= 凶 | eu= 了 e+e= 了 (VBT5) +e 
= 部 人 +5) Vz 十 5 十 ec. 
该 积分 也 可 以 通过 换 元 t= z: 十 5 来 求解 . 因为 被 积 式 的 第 一 个 因 
子 了 与 z 十 5 的 导数 只 相差 一 当 数 因子 于 , 即 守 一 (二 )(2 十 5)', 故 
通过 换 元 i = 十 5 可 以 立即 把 积分 化 为 基本 公式 型 . 


dz 
4.4. 7 求 | 一 一 一 一 一 一 . 
| z+D" 


解 ”被 积 函数 可 以 写成 z (zf 十 1)-*, 作 变量 代 换 :z 二 4,4z 一 
sa. 于 是 ,所 求 积分 为 : 
4tad¢ 


| dz 本 加 tt 
Tr lg | rt 
一 738 一 


§4 简单 无 理 函数 的 积分 法 


而 最 后 的 积分 为 ; 
| 人 
CD 一 GF CE ee 
= totD oft -mt 


1 1 
Brit ort° 


于 是 ,有 
| dr 区 1 和 
Vr(Vz+D" 8(CYVz +D 9(Yz 十 D* 


4.4.8 求 | 土 V 斑 je 


十 w 


z 十 1 一 中 十 1 oz 一 -一 4 邮 
解 令 Vz 一 I 一， 则 z 一 一 1， 各 一 tw 一 1)z 故 
1 二 1 2 
过 
[VY 于 eroms 
人 
-| 二 Pp ry 


=Injt+1|—iIn|lt—1|— 2arctgt+c 


一 In( :十 


十 D 一 nl V1 I+e 


人 | EO 
解 ” 令 2 十 1 二 则 z 二 Cw 一 1D/2,az 二 36dt. 从 而 ,有 


dz [3 _, 
(2 Dm +R Jrs | 二 1 
2 +1 | 
=3{[G+1+—t a 
[| 
ve 
= 了 (2+ Di 十 3(2z 十 Di 十 3n| V2z 十 1 一 1 十 ec. 


4.4. 10 求 | 2 


0 
Ynla—s) | 


er 
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解 设 \/ 2 一 4 则 = Tt 一 一 0 全 55, 代入 得 


| 二 ke 


ere rs) 
-3|/[(s 一 上 W2 二 1 rye 
rr es 


站 2 一 vv2 | 2+V2 ] 
2 Le 一 :上 V2+1D 20+tWV2 二 1D 


和 [arctg( V 24 — 1) 十 aretgCW34 十 1D] 


+tvV2 = oh 区 a ty 
ctg +e 
ge Rl Es 


2 十 LVY 2 1 
Tet+ 3 7 
4 et ta 


t+ 


2, (0<z<a). 


其 中 上 一 人 / 


2 十 = 
4.4.11 求 a 
全 2 十 z 
解 ” 设 Y2 十 z 二 4 则 z 一 4 一 2,dz = 3edt, 代 入 得 


V2+z 28 


| 


一 0: 


384 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


, 
-3| ce t+ a 
党 > 尘 
3， 3 1 IR 
= 了 2+32+3l 16 二 TD 十 ET 二 5 
=3n_ 3p_ 3 
一 了 到 anlt 1| 
+ 王 | 2 十 1 二 | dt 
8 | ETF < 了 
三 人 15 
= 4 pa anlt ei 
27 2 十 1 
和 
4 W7 V7 
其 中 t= Y2 十 z 
4.4.12 求 一 一 一 一 一 dz. 
| 二 元 ): 


解 ” 原 式 一 | 二 (1 + 眶 )-z. 因 为 二 一 2 是 整数 ,所 以 可 令 
z = ,于 是 
a 
原 式 = | CT 二 配水 


_ 4 十 3 
dl (4 22+3— Ea 
6 n+ 18t— 18 | 主 6 | SE 
5 T+ U4 
6 ， 1 1 
Ea 46 + 18 一 18arctgt dl [0 et Fi 
Bs 4 十 18t 一 18arctgt — Garctgt 


十 Sarctgt 十 了 Ta+te 


FC :a 
5 4 闪 : 证 8 生理 二 一 :2darctgtt pi -~ 


Rs 
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6 YF 8 3Vz 
= Vr —4Vr + Vr + Svs. 
5 1+ Yez 


一 2larctg Vz 十 ce. 


dz 
4.4.13 求 | 一 一 一 一 一 . 
[res 
解 设 z = 二 (>D, 则 
[hat 六 一 工 dl 
|[ 写 中 ， A 
4 一 YYz 十 vVz 十 1， 
dz 一 (ff_# 一 1 
人 | 2 J ran” 


= 去 | 一 十 + 去 一 盐池 
= 去 4 一 严 一 十 + 而 )+a 
= Vz -了 mnCVz 十 vz 二 D+ 玛 
一 壮 Vz(z 十 1) 十 c. 
4.4. 14 求 | V zz 十 z 十 Tar. 


解法 1 令 Yz 二 z+1=: 一 z, 则 z 十 1 一 纪 一 24， 
一 2 
= 一 侍 点 VET5TT- 4 全 1 we 38 二 4 拓 


1 十 2 十 1 C0. 
/n+laz= [+t+t+1.,.L+t+1 
| +etia= | 2 ?a 
[I 2 Sts) 
8 B02 + 1 
i 246 十 24 十 15 4 B O 
设 一 802 十 1 灭 上 IT 十 到 二 1 十 7 到 二 Ti, 将 等 式 右 


端 通 分 并 比较 等 式 两 端 分 子 中 = 的 同 次 每 的 系数 ,得 4= 3, 8 = 0， 


ee 


§ 4 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


C 一 号 .于 是 
_ [atl 3 9 
| tetie= || 8 + tr + ser ty) 


9 


ne a A ee 
Etet snl2t+1ll— aryt+° 


8 
(其 中 t= Yr 十 z 十 1 十 7) 


解法 2 | Vi+tst le= | VG+) + 3 
令 s 一 z 十 去, 则 如 二 ,| Yrst lem | Vr+ 3 
V3 x V3 


令 uW= 3 tg lt d= ec tdt. 
| vari | ME Vt. ee = 3 | som 
= 3 (ect + soet tg) 
= eut + 3 | aaceeo 
-wm 是 
= 了 | sectat + 全 er seet 一 [Vata i, 
ppb 六 el sect 
= Binlsect 二 gl 十 号 eseet+。e 
-e+ 训 YeTT+4nl+ 坦 VsTI+e 
解法 3 令 * 一 z 十 二 VE 十 z 十 1, 则 
1 z+ 寺 -VBzT+zTT 
可 ,aa 十 二 一 2 V 环 十 = 十 1 


4 


ws 
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3 3 
一 本 一 2z 十 1， (1 + ze 一 2dz， 


Bn ee 


9 
= | 二 + + 本 De 一 四 十 3 Sinlul — Re 


(其 中 一 十 去 十 AL 


| +B 
本 War 十 好 十 < 


| 、 一 2 的 积分 
(z—a) War 十 如 十 ec Var: 十 好 十 ec 


1 
4.4. 15 求 | 一 一 … 
VY 4z2 十 4z 
| -| 二 
dr dr 
4 十 4z | (2z 十 1D: 一 ] 
= 支 | 一 一 一 一 :cz+ 
V(2z 十 1D): 一 1 
令 2 十 1 一 seog,0<9<< 玉 , 则 
d 
原 式 = | 全 -到 | secoa0 = 二 nlseo+ol+e 
一 二 ml2z 十 1 十 Vi + | 十 
dz 
4. 4. 16 求 | 
(z 十 1) Vz 十 2z 十 2 


解 由 于 巡 十 2z 十 2 一 (z 十 1): 十 1, 故 令 z 十 1 一 te 
则 dz = secztdl. 于 是 


| dz | sec2tdt cost 


2. 形 如 | 


dt 


(z+1)* VE 十 2 十 2 igt.sect | sind 
1 VB 十 2 十 2 
dn te pr] 十 ec. 


下 


一 284 
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4. 4. 17 求 | 一 闫 寺 4 Vz+ 


1+ Vz 
解 ” 令 Yz 十 1 ==t, 则 dz == 6t54t, 于 是 
1— vz+1 ef Qs5, 
Cr i+ 
1 十 Vz 十 1 
ti 一 1 
=6| 1 二 站 


6 6s,3 
=— Bot st Sn 2p— +6 

+ 3In(2 + 1) — 6arctgt + o 
= 一 和 e+D YatD+§ Vet 


十 三 Yrz+ D2 VilD) -3 Yr+l1 


十 6 Vz 十 1 十 3In(Yz 二 1 十 1) 一 6arctg Yr 十 1 十 c. 


4.4.18 求 | 了 一 和 一 
Vlz+t Dz — 1) 


解 si 


ry 
LE (= “+Ds 
3 -4 *z 十 1 
2 to- FNSi+e 
dz 
4.4. 19 求 | 一 一 二 一 一 
(1 十 z9 VI—z 


解 ” 设 z= sint, 并 限制 一 于 <<!<< 卫 , 则 妖 一 costdl， 
V1 一 z? 二 cost, 代 入 得 


| dr | dt 
(i+) VIi—a 1+sint 


‘ACV 2 3 和 3 
(CY 2te):+1 


=- | zn 万 | 
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1 1 ZY 2 
二 (V2t8) +ec= —l se AE 
Ek tt c pp F 十 ec 
dz 
-4.20 1= , 
4 求 积 分 上 - 大 


解 ee 从 而 


=| asec’tdt 2 | [党 
atgt V a? 十 artgit 
= 二 总 =-Lnlec — agt] + 6, 
其 中 玫 一 二 ,而 ce 一 全 ,col 一 VI 二 gd 一 /本 ， 
于 是 ,得 【= 一 In tee|+. 
4.4.21 求 0 A ll. 


解 设 z 二 tel, 并 限制 一 也 <t< 子 且 叫 关 子 , 则 
dz = secztdt， V1 十 袜 = sect, 代 入 得 


| dz 二 Secz2tdt 
(1 一 z9 VIitr | (1 tesect 
Cosiidt 
JT nz = es 1 二 in 
2sin2t d(sint) 
= 二 | [is 1 二 二 (sinD) 十 二 Ts 
1 1+ V 2sint 
= sint 十 "| I+e 
2 4 1— VY 2 sint 
+ "| Et 1+e (zl D. 
2 VI 十 4 YI 十 到 一 > W 2 
dz 
4.4.22 求 ; 
| 


§4 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


| | 二 J 


il Sa 
二 也 |a+ eezow= 2 十 了 sin2t 十 


其 中 cost 二 ,sint A/1 (+) = < 二 1 := arcoos( 工 ). 


| 1 Me—l 
于 是 i 二 地 arccos( 二 ) 十 十 
4.4.23 求 | tm 


解 ” 设 z= atgt, 则 dz = asecitdt, 从 而 


dz asec’t 1 (sec?t 
{Es | eam mt 十 Si 
== 言 | eeu = sint + e, 
其 中 tgt 二 记 ,ctgt 一 上 ,set 一 六 王 十 中 ,于 是 
| 二 -一 二 一 +。 
GF Yate 
dz 
4. 4.24 求 | 吉 放 5 
解 ” 设 z= cost, 则 dz = 一 sintdt, 从 而 
dz sintdt 
ja = oe = eat + 
又 cost = z, 则 sint 二 V1 一 友 , 于 是 
Jr te 
i—s 
dz 
4.4.25 求 | 一 一生 一 一 
| 
解 原 式 =| 此 
5 


[Gc 十 二 :十 呈 ]AM e+ 二 :一 中 


一 ?27 一 
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VS 


时 , 设 = 十 去 = sect, 并 限制 0 之 + 之子， 


V5 
当 z 十 也 > 了 
则 dz = -sect tellt， i+ 1 Mg, 


了 十 z 十 1 一 本 (5aeet 十 3). 


Sectdt Costdt 
代入 得 原 式 =4 | 先生 5 一 | 5 
“| dC 3 sint) 

A hey 
V8+ V3sn| |, 
V 3 sint 
(2z 十 3 十 > 一 1 
EM Ct V3(r ir— 1) 

当 - 十 二 <<- 妆 王 时 ， 5 ,但 限制 
< < 二 


总 之 , 当 jz 十 于 | > 妆 王 时， 


dz 
1 EA nn my, ek 
(zz 十 1) 2 十 V3Gn 十 > 一 1) 
~Y CS 一 YV3(z 十 z 一 人 


4.4. 26 SE 
| Vr 十 2z 十 5 
解 ”把 二 次 三 项 式 半 十 2z 十 5 化 为 (z 十 1)? 十 4, 则 


| dz | dlz 二 1) 
V2 十 2z 填 5 Y(Gz 十 1)2 十 4 
一 inljz 十 Vz 十 2z 十 5| 十 c. 


一 728 一 
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dz 


4.4. 27 a -天 二 后 二 


dlz 一 乞 


i | 天方 全 
3z: 十 4z 一 1 | 
rcsin 3 1 rcsin(3z 一 2) 十 c. 
V3 序 V3 


Z2dz 


(4 一 2z 十 z VIt2r— 
| Z2dz 
(4 一 2z 十 xz) Y2 十 2z 一 2 


=| (z 一 1): 十 2(Gz 一 1) 十 1 
[3 二 (一 D2]V3 一 (一 1 
设 z 一 1 一 V3 3 sint, 并 限制 一 了 于 <i< 子 , 则 民 = V 3 costdi, 


V2 十 2z 一 z= 二 Y 3eost, 代 入 得 
| zdr | 二 2 4 3 sint + 3sin2ty 
(4 一 2z 十 2 W2 十 2 一 于 3(1 + sn) 


w+ 访 [r 二 | 
| d(cost) ll d(tgt) 
YJ) Cos 入 ] 十 2tg2 


1 V2 十 cost 2 
In arctg( V 2tgb) 十 < 

6 MY 2 一 cost 
| Re 6 十 V2 2z 一 z 
V 3 "VE Vi 

Y_ 2 (fess 

— Marets SE + 
2 十 .2z 一 


4. 4. 28 求 | 


» 


t 


arcsin 


一 729 一 
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4.4.29 [一声 二 
解 ”用 例 代 换 z = 十 , 则 如 一 一 去 de, 故 


A 
WW/4— (二 > Pe— 
We 
A 1 ( Gio seca 
一 丈 1 do 一 一 去 | secodo 
Ci 
一 一 去 mCseca 十 wo) +e= 一 二 nm12 士 全 一 二 | 十 
也 
4.4.30 求 | 一 一 和 = 一 
z Y5s: 一 2z 十 1 
解 ” 令 z= 二, 则 向 二 一 言 由 故 
1 
| dz = | ne 
z V5 — 2z+1 Ey 
t £2 t 


dt 
一 一 | 一 一 一 一 一 一 ini 一 1 十 VP 一 2 十 5| 十 c 
二 


= 一 ml 二 一 1+A/ 二 一 全 二 5 二 


过 YY 5s2 一 
z 十 于 ls 


三 十 性 


4.4. 31 求 | 一 下 二 


z 一 D V 一 二 十 2z 十 3 


解 设 *-1= 二 , 则 = 一 二 十 ld 一 一 去 尼 故 


| dr 
Lt hr i i 


一 ?80— 


84 简单 无 理 函数 的 积分 法 


4-atlyt2dt+l)+s 


--| 一 一 和 一 一 一 =-| a 
4A/ 一 1 一 全 一 去 十 2 二 全 十 3 Vp 
t 
三 三 二 A 1 
i 
A 


| 1 1 1 
一 一 本 In 一 工 
2 ET 十 GT +l+e 
_ 1， 2+ Vr 二 +2z 二 3 
一 一 ml 2G 一 1 | 二 < 
3z 十 2 
4.4. 32 求 积 分 [= | 一 一 
| 


解 ”把 被 积 函 数 的 分 子 化 为 3z 十 2= 3(z 十 1) 一 1, 得 
:=| 3(Gz 十 D) 一 1 


z+ VTSET3 


再 把 此 积分 写 为 两 积分 之 差 : 


/| 和 一 -| 一 一 和 一 一 
Vz 十 3z 十 3 | (+1) Vr+aris 
对 第 一 个 积分 用 公式 ,而 对 第 二 个 积分 作 变量 代 换 z 十 1 = 十， 
得 
1=3Inlz 二 也 + VRP 十 2 十 3| 


也 
2 
站 
司 1 1 
2 TD+3 -D+3 


Fi a 
z 十 方 十 Vs+wtsl|+ 一 一 一 
2 er 


= 3In 


om 
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一 3Inlz 十 训 十 VR 十 35 十 3| 
+nlt 十 二 + VE 二 TI+。 
一 3In|z 十 也 十 Vz 十 3 十 引 
于 十 二 YVz 十 3z 十 3 本 记 
z 十 IT 了 z+1 
dz 
4.4.33 求 
上 Vz 十 z 十 1 
解 设 z 十 1= 二 , 则 z 二 1 一 一 二 


Nr A YE 一 t 十 1 代入 得 


1 


十 In 


dz dt 
is 
[re 上 
= 一 sent nl 一 到 十 VE 二 上 十 1 十 wa 


一 一 sgn(z 十 1) 
.| :一 : 士 2mmg+D1. Vtrti| to 
Z 
当 z 十 1 之 0 时 ， 
| dz -- 驯 二 :+2 Yi|+。 
(1 十 z) Vz 十 z 十 1 z 十 1 
当 z 十 1<0 时 ， 
| dz -n+ 
0 二 20 Tz) 
i 一 3(z 十 1) 十 
一 In 
2(1 一 z 十 2 Vz2 十 z 十 1 9 
= 一 中 |] 一 十 2 Ys+s+1|+.c. 
2 十 1 


dz 


总 之 ， 
| Yr+r+1 


8 4 简单 无 理 函数 的 积分 法 


in|i 一 十 2 V9 十 s 十 1 
z 十 1 


zdz 
da 
res Vi—z—z 


zdz 
人 js 


1 1 
= 一 -天 一 一 天 |vz 
用 (1 十 z) 方 二 = 

= | 和 e+en| 出 

兴 1 一 2 一 天 WP 十 上 十 1 

，2z 十 1 
ci 十 [sgn(1 十 z)] 

V 5 


"ln 


3 十 z 十 2[sgn(z 十 1) e+ 
2(1 二 2) 
当 z 十 1>>0 时 ， 


2z 十 1 
RAR 一 一 一 一 
有 W 5 


TE LE 一 


十 c 
:和 


当 z 十 1 二 0 时 ， 
| 一 一 全 一 -天 zdz ，2z 十 1 


= arcsin 


(1 十 z) Vi—z—z V5: 


—In|3+z—2Y1—z:—# 
2(1+ 2) 


十 ci 


= wt 


总 之 ， 


I—s—# 
i+s 


一 783C— 
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| zdz We 


arcsin 


Ci MI Y 5 


3 士 z 十 2 V1I 一 z 一 好 | 十 ec 
1 十 z 


+In 


dr 

4.4.35 求 | 一 一 一 一 一 一 一 . 

| 
解 设 z 十 1 一 十 , 则 生 一 一 十 本 先 设 1> 0, 则 有 

Vi += Me, 

dr [2 
一 
1 V+ 2 [sr 

a 

A 
从 而 有 


— t= (3 + 2 Ott+ott+e) 二 + 
比较 等 式 两 端的 同 次 筹 系数 , 求 得 


代入 得 


于 是 ， 
[ dz 
(z+ 1)° V+2s 
= (T+). VIE = 
人 V+ 2r Barcsin 1 +c 
再 设 上 < 0, 则 答案 前 一 项 不 改变 符号 ,但 后 一 项 要 改变 符号 , 因 
此 ,最 后 得 到 


dz 3 十 6z 十 5 /十 到 
一 一 -一 一 一 = 六 2 Vz 十 2z 
er Vet+2 3+1) 


和 1 
ol FY 


其 中 :二 0 或 < 一 2. 
“Me 
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4.4.36 求 | 站 二 


解 。 设 :一 十 , 则 和 一 一 二 4 VETIT= 十 1， 
(1 之 0). 代 入 得 
dz 2 (+ -1 
= | 
| 二 | 纪 十 局 VH 十 1 
n+l 
= 一 广 二 1 一 二 mlt 十 ii VE 十 1 十 e 


Yr+1|1 lnl+t Vz 二 


2z: 2 jzl 
4. 4. 37 求 | 1 一 = 十 二 
3 
解 | 车 尘 二 -全 二 二 2 全 一 z 一 1 十 2 
WILL 十 z 一 衬 Vi+z—z 
_ 5 工 1 
下 了 一 (= 一 去 )az 一 壮 ) 
i 
ez 一 二) 
+2| 2 
5 1 
Ta) 
a ed re 2s < 
ee Vl+s 8 本 
天 一 1 
十 2arcsin 中 次 
Y 5 
= 1 Vt: = 
VYV* 十 zs 十 1 
4. 4. 38 | 生计 
于 ss | 


me 
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解 [ 二 = | fact 
ES (CE 

让 六 (xz 十 1) Vz 十 z 十 1 
tl] dz 

天 十 注 Vz 十 z 十 1 


dz 


1 
2 J Vz 十 z 十 1 
人 + VPTz 二 TD 


2z 十 1 
一 z 十 2 Yz 十 z 十 1 
z 十 1 


十 二 ml 


4.4. 39 求 | 太 寺 二 


pl -二 
| tt 二 | dz 
a 


1 1 alts+s) 
= Vc+ 二 :+3ac+D) = i 


V1 二 z+ 
dz 十 去) 


1 
人 
AM 十 豆 ) 十 卫 
= VT + 二 + VT 于 5 二 二 
一 YI+z 二 二 一 二 nc+ 寺 + VITzT2) + 
= Vir Tac+ 二 CAR 
4.4.40 $l 
1+2z— 


— 786 一 


84 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


设 2 
| VT 干 路 二 了 
= (oz 十 如 十 9 VIT2 二 s+4| 
两 边 对 z 求 导数 ,得 
了 
tb) VI 二 25 一 于 
Vit+2r—z 


+ ++toOd) | A 
V1i+2z—z V1i+2z—z 


dr 
Vit2—»” 


从 而 有 
了 3 二 (2oz 十 D(1 十 2z 一 2 十 (orz 十 好 十 co)(1 一 2 十 和 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 等 的 系数 ,得 
一 3ae= 1， 
5a 一 2 一 0， 
2 十 3 一 < 一 0， 


解 方程 组 ,得 = 
| 
1 十 2zx 一 2 
19 十 5z 十 22 /二 一 声 | dr 
1 二 27 一 zz 十 4 
VI+2r 
et ee " 
V1l+2r— z+ 4arcsin +c. 
2 
4. 4. 41 es 
v1 a 
解 A 
1 十 = 
二 he 十 妈 十 m) VI 1+z+4| 一 生 ,从 而 有 
1 十 于 


210 一 〈9azs 十 85z7 十 7czs 十 6dzs 十 5ez4 十 4fzs 十 39z2 十 2hz 
十 0(1 十 了 2) 十 z(ez 十 和 十 cz 十 业 十 ez 十 庆 : 
十 gz 十 hz 十 姓 十 mm) 十 和 
2 
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cn 的 同 次 器 系数 , 求 得 


9 21 
Ga 而 ,5 0 到 0,e 一 160, 了 0， 
= 一 01 4 一 一 
s=— Tg = 0, /= 266' m= 0, 4~—— 3656 
210 63 21 21 9 ， 
于 是 ,| = 256° 一 1287 + 160” 一 807 
上 + 看") VET 二 一 器 nc+ VITA) + 
zidz 
4.4.42 求 1 = | 一 2 
pr 


解 ” 令 z== asect, 则 dz 二 asecttgidt. 从 而 
/= | 一 «| eur 


VY 人 


由 递 扒 公 式 | sec*+'zdz = 到 + (1— pl lzdz 得 


| euw = 二 哑 + 二 | ou = 5+ 去 | a 


一 并 + 二 lect + | ++ 
2 一 es 
其 中 sect 一 二 ,cosl 一 全 ,sint 一 一 ,tf = = a 
故 1 = + Sinlsect + tml +e 


g/t nt EE 


tt 


4.4.43 求 
Yz 十 2z 十 2 
解 [I 
Vz 十 2z 十 2 
= (rt hr+h) VE 十 2 十 2 二 | 一 一 生 
| 去 每 于 
两 端 同时 微分 ,得 


一 788 一 


§ 4 简单 无 理 函数 的 积分 法 


23 十 2z2 十 3z 十 4 
-一 -一 一 一 = 一 (2bz 十 0) Vz 十 2z 十 2 
Vii2r+2 E 


十 1 1 
十 (bz 十 bz 十 b ,一 + y 

Vr Tat2 Vi ir 
去 分 母 ,得 


了 十 2z 十 3z 十 4 一 (2ioz 十 b)(z 十 2z 十 2) 
十 《boz? 十 bz 十 bz)(z 十 1) 十 入 
或 十 277 十 3z 十 4 二 3bor: 十 (5bo 十 2b1)z? 
十 《4bo 十 3b 十 bz)z 十 《261 十 bz 十). 
比较 > 的 同 次 等 的 系数 ,得 


3b 一 1， 

56o + 2 一 2， 

4b 十 3b1 十 bz 二 3， 
er 


解 方程 组 ,得 二 二 必 一 天 姻 一 二 光一 总. 从 而 


/3 
V2 
一 (二 坷 2 十 二 z 十 ) V 王 十 25 十 3 


十 号 mlz 二 1 十 V+2z+2|+e. 


4 求 | 一 一 一 一 
pe yr 
解 ”把 被 积 函 数 写成 ze: 一) 证, 令 一 :二 8 则 一 2ztz 一 
2 从 而 
= 22) -az 一 | ee 2 人 :地 一 | 福生 


=|a-e| 估 =t+ 人 +。 
+a 2az 一 z2 

be 区 
: Ve—z 


二 一 
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十 2 z 一 2 十 4 
解 | 一 EN ee ee Hie 
Vr—4r+3 | 过 一 4z 十 3 

4dz 


区 一 全 
[二 二 全 十 3 “+| Vr 4r+3 
d(z? 一 4r dlr 
1 入 St + [ 3 
= Vz 一 4z 十 3 十 4in[(z 一 2) 十 V(z 一 2): 一 I 十 ec 
其 中 用 了 公式 A VE)+e 


po i 
人 人 人 | -7 VT 


解 和 分 于 二分 解 出 被 于 有 式 的 二 RA 
A (r+ 8) 
2 
| 二 | 
5 4z 十 8 | 
4 VE i 
VT 
2 
ME 了 十 如 十 二 


= 也 V2 二 8 十 1 


t+ Yet 全 十 二 | 十 
2 


4.4.47 求 |- 天主 二 人 一 一. 


st hy a 
(一 2z + 6 
解 | 3z 十 4 Se 2 A 
WE YV 一 2 十 6z 一 8 
-到 | + yy, +13| 
一 好 2 十 6z 一 8 V TI 一 (z -二 全 到 


一 一 3 V 一 卫 十 6z 一 8 十 9arcsint¢ 一 ;3 十 @s 让 人 


| 


$4 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


3. 微分 二 项 式 | ze(a 十 br)raz 的 积分 


dr 
4.4. 48 一 一 一- 
求 | VIi+z 
解 这 里 m 一 一 4a = 2,2p 一 一 二 ,而 于 二 十 ?一 二 4 一 
二 一 2 是 整数 ,因此 属于 可 积 的 第 三 种 情形 . 令 z: 十 1 = 则 


2z~sdz 一 2idt, 一 zs3dz 一 tdt. 代 入 得 
1= | ks 
EE 


V1l+z’ 
一 ee- 十 DJ Yar = | z-2z-: 十 1) -和 -str， 
从 而 ， =-| (8 — Dt! := 一 ee- Dat 
=-: 一 号 +o=- VET Mt 
et 


= (2 C— D lt 


4.4. 49 了 一 
1 


解 1= | 十 二 tar, 这 里 由 一 一 = 二 ,= 言 ! 国 为 


2 


一 翅 +1 
a 
时 一 一 3, 故 令 1 十 下 二 6 则 z= (8 一 15， 
€ 


好 一 182( 一 1)sdt. 于 是 
1 一 [ta 十 star = 18| (8 一 Id 


a i \ 
=18| 一 2 十 Pu4= 186 人 条 一 学 二 人 二 ce 1 


和 v 


i 
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3 
=180+ YE) Vit Ys[ +t Yay 
-了 a+ Yz)+JT]+e 
4.4.50 求 积分 1 二 | Vzl3 + 45dz. 


解 1 = | 二 Gs + 4)far, 这 里 m 二 十， 一 3, 9 = 二. 因为 
1 


二 1 7 三 二 -1 放 令 3 十 忆 一 zi, 则 2 一， 
lz 一 一 pz 于 是 
nl kc dd cs dd ices 
| 


= /3 十 包 li|l /3 士 4 
"aN rN? 
1 
工 A/3 士 包 +2 
z I 


十 本 ip 
Zadz 
4.4.51 求 | -一 一 和 一 一. 
| Ve 
解 ”把 被 积 函数 写成 :ta: 一 2)-, 这 里 m= 3,n 一 2,7 二 


中. 因为 于 十 一 机 + 一 2 是 整数 ,所 以 这 是 第 二 种 可 积 的 情形 、 
令 羡 一石 二 了 , 则 一 2zdz = 2tdt, 一 zdz = tlyz? 二 一 此 .从 而 


十 ec. 


鸭 eC— 三 
fs 《az 一 z2) -dr [ (az 一 HM 一 到 
= | a a 20 = 
f t t 5; 
a 一 
4 来 [一 和 一 一 
aA/1i+ + 


§ 4 简单 无 理 函数 的 积分 法 


解 ”把 被 积 函数 写成 z-:(1 十 z-D 十 ,这 里 严 一 一 3, 一 一 1， 


?一 一 十 二 二 一 2. 设 1 十 <! 一 万 , 则 
z= (5 Ddr =— 52(5 — 1)-dz, 
代入 得 | 
| ;i —s|ac De =— 8+-5a+to, 
Wf 52 十 本 
“ail 二 一 


十 


其 中 z= 和 1+ 十 


4.4. 53 求 | 此 


BA 十 zt 
解 ”被 积 函数 为 z(1 十 z) 二 mm = On = 42 一 一 二; 
亚 十 1 二 ?一 0, 设 z 十 1 一 轴 则 z 一 写 L 十 荆 , (> 0z> 0)， 


z 二 (zt 一 1 十 ,dz 二 一 (zt 一 1)-4dz, 代 入 得 


| dz | 2 
一 一 | ——dz 
Ni |i 
[ 1 二 1 1 
4(z 十 1) 4(z 一 1) 2(2 十 1) 


Jaz 


Ni+t Ya 


二 3. 设 1 十 二 一 志 则 z= DE, 二 3z(2 一 Didz 


se 
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代入 得 


| sa -3| Didz = -3s -22 十 3z 十 e， 
Vi+ YE ® 
其 中 z= M1+ Ya. 


/= 
4.4.55 求 dz. 
[rs ) 
LA § 4 1 1 

一 一 一 一 2 (d+) 一 林 避 一 二 ,2 一 一 2 

(+ Vz) 2 3 
设 z= #*, 则 dz= 6zidz, Vz = zx，Yz = 2 代入 得 

Vr a 2 

(+ soot cra 


4 
of [一 22+s 34+ le 


6 
一 一色 十 19z 一 24aretsz 十 6[5zs 十 冯 本 arctgz] + c 
1 
5 
一 呈 旭 一 4 二 十 18 二 十 加 
宇文 


4. 4. 56 求 | V zs 十 zidz. 
解  Vzs 十 zt 一 7 十 > 汪 ,= .3. 


一 2larctg(z) 十 ce。 


7 一 去 ; 
mm 十 1 2z 
一 十 7 二 3, 设 :7 十 1 一 zz, 则 z 一 FT cr 
Em ae ot 代入 得 
[var + GE 
?| es ?me 
一 一 2[ 一 


2 .5 di eh i i 
ems i ees ?te 
一 44 


84 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


令 (o 十 z)0 一 加 则 z 一 (一 at)V3dz = 


ap 


dz 


名 | dz 
W213) 
z z z 有 和 | 
5 二 inz 一 T 十 
一 坷 VG 十 5 一 上 到 Vs 十 记 
二 有 inCVz + VItD+e, (>0). 
4. 4. 57 求 | = + miar 
解 ” 因 为 m 一 5, 一 3,7 一 可 ,亚丁 上 一 2 是 整数 . 


要 
(二 本 


本 


原 式 = ee a3)dt 7 4 十 ec 


二 (a 十 a 一 二 一 全 ) 十 ce 


十 人 (全 一 3a) 
0 


4 其 它 形式 的 无 理 函数 积分 
4.4. 58 ”利用 线性 分 式 代 换 + 一 9 二 多 ,计算 积分 ， 


dz 
rr Vatztl 
解 ”由 z= 2 士民 得 


i+t 
2 土 s 十 1 
(Fr 土 pP+ Det [2ap+t (at+p)+2]t+ (e+ta+t+l) 
(+ 
车 2ap 土 (a 十 8B) 十 2 二 0, 则 上 式 可 化 成 正则 型 . 令 a 十 8 二 0 及 


= 一 1 例如 , 取 a 一 一 1, 8 二 1, 则 有 z 和 或 := 


工 一 2 
eh f+3 /si Mit 
-ftiraT t+1i- Gy 


一 ?45 一 
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其 中 不 妨 设 i 十 1 > 0, 于 是 
[er 
(2 一 z 十 1D) Vr+zr+l 8+3) Vi+3e 
iat 
=2 十 2 
| ] 


一 2(00 十 1). 
对 于 站 , 设 x 一 V1 十 32, 则 
3tdt 


VI+38 

代 得 "=| CD ii ja 
“I yh 

SR [| 


对 于 72, 设 4 二 本 


dt du 
VI 十 32 3—w 


到 dt du 
a | i 


3V3+2V2u 
3V3—2V2u 
3(z2 十 z 十 1) 
ey 
Vizrt1 
V3F+r+tD -Ge DV 


w+ 8 


du 3 


,+3 


27 一 8u’ 
3(3 一 好) 


?十 3 一 


1 


Tr 
1 


十 cz 


十 本 


十 cz 


于 是 ， 


一 4 一 


$4 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


| dz Vrtzt+l 
Ct DT Fe (z+DV2 
Re Viz+1 
V6 Varv | 
4.4.59 求 | 一 一 一 和 一 一 一 
(十 2) VW2z 一 27 十 5 


解 设 z 一 和 本 各 分别 代入 了 = 十 2 及 2z 一 2z 十 5 中 ,并 令 一 次 


项 的 系数 等 于 零 , 求 得 一 一 1， 6 一 2, 即 设 z 一 公干 ,从 而 有 
3(22 十 1) 


dz 一 zz 十 2 一 


3 
CF 


G 十 1)2 
WP 一 2 二 5 一 3 YP 十 1 
2 2+5= TIT 


以 下 不 妨 设 上 十 1 > 0. 代 入 得 
dz 
re YV2z 一 2z 十 5 


#| tt | at 
3) (2+D Vetl 3 e+1) Veti 
对 于 右 端 的 第 一 个 积分 , 设 x 二 VYV& 十 1, 代 入 后 计算 得 


| tat 1 du 

3) rt+D) Vetl 3120—1 
1 以 2 一 1 

BE at 


1 YV2(2z 一 2z 十 5) 十 (z 一 2) 


ln 


6 W2 Yaa ee ) — (sz — 2) 
对 于 第 二 个 积分 , 设 = ;代入 后 
右 端的 分 万 二 代入 后 计算 得 


言 |[ Ns 
有 二 入 


(Ge 十 D VETT 1+u 


re 
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一 可 aretgu 二 os $arctg( 1 十 z ea 
Vs 


3 2 一 2z 十 5 
Se z 十 1 ) 十 cs 


于 是 | 
(z+2) W2z 一 2z7 十 5 
1 | VI Ti5) + (:— 2) 


6V2 ， V2(02z 一 2z 十 5 一 CC 二 2 


rE 
一 计 wrets( 六 于 从 二) + 
4.4.60 求 CE 
| 
解 设 V5T5TT- 一- 网: 全 


一 22 十 z 十 Di 2 
i 
代入 得 


| dr 二 cl 


z+ Vz 十 z 十 1 2z(z 十 本 本 六 


ee 
ts 2(z 十 本 六 


Lin I + 2 
1z 十 让 4(z 十 过) 
n+ + 
其 中 z=z 十 VR 十 z 十 1 
4. 4. 61 求 [z pr re 


ME 2 
解 设 2z 十 2 一 = -出 区 三 和， 


十 e 


一 8Y48 一 


$4 简单 无 理 函 议 的 积分 法 


中 


2(z— 1)’ 2(z 一 1) 
代入 得 
|: Vr —2s+ 2dr 


1 | 人 
B dz 


(z— 1) 
= 去 [经 1): 十 2(z 一 1) 一 1]。[(z 1 十 1 
8 (zs— 1 


= 去 | {[(z— D: 一 (z 一 0D- 
十 [2(z 一 1) 十 2(z 一 1 
十 [1 一 (z—1)-"]++4(z— 1)-'}d(z— 1) 


= 寺 ( 才 [Gz 一 1 十 (2 一 上 站 
二 [Gz 一 11)?—(z— 1)-] 
+[Gc 一 D+C 一 D- 了 十 二 nlz 一 1 二 


其 中 z=z 十 Vz 一 2z 十 2. 


4. 4. 62 求 积分 /一 | 一 二 
YE 一 
解法 1 /== 土 | 二 一 一 一 一 
V1- Hy 
令 4 二 十, 则 du 二 一 占 dr， 
I be 


du 二 干 arcsinu 十 c 


-+ | 


Rd Naan [ea | 
一 干 arcsin 二 十 一 ai [二 六 
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解法 3 令 z=sect 则 Vz 一 1 = tgt, dz = tgt* sectdt, 
1= a= tt es= arseer te 


dz 
4.4.63 求 积 分 [= 二 | 一 全 一 . 
| 
解法 1 令 z= 2sin9, 则 


cos: 全 十 sinz 允 


1 上 ;| 起 | 248 
2 Jsing 2 
了 


1 人 9 9 1 So 0 
一 去 | (es 如 + 8 名)4 如 二 二 [inlsin 名 | 一 Inleos 名 1] 十 。 


= 方 Inlts 了 | 二 c= 二 inltgC 坟 arcsin 瑟 ) 十 e. 
解法 2 令 YV4 一 于 一 心 则 


dt ee V4—z— 
lz Fin 等 引 +。= dm 本 2 十 c. 
V4—z+2 
解法 3 令 z 一 十 , 风 
I ;| lnl2+ V4—z| 。 
2 ei 五 
2 
1 


$4 简单 无 理 函 数 的 积分 法 


fu ll 
= = 和 | I+e 


s+1 
= lnlY2+:— MY | 二 
2 V2+z+ V2—z 
解法 6 令 V4 一 式 一 妈 , 则 必 一 了 半生 一 一 了 8, 放 
4 | 和 ll E 
(+ Vit# 
1+# 


= 一 二 nd 十 CE V4 一 于 
解法 7 令 z= 2e, 则 


1 1_u 本 de-9 
2 VI-o 2. Vd-—!1 


= = 
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8$5 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 
内 容 提 要 


1. 形 如 | R(sinz,cosr)dz 的 积分 > 
R(sinzycosz) 为 sinz ,cosz 的 有 理沙 数 ,常用 万 能 代 换 tg 去 一 ! 把 这 


类 积分 化 为 有 理 函 数 的 积分 ,此 时 有 
2t 和 2dt 
sinz = TF’ cosz 一 Fe” 2arctgt, dr TF 


2. 形 如 | sin"z。cos'zdz 的 积分 
(1) ma 中 至 少 有 一 个 为 奇数 时 ,如 果 m 为 奇数 , 则 令 cosz = 妖 如 
果 ?为 奇数 , 则 令 sinz 一 上 


(2) mwn 皆 为 偶数 时 , 作 变 换 sinzcosz 一 了 sin2zi sinzz 一 到 2 
COS27); cos2z 一 到 Gd 十 cos2z). 


3. 形 如 | terrdz 和 | serzaz 的 积分 ,其 中 是 正 整数 
利用 tgzz 二 seczz 一 1 或 ctgzz 一 cscz 一 1 降低 正切 或 余 切 函 数 的 宕 


指数 . 
4. 形 如 | tg"zsec*rdz 和 | ctg"zcsc*zdz 的 积分 ,其 中 为 正 偶数 


利用 公式 secz 一 1 十 tgzz 或 csczz 二 1 十 ctg 辽 降低 正切 或 余 切 函数 
的 每 指数 ， 


5. 形 如 | sec*+izdz 和 | cscr+zdz 的 积分 


利用 递 推 公式 
J Sin: 1 
| Sec*tizdz 一 De 元 十 (1 一 及) [ Sec2 lrdrs; 
alzdz 一 上 cosz 二 二 | 
| Csc*tlzdz = pr 二 Zn) Csc™ 一 lzdz。 


一 8 部 一 


8$5 三 角 有 理 函数 有 理 式 的 积分 


6. 形 如 | Sinmzcosnrdr , | Cosmzsinnzdz , | sinmzsinazdz 的 积分 
利用 积 化 和 差 公式 

sinacos = 去 [sinCa 十 6) 十 sin(a 一 让 )] 

cosacosp 一 二 [eola + 十 cds(a — 四 ] 


sinasinp 一 到 [cos(a 一 让 ) 一 cos(a 十 有 )] 
问题 与 解答 


1， 形 如 | R(sinz ,cosr)dz 的 积分 


dr 


人 求 | (2 十 cosr)sinr” 


i 1 
解 设 ! 一 凶 玉 , 则 sinz 2 3 COST 1 | d= 2dt 


1+¢ 1+¢ 1 十 纪 
2 dz 1 十 下 
于 是 [a 二 cosz)sinz 一 | ED = [去 + 5 Fil 


一 寺 InleC3 十 8)| 二 ci 二 1 In CL 一 cosz)(2 + cosz)’ 


6 (1 十 cosz)’ BS 


bt 
45 2 求 | AT 
解 被 积 函 数 是 sinz 和 cosz 的 有 理 函数 , 令 t8 子 二 4, 则 


2t li—£ 2dt 
sinz 一 TFF’ cosz = FE dr T 二 6; 于 是 
2dt 
dz -| 1+# 
4sinz 十 3cosz 十 5 1 一 此 
4°T+B+3°14 Ro 


dt dat 1 
Ee [a i 
换 回 原 变 量 , 得 Se 4 


or 
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dz 到 a 
4sinz 十 3cosz 十 5 地 到 十 2 
dz 
453 求 | go 
2 
解 令吉 至 一 4 则 sinz 一 工 半 cos i, = Ts 
2dt 
- dz 3 上 
于 是 | 3 二 5- 2 十 3 工 一声 
TE 1 十 纪 
= [#45 = nl3+s+e. 
换 回 原 变量 ,得 


dr 
3 十 5sinz 十 3cosz 


dz 
4.5.4 求 | 二 
2 


zx 2adt 
解 令 t8 取 二 4 则 sinz T 十 zz 一 车 5 于 是 


1 z 
Bl13 十 5tg lt+e. 


2 
Te 2 
| Ss; [= 团 a 
1+ 
| 
=2 [w= Ce 
换 回 原 变 量 ,得 
如 2 
| 


dr 
人 求 | (FT) — (a — peosz 
解 ” 设 馆 序 一 4 得 
| dz 
CE EC 


(ae 天 0 天 0). 
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2dt 
| 1+# 
(十 的 一 (一 的。 
?| 3 
(CEI EC 
at 1 f aa) 1 at 
1 ee mB te 


1 a 工 
一 WB » ts) +c. 


sinz 
人 求 | 襄 (Ue 


一 sinz d(sinz 十 cosz) 
i ee 


I= 
ts 


In|sinz 十 cosz| 十 c， 二 


二 
2 
(sinz 十 cosz)!-2 十 c 天 二 
1】 一 2 学 


4.5.7 求 积分 1 二 二 
解法 1 令 z*= 互 一 六 则 
nk: NE 局 2 Ne 
一 | 辟 - mle 剖 | 十 e= mle( 于 一 号 )1 十 
解法 2 = | 一 一 -| 一- 一. 1 dr 


i 一 如 也 ES 
cos: 2 Sin L tg: 2 cos: 2 
dtg 
-| 
Be 二 一 这 和 全 
1—tg l+tgF 1- 声 3 
Ea 上 2 Zz 
1+t8 记 cs 本 十 sn 了 
ln 局 ln 十 ec 
1—tg 二 cos 工 一 sin 工 
2 2 2 


= 1 = 
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1 十 2cos -sin 
让 2 3 于 5 芝 im 十 ainz 二 5 
oos 本 一 sm 本 sinz 


一 ln(secz 十 tgr) + c. 
解法 3 7 一 coszdz | dsinz 1 1+sinz | 


Cos27 ] 一 sin’z 2 1 一 sinz 


解法 4 /= 一 了 一 


2 Ss 
cos 了 了 sin 3 
Ea 
1 ce 了 7 一 sin cs 了 十 sn 了 
2 
co 到 十 sm 本 cas 了 sin 本 
I z 立 Zz 
In(cos 3 + sin 3) In(cos 本 sn 了) 十 
es 本 十 sn 
一 In 十 c. 
cos sin 
2 和 
dz 
4. 5. 求 松 wr . 
5.8 求 积分 7 1 十 sinz 
解法 1 / 0 
d: dl 
[六 + -二 + 
ME EN 
了 [ (了 z) 加 | 4 2) 
- 1+cos( 也 一) 2cosx( 本 一 王 ) 
st 
= 38 2)+e. 
解法 3 [ - dz 
cos? 了 十 sin? 吉 十 2sin 也 cos 子 
| dr 
z ba z 


(1 十 2g 本 十 名 2) “Cos 


| 一 斑 一 
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| 1 -一 = 二 2 te 
(+ oF 十 色 到 
了 2dt 2t 
解法 4 令 t 翅 枉 , 则 d THE Sn = TF 
1 1 at 
‘ [rst ?TFT 
1 十 天 
dt 2 2 
2| 十 一 +c. 
dt 再 1 十 虽 子 
解法 5 “| 二 ss i 
sin -7 十 sinz in (本 2 7 
dr x 3 
= 去 | a ts(F 2 +e. 
4 2 
dr 
4.5.9 求 | Tce (a) 0<e<1; (be>1. 


, 多 a ed En . 
解 设 i 翅 本 , 则 cosz 工 上 E, 2 IT 二 5, 于 是 


| dz 2| adt 
1 十 ecosz (十 9 十 (1 一 8 
(a) 0<e<1, 

2 dt 2 


| +e 
| es Vi \'NiTe 


2 | Wn 1 
/VIF 2)+es 
(6) o> 1, 
1 | 全 
1 
省 2 


Ye 十 1 十 Yes 一 1 平和 


1 
+s, Va—l1 | 和 ce— lt 


wr FD 
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| < 十 cosz 十 Alainzi 
Fm 1 十 ecosz 


2. 形 如 | sin"zcos"zdz 的 积分 


4.5.10 求 | Sin‘zcosszdz. 
解 令 sinz = 1, 则 coszdz = dt. 于 是 
[ Sintzcos5zdz 一 | sin‘z(1 一 sin?z)’coszdz = [ W(1 一 £2)2at 


= [uw 2fn =1s— 2e.1 
= [uu ?frat [eu= le 7 + att+e 
2 


Pg ts 
= Bsinz 7sin'z 十 gsinz + ec. 


4.5.11 求 | V 1 十 csczdz. 
解 人 | = anr， 


则 z = arcsinz， dz 一 到 于 是 
Y 1 一 
ER 上 二 Vit+tt a dt 
| Vt Vi-e | 站 
=| CJD) arcsin(2t — 1) + e 
Yl1— (2— 1)’ 
一 人 一 1) 十 c 
4. 5. 12 
sinzd 
: 解 ” 设 sinz = i, 则 coszdz 一 dt, cos:r = 1 — sin:r = 1 ,于 是 
cos'z yy =- | ee 
Sinz 上 
[SS [ee 
=[ -+a inld 一 e+ 了 e+ 
换 回 原 变量 ,得 


一 788 一 
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5, 
=- in|sinz| 一 sin2z 十 Fin 十 


Sinz 
Cosszdz 
全 于 于 求 | 5 十 sinz” 
解 ” 令 sinz = t, 则 cosrdz 一 dt， cosiz 二 1 一 sinzz 二 1 一 女 , 于 是 
Cos'zdr (1 一 sin?z)coszdz (1— Ba | 1—ty 
sin’z 十 sinz sin2z 十 sinz +t t 
={ -De= mld -te 
换 回 原 变 量 ,得 
Cos’zd: 
[a 一 In|sinz| 一 sinz + c. 
dz 
4. 5. 14 求 | 而 Ss 
解 ” 设 1= cosz, 则 


| 加 | (I— | 元 = DD 


3 一 3 
上 + “了 5 


cosz Yeoer 
解 | 一 sr 一 | sin3z » COs/3zdz 
cosz V cosr 
= | (1 一 cos’z)cos™ /zsinzdz. 
令 cosz 二 t, 则 一 sindz = dt. 于 是 
im 3 
i | 43sdt 十 | tdt = 31-103 十 Bn 十 ec 
和 8 3 
二 一 x 十， » Yeosz+ c- ! 


一 一 
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4.5.16 求 (sinz 十 Sin2z)dz 
Cos27 
解 ”由 于 被 积 函数 关于 sinz 是 奇 函 数 , 故 应 设 cosz = t, 则 
sin2z = 1 一 12,cos2z = 2coszz 一 1 28 一 1,dt 二 一 sinzdz ,于 是 


Csinz 十 sinxz)dr _ ( (2— dD) _ fo— oa 
cs27 322—1 325 一 了 
1 (22—4 1 3 dt 
2 | ae—1* ya | 
A nd dt V2) 
2 .22 B=1 
i a 
“二 昌 1 一 一 一 一 一 | 十 5 
4 W 2 十 
换 回 原 变量 ,得 
(sinz 十 sinsz)dz _ 已 2cosr 一 1 1| 
Se 2 i" ace 


dz 
全 全 Dn 


dz 
解 | 远 十 a)sin(z 十 b) 
sin[(z 十 a) ~ (z+ 5) 


> 人 二 万 sin(z Ta)sin(z +6) 上 
一 | sin(z 十 a)cos(z 二 5) 一 cos(z 十 e)sin(z 十 bu 

sin(a — b) sin(z 十 gq)sin(z 十 b)》 

1 [ cos(z 十 DE dsin(z 十 a) 

sin(a 一 b) LJ sin(z 十 DD sin(z 二 a) 
人 1 sin(z + 6) 4 

sin(a — b) |sin(z + a) 

人 来 | as 人 mee 


解 ” 令 a= hcosp,b 二 hsing, 其 中 4= Va 十 以 ， 
则 中 轩 一 上 cs = 习 生 十 亿 一 “于 是 


sing 
| | | dz 
gsinz 十 beosz rs + singeoss. 十 Cosgsinz 
— $60 一 
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1 | 十 


二 Eze pd 

1 btg 六 一 a 十 Va+h 
ln 

m+ tg Ve +0) 


Sinz 
4. 5. 19 求 | a 0 bz 0. 


Sinz 
解 令 T.= | Rs Ti 7 = | a es 
显然 am 十 :一 z 十 cy (1) 
i | 和 过 
1 


十 e 


—dz 


asinz 十 oszdz 


= Inlasinz 十 gcosz| 十 cz， (2) 
联 立 (1)、(2) 解 得 


2 Sinz 
T= | eae 十 dr 
= Fi bln|asinz 十 bcosz|) 十 c. 


4.5.20 求 | cosszdz. 
| costzdz 一 | (cosiz)dz = | {1s) a 
= el (1 十 3cos2z 十 3cos?2z 十 coss2z)dz 
过 -| dc 十 癌 | cos2zdz 十 -3 | cosr2zdz 十 二 | cos'2zdz 
了 十 1I sin2z 十 二 5| Late 


下 a (1 一 sin?2z)cos2zdzr 


= Bz 4 Hsin2r 十 吉 | dz 十 市 | cos4zdz 


十 | cos2xzdz i | samzz ， yaCsin2z) 


二 + 十 2 f+ Bn 加 


一 一 
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十 二 Tsin2z 一 Lsin2z 十 ec 
16 
= 言 : + 了 sin2z 十 Bin4z 一 ns2z 生 翅 


4.5.21 求 Te 


解 由 sinzcosz 一 于 sin2z, 有 


sin2zcos2z 一 〈sinzcosz)2 = ( 二 sin2z7 一 Ysin?2z. 


由 sinzz 一 去 a 一 cos2z) 得 


sinzzcoszz 一 工 . 工 一 eos4z _ 了 (1 一 cos4z). 于 是 
4 2 8 
| sin?rcos?zdz 一 去 | (1 一 cos4z)dz 
1 
一 吉 | 一 寺 [eos4rar = 二: 一 一 喜 sin4z 十 < 


4.5.22 求 | sin2zcos4zdz、 


解 | Sin2zcos4zdz 一 [ {sinzcosz )*cos?zdz 
WA 2 , 1+ cos2z 
= | ( 2 sin2z) 二 2 

= 喜 | sin?2zdz 十 言 | Sin?2zcos2zdz 


1 | 1— cods,, | 于 | sin22z 。 到 ain2z 


1 


直 | 如一 调 [ cos4zdz 十 再 | sinz2zd(sin2z) 


一 地 7 一 sindz 十 Lsin2z +e. 


48 
4. 5. 23 求 | sm 了 eu: 了 
解 | 是 了 = | Lsin 4 “cos FT Jdr 
了 1 £7 1 fl1— cor 
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| Cosr)dr 二 Bsin + e. 


(sinz 十 cosz)? 
4.5.24 一 一 一 ee 
下 j V1 十 sin2z(sinz 一 cosz) 
解 。 因 被 积 函数 较 复杂 ,如 用 变换 , 仍 会 出 现 复杂 的 有 理 式 , 这 时 
往往 采用 三 角 函 数 自身 的 化 简 . 


原 式 | (sinz 十 cosz) dz 
V sin?z 十 2sinzcosz 十 coszz(sinz 一 cosz) 
|sinz 十 cosz|: | lsinz + cosz| ,, 
|sinz 十 cosz | (sinz 一 cosz) Sinz 一 cosz 
+ 六 过 士 njsinz 一 cosz| 十 c. 


4.5. 25 2 
来 | VY 1+ sinr 
解 ”被 积 函数 可 化 为 


x 
te: 
V1tsinz=A/1l+cos(F—7) = 1 + cos2 : 2 5 


中 


2cos: 二 V zeos( 于 一 卫 ) 
d( 工 一 三 ) 
dz 4 2 
于 是 = 一 2 
| 了 上 
1 LL 到 
Y 2 [一 -一 2 十 地 (了 2)j+e 
Dn 


3. 形 如 | te"zdz 和 | cte"zdz 的 积分 
4.5.26 求 | ctgszdz。 
解 | ctgszdz = | ctgtz(csczz 一 1)dr 
el - | secz 


= 
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= 一 和 


一 | serzceer 一 1)dz 
os + 
3 


一 cgz 一 2 十 c 
4.5.27 求 | tg?zdz。 


解 [ tg7zdz | tgsz(sec’z 一 1)dz 一 [ tgszd(tgz) [ 地 5zdz 


一 一 | tgsz(seczz — 1)dz 
6, 4 
一 嗓 : 一 EE 十 | ezceeete — Ddz 
tegsz tg'z tgz 


三 全 全 十 2 十 Inlcosz| 十 ce. 
4. 5. 28 求 | 8 地 a 
解 fe'#e = ] 人 到 [ee 三 一 1]dz 
i PE i 
J 2 sec 到 dz | 
机 SA 
2 Fdtg | Eee 1]az 
2 
一 可 名 本 一 2 到 十 z 十 o 
4.5.29 求 | ctg33zdz. 
解 | etgs3zdz 一 [ ctg3z(csc23z — 1)dz 


一 


一 一 二 | ctg3zd(ctg3z) 一 却 | ctg3zd(3z) 


一 一 下 cte:3z 一 了 mm lsin3z| 十 c. 


4. 形 如 [ tg"zsec"rdr 和 | ctg"zcsc"zdz 的 积分 

4.5.30 求 | tg4zsecszdz. 

解 | te‘rsecizdz 一 地 zsec'ze scctzdz 一 | t8‘z(1 + tg’z)’d(tgz) 
| 一 三 一 


| 
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= [etten + 2 | terracter) + | eacen 
= 下 te 十 了 erz 上 于 z 十 < 
4.5.31 求 | Secr 。tgszdz. 


解 ” 原 式 |e Sin Sa 加 | sinzd (os;) 


6 cossz 6 
in5。 
一 二 到 一 让 | sina 2 
1 sinsz 5 sinz ，15 1 
一 cosz 24 co + 48 ) sinrdCeosrz) 
1 sinsz 5 sinz | 5 sinz 5 [dz 


16 cosz 16 cosr 
1sinz _ 5 sin 5 sinz 


6 cosiz 24cos'z 16 cosiz 


5 z 4 
16m les 中 了 | +e. 


4.5.32 求 | tgrzeserdz. 
解 | ctg2zcsczdz 一 | (cscir 一 1)csczdz = | (cscsz 一 cscz)dz， 
由 递 推 公式 
| Csc?+lzdz 一 一 去 .2 元 于 十 (1 一 去) | Csc* -lzdr 
当 n 二 1 时 ,得 
1 
| ctg2zcsczdz ctgzcscz 十 2 | Csczdz [ Csczdr 


一 一 ctgzcscz 一 到 mlesez 一 ctgz| 十 c. 


Sin z 
Costz Cos’z 1 1 
解 | sn | Csinz) [ Cosd (i) 
cosir 3; [pos -Sm -3sf:1 一 sinzz 


第 四 章 “不定 积分 


3 3 
= 一 训 芭 一 也 Inlts 子 | 一 六 cosz 十 < 


4 

4.5.34 求 | ta. 
sinz， € 和 S 

解 Bsa = | eeuer te 十 


4. 5. 35 求 | Seer. 


Sin 


一 sin2. 
解 Sa = [4Q 2 [ (csctz 一 csc2z)dz 


=-|a + ctr)detgz 十 | detgr 


= 一 ctgz 一 言 cls 十 ctgz 十 c 一 一 二 ctgiz 十 
4.5.36 求 | 二天 zz 
解 ” 原 式 = 广 | 吉 笠 志 一 计 | 吉 Cter) 
= 二 (二 二) 
= oe 十 去 Inleser — ctgz| + 


4. 5. 37 求 | 二 Es 


解 | dz -= | 3 - dz +| dz 
Sinszcos57 Sin3zcos57 Sinzcos5z Sin*zcos’z 
[ee 1 
Sinzcos5z Sin3zcos37 


Sinz 
CE 十 2 [a er 十 | 过 ae 


eoss) Sinz 
十 ?| 显 cosze 十 3 | 这 nzcoz 十 es 


2 At dsinz 
we + 


4cos'z tgz Sin3z 
加 Le 1 
Heog'z + vosrz + ltez| Zn + 0 


+ 到 ee 十 amlezl 二 浊 


一 me — 
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dr 
4.5.38 求 | sme 0) 
Sinz 
角 | | a ee) I ( 
a2sin2r 十 bzcos2z atgz 二 b ab 多 


2sinz 一 cosz 
4.5.39 求 | 3sin?z 十 4cos’z 


+ c. 


等] 


2sinz 一 cosz 


解 | 3sin?z 十 conz 
了 | 2sinz dz Cosz dz 
3sin?z 十 4cos’z 3sinzz 十 4cos’z 
a J d(cosr) d(sinz) 
3 十 coszz 4 一 sin2z 
一 arctg DS lin 2 + sinz +c. 


Sinz 十 cosz 
in2 Tl 
解 ee 人 人 2 jy 
Sinz 十 cosz 


V 2sinz 十 本 ) 


2 | dz 
2 W2 sin(z 十 二 ) 
x 


1 1 多 x 
= cos(z 十 一 ) nltg( 二 十 去 )| 十 ec 
/2 4 2 2 2 8 


1 1 z 8 
(sinz 一 cosz) in|tg( 十 证 ic: 
2 2 W2 2 8 
Sinzdz 
4.5.41 求 [ er 
解 | Sinzdz sinzdz 
sinsz 十 cos37 (sinz 十 cosz) (1 一 sinzcosz) 
1 (sinz 一 cosr)dz 闻 dz 


2 」 (sinz 十 cosz) (1 一 sinzcosz) 2 」1 一 sinzcosz 
Ee 寺 | — (cosz 一 sinz)dz 再 1 f siniz 一 coszz 
3 sinz 十 cosz 6 」1 一 sinzcosz 


SA 
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区 二 二 | 一 i 
1 | 1 fd(l 一 sinzcosz) 
3 


十 


sinz 十 cosz 6 1 一 sinzcosz 
1 | ctg 2cosz 一 sinz 
V 3 V 3sinz 
1 ， (sinz 十 cosz)? 1 2cosz 一 sinz 
6 1 一 sinzcosz oe V3 sinz te 


4. 5. 42 求 | Pestr 
解 全 
原 式 = 车 | 2 和 | [ Sinu 2 


cos22z 十 sin?2z 4 coszu 十 sin 


| es 
en i ge 2 」IT 十 丈 


2 
一 一 去 arctgv 十 ec 一 一 到 aretg(cos2z) 十 c 
Sin2zcosz2z 
4.5.43 求 slnir coed 
解 | Sin2zcas2z | 2sin22zdz 
sinsz 十 Coed sin42z 一 8sin22z 十 8 
[ tg22zd tg2z tg22zd tg2z 
tg‘2z 一 8tg’2rseciz 十 8sect2z | tg’2z 十 8tg:27 十 8 


= + VD) | 一 一 ez 
tg22z 十 4 十 2 V 2 


2 V2)| < 
tg22z 十 4 一 2Y 2 


= +[ V 2 十 V 2 arctg tg27 


一 
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4.5.44 求 [i 二 szyy 


1 一 sinz “ 
1 十 sinz，_ 『(1 十 sinz)2 
解法 1 Tan 一 cs 
ji 2. 
1 ein Cl Cos’7) 
Cos’r 


= | [2sec'r + ameez 一 Di = 2tgr + 2secr — z+ +e, 


， 1 一 cos( 字 十 z) 
解法 2 | 1+ ST, | 2 dz 


1 十 cos(7 十 z) 


让 


dz 一 | t2( 了 十 到)dz 


开 


4 


EE 
2 
2cos:( 丁 十 过 ) 
Eee 十 到 ) 1]dz = 2tg( 


dz 
4 45 :水 | (5 十 4sinz)coszr” 


解法 ] “分子 分 母 同 乘 以 cosz, 并 令 4 = sinz, 则 


性 
+3)—z+e 


. Cosrdr dsinz 
原 式 | (5 十 4sinz)coszz (5 十 4sinz)(]1 一 sin2z) 
du 
(5 十 40G 十 (1 一 加 
1 __4 B C 
设 主 干 MG 二 WUT 二 可 一 5 十 和 十 Ti 十 1 


则 1=4(1 一 好 ) 十 B5 一 za 一 422) 十 c(5 十 9u 十 4a2). 


比较 系数 : 一 4 一 48 十 40C 二 0, 一 8 十 9C 二 0,4 十 5B 十 5C 二 1. 


解 得 4 一 一 四, 8 二 十 ,1 = 页- 故 


1 
18" 
1 1 1 


> 16 1 1 
原 式 | 9 "5 二 有 十 于 "THE+ 1 
4 1 1 
= 一 了 mn(5 十 42) 十 了 mnGI 二 一 TI 一 轨 十 


一 一 坷 mG6 十 4sinz) 十 于 mnGl 十 sinz) 


二 区 -3 
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一 起 md 一 sinz) 十 c. 


解法 2 用 万 能 代 换 , 令 tg = “, 则 sinz 一 了 人， 


1 一 好 a 2du 
1 十 好 号 1 十 这 
2du 
i+ 2(1 十 wi)dy 
故 原 式 ja 2u er (5vi + 8u+ 51 — wi) 
2 2 
1 过 


a 到 下 ?4 
tT 1 十 sw 1—w 


= 2[ 一 二 mse 二 gs 十 5) 十 pS 十 四 


Jau 


一 高 nQ ~a)j+e 


让 二 人 (6 二 


并 2 
四 到 十 8tg 枉 十 In(1 十 凶 广 ) 


一 二 m(GL 一 四 到 ) 二 < 
sinz 十 8cosr / 
4.5.46 求 [ 2sinz 十 3coszdz 
解 由 sinz 十 8cosz 一 a(2sinz 十 3cosz) 十 5b(2cosz 一 3sinz) ,得 
4a 一 2 一 1, 故 


_『 2(2sinz 十 3cosz) 十 〈2cosz 一 3sinz), 
原 式 一 2sinz 十 3cosz 
We dl(2sinz 十 3cosz) 
2 | Ci | 2sinz 十 3cosz 
一 2z 十 in|2sinz 十 3cosz| 十 c. 


4.5.47 求 | 3sinz 十 2cosz 


a 
2sinz 十 3cosz 
解 ” 设 3sinz 十 2cosz == a(2sinz 十 3cosz) 十 5, 则 
(2sinz 十 3cosz)' = a(2sinz 十 3cosz) 十 b(2cosz 一 3sinz) ， 


由 此 得 24 一 36 = 3,3a 十 2b 二 2. 解 之 ， a 


3sinz 十 2cosz 12 《2sinz 十 3cosz)/ 
,于 人 站 二 二 bd 
是 | 洲 十 3cosz 13 13 2sinz 十 3cosz 


| 
| 
| 
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一 12, 
3 
2sinz 一 cosz 
4548 求 | Bein 4cosizd 


2sinz — 
解 | 3sin?z 十 4cos2 Sain dei 


一 总 ml2sinz 十 3cosz| 十 c. 


| 2sinz Cosr gz 
3sin2z a Acoszd 3sin?z 十 4cos’z 
| dsinz 
3 十 ee 4 — sin?z 
J 工 2 十 sinz 
-ee 大 nant 
CoS2zdz 
4.5.49 求 | po 
解 “ 令 trz = 4 则 sinz= 一 坚 一 =- -一 一 ， 
Vl+tgzz  V1 十 如 
dt 
Cosr i yr z= arctgt;dz = I 
由 此 可 见 
1 1 
| cos?zdz 全 
sinz + 4sinzcosz 一 [和 十 4 1 
炒 系 /i 下 /1+e 
-| a a | [1 33 灰 + 二 让 
tt 十 4)(z 十 1) 各 68( 十 4) tgp 
= 村 mldl 一 B39inlt 所 处 三 言 In(e 十 nD 二 rctet + 
换 元 后 ,得 
cos?zaz 1 33 
[Ess 十 4sinzcosz nlterl 681n ler 多 


4 1 
71n lsecz| — 17*+e: 


4. 5. 50 求 | a pe 
解 令 tz 一 则 如一 入, 喜 


nk 
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tgz uy 
原 式 一 = oos7 mtg TF Be | 5 二 Be 
= ln Ca 二 b) 十 c= iln (ete 十 22) 十 c. 


4.5.51 求 积分 /一 这 a 
解法 1 a 


1—: 
IT “THe | 6 TF 
==In|1 十 相 一 言 In(1 十 丰 十 e 


一 In|1l 十 tgz| 十 lnjcosz| 十 c. 

、 cosz 一 Sinz d(sinz 十 cosz) 

解法 2 《 [Ee | 
= ln|sinz 十 cosz| 十 c. 


了 


3)dt 


sin( 子 = 


解法 3 1/ ec z)dz | 4——d( 守 一 z) 


= Inleos( 了 本 一 z)| 十 ec. 


dz 
4 求 | 元 2sinzcosz 一 cos27 
解 A Se 则 


1 
sinz = ; 
7 二 Y1 Fe Vi 区 Vl+t+f 
z 一 arctgt;dzr 一 1 代入 得 


| dz 
sin2z 十 2sinzcoszr 一 cosiz 
a 


| 上 十 天 | adt 
十 2 ., 1 1 #21" 
He Vie VE 1+e 


Ci dd 十 1 
id eas kes Ts 
一 #75 = 


§ 5 三 角 有 理 函数 有 理 式 的 积分 


加 Ha V 2 
A 3" t+1i+ v2 

Bz 二 1— V2 ri 
tgz 十 1 十 Y2 


二 


于 是 , 原 一 1 
积分 2Vi" 


5， 形 如 | secn+izdz 和 | csc*™+t1zdz 的 积分 
4. 5. 53 站 和 可 分 的 进 扒 全 过 ， 
(DL= | 此 


sin'z’ 
并 利用 推 得 的 公式 计算 5 区 六 
sin?z 十 cos’z cos 


解 es sin’z 


也 5 | cosrd( i EC) 


Cosz 1 1 
(一 1)siniz nl” 
Cosz n—2 
Ta Dens tai 


利用 此 公式 及 五 一 | 名: = Inlts 子 | 十 得 
4 一 | 六 =- 六 + 了 4=… 


sinsz 4sin4z 
=— Cr _ 3cosz | 3inltg 工 
一 一 二 
jp 2 2 
Wh | | 2 二 
COS"Z COS"T 


= 1,-: 


nh : 1 
写 济 宇 可 sinzd(Cos71z) 十 全- 


Sinz 人 
= ms It 十 及-z 


sinz 
Cr fe 


利用 此 公式 及 六 一 | 站 = Inks( 子 十 子 )1 十 得 


第 四 章 不 定 积分 


ho | Get 6 一 
sinz Ssinz Ssinz 5 2 天 
一 Gcogiz + 234cosz + 16cos 到 十 16plte(2 十 | To 
4.5.54 求 | Seczdz. 
解 ”在 前 题 的 递 推 公式 
| era 党 SE 二 (1 一 去 ) Esa 1zdz 
。 2n Cos 
中 , 令 n= 1, 有 
gdz = Sinz 让 
| rdr 2 + 2 Secrdr 
_ sinz ,1 
一 ost Znlsecz + tgz| 十 e 


二 二 Bzsecr 十 冯 mlseez 十 tgz| 十 ec. 
4.5.55 求 | secszdz。 
解 | Sectzdz 一 | Sectzsec2zdz 
一 | (1 十 tg’r)’secizrdz 一 [| (1 十 2tg’z 十 ttz)seczzdz 


= | (1 十 2t8 十 tetad (tgz) 二 t8z 十 也 包工 十 十 8 十 


dz 
4.5.56 求 re 
a 4zdz 一 Wy 
解 | 总 = | se = | se csc2zdz 


一 | (1 十 ctg2z)csczzdz = | csczzdz 一 | ctg?zdctgz 
一 一 etgz 一 于 se +e. 


4.5.57 求 | Cscszdz. 


解 ”在 递 推 公式 
| cacrtizdz 一 一 云 ， + (一 Ey 
中 , 令 *= 2, 得 


一 74 一 
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se-=- 二 :中 + $ | eradz, 
在 上 面 递 推 公式 中 再 令 2 十 1 = 3, 即 一 1, 有 
| se = 一 圭 "+ 寺 | see， 
但 | se = EL 
从 而 | weer =— 2 el lt 
| era = 一 放 和 一 3 nl 到 | 二。 


4.5.58 求 | Ee 
解 ” 原 式 = cczd( 一 ctgz) 


一 一 seretlez — | sez + cig’ + dz 


一 一 子 a 

一 一 csczctgz + In|tg | J a 
， dz __ 1 。 

所 以 | 5 有 er ctgz 十 动 iInltg 子 | 十 ec 


6， 形 如 | sinmzcosnzdz ， | sinmzsinnzdz 的 积分 
4.5.59 求 | oorr3rsinszar. 
解 | cos23zsin43zdz 一 | (cos3zsin3z)’sin’3zdz 


en 
3 [3 a | ae 2 3 | (sin26z 一 sin26zcos6z)dz 


一 韦 | ee 一 sin?6zcos6z)dz 


解 | cosiareosrbzdz 一 | (Cosazcosbz) ?dz 


Sy TI 
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= | [cosCa — Bb)z + cos(a + 6)zJdz 


= | [eos*(a — b)z + cos?(a + b)z 
十 2cos(a 一 b)zcos(a 十 b)zrJar 
= | [3 十 cos2(e 十 5)z 十 cos2(a 一 b)rJdz 


只 于 | 《cos2az 十 cos2bz)dz 


并 sin2(a 十 5)z 十 sin2(a 一 b)z 
4 16(e 十 5) 16(o —%b) 


于 
十 Basin2ar + Bosin2br 二 条 


4.5.61 求 | Sinzsin (z 十 a)sin(z 十 5)dz。 
解 人 anmncz 十 a)sin(z 十 bdz 
营 并 [ sinz[cos(a — 6) — cos(2z + a+ b) Jdz 
一 一 去 coszcos(a 一 号 
一 | [sin(3z + a 6b) — sin(z+a + 6b) Jdr 
一 一 去 coszcosla 一 妈 ) 十 eos C37 十 a+ 把) 
一 六 cos(z 十 a 十 b) 十 
4.5.62 求 | sin2zcos5zdz. 
解 ”由 公式 sinacosp = 雯 [sinCa 十 B) 十 sin(a 一 B)], 得 
| sin2zcos5zdz 一 去 | [sin7z + sin(— 3z)]dz 
= 去 [ sin7zdz — 去 | sin3zdz 
一 一 es7z 十 天 cos3z 十 c。 


! py 入 


8$5 三 角 有 理 函 数 有 理 式 的 积分 


工 工 
4.5.63 求 | Cos os 本 4 


解 | 必 王 mm 一 寺 | [ee 到 + 本 二 一 于 


工 


6 


4. 5. 64 求 | eosr "cos 于 cos 地 dz 


解 ”对 cosz ， cos 元 积 化 和 差 公 式 ,得 


$ | es Bz + eo )dz sin 全 z 十 3sin 于 十 


| ee ee 到 ee dz 去 | (eos 守 二 cos 子 )eos 地 


1 3z 工 并 
2 | es Peos 4 十 2 | eo Fees dz 


4 
再 次 用 积 化 和 差 公式 ,得 
| 工 z 
Cosr "ce 7 “ cos -dz 


= 二 | Co 至 +eos 呈 az 二 本 | (os 路 十 ca 了) 如 


1 
4 
证 二 Le 
一 了 sin 丁 十 5sin 才 十 本 sin 本 


4. 5. 65 求 | sin32zcos?3zdz. 
解 先 利 用 三 角 公 式 化 们 中 2 ae 得 


Sin32zcos33z 一 一 十 sinl2z ~ isinsr 


十 sm 本 十 


和 
rr 于 sin6z 一 sin4z 中 Bsin2z, 


于 是 | sin32zcos?3zdz 


1 3 1 3 3 
192cos12z 128cos8z 生 485cos6z 十 B44z A T1627 十 c. 
1 一 sinr 
4.5.66 求 [V 1 让 sn 
解 原 式 一 | -到 Te 本 ee 
Y 1 一 sin?z 


‘inCeecs + ter) inca c = In(1 Ea) te. 
一 977 一 
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4.5. 67 求 | 
hh on 

解 [ | d(cosr) 

Sinz VY 1 十 cosz (1 一 coszz) VY 1 十 cosz 
二 ;| d(cosz) | d(cosz) 

We 2 | (1 — co8r) VI cosr 

;| d(cosz) 1 

2 


re V1+cosr 
令 VY1 十 ecosz = tcosz 一 已 一 ldcosz = 2idt, 则 


1.f 2 好 dt 1 上 一 V2 
原 式 | | 十 e 
| we ED PB 


dz 
所 以 一 一 天 -一 
| 元 全 二 
_ 1 + V1 十 cosz 一 V2 | + 
V1 十 eosz Be V1+cosr+ V2 


4.5. 68 求 | 一 一 s+ en) we 


V 1+ sin2z(sinz 一 cosz) 


解 ” 原 式 [ (sinz 十 cosz)? 
Y (sinz 十 cosz)2(sinz 一 Fm 
(sinz 十 cosz)? 
|sinz 十 cosz| (sinz 一 cosz) 
Sinz 十 cosz d(sinz 一 cosz) 
+ | 装填 十 Sinz 一 cosz 
一 士 Inlsinz 一 cosz| 十 c. 


4. 5. 69 求 | 一 se 


dr 


1 十 sin?z 
解 [ sinzdz — 4 (cosz) 
1 + sinzz cosz V2 一 coszz 
| qd (cosr) — [ _sec’zsinzdr 
cosiz V 2seczz — 1 V2seciz — 1 


d (secz) 


-人 -Vit Vl+te 


2 
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4. 5.70。 求 积分 1 二 | PE 
MY Sec2z 


解 ” 令 4= 2 十 secxz, 则 dr 一 2secrztgzdz, 于 是 
1 一 二 | 和 = Vu te Vitecrte. 


dr 


4.5.71 求 | 天 
tgz 
解 设 Vigr t, 则 z = arctgt’, dz 
dr tat 3 d(t) 
| iez | 2 


1+# 2 1+ oi 
3T1 (V+) 1 22 一 1 

| 

二 过 (2+ 1)? V3 


mn 十 


4 #—& 二 1 2 V3 
中 t= Ytgz. 
4. 5.72 求 | 二 
解 | | = < 去) 和 [过 | 志 *] 
直言 ]- 一 证 [ 志 + ow+]+。 


id 
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3$6 综合 问题 
问题 与 解答 


6.1 设 了 (z) 的 原 函数 为 sz, 求 | zp (adz 
Sinz zcosz 十 sinz 
解 因 f(z) = [2z】 = zs 二 smz， 故 
| ou 一 一 zf(z) 一 | roe 


Sinz zcosz 十 Sinz 
cosz 一 i dr 


Zzdr 1 1 
解 ” 原 式 :a Ey | cr 


A402 4 ee 

工 1 EL 一 2 十 彩 
4(1 一 22)2 4 (1 一 z2)2 

2 + 1| . 
4 4 4 oD 
a 并 1 十 z| 
4140 一 2 Bl eee 
x? i 1 

De er dn ES eg 

过 1 dz 工 1 11 士 z 


2 2)I-a a) 41 


| 十 ce. 


一 $38 一 


zr 工 3 1 十 z 
于 是 , 原 式 一 jc + 3 一 "T+ 


4.6.3 求 积分 | 二 jz 


解法 1 原 式 = | zc- 


m= dr 一 Se: 
解法 2 设 z = 一 Iint, 则 
nt i 7 
原 式 = 一 也 过 一 J anm dT i 
tlnt 1 
a 
tint 
i + 
4. 6.4 来 | et 
e+e 


解 We 
e Fe tar tat 
原 式 = | 3 | 村 2| 
LG Bn ct i , 1 十 e 
=-2| -1 2+2nd tO)+e | 


一 - 2 T+ 2nd +e)+e. 


ad 
4. 6.5 求 | 二 ey 


_ [et+l—e e 
解法 ! 原 式 [ee [a | 


生生 -| a 
J1+e™ (1 +e)’ 
| 竺 # dl+e) 


Be (1 二 + ey)? 
=—In(d+e d+Tiate 
i dr fl 
解法 2 原 式 = | er 全 a 一 | (T+ eo) 


一 781 一 
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a | de 
-| Me TF: J Tre 
i 2 
i ep In(1 十 e 一) 十 c. 

i 
V(r—a)(r—b) 

解 ” 当 a 关 5b 时 , 设 z 一 a 二 (2b 一 a)sin%4, 则 
2(b 一 o)sintcost 


| | 
(rz— a)(r—6b) (5 — a)sin%t(b — a) (1 — sin’t) 


=2 {=2+e= 2arcin /FEE+e. 
b—a 


车 a = 二 5, 则 


dr dr 
一 Inlz 一 ao| 十 ec， 
| 元 pa 
4.6.7 求 | 二 


2 
解 | mw | (S20 


1fnd+to, a 
= 去 | 玉 二 22 = 二 [inG + Oa 1) 


1 ¥ 1 
a 


= 一 去 md 十 人 十 了 nt 一 了 nl 十 人 十 e 
ln(1 十 z2) 1 
i Fate 
4.6.8 求 | In[Gz 二 oz 十 的] 二 一 它 守 一、 
(十 a)(Gz 十 5) 


| ln[(z 十 a)*+te(z 十 68)*+*] 二 


代 十 ainCz 十 a) 十 (十 DinGz 十 bp 
(z 十 a)(z 十 2 
In(z + a) lntz 十 Da 
E+ | 
In(z + 56) 


基 ac+aaanc+ DD) 十 [ EE 


一 Ye2— 


4.6.6 


dt 


人 In(z+ by, 


一 In(z 十 ac)in(z 十 0) 一 二 笠 汪 


= In(z+ oIn(z+)+e. 
4.6 公 求 | 2 zarcsinz |] 


/1 2 
解法 1 设 arcsinz = t, 则 


zarcsinz tsint ge 一 一 tcost 十 sint 十 < 
让 cost 


一 一 V 1 一 zxarcsinz 十 zx 十 c. 


解法 2 | rie | arcsinzd( V1 — z7) 


V1 一 于 
一 一 1 二 zorcsins + | dz =— VI siaresinz + z +e. 
az2 十 也 
4. 6. 10 求 | 守土 faretgrdz, 
解 ” 设 z= tgt, 则 
2 
| ress = {atert + Wa 
= {sr + | we- 1a = G@— 0 {wrt | ret 
= 多 2 e+ ot tat — a | wa 


二 多 了 + tt 十 dlnleost| 十。 


= 本 arctez)? 十 ararctgz 一 到 mdl 十 2z) 十 c. 


4.6.11 ”在 什么 条 件 下 ， 人 「 忆 士 二 二 ay 
解 


zz 一 1)2 
az 十 iz 十 c A 
zr — 1 一 各 + 各 + 所 人 + [er 


中 的 系数 C = 0,E = 0; 于 是 有 
ar? 十 bz 十 c= 二 A(z? 一 2z 十 1) 十 Bz 一 2z7 十 z) 十 Dx， 
比较 :的 同 次 告 系数 ,得 
B+D=0, A—2B=a, —24+B=b, 4 一 ec 
= 
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从 这 个 方程 组 中 消去 4、8、D 得 到 所 要 求 的 条 件 为 "十 2 十 3c 二 0. 
4.6.12 已 知己 (sinzr) 一 cos2z 十 tg:z, 当 0 二 zz 二 1 时 , 求 
f(z). 
解 ”f(sin?z) = cos2z 十 tgz 一 1 一 2sinzz 十 


= 一 一 2 (0<x< 10. 


ua 
7 了 (一 1 一 2 十 IT 一 3 一 1 
故 fr) = 一 一 In(1 一 由 一 中 二 ec, (0<u<). 
亦 即 f(z) 一 一 In(i 一 z) 一 2 十 ec (0<z<1). 
4.6.13 设 fj (sinz) == cosr, 求 f(z). 
解 由 丁克 即 卫 (es) = VY1 一 ww, 于 是 


fw =| V1 一 wdu 一 方 V1— 本 十 二 arcsin 十 <， 


故 f(z) = 本 IT 二 关 + 二 arsinz+e, (Iz| <D 
4.8.14 已 知 f(e) 二 1 十 z, 求 f(7) 一 
解 ”由 题 设 有 (wu) = 1 十 Inu, 于 是 
fl(u) 一 | (1 lnwdy = ulnu 十 cy 
故 f(z) = zlnr + c,(z > 0). 
4.6.15 ”确定 系数 4,B 使 下 式 成 立 . 


dz 4sinz +B [es 
(Ca 十 bce'z) a a + ycosz a 十 Doe 
解 ” 欲 使 所 给 等 式 成 立 , 须 
Asinz 1 
(fs to | re) (a 十 beosz)’ 


sin?r 
1 一 siniz 


, 即 


成 立 , 即 须 
Ab+ Ba (Aa+t Bb)cosr 1 
(a + beosr)? (a 十 bcosz)2 


成 立 , 由 此 得 
Mb+ ba=1,4Aa+t Bb= 0. 


当天 1 时, 解 得 4 一 一 二 和 ,8 一 二 < 
当 a 一 5 时 , 心 B 无 解 . Ce 
一 .384 一 


所 以 , 当 a 天 ?时 ,4 一 严 二 58 一 方 二 二 一; 当 a 一 2 时， 无 论 4.B 为 


何 值 , 原 式 都 不 成 立 . 
4. 6.16 求 两 个 多 项 式 z(z) 与 9(z) ,使 得 


| [(2z4 一 1)cosz + (8z: 一 z* — 1)sinz]dz 


一 p(z)cosz 十 g(z)sinz + c. 
解 ”对 所 给 式 子 两 边 求 导 ,并 比较 sinz 和 cosz 的 系数 得 


p (x) 二 +g(z) 一 2z4 一 1， (1) 

gg(z) — p(x) 一 8z: 一 2 一 1. {2) 
(1) 式 两 边 求 导 得 m(z) 十 9 (z) = 8z', 代 入 (2) 可 得 

F(z) 十 ?(z) 一 于 十 1. (3) 


设 pz(z) = azr: 十 bz 十 c, 代 入 (3) 式 得 
az 十 好 十 十 2 一 好 2 十 1， 

解 得 a = 1 = 0,c==1 一 24 = 一 1, 故 p(z) = z? 一 1; 而 由 (1) 得 
4(z) 一 2z 一 1 一 mW(z) 一 2z 一 2z 一 1. 


1 十 sinz 
4.6.17 求 Hea 
1 十 2sin cos 过 
解法 1 原 式 一 ed 
1 二 2 二 一 1 
= Cd 2 = 
0 elar fers 邱 ) 
te 
2 -时 i 
1 — cos's 
a ra x+ 一 | Bzdz 


=| eal(— et 
=— ecter + | ectertz + EE ~ | visetas 
一 785 一 
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+ | eeenez 和 | ee 
一 一 ectgz 十 二 二 +c 
4.6.18 车.(7) 为 :的 "次 多 项 式 , 试 计算 | 二 Pdr 
解 ” 先 用 泰勒 公式 展开 
PD 一 Pa) + V+ 
Ca) 
+ 


OX 


一 a): 


CO) 


(CE 二 下 他 (z 一 ao 


从 而 | Ee | Gre 


安生 
+ 10 | Gy + | 二 


太 2 Bi OO 
中 [a5= [Ep ca [ene 


Sn i | 1 © | re 
一 = (ea) "+ 
之 本 (一 0 习 宇 

2 pa) 1 1 


hk! kn(s— a 


4.6.19 求 | 二 全 ndz,(k 为 常数 ). 


解 ” 因 被 积 函 数 中 含有 (1 十 2 六 和 arctgz, 所 以 先 作 变 换 
t 二 arctgz 比较 方便 . 


原 式 | ye = | ecosat = | erdsint 


= exsint 一 esintdt = ersint 十 ke*cost 一 »| evcostdt , 
所 以 (1 十 可 | ercostat = evCsint + eost) +ce, 


原 式 = | eeosut = Te Gsint 十 kcost) 十 c 
rcs 


天 
(一 二 一 + 
EE .Vit Mitz 


)+e. 


4.6.20 求 | zarctg W z dr. 


解 ” 因 被 积 表 达 式 中 含有 arcts Vz ,所 以 先 设 1 二 Vz ,再 用 分 
部 积分 法 . 
原 式 = | tzarctgt » 2tdt 一 ?| tiarctgtdt 
== 去 arctgtdt = arctet 一 二 [J T+ 
4 一 1 十 1 


1 
4 
tarctgt | Te 


tiarctgt 了 | (££ — 1)dt ;i TFE 


1 
2 
(zzarctg V zx 一 和 本 + Yaz 一 arctg Vz) 十 ce. 


4. 6. 21 求 | We 
w JE 和 


避 | 一 


4 3 
tarctgt 1 2 十 2 1 arctgk 二 六 


SI- NI- I~ 


设 t= er, 则 
原 式 | 生生; | 天 
=| dt __ dt 
fl eMi- ty 
dl) 
| pF 5 


ln 人 it 十 Ve 1) 十 arcsin 十 ec 


一 In(e 十 Vez 一 1) 十 arcsine 一 十 c- 
4. 6. 22 妹 | HE (0 0) 
= = 
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解 ”采用 配 项 法 . 

| dr 1 +e, 
zr ia) a zetia 
1 f z+a 1 rdr 

| a [Eee 
1[1 lfa_ 11[_jdr 
1 {La 二 | [和 | 

Rs 
a Rn 


4. 6. 23 计算 | [- TEES. 
2 
解 ” 原 式 = [et EF 
F(z) Fz) 一 FDP 
f(z) te) 
f(z) -f(z) [f(z) 
FLF ED = 二 [RS ] 十 2 


4.6.24 求 | lzlaz. 
zlz| 


解 | zle senz .| zdz senz .二 十 < 2 十 ec. 


4.6.25 求 | (z+ |zl)2dz. 
解 e+ lzDi = | ce + 2zlzl 十 zz)dz 


_ 27 ，2zzz| 
过 汪汪 
4. 6. 26 证 明 | os 十 beetys 一 hz + Bin|asinz 十 beosz| 十 6 
式 中 4,B,C 为 常数 . 
证 设 aisinz 十 bicosz 二 ACasinz 十 beosz) 十 B(acosz 一 bsinz)， 
比较 此 恒等式 两 端 sinz 和 cosz 的 系数 ,得 


aai 十 感 0 awb 
= 8= 才干 这， 于 十 只 和 0， 


aiSinz 十 bicosz me +e. 
ra te ett. 


一 珊 一 


+e= 和 办 (z+ ls) +e 


= 4z 十 Blnlasinz 十 bcosz| 十 c. 


了 Sinz 一 cosz 
4.6.27 求 | Fae 


解 在 公式 29 呈 二 ees = hz + Bin|asins 十 beosz| 十 c 中 ， 


asinz 十 bcosz 
ai 一 1 一 一 1 一 1 一 2; 由 4.6.25 题 知 ， 
4 一 中 十 有 -1 一 2 1 
a 二 1 十 4 5° 
B= 一 1-2.__ 3 
a 二 1 十 4 5° 
代入 得 
sinz 一 cooz ，_ _ I 3 
| 党 lin 


Ne aisinz 十 Dicosz 十 c 
4.6.28 证 明 : | asinz 十 jcosz 十 “ dz 


dr 


一 4z 十 Blnlasinz 十 bcosz 十 c| 十 e i 


式 中 4,B,C 都 是 常数 . 
证 按 题 意 a.6 不 同时 为 零 . 设 
aisinz 十 bicosz 十 cl 
三 A(asinz 十 bcosz 十 ec) 十 B(acosz 一 jsinz) 十 cy 
比较 等 式 两 端 sinz 和 cosz 的 系数 , 则 有 


A= "+ Ww B “ab 一 aib C= 0 ~ aic) + blbe — bic) 
kD 二 六 
代入 得 
aisinz 十 bicosz 十 cI 
asinz 十 bcosz 十 c 
d(asinz 十 bcosz 十 c) dz 
=4|e+as| ainz + bcosz + c + | sm 
dr 
asinz 十 bcosf 十 c 
4.6.29 证 明 : 若 ? 十 4 = 如 , 式 中 4 为 整数 , 则 积分 


Es,(z 一 0) 一 +Jaz 为 初等 函数 ,( 式 中 为 有 理 函 数 ,7,0 为 
整数 )， 


一 4z 十 Bln|asinz 十 bcosz 十 c| 十 


< 一 
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证 当 a 二 5 时 ,(z 一 a)*(z 一 bD” 二 (z 一 a)*, 则 积分 显然 为 初 
等 函数 . 


j “一 y (天 1), 则 
a PR ee 
Ty 7 
ee (a— b)y 从 过关 一 贞 
Lg 下 = 多 


代入 得 
| R[z，(z 一 az 一 Dlaz 


一 入 一 及 bf 
(a wD | r= 0) 


再 设 Yy = 二 4, 则 yy 二?,dy = nt-!dt. 从 而 上 述 积 分 化 为 
f R[z,xz 一 oz 一 Dar 


a— bt p( 
n(a | RL sb( {= or 


因为 被 积 函数 为 :的 有 理 函 数 ,所 以 积分 是 初等 函数 . 


| 
3 
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A 


§ 1 定 积分 的 概念 


内 容 提要 


1. 定 积分 的 定义 

设 在 区 间 [a,8] 上 给 定 了 函数 f(z) ,用 任意 方法 把 区 间 [a,5] 分 成 n 
个 部 分 ,其 分 点 为 4 二 zo 过 21 之 2 过 之 之 zn 过 之 二 b. 并 
设 4 是 4z,= x+ 一 zi 一 0,1,…a 一 1) 中 最 大 的 .在 每 一 个 小 区 间 
[zzit1] 上 任 取 一 点 zt 才 名 人 (i 二 0,1,……,n 一 1), 作 和 5, = 


1(6)4z. 当 4 一 0 时 ,不 论 其 中 分 点 < 各 各 是 如 何 选取 ,如 果 总 有 
同一 极限 


lm DCs 一 了 
存在, 屠 末 这 个 极限 / 称 为 函数 f(z) 在 区 间 [o,] 上 的 定 积分 , 记 作 
I= im ce), = J ru 
此 时 ,函数 .7(z) 称 为 区 间 [e,6] 上 的 可 积 画 数 ,a 和 5 分 别称 为 积分 的 下 
限 和 上 限 ,fCz) 称 为 被 积 函 数 ,z 是 积分 变量 ，| 称 为 积分 号 . 
2. 达 布 和 
设 f(z) 是 [a,6] 上 的 有 界 函 数 ,对 于 [a, 扫 的 任意 分 割 4:4 一 z 过 


之 tz 之 … 之 zs 二 5, 用 msM; 分 别 表示 f(z) 在 子 区 间 [sz+1] 上 的 下 
确 界 与 上 确 界 , 作 和 数 


ns 
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一 sl 
34 一 Sz, 和 8 一 DY Mi4z 
二 0 


称 w 为 与 分 割 4 相关 的 达 布下 和 ,S, 为 达 布 上 和 - 
3. 上 .下 积分 的 定义 


数 了 == infs, 称 为 函数 f(z) 在 [esb] 上 的 上 积分 , 记 为 ] 7Cz)dr 


数 / 一 sups 称 为 函数 7Cz) 在 [a,6] 上 的 下 积分 , 记 为 [f(z)ar. 


4. 定 积分 存在 的 充 要 条 件 

(1) 有 界 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 :对 于 任意 的 
:> 0, 恒 存在 着 上 和 数 Ss 和 下 和 数 se, 使 得 Ss 一 sr 过 

(2) 有 界 函 数 f(z) 可 积 的 充 要 条 件 是 它 的 上 、 下 积分 相等 . 即 


4 
ra = [scar. 


5、 可 积 函数 及 其 性 质 

(1) 若 f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 则 f(z) 在 [co,o] 上 可 积 . 

(2) 若 f(z) 在 [a,b] 上 有 界 , 且 除 有 限 个 间断 点 外 f(z) 连续 , 则 
f(z) 在 [a,5] 上 可 积 . 

(3) 若 f(z) 在 [a,5] 上 单调 , 那 末 f(z) 可 积 . 

(4) 在 [a,8] 上 可 积 的 函数 一 定 有 界 . 

(5) 车 函数 f(z) 在 [a,8] 上 可 积 , 则 |f(z) | 在 [a,8] 上 也 可 积 . 

(6) 车 函数 f(z) .9(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 则 其 和 、 差 积 在 [a,5] 上 也 
可 积 . 

(7) 车 函数 f(z) 在 [a,8j] 上 可 积 , 则 f(z) 在 [a,8] 中 的 任 一 部 分 区 
间 [a,8] 上 也 可 积 . 反之 , 若 把 [a,6b] 分 割 成 若干 部 分 区 间 , 并 分 别 在 每 
个 部 分 区 间 上 f(z) 可 积 , 则 它 在 整个 区 间 [a,5] 上 可 积 . 

6. 定 积 分 的 几何 意义 


在 平面 直角 坐标 系 下 , 设 。 < 5, 定 积分 Cz)dz 的 几何 意义 为: 它 


是 介 于 z 轴 ,函数 f(z) 的 图 形 及 纵 线 z= a,z = 5 之 间 各 部 分 面积 的 代 
数 和 ;在 z 轴 上 方 的 面积 取 正 号 ,在 = 轴 下 方 的 面积 取 负 号 . 


于 


一 2 一 


8$ 1 定 积分 的 概念 


问题 与 解答 


1 定 积分 的 基本 概念 

判断 下 列 各 命题 是 否 正确 并 且说 明道 理 (5.1. 1 一 5. 1. 9 题 )， 

5. 1. 1 在 平面 直角 坐标 系 下 , 设 。< 2， 定 积分 | 7(z)dz 的 几何 意 
义 为 , 介 于 函数 f(z) 的 曲线 ,z 轴 与 = 一 az 一 之 间 曲 边 梯形 的 面 
积 . 


非 . 例如 ， | sinsae=— cosr | = 0, 而 y 二 sinz,z 轴 与 x = 
"r 


一 村.* 二 村 所 图 成 的 曲 边 梯形 的 面积 为 8 一 2 sinzdz = 2. 


正确 的 结论 应 为 : 定 积分 有 f(z)az 的 几何 意义 是 介 于 函数 f(z) 的 


曲线 ,z 轴 与 z = oz 一 0 之 间 的 各 部 分 面积 的 代数 和 ,在 z 轴 上 方 的 面 
积 取 正 号 ,在 z 轴 的 下 方 的 面积 取 负 号 . 

5.1.2 着 f(z) 在 [a,6] 上 连续 , 且 | (zez = 0, 则 在 ta,6] 上 
f(z) = 0. 

是 . 设 zo€ (a,8) ,f(zo) 关 0, 则 由 f(z) 在 zo 连续 可 知 , 存在 6 > 
0, 当 jz 一 zl < 5 时 总 有 


fa1 > 坦 lfGzo1 > 0， 
因而 
[zeoe> 人 re>Treo 人 和 = 去 reo >0， 
与 题 设 不 符 , 从 而 可 知 对 任意 的 x E (a,6), 恒 有 f(z) = 0. 进而 由 f(z) 
在 [a,5] 上 的 连续 性 可 知 fa) 一 limf(z) 一 0 及 f(b) 一 limf(z) 一 0. 故 


在 [a,b] 上 , 鸽 有 f(z) = 0. 
5.1.3 若 f(z) 与 g(x) 在 [a,b] 上 都 可 积 , 则 fCgCz)) 在 [a,61] 上 必 
定 可 积 . 


< 
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非 . 例如 ,f(z) = 位 8 


0， z 为 无 理 数 ; 
加 -全 = 一 分 ,?.9 为 也 到 的 自然 数 ,? 之 1 


卫 
都 是 [0,1] 上 的 可 积 函 数 , 而 
f(g(z)) = 位 7 为 无 理 数 ， 


1，z 为 有 理 数 . 
在 [0,1] 上 却 不 可 积 . 

5.1.4 车 f(z) 在 [a,8] 上 有 界 , 则 f(z) 在 [a,5] 上 必 可 积 . 

非 . 例如 , 狄 里 克 莱 函 数 在 [a,b] 上 有 界 而 不 可 积 . 

这 说 明 可 积 函 数 性 质 (4) 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 . 

5.1.5 车 f(z) 在 [a,8] 上 可 积 , 则 f(z) 在 [a,5] 上 必 有 界 . 

是 . 用 反 证 法 可 以 得 知 命题 正确 , 假定 f(z) 在 [a,5] 上 无 界 ， 取 
[a,5] 上 的 一 个 分 划 4, 函数 f(z) 至 少 在 其 中 的 一 个 小 区 间 上 是 无 界 
的 ,在 这 个 小 区 间 上 可 适当 选取 ,使 f(s) 可 以 任意 大 ,因而 做 出 这 样 
的 积分 和 0, 其 绝对 值 可 以 大 于 预先 给 定 的 任意 大 的 正 数 , 故 o 不 可 能 
存在 确定 的 极限 . 

5.1.6 若 f(z) 在 [a,58] 上 可 积 , 则 1f(z)| 在 [a,8] 上 必 可 积 . 

是 , 由 于 对 [a,5] 上 任意 两 点 xz,z", 总 有 

HFCzD) 1 一 NFO2)1) < fz 一 fr， 


故 0< Dam — lm1)4z < Da 
由 于 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,由 定 积分 存在 的 充 要 条 件 (2) 可 知 
lim Dm. 一 mu)4z = 0. 


进而 有 im DM 一 ImDd 一 0 


所 以 ,1f(z)| 在 [a,8] 上 可 积 . 
5.1.7 若 |f(z)| 可 积 , 则 f(z) 必 可 积 . 
非 . 例如 ， 

1， z 为 有 理 数 ， 


fz) 一 (e 1 


一 $94 一 
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显然 |f(z)| 二 1 在 [0,1] 上 可 积 ,但 f(z) 在 [0,1] 上 不 可 积 . 

这 说 明 可 积 函数 性 质 (5) 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 . 

5.1.8 若 f(z) 在 (a,b) 内 有 原 函 数 , 则 f(z) 在 [a,58] 上 必定 可 
积 . 


非 例如 ,f(z) = 十 在 (0,1) 内 有 原 函数 nz 但 是 f(z) = 二 在 


[0,1] 上 并 不 可 积 . 
5.1.9 车 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 则 f(z) 在 (a,8) 内 必定 有 原 函 


数 . 
非 . 例如 ,函数 f(z) = zsgn(cosz) 在 [0,x] 上 可 积 , 即 
fasenceosr)a = | 十 人 z)dz 一 一 开 . 
而 f(z) = zsgn(cosz) 在 (0,r) 内 的 原 函 数 不 存 在 . 
1，z>0; 
顺便 指出 ， -| 0， z= 0; 
—1, s<0. 
因而 zsgn(eosz) 在 [0,z] 上 不 连续 ,z = 也 为 其 间断 点 , 且 为 唯一 的 第 


一 类 间断 点 . 
车 f(z) 为 f(z) = zsgn(cosz) 在 (0,r) 内 的 原 函 数 , 则 由 原 函 数 定 
义 可 知 , 严 (z) = f(z),zE (0,7). 因 而 f(z) 在 (0,r) 内 必 连 续 . 


任 取 zE€ (也 ,也 十 人 ), 则 F(z) 在 [也 , 子 十 林内 满足 拉 格 朗 日 中 
值 定理 条 件 , 从 而 有 - 


F(z) 一 P(F) 


PC), 王 <4<< 本 十 6 


z 一 


sa 


令 z 一 全 , 则 必 有 5 一 子 ,上 式 左 端 为 PCz) 在 z= 于 点 的 右 导 


数 (等 ), 而 
lim P' (6) = lim f(z)， 


“到 = 


一 0 
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即 有 (于 ) = lim f(s), 
a 

同样 可 有 mF ) = lim f(7), 
“到 


由 于 z= 也 为 f(z) 的 第 一 类 间断 点 , 故 
lim f(z) lim f(z), 
ot a 


从 而 mF ) 天 有 (于 )， 
故 PCz) 在 z= 也 处 不 可 导 ,与 原 函 数 定义 矛盾 . 


因此 ,f(z) = zsgn(cosz) 在 (0,m) 内 不 可 能 存在 原 函数 . 


2 用 定义 求 积分 

5.1.10 设 (1) f(z)=z, 一 2<zr<3; 
(2) f(z) = Vr, <r<l1; 
(3) f(z) = 2°,0<7z< 10. 


把 相应 的 区 间 等 分 成 * 份 , 求 给 定 函 数 f(z) 在 相应 区 间 上 的 积分 下 和 


s% 及 积分 上 和 S4- 


解 (1) 把 区 间 [ 一 2,3] 分 为 等 分 ,得 一 分 割 4: 一 2 到 一 2 十 


5 


人 


< 一 2 十 二 X5<<……<< 一 2 上 记 < 一 2+GD 三 <… 


一 3. 每 一 个 子 区 间 的 长 度 4 一 号 ,第 ;个 于 区 间 为 [一 2 十 动 , 一 2 十 


GT 二 TD 让 一 0,1 一 1). 由 于 fxz) 一 衬 是 递增 函数 ， 所 以 m 一 
(一 2 十 座 3,M; 一 (一 2 十 GG 十 DA)3,Gi 二 0,1,…yn 一 1). 于 是 ， 


= Smas = S24 eh 
Fea < 
a—l 


一 一 8nk 十 1285 68D JF+ 3 
i=0 i=0 


‘=0 


12 XxX 25n(n — 1) _ 125(2n: 一 3n? 十 2) 


40 十 


2m2 ns 


一 798 一 
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+ 晤 人 二 和 土 四 
下 

_65 175 ，125 

3 2n 4 人 


同 理 ,S, = Sar, = Sr- 2+ Ci+ Da eh 


i=0 


_ 65 ,175 125 
T+ t+ 4 


Dh= l,m=A/ ,m= to a 
n n 
Fl 
» 2 On 这 
a—l 机 
= 人 十: 1 
eV 这 人 


(3)& 了 m= 2*; Mi 一 26t02 人 一 0 1 一 1). 


oc 
A nh(2* 1) 10230 
于 是 ,ss 2 2 2 no DD 。 
a 
TY orm he 2(2— 1) 10230 io 
2 一 人 到 到 一 TCR 2 


5.1.11 分 闭 区 间 [1， 2] 为 * 份 ,使 这 有 份 的 长 构成 一 等 比 数列 ， 
求 函 数 f(z) = z' 在 [1,2] 上 的 积分 下 和 . 当 a 一 oo 时 ,此 和 的 极限 等 于 


什么 ? 
解 设 区 间 [1,2] 上 的 各 分 点 为 1 一 92099290 = 2, 则 


4 一 2 第 i 个 区 间 的 长 度 为 4x 一 9 一 9 一 Y(q 一 1). 于 是 
= Sm 5 ‘glg— 1) 
a "wy 
= 4 D2 | 1 


1 
(2 — 1)(25— 1) 31(2 — 1 
到 本 
2 一 - 


ea ee 
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从 而 timss 二 31 tim 一! 
5 te De 
L 5 
TE bd Me 
I 
1 _31 
= 31*In2 .87 一 号 . 
5.1. 12 狄 利克 畦 函数 是 不 可 积 的 . 
解 ” 狄 利克 雷 函 数 的 定义 域 为 [0,1]， 
5 民 z 是 有 理 数 ; 
0，z 是 无 理 数 . 


对 于 区 间 [0,1] 的 任意 分 割 4:0 = mm 去 zi 二 m<<…<< 区 = 1. 因 为 子 
区 间 [xi-1,z] 中 一 定 有 无 理 数 ,也 有 有 理 数 ,所 以 m= 0,M,= 1( 对 ;一 
1,2,"…,n) 成 立 . 这 样 ,对 任意 的 之 0, 总 有 


8 一 5 一 DM mdr=1>e 


所 以 ,f(z) 在 [0,1] 上 不 可 积 . 
5.1.13 ”证明 黎 曼 函数 在 [0,1] 上 是 可 积 的 . 
证 黎 曼 函数 y 二 RC(z) 的 定义 域 为 [0,1]， 
z 为 无 理 数 时 ; 
R(xz) 一 31 


二 = 了 上 » 2 
人 9 '?'9 互 质 9 六 0 时 


因 对 任意 的 。> 0, 在 [0, 世 的 有 理 数 -中 ,使 十 > 总 的 只 有 有 限 多 个 


(规定 0 和 1 为 车 和 十 ). 设 它们 是 ,rs,…,7.. 将 [0,1] 分 成 若干 个 于 
区 间 , 使 得 每 一 个 "(1<i< N.) 都 只 属于 其 中 之 一 ,而 且 所 有 包含 * 的 
子 区 间 的 总 长 度 不 超过 三 . 在 其 余 的 区 间 上 ,f(z) 的 最 小 上 界 M, < 


去 .因此 与 此 分 割 相关 的 大 、 小 达 布 和 之 差 为 


2 


ci 忆 
2 +1l*T<e 


Ss— s4 一 了 CU 一 m)4z < 
主 


一 3?98 一 
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此 处 了 ) 表示 对 那些 不 含有 n(1 达 i< N,) 的 区 间 求 和 . 注意 到 *> 0 的 
任意 性 ,所 以 f(z) 在 [0,1] 上 可 积 . 
用 定义 求 下 列 定 积分 (5. 1. 14 一 5. 1. 18 题 ) : 


5.1.14 (1) esinzas (2) [Sa (3) [re 
(0<a<b,m— 1) 
解 (1) 因 f(z) =sinz 在 [0, 也 ] 上 连续 ,所 以 f(z) 在 [0, 抑 ] 上 可 


积 . 依 定义 ,积分 和 5, 的 极限 收敛 到 积分 值 . EN 分 为 
等 分 ， 对 于 子 区 间 [zvz+ 中 ， 令 扎 一刻 6 = 0,1," 


5S.= Ses 一 sm 各 2 


sin 宇 sin 
因为 sinz 十 sin2z 十 … 十 sinnz 一 
sin 二 
2 
中 sl 
; Ea 区 Xin 
于 是 I Sinzdz lims, 一 = lim in an 
sin ZE » sin Dr 
有 An dn 
lim 
a 2n i 
dn 
2 
= limsin 2 SF ls 
mm 二 hn 
sin 机 
V2 V2 
ps 2 ee 1 


《2) 把 积分 区 间 [1,2] 任意 分 为 * 份 , 根据 被 积 函数 的 特点 , 选取 
点 一 Vzaitb (i 二 0,],"…,n 一 1). 于 是 


Ss. 了 (ED)47i i) 
ED 到 Te 


一 799 一 
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所 以 ， 得 = ams = 到 


(3) 选 诸 分 点 ,使 它们 的 横 坐 标 构成 等 比 数 列 , 即 a,ag,ag?,… ,ag'， 


gg! ag' 二 b. 其 中 ,gq 之, 取 & z=ag(i=0,1,.,n— 1). 


作 和 


en a 
5, = nr 一 ag) = a"ti(g 一 1) 。 2 


‘mt+1) — by 一 
一 on+1(9 一 1) 。 Ci (be+1 — a"+!) “了 i 
则 lims, 一 (一 lim 1 1 
b™+! wh "+! 
tl — am+! 一 
= (b a ) im 六 二 Fr 二 二 
， prt 一 an+1 
故 fe- m+1 
ak: 
5.1.15 | 一 dz 
Hr 


解 。 因 被 积分 函数 二 在 [1,2] 上 连续 , 克 所 求 定 积分 存在 , 且 其 
值 与 区 间 的 分 法 和 的 取 法 无 关 . 为 计算 方便 ,用 分 点 = 9(i = 0,1， 


… mn) 将 [1,2] 分 成 # 个 于 区 间 .9 二 2, 即 9 二 2*. hx 一 9 一 g-! 二 g-'(g 


一 了 D. 取 二 zi 从 而 积分 和 为 


1 sn 1 
计 忆 ZA 


因 lim ,2 和 lim 
Ps ste 


(9 一 1) 
工 
= > 一 1D)=nd 一 D=n2 一 1 
Pe 
! 
A 2"In2 。( 一 到) 
2 1 lim 加 in2 ,所 
Se 2 1 
Tt 


Mlim n(27 一 1) = In2. 且 因 |4z| 一 


0 一 


lq- 一 DI<2l2* 一 41, 而 
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lim (2 一 1) = 0, 所 以 lim {4s| = 0, 即 lim 1 41 = 0. 故 
am。 die i 


2 
2 dr = lim S. 一 lim S,= In2. 
了 0 “to 


5. 1. 16 fee. 

解 因 被 积 函数 e 在 积分 区 间 [0,1] 上 连续 , 故 定 积分 | eaz 存 
在 , 且 它 的 值 与 区 间 [0,1] 的 分 法 和 & 的 取 法 无 关 .为 计算 方便 ， 可 将 
[0,1] 分 为 等 分 ,分 点 为 


一 一 ，…， 


zo 一 0,z 一 一 ， 
La 


my = 1 (i120), RF 二 二 ] 的 有 夫 ， 


4 = 二 ,从 而 积分 和 为 


二 
0 
Ts 


peso 


duo 加 
二 六 


一 ”wmR(1 一 ") 
注 ”通常 由 x 一 oo 并 不 能 推出 4 上 = max4z, 一 0. 但 这 里 用 的 
是 等 分 :4r = 十, 故 由 a 一 co 可 得 出 141 一 0. 
5.1.17 oor. EE: 
1) 
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解 ”将 区 间 [0,z] 分 为 * 等 分 ， 则 每 个 小 区 间 的 长 度 zi 一 二 
一 祥 . 取 和 = 认 (i 二 0， 1 一 1). 作 积分 和 s 一 、 cosih, 故 


lim > )hcosih = lim i [sin 乞 吉本 sin 2 lh 
{re 一 ”2sin 二 


lim 7 lim [sn 至 十 Sin Ca 2]= sinz. 


从 而 有 人 euu = sinz. 
5.1.18 求 布 阿桑 积分 
fna 一 2acosz 十 az)dz， 


GD) lal < 1， (2) lal > 1. 
解 (1) 因为 (1 一 Jel)? 二 1 一 2ocosz 十 ,所 以 当 |al 关 1 时 ， 
被 积 函 数 是 连续 的 ,于 是 积分 存在 把 区 间 [0,*] 分 成 * 个 相等 的 小 区 
间 , 即 有 
5 一 nl 一 2acos 严 十 四 


一 工 in[(1 去 Cail (1 一 2acos 字 十 02)] 
四 方面 ,我 们 可 以 证 明 
2 一 7 i 2 
2—1= (~ DI 20s T+ A). 


i 
事实 上 ,方程 局 一 1 = 0 共有 2n 个 根 , 记 作 
las zz ets Er =—=— 1, 
El) B29 os El 
i i i i 
其 中 = 一 cos 放 十 jsin 有 ,5 cos 也 Jsin 三 ， 


人 2 一 1 一 Y 一 1 为 虚数 单位 )- 
于 是 tt De De- oa 


一 8 一 
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积 . 


La 
而 Ha 一 2icos 之 十 


i ; 
了 开 Gin 玛 +eos: 亚 一 2teos 亚 十 加 
ps n 用 n 


iel 


TI5c - eos ): 十 sin? 至 ] 


inx 2 i i 
I Cos 一 jsin ) 。(t Cos + jsin 7) 


一 1 
人 十 1 一 1) 


[Tm ma 


i=l 


. 2 2 
即 如一 1=( vIn 2tcos 二 十 多。 
当 4= a 时 ,利用 上 式 可 把 s 表 为 5 一 王 n[2 士 Co> 一 1)]， 
于 是 ,(1) 当 |al 之 1 时 ,lims, 一 0, 即 
fa 一 2acosz 十 a’)dzr = 0, 


(2) 当 la| > 1 时 ,把 s, 改 写成 
一 1 


s, = 2xin|al 十 开 n[2 士 1 。 Tr 下 
由 于 lim 全 去 二 1, 从 而 lims, = 2rln|la| ， 即 


fna 一 2acosz 十 oz)dz = 2xln|al. 


5. 1. 19 ”证明 不 连续 的 函数 f(z) sen(sin 工 ) 在 区 间 [0,:] 上 可 


证 函数 f(z) = sgn(sin 二 3 在 [0,1] 上 有 界 , 其 不 连续 点 是 


1 1 1 
0, 1,» 2 ， 了 ， 0 5 sy 


并 且 ,f(z) 在 [0,1] 的 任何 部 分 区 间 上 的 振幅 入 2. 


对 任意 的 。> 0, 由 于 f(z) 在 [- ,1 上 只 有 有 限 个 间断 点 / 夏 在 该 


oe ht 
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区 间 上 可 积 . 因此 存在 9 > 0, 使 对 [ 言 ,1 的 任何 分 法 ,只 要 maxl4zi 
< 由 就 有 之 )oidz < 和 

显然 , 若 [a, 门 C [于 ,1], 则 对 于 [av 四] 的 任何 分 法 ,只 要 maxl4z1 
<<%, 也 有 ZJo4x < 二 

令 5 一 min{ 言 ,四 现 设 0 一 m<m<…<z<ztt<<am=1 
是 [0,1] 的 满足 max14z1 < 5 的 任 一 分 法 , 设 和 诗 之 zor 

综 上 所 述 ， Sas 志 襄 .又 ,显然 


区 


Pos <22s <2. 登 = 区 . 
故 Sa = Do 十 Soss < 
由 此 可 知 ， lim St = 0. 于 是 ,f(z) 在 [0,1] 上 可 积 . 
5. 1. 20 函数 1(7) 在 区 间 [0， oa 证 明 ; 存 
在 区 闻 [a,58] CC [0,1j, 在 [a,6] 上 f(x) > 0. | 
证 因 f(z) 在 [0,1] 上 可 积 , 故 对 任意 选取 的 :一 <4 之 志 ， 


当时 ,和 十 了 65) 趋向 于 有 Gaz 
如 果 在 任何 [a,8] 上 都 有 使 fz) < 0 的 点 , 则 可 选取 这 些 点 为 上 
4(6) < 0, 此 时 和 二 > 7f(5) 将 是 非 正 值 , 故 极限 也 不 可 能 为 正 值 .与 


题 设 矛盾 . 
5.1.21 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 ， 证 明 对 任意 的 :> 0， 存在 [a,6] 
上 的 阶梯 函 袁 J(z) ,使 


— 804 一 
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are 一 JGzDldz<e 


证 由 于 f(z) 在 [e, 妇 上 可 积 ,所 以 对 任意 的 > 0, 存 在 [a,b] 的 
划分 4: 


4 一 z<z<<zz<… 雪 妆 一 b 
使 Cu 一 Mm)Adr = SS se. 
i 
此 处 1 二 sup fr)i 一 inf f(z). 定义 阶梯 函数 J(z) 如 下 : 
二 Sen 


了 (ri-D， zr € [rz-uoz]; 


广 = 
名 人 二 


firw = t= Dh 9 sD le 
a = ll 


< Dm — Mm)dzr < e. 
{4 


3. 用 定 积分 求 极限 
5.1.22 ”利用 定 积分 计算 下 列 极限 


1 
areeo 第 dn An 


CA = Dx) 
dn : 


(2) limcos 


» Cos 2a ne Bl 
nVn nV nV 
解 (DD) 太一 2) 襄 c 于 和 7 可 视 为 本 数 JCz) 一 二 cosr 在 区 间 


[0, 竺 ] 上 积分 和 .这 里 把 [0, 多 ] "等 分 ,分 点 为 zx 一 二 于 i=0,1， 


2 一 1)，4zi 一 去 , 取 zz 之 6 之 Tb = 2 十 1 要: 


An 
. .2 Pp 
Dr Re 
(2) 令 4. = cos 一 人 2 , 那 末 
n Rn LA 


一 805 一 
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二 < 一 二 
与 ~ 名 "ww" 网 


因 lim 3 一 一 去 ' 故 当 n> co 时 incos 
-0 


阶 . 于 是 总 
2 LS Eo 
lim a 
a 2 
2 
Je lm aa 士 也 人 十 也 一 Cl 


a Gn 6 
2 


由 此 可 得 lim4. 一 et. 
5.1.23 设 0<a<<5 将 区 间 [o,5] ”等 分 ,其 分 点 为 二 一 6 十 
认 二 2 (i 一 0,1，oa，, 试 求 下 列 极限 ， 


NA 


1 
lims, = lim DJIneos 他 
ao Pe 入 


(1) lim 汪 ( 士 守土 字 5 二 
ao RZ zz 2 

(2) lim 尽 zizzzs 

解 (1) 令 5 一 a=4, 则 

大 
sao 及 ZI zz 了 


二 im 二 十 ! 二 二 二 
”ae 十 一 4 十 2 一 ae 十 # 一 
n RB RnR 

Li 1 ]4z， 


十 … 十 
ts 平生 a 十 2 二 4 十 8 一 
n Rn Rn 


式 中 hz = z 一 x-v 上 面 极限 可 视 为 函数 f(z) 一 十 在 区 间 [o,] 


上 的 积分 和 的 极限 . 这 里 是 把 区 间 等 分 . 并 取 与 一 zi， 
故 工 [和 Fn Fan 


(2) 令 5 = 二 Y ziz2…z. 两 端 分 别 取 对 数 ,得 
lns, = 二 nz 十 Inzz 十 … 十 lnz,)、 


而 limlns, = lim LT[inca i 5 十 In(ae 十 2 3 
ee ae n 四 
十 … 十 ta 十 二 
— 86— 
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= 工 lm[mne 十 生 ) 十 me 十 2 点 ) 十 … 十 ne 十 a 生 )] 生 
h so n R n n 
1 fr 1 5 
和 [au 站 [zinz 一 z]。 Fe an wr 1， 


a 


因此 lims. = lime™ 一 | 
5. 1， 24 用 定 积分 求 极限 lims.. 


(CD ss 一 记 十 号 十 … 十 
十 2 十 


十 上 


(2) s = +™, (> 0). 


= De 古 一 十) 二 可 视 为 函数 f(z) 在 区 间 [0,1] 上 的 


积分 和 . 这 里 是 把 [0,1] a 等 分 ,分 点 为 = 二 ,Gi = 0,1,…,n). bz, 一 
二 ,并 取 二 zy 因此 lims, = [| zz 一 本 


(= 可 二 十 总 (二) 可 视 为 画 数 f(z) = z= 在 区 间 
[0,1] 上 的 积分 和 . 这 里 是 把 [0,1] "等 分 ,分 点 为 二 二 (i 一 0,1,2， 
Nn). Az, = 工 . 并 到 占 = z. 因此 


?十 1 
5 妈 35/ 证明; We € eo, i193 则 


ima[ row 一 3c )]= A —f0) 


0?[0,1] 表示 区 间 [0,1] 上 二 - 阶 导数 连续 . 
解 ” 记 c= ,max | 了 ?(z) | ,那么 我 们 有 
FL) f+) + 二 


n 


其 中 ee (< 一, 二). 于 是 


1 
y+ 


1 
lim， Se | Zrdz 
0 


一 一 
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| k k=—]1 
f(D = ft) FED) 十 4 


其 中 16.4| 之 - 其 次 ， 


rc - 轴 
fd El 0 


这 里 lw.(D1 入 总 ,( 当 :LE [二 1 二 | 时 ). 于 是 ,考虑 到 了 (二 了) 
的 表达 式 ,该 积分 等 于 
» Ba | 
f() 2 J 
2n 


日 
a 


, 时 
因此 ,| row 一 Zs) = "| > I f(Dat 一 3h) 


+ es | 时 < 祁 


天 一 
ff 让 i 
= 一元 一 EE] +t oc) 
{DF 70 + ocl,) 
5.1.26 设 a,b 之 1, 证 明 y 
tb Ze! + blnb. 
证 ”从 定 积分 的 基本 公式 可 
知 2 一 1 


y=lnx 


cv bs 一 5 十 1 6 1 pe 
了 | Pe 5. 1. 26 题 图 
因此 o-: 十 dnb 一 6 十 ‘ody + 人 ee 
根据 定 积分 的 几何 意 可 知 ， 


[ey 十 人 mu So D= VB 
所 以 er! 十 blnb 之 ab. 
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8$ 2 定 积分 的 性 质 
内 容 提 要 


1. 定 积分 的 基本 性 质 
(1) 若 f(z) .9g(z) 都 在 [a,5] 上 可 积 ,cd 为 常数 , 则 


[ [ef(z) + dg(z) dz =e [rca +d sea 
(2) 车 f(z) 在 [a,b] 上 可 积 ,a 二 c 过 5, 则 
ra 四 [re 本 [re 


2. 积分 不 等 式 
设 a 过 5,f(z)、g(z) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 , 则 有 下 列 不 等 式 : 
(1) 若 在 区 间 [a,8] 上 ,f(z) < 9(z), 则 


» , 
[sw < ee 
(2) 设 m 一 inf . f(z),M= ,up f(z), 则 


ee 


(3) [wel< < re ldz. 
(4) 柯 西 一 施 瓦 效 不 等 式 
[hires] < Pra 。 [sa 
3. 积分 中 值 定理 
(1) 积分 第 一 中 值 定理 


设 fz)、g(z) 都 在 [a,8] 上 可 积 , 并 且 9(z) 不 变 号 ,m 才 f(z) 二 MM. 
则 存在 常数 4, 使 nm 过 过 4， 


[Le = ‘gaz. 
如 果 f(z) 还 是 在 [a,5] 上 连续 的 ， 则 


’ — 
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rev = Fe) ， [re， 


是 开 区 间 (a,5) 内 的 某 一 定点 . 
推论 若 f(z) 在 区 间 [a, 刀 上 连续 , 则 在 区 间 (e,2) 内 至 少 存在 一 
点 6 (a 过 之), 使 得 


[swe = (6 — a)f(e). 


“(2) 积分 第 二 中 值 定理 

设 a 过 65, 函数 f(z)、g(z) 在 区 间 [a,6] 上 有 界 且 可 积 ， 而 f(z) 在 
[a,5] 上 是 单调 的 , 则 在 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 (ce<<“<< 忆 ,使 
得 


¢ 
fo “9g(z)dr = f(a+)。 om 十 f(b)， ecwar. 


推论 1 除 满足 上 述 条 件 外 , 若 f(z) 是 广义 的 非 负 单 调 递 威 函 数 ， 
则 


[rw g(a)dz = f(at) 。 ra， (a<s<b). 


推论 2 除 满足 上 述 条 件 外 , 若 f(z) 是 广义 的 非 负 单调 递增 函数 ， 
则 


re .g(z)dz = f(6-) 。 ee， (a<s<b). 


和 


< 
2 


5. 2. 1 证 


本 | 二 4 ee 
b 
er ,所 以 有 
1 


广 有 RR MA 
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于 是 


1 和 VIi 十 zz 雪 1 十 2 
于 是 [fash v1 tzu fa 十 zz)dz， 
即 2< Vi+ rd < 5. 


| 二 dz 革 
5. 2. 3 试 证 :二 < 上 ri 
证 当 0<z 和 于,n>2 时 ,有 
1 1 
1< < 
Wa 1 二 六 
了 
故 Tgz < 于 dz 2 dr 
[a er He 
二 dr po 天 
而 上 A 二 arcsin 本 一 但. 
外 
1 7 dr x 
于 是 二 < 外 -二 < 过 
1 
: 1 dz V14 
5.2.4 证 明 : <| SAA 
2 " YV2z 一 z 十 1 7 
证 设 fz)=,Var 一 z 二 1D, 则 
吉 八 守 六 中 
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f(z) = 4z—1 EE 
2 v2z 一 z 十 1 


令 P(z) = 0, 得 z 一 二 为 驻 点 , 当 二 <z 祥 于 时 ,P(z) 之 0; 当 0O<z 
< 村 时 ,PCz) 之 0, 又 FC0) = 1f( 寺 ) = 1, 故 f(z) 在 z= 本 处 取得 


极 小 值 , 即 最 小 值 为 f( 才 ) = 也. 于 是 当 0 过 :过 去 时 ,有 
f(D) = VI rTi>NTR 有 I<I 


1 /8 
即 1 和 一 一 -一 科 人 /二 . 
V22 一 z 十 1 7 
1 上 1 
站 了 ae 2 [8 V14 
于 是 去 = 外 “<|. Fe 二 < 由 Te 

5.2.5 设 z 之 一 1, 证 明 : 车 0 二 a 二 1, 则 

(1 十 z)" 入 1 十 ar pe 

证 车 0 宇 z>> 一 1, 即 1] 宇 1 十 + 之 0, 则 当 0 二 a 二 1 时 ， 
(1 十 z)”! 之 1 等 号 当 且 仅 当 z == 0 时 成 立 .因此 
fa 十 zedz 之 fa, a 


所 以 (1 十 z) 委 1 十 oz. (1) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 z == 0 时 成 立 . 
若 z>0, 即 (1 十 z)>1 则 当 0<ac<1i 时 ， 有 


(1 二 zi<1, 
因此 fa 十 Dds < [ar \ 
所 以 GQ 二) 之 1 十 az. 、 (2) 


综合 (1)、(2)， der 
(1+2z)<1+a. 
其 中 等 号 当 且 仅 z = 0 时 成 立 . 
5.2.6 设 a 宇 b>> 0,p 1;, 证 明 "\ 
poia— os! — b): 2 
证 ” 当 ?>1 时 ,对 一 切 满足 se 之 z 过 5 > 0 的 z, 不 等 式 
一 3 一 
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oo 
成 立 . 对 上 式 从 5 到 = 积分 ,得 
| dz 之 f= 1dz 2 位 dz, 
从 而 pa'i(a 一 之 a 一 Wp* bw!(a —b). 
5.2.7 设 0<a<p< 子 , 试 证 : 
tga — tgb < a— p< sina — sinp. 
证 若 0<z<< 子 , 则 有 


seczz > 1 > cosz. 
上 式 对 z 从 a 到 积分 ,得 
p p ps 
few > 他 few 
故 tg5 — tga < p— a< sinp — sina, 
即 tga — tgh < a— p< sina— sinp. 
5.2.8 设 z> 0, 试 证 :rz > arctgz > xz 一代 习 


3 
证 因 T 寺 6B<1, 故 有 


arctgz 一 | Eels 


又 有 arctgz 一 | Ta = | 站 二 Bd 


持 + 玫 证 


其 中 [a> 0. 所 以 有 = > arctgz > z 一 二 
5.2.9” 设 z 之 1, 试 证 


2 一 1 2GC 一 1 
Do 


证 当 z 之 1 时 ,zx? 十 1 之 2z, 不 等 式 两 近 同 除 以 袜 , 得 
1 1 
< + 去: 
同样 , 当 z 之 1 时 ， GD 1 二 1D)2 利用 个 数 的 


wi 
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1 4 
性 质 有 Ee 


1 1 4 
十 十 ) > 二 并 积分 ,得 


4 人 1 = dz pA 
二 | a+ 直 ;> 生 >[ 5 
下 “三 1> me> 2 


人 z= 1 时 等 号 成 立 
5.2.10 证明: 当 n > 8 时 ,不 等 式 (Vn) “> (VE 二 TD 


成 立 . ， 
证 当 5>ae>>e 时 ,有 
Inb _ lnae_lnz| 一 (2) eg nz, < 0， 
b a 
于 是 
,< 


当 z 之 8 时 , Vn 十 1>> Vn >e 依 上 式 有 


he 
5.2.11 若 z> 之 0, 证 明 


e>1+z 二 凋 十 “二 车- 
证 ”用 数学 归纳 法 . 
当 n 二 1 时 ,对 一 切 z 之 0, 不等式 e >> 1 成立, 两 边 同 时 积分 ,得 
[> [站 ee 即 <>1+z。 
设 " 一 上 时 ,对 一 切 z > 0, 不 等 式 
= >1+z+ 瑟 +… 十 阁 
成 立 . 两 边 同 时 积分 ,得 
Ca mpd +… 十 兰 )u， 


了 + 
妈 丰 训 i > 1+z 二 如 十 hr i 


于 是 命题 得 证 . 
一 94 一 
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5.2.12 如 果 a>> 0 之 0, 且 c 尖 思 求证 
(tot > +o (+ 
证 “不 失 一 般 性 , 设 * 之 2 之 0, 则 有 y 
a+b>a>b>0. 
由 定 积分 的 性 质 与 函数 y 一 In(1 十 z) 的 
递增 性 可 知 ,S: > Si 但 
Ss! 一 fa 十 z)dz 
= (1 十 DIn(l 十 5b) 一 5b， 
S52 一 六 ma 十 z)dz 5. 2. 12 题 图 
= 一 (1 十 e 十 bin(1 十 ae 十 妨 一 (1 十 oin(1 十 o) 一 六 
于 是 ， 
(+atindt+at+D) > (1+ainG 十 ao 十 (1 十 Din(l 十 o). 
所 以 (1 十 oa 十 Di > (二) te (tt 
5. 2. 13 ” 试 证 ,对 于 每 个 正 整数 ,有 


Vm < VT+V23+…+VT < 乌 二 3 VT 
证 “对 于 任何 正 整数 ,根据 积分 不 等 式 (2), 有 
ve>[, Vzdr, k= 1,2,n. 


y= ln(1 +x) 


对 求 和 ,得 
ViI+V2I+"m+ Vn > | VS Vn. 
通过 简单 的 代数 运算 可 以 证 明 ， 
羡 [ 生 -wb 说 > 二 CV + WE 二 TD. 
即 去 (VE + VD<| Vee, 
另外 ,Vi+ V2++ Va= 记 (WV 0+VI) 
二 言 V2D+ 二 计 (Va1T+ VD)+ 二 Va 


et A 


> 


ss 
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4n 十 3 

= Va. 
综 上 所 述 , 有 

Br VT < VTATV3++V < Vn. 

5.2.14 车 z 之 1, 试 证 

之 e，z, 等 号 当 且 仅 当 z = 1 时 成 立 . 
证 因 z 之 1, 故 士 壹 1, 等 号 当 且 仅 当 z 一 1 时 成 立 .从 而 ， 
echiee 

即 Inz 世 z+ 一 1，z 之 Inr 十 1. 
由 此 可 得 e 之 z*e, 当 且 仅 当 z = 1 时 等 号 成 立 . 

5.2.15 比较 fe **cos?zdz 与 fe =#coszzdz 的 大 小 . 

解 ” 令 z= 十 4, 则 

[eTeosrzar = | Coreosrr + Dat 


= [ee 
D 
当 z € [0,m] 时 ,有 
et eeto’, 


所 以 | 过 全 ee 


5.2.16 证 明 : 加 | dz = 0. 
证 因 对 于 0 入 > 入 1， ,有 0<T 碌碌 ,所 以 


oJ 
由 此 可 得 


lim | TF dr = (0. 
5.2.17 若 在 [0,2] 上 ,f(z) 可 导 , If(z)| 之 1 且 f(0) = 
f(2) 二 t+, 试 证 :1 之 FDS 3. 
解 ” 因 为 f(z) =f(0) 十 F(z 一 0) 人 1 十 z, (0 之 之 z), 又 
一 8 一 
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f(z) 一 f2) 十 也 (5)(z 一 2) 入 1 十 (一 1)(z 一 2) 一 3 一 z， 


(2 之 与 之 2 
于 是 , f(z) < min{(1 十 z,3 一 z}，0 秋 z 和 2. 
_ /li+z, 0<z<1;.., 
然而 ,min{1 十 z,3 s}= (s+ 1 之 z 之 2, 所 以 ， 


和 roes< 人 min{1 十 z,3 一 zjdz 
= ha 十 zdz 十 fs — z)dr = 3. 
0 1 


同 理 可 证 [f(zdz 之 1 


5.2.18 设 函数 f(z) 在 [0,1] 上 有 一 阶 连续 导数 , 且 f(0) = 0， 
f(1) = 0, 试 证 


1 上 
Jira| < max lr nl 


证 因 fF(z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 令 M = ,max IF (z)1 
[fircwa|= 


< fir 一 了 (0) ldz 十 use — f(D laz 


1 
= [lr dla + flr esl 一 oa 
全 


1 
< etc + Md -ad 一 村 人 
09 二 4 


(0<4< 广 ,去 <<D 


所 以 ， | < max |F 2). 
0 #€[0,1] 


5. 2. 19 ” 设 f(z) 在 区 间 [2,4] 上 二 阶 连 续 可 导 , 且 f(3) = 0, 证 明 
在 (2， 4) 内 存在 一 点 5, 使 得 


Jr(6 一 3 Jk f(z)dz. 
证 由 泰勒 公式 可 知 
F(z) = f(D + PBI 3) 十 JecH 3)2 .1 从 


一 817 一 
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二 (3)(z 一 3) 十 二 Pr(D(z 一 3) 


(9 在 z 与 3 与 之 间 ) 
由 于 fr(z) 连续 , 所 以 存在 m, MM, 使 得 m 二 r(x) << M,z € [2,4]， 
从 而 


(9) 一 十 要 (z 一 3 SID PCD 一 了) 十 党 (z 一 3 
由 此 ,有 
了 (3) he 一 3)4z 十 号 [fc 一 3)2tz < [ra 
<7G) | ce 一 54+ 笃 fe 一 3)ziz， 
即 m<3 | re <M. : 
由 介 值 定理 知 ,存在 着 点 4 € [2,4], 使 得 
PC) = 3 f(a 


5.2.20 设 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 具有 连续 的 二 阶 导数 ， 则 在 
(a,b) 内 存在 一 点 ,使 得 


roe 一 思 一 of 二 六 十 而 @ 一 ore). 
解 大 CD 在 [0 种 上 连续 , 帮 令 如一 max {C2)}, 
二 ,Min {f°(7))} :由 泰勒 定理 ,得 


FD) = 了 + 一直) 
二 直人 (8)(z 一 2 村 5"C 在 z 与 二 ?之 间 ) 
如 令 1(z) = 2 二 99(z 一 4 本 汶 十 本 一 2 本， 
LC) jth 47 二 9 + 


则 有 Di(z) < f(z) < 1,(7). 
从 而 [ T(z)dz < [rwe< “es [em 


然而 ，， 亿 (= 0 — fC + 直人 一 asm， 


一 和 一 
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9 十 击 @ 一. 


De (6 — fC 


因此 , nm 之 古 [| FD) bf |< A 
由 于 2 在 [a,b] 上 连续 ， 由 介 值 定理 知 ， 存在 一 点 € (a,5b) ,使 


_ 24 [f， < 二 4 
了 PC ws fs 地 一 afC ,| 


由 此 可 得 ， 
frwe = G6 一 Df 和 十 者 (@ 一 (6). 


5. 2. 21 设 f(s) 在 [0,1] 上 为 寺 负 单调 间 丰 数 , 证 明 ,对 于 < 
ao<p<1l 有 - 


人 


row > 号 ro 
证 令 + 一 了 4 于 是 
eo 2 a a a (sa 
[roe 一 fscso = 六 row 
由 f(z) 的 单调 性 ,有 了 (人) 之 f(D). 所 以 
a fr a :a 三 “本 和 
加 con > 『 f(Dd = 3$ [swa 十 [wu]. 
然而 ,f(D 之 0. 所 以 , |-fCOu > 0. 于 是 
FD = 对 [Ga 
ou 一 也 全 Bt _ 
af af’* 
> 号 [froa+ [rwal]= $ fr 
5.2.22 设 f(z) 在 [a,8] 上 连续 , 且 f(z) > 0, 又 设 
= dt 
F(z) = fsa 十 旋 ， (z € [a,6]) 


试 证 : (1) F'(z) 之 
CD) F(z) 一 0 [oa 肉 有 县 仅 有 一 实 根 . 
证 (1) 由 于 TD) 过 续 且 大 于 党 ， 故 
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i: 1 
F'(z) = f(0) 十 高 Vf 一 -加 十 2 之 2. 
(2) 由 于 (x) 之 2 对 z 所 和 成 立 ， i! 人 单调 递增 . 又 
Fo = [roa+ 党 而 向 <0 


F(b) 一 reou + 过 TD es 0 

所 以 在 [a,] 内 存在 一 点 4 使 得 PC&) 一 0 成 立 ,又 由 PCz) 的 单调 性 知 ， 
$ 是 唯一 的 . 

5.2.23 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 可 导 , 且 f(a) = 0, 试 证 : 

< 6 一 DEP (Tar, 其 中 以 = sap, 1fC)]: 

证 f(z) = (fircwa) (fi “FDu) 中 
由 施 瓦 效 不 等 式 ,得 

f(z) < [ar [tr yar Ey i [tr Tar : 
< (一 o) . [cr (2) Jaz. 
所 vi = [aup,lf(z1 了 < 一 9 ， [tr yes, 
5. 2. 24 ” 设 f(z) 在 [a,6] 上 连续 可 微 ,f(a) = 0, 则 
frewar < 2 [fc (2) Jraz. 
解 ” 由 f(z) 的 连续 性 及 fo) = 0, 有 
f(z) = fs (Ddr} a<r<h 
由 柯 西 不 等 式 , 得 
f(z) 一 [fr wa]< [ria . a “at 
=(z—a). [rwu< (一 a) 。 人 ou 

将 上 式 积分 ,得 

[rwe< Te- pr. :fz fe 二 3 全 | Cr Gn) Tes, 

5.2.25 设 f(z) 在 [a,5] Egy > f(0) 一 0， EE 
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Ps ls 


则 (CD fir ar 二 三 二 (2) [ [F (2) Jidz 。 [rc > 于 


解 (1) 因 ( 训 2)' 二 f(z) :也 (z) ,所 以 ， 


fr “f(z)dr = 六 ({z) 志 


£2 | 二 | rear 到 


(2) 由 (1) 的 结果 有 二 一 (ena ,再 由 柯 西 不 等 


式 , 得 
二 = (fr we) < [ee fp ca 
5.2.26 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,上 且 f(z)>>0 则 
[re [者 > 6 
证 法 1 由 柯 西 不 等 式 , 得 
re. 站 = [LV dz 


> 
证 法 2 因 上 ra VFGD + 


lea 
了] = (6—a)’ 


yz] > 0, 即 
(z) 


x:[[ pt] 二 2 一 o)1 十 | 总 E> 
由 二 次 三 项 式 的 判别 式 有 
全 二 0 一 [car . [者 <o. 
于 是 ， fewer .高 > 
5.2.27 设 f(z),g(z) 在 [0,1] 二 交 ， 县 单调 性 相同 , 则 
上 f(z)g(z)dz > | Fa)dz [red 
证 由 于 f(z),g(z) 有 相同 的 单调 性 ， 因此 对 任意 的 zy 均 有 
-— 821 -- 
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[f(z) — f(y)]* [9g(z) — g(y)j > 0, 
即 F(z) » g(x) + f(y) * gy) f(y) * gz) + f(z) + gy). 
两 边 对 z 从 0 到 1 积分 ,得 


#0 2 00) + [fa > 46 » gee)ar + 969) ra 
两 边 对 y 从 0 到 1 积分 ， 
2 . | ‘f(z)9(2)dz > 2 row [ (0D 
0 0 0 
由 此 可 得 
1 1 1 
rece > ficar [2 
5.2.28 在 [0,1] 上 求 连 续 正 值 函数 f(z) ,使 之 同时 满足 下 列 三 
个 等 式 : 
| ; : 
[roe 一 1， [afar = 4a, | zf(z)dr = a’, 
， : ,| 
其 中 4a 是 已 知 实数 . 
解 ”车 存在 函数 f(z), 使 
[roe 一 1， jzroe 一 Gy roe == gi 
0 0 


则 asa = 02， | 一 2azf(z)dz 一 一 2a, rar = 02. 
以 上 三 式 相 加 ,得 
he — a)’f(z)dz = 0. 

但 是 ,(z 一 a)?f(z) 宇 0, ze [0,1J. 所 以 ,(z 一 a)?f(z) 三 0. ze [0,1]. 
于 是 ,对 于 zeE [0,1j, 且 z 关 a 时 f(z) 二 0. 与 f(z) 是 正 值 函 数 矛 盾 . 所 
以 满足 题 设 要 求 的 f(z) 不 存在 . 

5. 2. 29 ”假设 在 0 二 z 过 a 时 ,f(z) 为 一 连续 函数 , (a 为 已 知 数 ) 
求证 : 

lim 上 ep A = 拖 f(0). 

证 设 M= max [fC7) |， 因为 imf(z) = f(0), 所 以 ,对 任意 的 

。 之 0, 存 在 6(0 过 51 <o), 当 0 入 z<5 时 ， 


pz) 一 2 
lL.. 
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又 因 lim arctg 公 一 等 . 所 以 对 上 述 。> 0. 存 在 着 (0 之 < 中， 


0 


6 二 
当 0 委 4<< 呈 时 ,larcte 全 一 也 | < 往 


。 ea? 
取 56 一 min{543cr 55 万) * 则 当 0 达 4<5,0 之 z<5 时 ,有 
Mhla— 6) Ee 
a < 了 3， 
全 2 
Mlarctg Il<3 a |f(z) f(0)| < 


, A LA 
所 以 Ea Fc0) | 
- h 
< pr de 一 可 fo)| 十 上 fd 
A 
|re@ 有 (0) | + 由 Pe 


< | fearee 中 一 各 f(0) | 十 [ Fl) ldz 


从 


过 fC)1jareg 光 一 于 | 十 于 1f(8) 一 了 0)| 
NP 
+ 去 
Mh 
过 Marctg 健一 于 | 十 扫 !f() 一 了 1 十 害 (@ 一 69) 
已 € € 
<< 可 十 可 十 可 一 
(0<s< 
i 
故 im [a = FC0). 
5.2.30 ”函数 
1, z> 0 
wo -1 0， z= 0; 
a 
称 为 符号 函数 . 证明: 


人 sgn(sinxz)dz 一 一 #. 'Gm 为 自然 数 ) 时 


=. 
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证 | sgn (sinzz)dz 
i 3 [sgnCsinnn)ar 证 | es 
i 
人 i 
二 SS 上 ee 之 Es 2 
= ph Ane Dt 和 


= 也 ht 二 1) 二 C+ D1 


5. 2. 31 车 f(z) 为 连续 函数 , 旦 在 闲 区 间 [a,6] (a 过 8) 上任 一 点 
处 均 为 正 , 则 f(z) 在 z 点 有 一 最 大 值 M, 这 里 a 过 zo。 二 b. 求 证 : 
-wm {torel 
证 因 f(z) 在 :==zo 处 连续 , 则 对 任意 的 2> 0(e < M), 存 在 着 
5>>0(5<min(z 一 aa 一 zo). 当 |z 一 zol|<5 时 
1fGz) 一 f(z)1 <e, 
于 是 f(z) > f(z) 一 一 M 一 心 
因 Hm /一 1 所 以 对 上 述 的 e, 存 在 N> 0, 当 
<1l—e ed 当 * > 时， 有 


人 


b—a 


上 :; (M— ou 


J 上 Md FI- IN- Mal+ MY. 
x {sts fv) < {ata} fmt + 
所 内 有 | (at few) “|<0 十 M). 
3 网 £ 
帮 mf 
| — | 


| 


| 
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5.2. 32 确定 下 列 定 积分 的 符号 :， 
oF zsinzdzi (2) | en, oT , zi2rdz; (9 [ner 


解 (1) zsinzdz 一 = 十 矿 zsinzdz 
一 =azaz+ fe 十 A)sin(t + dt 
= | = 一 fe 十 7) sinzdz 
一 一 ja < 0. 
G) 三 严 sinzdz -上 Snzdz + me = 上 in, 下 inz ,, 
x 0 on 二 zx 
= [ ME dz > 0. 


oz(z 二 + 7) 
(3) | = 『 edz 十 人 ee 


0 2 2 . 
= | be 一 dt 十 ee 一 [ee 一 ee")dz。 
2 0 0 
根据 积分 第 一 中 值 定理 ,得 
[se = si — es) .2>0. (0<4<2) 
(4) 根据 积分 第 一 中 值 定理 ,得 
em = salné .去 <<0， (村 < < 1D. 
El 


5. 2. 33 ” 设 实数 ao,ai,as,… ,a 满足 持 十 泡 2 Ee 二 0, 试 证 
方程 十 az 十 … 十 az 二 0 至少 有 一 仿 忆 
证 设 fGz) = 十 az 十 … 十 oz 则 


和 Wt 
Dr= 他 + 全 二 时 + 二 二 一 0 


由 积分 第 一 站 全 证 通则, 丰 在 二 0 
sar =f() = 0， 


即 f(z) 在 (0,1) 上 有 一 实 根 . 
、 互 2.34 ， 利 用 积分 第 一 中 值 定理 从 计 横 分 


BEE 下 
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oo a TO seoess 2 /ioe 2 0 


解 a 0.5' 即 
dp 
3 <TFOs < 
A 
所 以 等 < 上 TT 
2 1 = nc 7 0 + [rime 
因 在 [0,100] 上 ,e- 不 变 号 ,=i06 是 连续 函数 .根据 积分 第 一 中 值 
Re 有 2 
/= mh ti sl 


1— e-5 半生 e-'% 
10 100TH (Ose50, 50&6 < 100) 


1 一 e 一 50 ee 一 50 e-!% 1: e-5 e500 e-!% 
显然 ， 100 二 +10 <100 了 5 +100 二 
1— el 
0 


1 一 e-5  e-%—e-m 1—e-” 1 一 e-S 
100 二 +100 十 如- 了 1 二 冰 

四 有 ee Ee 
所 以 有 遍 < 上 人 zi < 


5.2. 35 证 明 :lim n [= V2 + zdz = 0. 


证 因 在 区 间 [0,1] 上 , V 2 十 :连续 ,zr 不 变 号 ， 人 
一 中 值 定 理 , 存 在 点 《4E 《0,1) ,使 


[= V2+zdr= Vats [ra 二 了 


， 


于 是 ， tim [* V2+ tz = lim YEH = 0. 


5 2. 36 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , [f(z)az 一 0， se 则 
存在 一 点 zo，、 0< z+ 使 | 和 fz | 

解 ”用 反 证 法 . 首先 ,f(D 4 开 f(r) 二 一 4 是 不 可 能 的 小 在 
一 — 
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[0,1] 上 必然 存在 一 个 子 区 间 , 使 得 if(z)| < 4. 设 其 为 [6.,6:] 己 
[二 ,1 由 定 积分 第 一 中 值 定理 ,有 


1 1 :4 1 。 1. 
ie 一 也 (zdz = he 一 豆 )f(z)dr 十 Pe 一 去 )f(z)dz 
1 1 
十 人 ce 一 f(z)dr 


sc ls rR er 
<4he ba + #00) fd at 4c bar 


1 1 i 
<4]e-he= 十， 
其 中 至 入 < 二 各 委 1 
和 1 二 1 1 
又 (4 一 去 )f(z)4r 过 一 4 (一 北上 r= 十， 
1 1 二 1 1 1 
故 fc 一 于 )fCoDaz 一 [人 CG 一 去 )fGaaz 十 fc 一 二 fo)tz<<1， 


但 是 ,| = - 去 ?foae = | =fGo)az 一 去 | reya 一 1 产生 区 症 , 所 
以 必 存 在 一 点 zeE [0,1], 使 [f(z0)| > 4， 
5.2.37 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,| .f(z)zar = 0, (4 一 0,1;…， 


@ 一 D)，| =f(z)az = 1 证明 在 [0,1] 上 至 少 存在 一 点 吉 使 ， 
[f(z0) | > 2 十 1)- 


Me lss = [Se ly 
解 (一 去 f(a 一 | (一 去 25(Ddz 
= PD fer Ba 
As 量 
RY i 
= Ze > fz sf(2)dz = 1. 


又 


fc — 1)f()a 
o 2 f(s)dz 


| 和 -et 
ee 


< 
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< 上 (二 一 z)*|f(z)iaz 十 fi 全 > 一 > Ha 
由 积分 第 一 中 值 定 理 , 有 
上 of ar = DE: 网 (二 一 ad 
= |fD1 起 Ge [0 二 ]) 


上 
人 (z 一 总"1fCzldz = |7(22)] 。 | (z 一 浅 ) “dz 
El 了 


1 1 
D1 Fre! Ce [1 
不 妨 令 1 了 (51)| 之 1f(62)1, 则 取 zo 一 所 ,从 而 
1= | bwe| < an t+)] 


H(z0)} 
2 十 1) 


1 ; 
SarmaTrr "2 | 
所 以 存在 点 rz E [0,1], 使 得 
1f(zo)| 过 2"Cn 十 1). 
35:2. 38 。 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [o,5] 上 严格 单 谓 且 连续 ,证 明 函 
数 Pao = 二 -| 5) 内 与 函数 f(z) 的 单调 性 一 
致 . 


证 “不妨 设 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 单调 递增 , 任 取 a< mm <z < 
因 f(z) 在 [oa,z],[a,zz] 上 都 连续 ,由 积分 中 值 定理 可 得 
Pr) = 二 上 了 f(Dd = f(8), (oh Sn) 


Pr) 一 5 [ou = ait fF f(Dat+ fw 
: 


当 t € [za, 2 J 人 区 一 


一 


Ddt = 了 CS) 


于 是 jt Df(&) on LRCzD)。 
即 PCz) 在 开 多 间 忆 :8) 内 与 函数 2) 的 章光 尾数 :|| 
| -= 
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5.2.39 设 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 连续 , 且 在 任意 区 间 [a,p] CC [a， 
中 上 , 均 有 | [free| 去 418 一 al 成 立 .证 明 :J(z) 二 0, (其 中 认 ， 
6 为 正常 数 ). 

证 用 反 证 法 .假设 f(x) 不 便 等 于 零 , 则 必 存 在 点 4 € [a,5],f(6) 
关 0. 不 妨 设 f($) > 0, 由 连续 函数 的 性 质 , 存在 以 为 中 心 的 区 间 
[a,8] ([a,8] C [a,]) ,使 当 z € [a,8] 时 ,f(z) > 0， 

令 有 二 十 0 一 一 ,lims, 一 0,e, 之 0. 由 积分 中 值 定理 得 


far = 2f(6)0, Ge [ospD) 


te 
由 是 设 知 ,| 76D | < Neo 所 以 有 AT < MC2eYs. 
故 了 (8) = limf(5.) Mlim(2e.)' 二 0, 即 f(e) 之 0. 这 与 假设 1(6) > 


0 矛盾 .所 以 f(z) 二 0. 
5.2.40 设 f(z) 在 [4,8] 上 连续 ,4 过 a 二 z 二 8, 则 


lim t+ ~ F060 = Fa) ~ fo). 
解 ” 令 w 一 4 十 4; 则 
sr wa se = {sedan +t {sean 
: i i : 
其 中 |4| 充分 小 ,所 以 [a 十 h4,z 十 条 CC [4,8]. 又 
frow= foe + [su 
于 是 [Ef + 一 f(t = [rwu ~ hr fdt, 
由 积分 中 值 定理 ,得 
[tret 1 = FO = F680) .rn 


其 中 ,xz 之 6 之 z 十 ha 之 7 之 a 十 刀 所 以 当 h 一 0 时 ,2 一 zp 一 qa. 于 
是 ， 


tim [Lf +4) ~ FD = fa 一 fo. 
5.2.41 设 f(z) 是 在 [a,8] 上 连续 、 非 负 、 并 且 严 衬 递 增 的 函数 ， 
由 积分 中 值 定理 ,对 每 一 个 > 0 必定 存放 唯 的 数 太 ,。 之 < 使 
得 eS 


一 ,8 一 
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PD = ss ra, 
求证 ;limz, = 5. 
证 。 设 :为 任 给 的 正 数 , 且 满 足 0 之 :< 和 二 ,由 于 f(z) 严格 递 


增 , 故 区 二 入 > 1， 于 最 存在 一 个 正 二 歼 )" 合 要 ?之 NW 时 ,有 
了 (5 一 :) > 一 
je 一 2z) 2 ” 


即 


又 [rar > 1 > | re 一 edt, 


因此 二 [rou> ps | ro sdt 
1 
ee 
从 而 ,只 有 z >5 一 22 时 ,z, 才 可 能 满足 
f(z,) = 人 oz 


于 是 推 得 ,存在 一 个 N, 使 得 对 于 无 论 怎 样 的 p> 为 ,都 有 5 z,>5 一 
2e. 即 limz, = 6. 


$2 NE 和 0<a a0> 0， 证 明 , 存 在 61131 < 1 使 


| esinz 


证 SE A 


有 
ve “sinz 1 . 1 
-二 , Sinydz 一 Toa (00ss 一 cosa) 
和 


Pa, (a < bh) 


| 
一 6 一 
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5.2.43 ” 设 f(z) = 三 sem 证 明 : 当 z >> 0 时 ， 有 
If(z)1 入 十 
证 令 t= Vw, 则 2tdt = du 代入 得 


(e+D2 


f(z) = sint?dt = | Tm 


由 积分 第 二 中 值 定理 (一 一 是 单调 递 威 的 ) ， 
分 第 二 中 值 三 单调 递减 的 ), 得 


e+D2 1 1 ‘ 
inudu 一 » | sinudu. (x? < E < (z+ 1)) 
上 人 攻 2 V 2 上 


inudu 一 一 去 Co 一 cosz2). 


fo 入 去 lo 一 es 之 十 
5.2.44 设 f(z) 在 [0,1] 上 二 阶 连续 可 导 ,f(0) = f(1) = 0, 并 且 
当 z € (0,1) 时 ,f(z) 天 0， 则 上 | 铝 2|> 4. 
解 ”由 题 设 可 知 ,f(z) 在 (0,1) 内 同 号 , 故 不 妨 设 z E (0,1) 时 ， 
7(z) > 0, 并 设 f(zo) = maxf(z) ,显然 z_ (0,1). 因 而 (20) = 0. 


又 
i 
f(z0) 一 | 了 (z)dz| 一 (1 一 zolP(c) 一 (1 一 zo) 
0 
其 中 过 之 1. 由 此 可 得 
fz) < (1 — zo) 人 eoles G 一 2 必 [Pz) laz. 
”o a 2 
同 理 . a 
f(z0) fr ar zof (€2) Pa, (0 二 总 二 zo)， 
0 #2 


全 
| fr(z)dz|, 
2 


于 是 ，fG9 < flr) la 令 w= PD 1, 则 
UP < a0 0 iFi ef imeole 
ac 
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= nl 上 frz)ldz 一 到 . 
由 于 f(z) 关 0 (0<<z<<1) ( 因 若 不 然 ,f(z) 必 为 线性 函数 ,但 这 与 
f(0) = 二 了 (1) = 二 0 及 f(z) 关 0,z€ (0,1) 矛 盾 ), 故 fr ler = a> 
0, 又 因 ze 一 z) 在 [0,o] 中 仅 在 z = 名 时 取得 最 大 值 , 且 最 大 值 为 本. 
所 以 ， 


0< [fo 了 < 十 ， #0= 1[fr te], 
由 此 可 得 
edb > hi 有 


5.2.45。 数 M[ 有 ] = lim 二 red 称 为 本 数 了 (x) 在 区 间 (0， 
十 ce) 内 的 平均 值 . 求 下 列 函数 的 平均 值 . 
(1) f(z) = sinzz + cosx(z V 2 )， 
(2) f(r) = arctgr; 
(3) f(z) = W rz sinz. 
CD as + cos(é V2)]ds 


= 名 ee 
J V27), 


一 z 一 Lsin2z 十 
4 4 


以, MES = lim Cain's + co V 3264 


] 
= lim =- Tsin2z 十 一 V 2 ?|]- 


(2) ML = lim 十 | acesd 

= lim T [zareter 3 了 adl 十 七] 

inGCt 十 zx) 
Er 


kd , 
my 
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王 Sn 四 
2 Tr 2 
(3) 利用 第 二 中 值 定理 ,得 
[ Vesinede = Vz [snes = Wz (cose — cosr),' 
(0 之 c 志 7). 
于 是 ， M[f] = im 二 V & singdé = 0 


3 


5.2.48 对 积分 J sinzeosrdz 应 用 第 二 中 值 定理 , 求 出 该 定理 中 之 
4 值 . 

解 [sinaeoszar 一 王 isin2zar 一 一 全 ,一 立 . 

取 f(z) = sinz, f(z) 在 [0, 于 ] 上 单调 递增 , 非 负 . 9(z) == cosz 在 
[0, 气 ] 上 可 积 . 由 积分 第 二 中 值 定理 ,得 


于 一 sinzeosres = sin 可 代 Coszdr = ] 一 siné. 


故 sne 一 去 ,所 以 5= 半 . 


又 取 f(z) = cosz, f(z) 在 [0, 孔 ] 上 单调 递 威 , 非 负 ,g(z) = sinz 在 
[0, 屯 ] 上 可 积 .于 是 
了? = he = cos0 。 sa 一 ] ~ cost, 
故 cose = 万 . 所 以 上 一 
5. 2. 直 用 积分 第 一 中 值 定理 估计 积分 
(1) 六 衬 Snzdz， (2) bt (0<a<h). 
解 〈1) 设 f(r 二 sinz,gp(7) 二 一 , 则 f(z) 及 glz) 在 [100x,200x] 


上 满足 积分 第 二 中 值 定理 的 条 件 , 又 p(z) 一 二 单调 递减 是 不 为 负 ,于 
pe 
是 ， 


一 833 一 
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200* sinz 1 1 一 oose Sin2 部 站 
| i 可 | oossinzdr 一 1007 50r 一 507， 
其 中 , 100r < 过 200r,0 坟 6 芭 1 . 
y 区 1 fo sint 
ms inz2 ee -一 i 
(2) 设 z= V 7 则 | sncac= 去 人 Ee 


其 次 , 设 f(D) 二 sint, p(D 二 (V4)-!, 则 p(w) 单调 递减 ,上 且 m() 
> 0, 于 是 


Py Se 
Rr = 站 (cosa Cosé 
tn 

a 2 2 a 


其 中 < 之 如 ,10| 之 1 所 以 
sneer = 二 (lel < 0D. 
5.2.48 设 > >z>0, 证 明 
[|<z | 
证 “” 士 在 [z,z] 上 单调 北 戚 且 非 负 , 由 积分 第 二 中 什 定 理 ,得 . 


「 ear 过 二 | sinser, (<e<r). 


= | 一 二 (cost — cosr)| 


< 二 (looe1 + leoerl) < 2 
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$ 3 ” 定 积分 的 计算 
内 容 提 要 


1. 按 定 积分 的 定义 计算 〈 详 见 § 1 定 积分 的 概念 ) 

2. 原 函 数 方法 

(1) 基本 定理 ” 设 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 连续 , 则 
F(z) = [ee 


在 区 间 [e, 妇 j 上 可 导 , 且 PF'(z) = f(z). 
(2) 基本 公式 (牛顿 一 莱 布 尼 效 公式 ) 
设 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,F(z) 是 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 的 任意 一 
个 原 函 数 , 即 F'(z) = f(z),z € [ac 村, 则 
fsa = PCD) — Pa). 


3. 定 积 分 的 分 部 积分 法 
设 f(x) ,glz) 在 区 间 [a,5] 上 有 连续 的 导数 , 则 
rev (rz)dz = f(z)。 go 一 for (z)dz. 
4. 定 积分 的 换 元 积分 法 
设 (1) f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ; 
(2) g(t) 在 区 间 [a,p6] 上 有 连续 的 导数 , 其 中 a = mp(o， 
b= pf,a < p(t) Sb,t EE fa,pj, 则 
roe = fp) Ou 


5. 周期 函数 奇偶 函数 的 积分 
(1) 奇偶 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 


| f(Ddt = : row， 1 人 “0 
和 0， 了 (t) =— f(—). 
(2) 周期 函数 的 积分 
设 f(z) 是 周期 为 工 的 函数 ,又 设 a 为 任意 实数 ,x 为 正 整数 . 则 


一 835 一 
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7 7 
1) | f(Ddt = iroa, 


tr rT 
2) | f(Ddt=n [roa 


问题 与 解答 


1. 基 本 概念 
下 面 3 题 采用 牛顿 一 莱 布 尼 效 公式 是 否 正 确 : “” “ 


5.3.1 积分 | , 稚 一 一 二 | ,= 一 2, 是 否 正确 ? 


有 学 
否 . 因 被 积 函数 十 在 区 间 [ 一 1,1] 上 不 连续 ,所 以 一 二 不 是 点 的 
原 函 数 . 故 不 能 采用 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 . 
5.3.2 积分 | , 革 Grete 二 ur = ae 十 |， 二 0, 是 否 正确 ? 


否 . 因为 被 积 函数 在 [一 1,1] 上 不 存在 原生 数 且 不 连续 ， 所 以 不 能 
应 用 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 


5.3.3 积分 上 至 2 十 Ee er 


i 
是 否 正 确 ? 


否 . 显然 ,上 式 计算 结果 是 错误 的 . 因 被 积 函 数 在 区 间 [0,2r] 上 不 
1 tgz 
连续 , 故 一 一 arctg 一 一 在 [0,2x] | g 
存在 原 函 数 且 不 连续 族 二 es /地 在 [ x] 上 不 是 被 积 函数 的 
原 函 数 . 
下 面 各 题 所 采用 的 换 元 法 是 否 正确 (5. 3. 4 一 5. 3.7 题 ): 
5.3.4 下面 的 运算 是 否 正确 ? 


J 
『 好 十 14 『 1 十 去 
pr 


到 了 1 
To | 


一 于 十 去 -2+(z 一 二 


dz 本 本 
上 2 
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1 一 二 
= 一 - z| =0. 
三 中 
否 . 此 题解 法 是 错误 的 . 从 表面 上 看 ,似乎 没有 换 元 ,但 实际 上 已 经 
et 
下 


上 也 不 是 被 积 函数 的 原 函 数 . 
5.3.5 ”下面 的 运算 是 否 正确 ， 


lL 
1 dz 1 1 一 由 人 dr 
六 证- 人 -上 二 -=~ 站 证 s': 
a 
从 而 ,全 3= 0 
否 . 此 题解 法 是 错误 的 . 由 于 采用 了 换 元 法 , 令 z = 十 .而 变换 := 


十 在 区 间 [ 一 1,1] 上 不 连续 , 故 不 满足 换 元 条 件 (2). 
5. 3.6 。 下 面 的 积分 运算 是 否 正确 ， 
设 上 = 世 , 则 汉 一 Be io， fi = 『 三 “让 at = 0. 


否 . 因为 :二 直 的 反 函 数 z 二 p(0 一 土语 不 是 单 值 函 数 . 要 使 代 换 
得 到 正确 的 结果 ,应 将 已 给 积分 写成 


| 人 


对 于 等 式 右 端 前 一 积分 用 变换 z 一 一 生 , 后 一 积分 用 变换 z = 熏 , 得 到 
正确 的 结果 是 


f==[,— 3éa+ Shums fda=2. 
5. 3.7 在 积分 二 Yi— zidz 中 , 令 工 二 sint 是 否 可 以 ? 
否 . 这 个 积分 不 能 用 代 换 = 二 sint, 因 为 当 z 在 [4,3] 内 变化 时 ,: 没 
一 837 一 
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有 对 应 值 . 
应 这 样 计算 : 令 1 一式 二 6, 则 ztz 一 一 羡 edt, 故 
六 YT zdz = fx Zr)dt = 2 fru 
3 1 45 


dn 二 二 
2 4 16) 


5.s.8 ”在 积分 | V1 一 zdz 中 作 变 换 z = sint 时 ,是 告 可 取 数 
和 元 作 新 的 上 、 下 限 ? | 

是 .因为 > = sint 是 单 值 连续 函数 , 且 在 [3 ,z] 上 是 单调 的 . 

在 [多 ,7] 上 Veost 一 一 cost, 故 


:= cosatdt 一 Fs = [去 (十 1 sin2 人 


=| 


一 他 [sint Sinz? ee 
5.3.9 运算 其 | Te 一 站 是否 正确 ? 


否 . 因为 上 限 为 二 ,所 以 | 二 到 satt 是 x 的 函数 , 即 为 的 复合 函 


1 十 cos 六 
数 . 因而 求 导 时 必须 用 复合 函数 的 求 导 公式 . 
正确 的 运算 应 是 : 
ad [2 sint inz? ,2z + sinz’ 
让 外 TT 人 一 T 寺 这 二 
一 般 的 公式 是 : 


EJ f= f(a) yc 
0 
5.3.10 若 f(z) 是 周期 函数 ,周期 为 7, 则 对 于 任意 常数 a 都 有 
F "p(n)dz = [roe 
是 . 这 是 因为 
re = rive t srt fi sei, x) 
一 


| 
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对 上 式 第 三 个 积分 施 以 变量 替换 * 一 上 十 7, 得 
三 rom a [se + Tat+ 7) = [row [sou. 


代入 (x ) 式 ,得 [sear = [sa, 
事实 上 ,由 其 几何 意义 ,更 容易 理解 命题 的 正确 性 . 


2. 变 上 限 的 定 积分 
2z, 0<zr<l; 


5. 3. 11 ao 全 1<z<2. 


求 积分 上 限 的 函数 0(z) = [fCOd 在 0 <+ 忆 2 时 的 表达 式 . 
解 ”由 于 f(z) 是 分 眉 函 数 , 故 应 分 段 求 0(z). 当 0 过 + 过 1 时 ， 
有 


D(z) 一 roa 一 zu = 0 = 
当 1<z<2 时 ,有 
0(z) = iroa zu 平 [ Li: 
5 6 人 2 
22， 0 之 z 近 1; 


所 以 ， co- 上 +z)，1<z 扩 2. 


5. 3. 12 证 明 :函数 P(t) = 二 [rpsnoc 一 z)dz 是 方程 mv(i) 十 
F(t) 二 f(t) 的 解 .其 中 f(D 是 连续 函数 . 
证 (DO = 色 P(D 


上 | fC)sinolt z) )dz 十 CDsinaCt 1 
roeeou 一 z)dz， 
PO) [sw * wsino(t 一 z)dz + f(t) 


二 一 凶 ranod 一 z)dz + f(0). 
于 是 ， 
一 839 一 “ 
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Po(b) 十 oP) 一 一 oo 人 rosnea 一 zz 十 f(D 
十 加 [rosnou 一 zdz = f(0). 
5.3.13 求 (D) 半 < 人 VITeu (2) | 
2 
《3) 二 友信 Cos(nt?)dt. 
解 0 VT+ Rat = | 
一 2z。 V+ 


2 ad 
ped RAE at 


中 
Te Ve Fl VT 


Ln) 。 7 | 
dr d(z3) Jo /I+ 
2 
a 
rz 22) Jo 1 十 由 
3z 2z 


I 
Vi+z? Vi+s 
(3) a 六 eev 
dz Ju 


d 0 d Cosr 
二 cos(XE)dt 十 去 上 Cos(nt*)dt 
ne 


dsinz 


dz dd 四 


[i cos (At ) dt 


dcosz 


二 dz “dcosz 


cour 
cos(xt?)dt 
i, 


一 一 Cosr » cos(xsin’r) 一 sinz » cos(xcos’z) 
= (sinz 一 cosz) » cos(x * sin?z). 


注 ”cos(xcos?r) = cos(z 一 zsin?r) 一 — cos(Asin’7). 
coser [Gar 
5.3.14 求 (1) lim 汪 (2) lim 2 3 
和 to E28 十 1 


一 44 一 
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( [ee 
: 


(3) lim 一 :一 一 - 
外 下 
0 
[ee 
解 CD lim 一 lim(costz) 一 1; 
(Carctgz)2dz 
(2) lim J lim -Carctgz) } 
Pap 二 Pert z 
Vite 
( | 2e7 [ee 2 [ee 
(3) lim 一 过 = lim lim 二 
cre erg Par ee tm ec 
o 
2 
a 
+ 2zer tm I 
5.3.15 证明; 当 z 一 oo 时 ， ea 2 pe 
证 ”用 洛 比 达 法 则 ,有 
fe 2 
lim :一 一 lim 一 一 一 一 = 于 
pe 一 323) 
所 以 , 当 5 一 品 时 ,edz 一 去 
0 2z 
Fa + Drat 
5.3.16 求 lim rt 
On: 
证 用 洛 比 达 法 则 ,有 
) 
(1 十 sinz)am。cosr _ 
人 
了 
2 
| f(Dat 
, » 


5.3.17 设 了 (z) 连续 ,fs 9 六 (0) 天 0 求 m 
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解 ”在 极限 


2 [rou 
row Jrowln _ im 2 


1 


lim 一 -一 一 一 - 
z[ron ra [reou 
二 


-0 
的 分 子 .分 母 中 分 别 用 洛 比 达 法 则 ,得 
2 
f(D 2 zf Cr? 0 
加 
f(Ddt 
js no flz) _ Fz) _ FCO) 
及 ip 2 ln 2z 一 2 
" f(Dat 
因 扬 (0) 天 0, 所 以 lim 一 =1. 
Sh =| row 
5. 3.18 设 f(z) 为 连续 正 值 函数 ,证 明 : 当 z 之 0 时 ,函数 
Hf Dt 


0D 


9(z) 一 全 
| rou 


证 首先 注意 ,Jim 9(7) = tim ,号 -0, 故 若 规定 w(0) = 0, 则 
9(z) 是 z 过 0 i 另外 ， 
yg (z) = {0 rou 一 flz) ， [swa) 


《 [人 
= 一 六 2 一 ofod 人 > 0 
(je 
所 以 ,p(z) 当 z 之 0 时 是 单调 递增 的 . 
5.3.19 设 连 续 函 数 f(z) > 0. 试 证 当 z 0 时 ,函数 
[sou — [fat 
0 1 3 递 


rR 
fdt 
09 


F(z) = 


§ 3 定 积 分 的 计算 


证 “只 要 证 明 严 (z) 三 0 即 可 . 
ucov- row eu 


因为 f(z) = 1. 于 是 依 上 题 结 
有 f(Dat rou 
[wou 
的 导数 为 正 , 所 以 F'(z) 之 0. 
row 
3. 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 
上 dz 
5.3.20 求 y 
来 V1 — 2ar a) — 2br + b?) 
(la <1, <1,%> 0). 
解 ”在 公式 


| dr 
4z2 十 pz 十 C 
三 一 A+ 人 + VA V 杯 十 应 十 5|+c 
ye 2 
中 , 设 4z: 十 Brz 十 C= (1 一 2azr 十 o)(1 一 2bz 十 及 ), 两 端 求 导 数 , 且 
同 除 以 2, 得 
短 十 全 = 一 b( — 2ar 二 a’) — a(] — 2bz + b?). 
由 此 推 得 , 当 z = 1 时 ,在 对 数 符号 下 的 表达 式 的 值 为 
— a ba) +2 Va — ol—b) 
= (Va— VB)+ Vw)’, 
而 当 z = 一 1 时 ,得 到 对 数 符号 下 表达 式 的 值 为 
一 (Va 一 V4) 一 Vb) 于 是 
[ dz -no 
VO 2ar+ad)d 2 +H) Ve 1 Va 
注 ”本 题 在 使 用 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 时 ,采用 了 技巧 ,使 得 代入 
上 限时 计算 结果 十 分 简单 . 
5. 3. 21 求 | 一 zle 


In 


一 .43 一 
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解 fn 一 zldz 
一 fa 一 z)dz 一 fa 一 z)dz 一 1. 

注 “对 于 被 积 函数 f(z) = |1 一 
z| ,在 区 间 [0,2] 上 直接 用 牛顿 一 莱 布 
尼 兹 公式 求 原水 数 不 太 容易 .但 是 ,在 区 
间 [0,1] 与 [1,2] 上 逐 段 积分 却 十 分 容 5. 3. 21 题 图 
易 . 对 于 一 个 复杂 的 函数 ,适当 的 分 段 ,然后 逐 段 积分 往往 是 求 定 积分 
的 一 种 好 方法 . 

适当 的 分 段 ,并 将 函数 变形 求解 (5. 3. 22 一 5. 3. 33 题 ) : 

5. 3. 22 求 | zlw (a <b). 

解 (1)a<b 过 0 时 ， 

原 式 = 人 一 zdz 王 一 到 一 一 证 一 62)5 
(2) a 二 0<=5 时 ， 


原 式 = [nm 一 zdz 十 | 一 一 去 


er | 
。 


= 
3 《az 十 0). 
(3) 0 入 ac<2 时 ， 
原 式 一 | = 二 — a2). 
5.3.23 求 mncz,zod 
z，|zl 和 V2 + 得 
2， lz|> v2. 
小 min(2,z2?)dz 一 『 了 (z)dz 
-3 3 
二 /TT 2 
=| 2dz 十 2| zuz+| 2dz 
a 9 V2 
一 2( 一 V2 +3) 二 本 CV2) 2 一 V2) 
= 10 一 部 V2. 


解 ” 由 f(z) = min(2,z?) -1 


一 844 一 


$ 3 定 积 分 的 计算 


sinz, |z| = 


5.3.24 已 知 f(z) 一 求 1(z) 一 sou 


0， |z| 之 
解 ” 当 :过 一 画 时 ， 


1 一 [rou=| saw+ | ,00 =1, 
jl 
当 一 也 <+<< 子 时 ， 
1(z) = [seou = 人 au = 1 — cosz. 
0 
当 z> 之 也 时 ， 
1(z) = [scou = Jesinat 十 | 0dt = 1. 
0 0 互 
1， lz| 宇 
故 1(z) = 
1 一 cosz， |z| 2 
5. 3. 25 求 上 Iz(z 一 2)1dz. 
解 FR V lz(Gz 一 2)|dz 
= Vr+ | Vr 一 2rdr 
' 
= 外 = Gi + (z 一 1 一 ldz 
i 
1 pi 
= TL 1 VE 二 CT + arcsin(z — 1) + 
] 
Lc 1) V(rz—1)? m1—lIn(r—1+ V(r—1) 1 
= 于 + V3 一 六 In(2 十 V3). 


5.3.26 求 | Vsing 一 sinsgdb. 
0 


一 .843 一 
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解 ” 原 式 = ficow Vsin0do 一 [ev VSingd0. 


序 4 
3 


| ER 
3 (sing) | 3 (sing) ls 


5.3.27 求 上 VT — sin4zdz. 
0 


ll 
Ci 


V1 — sin4zdz 一 小 W (cos2z 一 sin2z)zdz 


|cos2z 一 sin2z|dz 


ll 
Cy 


(Cos27 一 sin2z)dz 十 上 (sin27 一 cos27)dr 


ls 


了 
一 广 (sin27 十 cos27)| 十 二 (一 sin2z 一 cos2zr) 
0 


V 2 ， 


5.3.28 求 [lezlar. 


解 ligr dz = hi - lgz)dz 十 ee 
上 ， 


Il 


1 
(一 ze 人 + 上 十 oe 十 xlgz|” = fae 
1 
= 2(1 — lge. 
|inz| 
5. 3. 29 求 | ,ew 


三 吕 


一 8(j 一 


5.3.30 求 es Vsiniz + 1dz. 
9 
解 ” 原 式 = | Sinzz 十 ldz 一 上 cosz Vsin2z + ldr 
玉 


一 86 一 
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= 上 V1 十 sinzrdsinz 一 此 ~ V1 + sinizdsinz 
= [Sincsin 十 V1++sintz) 十 一 nz V1 十 an] 
0 


2 


一 [imcsin 十 VI 十 sinzz) 十 2 nz Vi+ sin] 
和 


一 In(I 十 V 2 tk 


5. 3. 31 求 | 二 ， (0<:t<1). 


”dr 2 
解 Ss- TT + | Te 
人 dr d(2% — z) > 下 dr 
Te o1 十 secos(2r —7) “ol + ecosr 
,fr 
-2 +) 
Li dr 到 dr 二 
-| ss + ?2 Ss 4 1 
-4 dr pe 上 dtgr 
0 (1 一 sz)coszz 十 sin27 o tg2zz 十 (] 一 22) 
= lim arctg ez 4 Ee 
~ Vie Vi-e Vi-e 2 
2r 


M1-— 了 
6 
5. 3. 32 | [zxJsin Taz. 
0 6 
6 
解 | [zjJsin Tdz 
0 6 
2 3 6 
[sn dz 十 | 2sin dz 十 … 十 [ssin Ear 3 
1 6 了 6 5 6 区 


5.3.33 求 J senEsin nz) Jar. 
解 J sansinGn? er 
= [+ f+ f+ Jeersin ns) Jee 
一 847 一 
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—x« 2 

= | Dart [sat | (一 Diz 十 … 

=— (ed) +ed—e")— ene) + 
《一 er)( 一 1 十 e 一 ez 十 ee 一 …) 


1 -ee Se 和 
TFe™ 6 md Fe 也 了 
?” 开 十 开 十 王 十 5 一 24 
5.3.34 求 1= 人 2 和 
2 2 十 zi 十 z3 十 5zz 十 4 6 
解 1 一 T+ w+) ,Tha 


= e+rze+oe- 6 | 
= -+z 人 有 


一 2( 尝 一 6arctg2), 


注 。” 本题 被 积 函数 较 繁 ,但 是 用 多 项 式 的 除法 可 将 被 积 函数 变 得 
。 简单 , 易 求 原 函数 . 如 果 被 积 函数 不 易 直 接 积分 ,经 过 适当 的 初等 变换 
可 变 成 易 积分 的 形式 是 求 定 积分 的 一 种 有 效 途径 . 
将 被 积 函数 作 适当 的 变换 求 定 积分 (5. 3. 35 一 5. 3. 40 题 ): 
5. 3. 35 求 | 于 Jar 
解 ” 由 于 于 二 | = 二 二 1 十 了 和 ,从 而 有 


te 2 1 A 
有 je = Grcter + Sareer) | = 3 


和 4 6 
5. 3. 36 求 |, _cosz 十 sinz 
V cosz 一 sinz 


于 V 2sin(z 十 三 Vn 


A/ W 2 cos(z 十 本 ) 


解 原 式 = 上 


$ 3 定 积分 的 计算 


zsin2z? 
5.3.37 求 上 dr 


到 2zsinzzcosz2 到 1 十 sinz 一 1，， 
解 ” 原 式 下 1 十 sinz: | 1 十 sinz? dsinz’) 


本 aa 加 上 d+ sinz’) 
0 o 1 sinr’ 


= [sinz: 一 In(1 十 sinz’?) 


= sin 于 一 In(1 十 sin 也 ) 
5. 3. 38 ” 求 对 任意 的 实数 p.4 都 满足 等 式 
| 十 9q)f(z)dz 一 0 
的 二 次 函数 f(z) = x 十 az 十 
解 hier 十 9)(zz 十 ar 十 bdz 


1 
= me 十 (az + qz 十 (aq 十 bp)z 十 1]dz 


U 


[3 十 于 (mp 十 9g)z3 十 方 (ag 十 bp)z: 十 mr] 
a 4 + 简 地 了 站 


4 
一 2( 本 十 号 十 多 十 9( 计 十 羡 十 力 一 0 
因为 对 于 任意 的 p.g,hp 十 B9 = 0 的 充 要 条 件 是 4 = 8 = 0, 所 以 
1 a b 
Wr ee a i 
1 a 
t+2=0. | 
解 之 ,得 。 一 一 1, = 言 . 故 所 求 的 函数 为 f(z) 一 卫 一 z 十 站 . 
于 sinzz 
5. 3. 39 求 | 证 E 


一 
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Sin27 Sin2z 
解 。 原 式 = J Te + Ti 
pS Sin2r sin2z 
几 人 + Te 


= 1+e™ 
ME a ") 


-下 
5. 3. 40 求全 
解 由 于 被 称 


1 十 e 


卫士 < -二 十 sinzzdz 


和 一 2 


sin?7dr 一 一 一 一 . 


8 


[sin0|dO 
于 (1 一 2rcosb 十 72) 
函数 为 偶 函 数 , 故 


sin0d/) 
原 式 = 了 区 (二 2rcos] 二 72 


d(— 2rcos) 1 1 


1 
让 (CT 二 27cos + 7575 


1 ] 2 
ar (1 十 "2)(C1 一 ?7)2 


Eo 


arctg( 水 2 tgr) -He 


1 十 六 
5.3.41 求 四 到 
解 ”直接 应 用 不 定 积分 公式 
dr 
T+ sinr™ 


1 
区 学 


会 导 敏 错误 的 结果 ,应 如 下 求解 : 


上 dr 二 
o1 十 sinzz 


令 z 二 7 一 4, 代 入 得 


到 
[| 1 十 全 上 1 i 


上 dr 
FT in 
于 是 ， 


此 re FE dt 
于 1 十 sinst J 1 十 sinzt” 


dr 


上 dr 2 | 
o 1 十 sin2r o 1 十 sinzz 


一 850 一 


于 


7 ] 一 2rcosg 十 72?| 


2 eV Tan 


8$3 定 积分 的 计算 


= V2 也 = 


sin? cosJ 
5 3. 42 证明 上 | 5300 十 Sol 一 9 sin0 十 Cs ,并 求 其 值 


证 法 1 左 端 sin0 = 也 Ei 2sin1 


Sn co » no ces 


2” ,Sin/ 十 cosy | sing 一 
二 < jn 
fi (TF 0% + sin0 + 1 


1 
2 

-A 区 ty )| = 工 
2 


0 sin/ 十 cosy ) 4 
同 理 右 端 一 上 5 + 680 


ao cos) 十 sinf | cosb 一 sing | x 
2 cos 十 singy cosh 十 sinl) 站 


(和 -| 


左 端 人 Sin Un _ 直 


dz) 


6 sin0 十 cosO 二 人 Ta ( 
Esin| 7j + cos( 7 zj 
一 fi 0 oe 上 a eon, 一 右 端 
二- Ee 
-二 二 So -于 


5.3.43 设 f(z) 在 [- we Co > 0) 上 连续 ,证 明 
| 了 (mdz = fee + f(— jar， 


并 计算 | Ne 


F Tm 


1 
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证 因为 f(z) 十 f( 一 z)、f(z) 一 了 (一 z) 分 别 为 偶 函 数 与 奇 函 数 ， 


故 


a ou -| [D+ 


「 Cf) + 一))dr 十 让 「 (£07) 一 了- az)dz 


三 [sw 十 (一 z))dz = 右 端 


于 是 『 LS 让 ltr 
等 1 十 sinz 0oL1 十 sinz 1 十 sin( 一 z) 
1 十 sinz 


[rt 


"LI1 十 sinz 


一 2 [secradr 一 2tgz|? 一 2. 


4. 定 积分 的 换 元 法 
5. 3. 44 求 |， Td 


解 令 z= 也 一 4 得 


[| cosz 一 sinz 


9 Sint 一 cost 
0 1 十 Sinz。cosz | (— Du 


x 1 十 cost » sint 
2 
ed 上 cost — sint 
o 1 十 cost sint “ 


所 以 


cosr 一 sinz 
| dz = 0. 
o 1 sinz 。 cosr 


1 1 +tg0 
sin20 0 


5. 3. 45 求 | 
过 

| 十 tg? 对 1 十 te0 
解 。 原 式 一 上 py 2 ( 令 即 一 及 
[a [上 


一 852 一 


8$ 3 定 积 分 的 计算 


/TT J 
| 人 | i 
1 2t 2 J-—rt 


5.3.46 求 求 | V 1 一 cos2zdz. 
100> 100 
解 [ V 1 — cos2zdz 一 | V 2sinzrdz 


= vz Vsinizdr = W 2 。 > |sinzldz 


k= De 


= Vi 人 sa = 200 V 2 . 


3 四 
5.3.47 求 『 一 交 - 一 


3 
I i 2 ” sinr 

解法 1 | 日 Sinz gz | Ps 
1 一 cos27 天“V 2sinzz 


三 1 _ 。sinz vv 
和 V2 lsinz| 
3 
一 点 [ ldz 十 三 be]- 0. 
2 -于 " 


解法 2 令 z=t 二 7, 得 


Ea Sinz et 到 sint dt 
V1— cos2z - 1 一 cos21 
加 
三 js sint Jj,_0 
2(sint)? 
(根据 性 质 5. (1)》 
dt dt 
解法 3 令 sinz = 1, 则 dz = = . 代入 得 
COSZ /1 一 大 


Sinz cf i 
上 


en 
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(根据 性 质 5. (1)) 
Tsinr 一 cosz| +! 
5. 3. 48 求 1 = (于 于 dz. 
解 /= | er 一 于 dz 
一 | tg8”—!(r 一 [sec(z 一 子 ) 一 1]dz 


全 [| tg D+1(z 一 村)dtg(z 一 本 ) 一 1.-， 
1 


pr 
以 此 类 推 ,有 

1,1 1 1 本 1 
hot + 


四 0 全 tg(z 一 也 dr = 一 In V 2 ,所 以 
一 (一 0 全 mV2 + 二 0 一 二 二 (一 D 二 ). 
2 n 


5.3.49 ” 若 f(z) 在 [0,r] 上 连续 ,求证 
| zf(sinz) je A < flsinz) 和 
ol + cos27 2 Jo1 十 cosiz “ 
证 设 z= 一 4 则 


”zfCsinrz) ，_ 上 ( 工 一 Df(sin(x ~ 1)) 
| Heo |), T+eosr 0 7 0 


二 " (Csint)dt + tf(sint) 1 


= 1 十 cos’t ] 长 ot 
> f(sint)dt 了 tf(sint)》 起 
01 十 cos2 ol cost ” 


有 ”zf(Csinz) ，  [* _f(sinz) 
移 项 ,得 2 ,TF coe | 1 十 cos2z 


= zf(sinr) | f(sinz) 1/ 
所 以 | 5 上 


5 二 cs ol 十 Cos 
zsinz 
5.3.50 求 上 TF eo 


解法 1 首先 证 明 , 若 j(z) 连续 , 则 - 
B54 i 


dx 


$ 3 定 积分 的 计算 


二 
| f(r)dr = four 十 fae — zdz. 
0 0 0 
令 1== 2a 一 z, 则 
[rz 一 z)dz = | f(D(—d) = [ou 
6 由 
于 是 [repar 二 [te + fC24 — 1) Jdz. 
将 所 求 的 积分 代入 上 式 , 得 


[ zsinz iv fA[ sinz 车 (一 z)sin(r — 7) J]e 
o 1 cos’z eL1 十 coszz 1 十 cos:(x — 7) 


2 十 (x 一 Dsint - ，。 | 一 dcosr 
0 1 十 cos’r 6 1] 十 cos27 


= xarctg(cosr) [EE 一 于 . 
解法 2 首先 证 明 , 若 f(z) 连续 , 则 
人 rip 2 到 人 canpm 
令 z= 工 一 忆 则 
人 renopw = 一 fe 一 DGsint)dt 


一 十 | rinow = ucsindae 


于 是 arsinnar = 也 [rpm 
将 所 求 积分 代入 上 式 , 得 
[ ISinz > 5[ sinr Ee Tt (C082) | We Ea 
oT TF onze 2 oT co 2 


解法 3 令 z= 于 十 4 则 


[ zsinr 下 [于 +djsin( 持 + 


一 
0 1 十 cos27 


Cost tcost 
3) i+ sn 4 


一 858 一 
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i 


一 在 Le dt 一 工 
oltsint 4 


5. 3.51 求证 下 列 各 题 . 
(1) ereinpe Ee [sceosr)dz 
(2) 设 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 则 


Joscleosr ar = [seleosr bar 
(3) 若 f(z) 是 定义 在 (一 oo,co) 上 的 周期 为 7 的 连续 函数 , 则 
sear ro (a 为 任意 常数 ). 


证 (CD) 令 x 一 了 一 zz 一 2 


2 


一 Modz 一 一 du 
到 

左 端 一 [ f(sinz)dz 一 『 flsin(T — w))(— du) 
0 到 


0 
一 一 人 reeeow 一 [reesom 二 右 端 . 
到 
(2) 令 y= 二 7 一 z, 则 
[steosrbar = roeoser 一 用 1)( 一 由 ) 一 Treerpwr 
到 到 0 


令 y 二 z 一, 则 
， 
J sedeose lar = ffleosGr + 1 Day = {FC eosyl Yay. 


故 [iscieosr ar = 4 [oreosr ar. 


(3) 左 端 = [ser = [row 十 fra T 三 rw， 
令 z=u 十 7T, 则 xx 一 z 一 Tsdz 一 du, 于 是 
机 
| f(z)dz 一 fo 十 7 了)dx 一 eva = fra, 
T 0 o 0 


所 以 , 左 端 = free 十 roe 十 re freow 二 右 端 . 


2 + 
5. 3. 52 设 19 = jsint}at. 


— 856 一 


8$ 3 定 积分 的 计算 


(1) 证 明 f(z 十 7) = f(z); (2) 求 f(z) 的 最 大 值 . 最 小 值 
解 (1) 证 4 zt; 则 |sint| == |sinzj , 故 


z+)+ 季 
f(z) = 全 |sint|dt = 们 ?|sinu [du = f(z + 7). 


(2) 由 (1) 知 ,f(z) 是 以 x 为 周期 的 函数 , 故 只 需 考 虑 0<z<< 的 
情况 即 可 . 


+ + 到 
f(z) 一 | lsintldt = | Ssintdt = cosz 十 sinz. 


当 和 于 <z 二 mr, 即 rz<z 十 于 福子 r 时 ， 


+ + 和 
f(z) = |sint|dt = [au 一 Ee sintdt = 2 + cosr 一 sinz. 


且 £00) = [sintat = 1; 了 3) = su = 1; 
| 


了 (r) 一 一 | su 一 1. 
可 见 ,f(z) 为 (一 cc, 十 cc) 上 的 连续 函数 ,以 r 为 周期 . 


cosr 十 sinz， 0 入 z 入 也 
f(z) = 
2 十 cosz 一 sinz， 了 <r 
一 sinz 十 cosz， 0<r<3; 
f(z)= 
一 sinz 一 Cosz， F<r< 
令 P(nD) = 0, 得 z 一 于 或 = 哇 . 又 凡 于 ) = W2 ,7 时 ) 
2 二 TY 2 喜 
max f(z) = $e ，minf(z) 二 2 一 V2. 
5. 3. 53 未 | ,一 二 二 = 


一 857 一 
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解法 1 令 z 一 十 . 则 心 一 一 下 df, 注意 到 z< 0 时 ,> 0, 故 有 


LE 


代入 ,得 
1 1 
| a [| 人 ut = eatnat | 
‘tr Vi-4 FVI-4e 2 Ls 
二 五 一 二 arcsin -2 
12 2 2 
令 zz 一 一 2sect, 则 dz 一 一 2sect， tgtdt, 故 
2 
or | sect » tgt 1 Tt 
>) a 3) 
7 4 志 
二 于 一 arcsin -2- 
rm 2 3° 
rg dr 
5. 3.54 试 证 一 本 ,> 0). 


证 令 z= usint。 机 dzr 一 acostdt, 故 


原 式 = 人 acostdt 了 cos 


d 
0 asint 十 0 Sint + cost 人 


依 5. 3. 42 题 的 结果 ,有 上 上 
r os 


5. 3. 55 求 太 -之 二 2 we 
32+ V(r— 2)’ 

解 设 (= Yr 一 2, 则 z 二 台 十 2,dz 一 3tdt, 代 入 ,得 
站 V(r 一 2)2 3 _£ 

2 VE are 


= fe -6+ae 
' 


i 
2 4 


2321 


Dd 


(本 一 6 十 arctg 


St 


一 14 十 6 VY 2 (arctg —3— 一 artg 一 一 ) 


V2 V2 


§ 3 定 积分 的 计算 


一 14 十 6 WV 2 (arctg Fe 
区 


V2 
3 一 1 
因为 一 一 所 以 
V2 V2 
3 一 1 
arctg 万 十 arctg 让 arctg 全 EM 
2 2 i 
V2 V2 
2V2 
一 arctg Es 
于 是 FR A dz = 14+6 V2arctg2 2 
:2 十 Y(z 一 2): 
5. 3. 56 如 果 | Ss 到 , 求 


解 令 Ve 一 1 一 必 则 
| L dl 一 2arctg Ve 1+e. 


e—1l 


由 题 设 ， [= z= eed [2arctg Ve— 1 


= 3 x 2arctg Ver |! 到 


8 
则 arctg V er 1= 让 (了 和 本 
故 z = In2. 

5. 3. 57 

(UD arctg Vz 

上 i FD 
1 入 La 2 
(2) 试 确定 常数 .5 使 lim 一; zm A 


解 (1) 令 arctg Vz = 二 y, 则 z = tgy, dz 二 2tgy。seczydy, 故 


er 
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原 式 | * 2tgy * sec'ydy 2 


二 VC1 + tg’y) 二 Sec? 
四 1 1 5a: 
Sp 一 | 十 = 1 和 
让 
(1) 题解 法 2 
arctg Vz ， 2 本 
d 
上 re ee 
= 2 arctg Vz d(arctg /7 = (arctg Vr):l! 
二 可 
(所 4 上 二 (和 6 总 jer 
(2) 令 F072) = | du limr() = 0. 
人 zz = A wa, 则 limF(z) 二 0. 应 用 洛 比 达 法 则 有 


2 


1 
]im =li =Jy. 
加 | 二 Me 
欲 使 上 全 作 在 及 个 管 于 则 。 必 等 于 1. 即 
i jpeg 二 一- 一 一 
(ae 一 cosr) Vb 37 
本 2z 
A ) 
b rz » sin nh 
并 2 5 于 到 COSZ 
2z VD 十 3z 


(十 3z)sinz 十 3 一 cosr) 


rr 
+ ZZ 


2 lim =2. 2. 


3sinz 十 cosz(b 十 3z)》 十 -sinz 


= lim 


0 


所 以 5 二 1. 即 当 a 二 1,5 二 1 时 ， 


1 wu? 
rd 


一 2. 


ee 
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5. 3. 58 求 | ares V wz 一 1dz. - 


解 令 VVr 一 1=w 则 z== Cw 十 1)?, 故 
ae V wz 一 ldz -| Mr 十 1)2 
= (w+ 1)aretgu | 一 人 (2 十 Ddu 
= Br 一 2 V 3. 
5.3.59 求 he 十 z 一 二 cdr 
解法 1 令 v 一 虐 , 则 z 一 二, 如一 一 二 tu, 故 


2 L 4 Lt 
‘=a +s— Tea = fra + we 6) a 
Ea 了 2 u ww 


1 i 1 4 
上 k G+ 坪 一 Ded(e) = 一 [GE 二 一 De 下 
一 fa Sr 人 (一 1 一 二 )r+tau 
5 2 a 1 
= jo + ear — i 二 和 ep] 


和 二 .+ 人 
= 太一 (人 du [Le 于 -|e vau} 
一 本 一 1 
FE 
所 以 了 一 五 ez . 
2 
解法 2 令 z 十 十 =4, 则 (一 二)4z 二 dt, 故 
fa +z— eta = foriat ja 一 吉 )e ta 
s+ 
= Jat Je em= Jest J = a *+e 
: WN 
于 是 ,| 二 = 一 二 | 
一 861 一 
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2 
5. 3. 60 求 | 全 su 


ey 
解法 ! | | 二 2 


U 1 1 
a ( 当 乞 )dz] 
2 2 /2s+1 ov 二 | 
1 
[arcte(CV 2 2z 一 1) 十 arctg(W2 z 十 1]| 


2 
2 
2 
te ew nk ee 
解法 2 MI idz 一 de? er idr 
. dz 一 工 ) 
可 ba 
lim 2 Td lim 2 1 ey 
cot “xz2 十 二 ot (z 一 一 )2? 十 2 
并 bs 
1 
4 pe A Y 2 
= 一 lim arctg | =V2 .二 一 
V2 mot A 和 2 


注 ”解法 2 也 可 写成 : 
| Te Ba eat lim Sr 


11+z 1 十 TE 
t 
i 
= lim arctg |_ 十 lim arctg |， 
0 W2 V2 一 o+f W2 2 
1 4 也 1 Ld 开 


2 2 V7 V2 
SE 求 ] CE 
解法 1 令 z 一 去 =4 则 


i f dz 本 [ dz 
oz — z+ 1 ‘pe 二 去 ”十 了 于] 
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1 


化 dt dt 
~- 3 Juz 9 (GE 3 az 
4 4 


(P+ 
V3 
2 


再 令 上 一 tg9, 则 


= 后 cospip Ssing] | 和 
解法 2 令 y= Vt 一 fz 十 1, 则 一 z+ 十 1 一 六 二 0. 解 方程 得 
1 + Vay —3 


r= 7 


由 y 二 和 (2 一 各 ”十 二. 可 以 看 出 , 当 z 一 去 时 ,有 极 小 值 


六 ,在 (~ =, 二 ) 内 单调 递 碱 , 在 (十 ,十 co) 内 单调 递增 ， 因 此 ， 


1 dr 1 1 dr 1 
f< 了 时 ,看 一 可 0' 当 ?> 可 时 ,而 一 如 下 由 此 ,并 注意 到 y 


dr dr 
恒 取 正 值 , 故 有 
dz ! dz 
= 上 a 
J dy, 
Yhy FV hy —3 
再 令 y 一 十 ,可 得 
2 
‘| 寺 1dt 4 (4 — 30) +! 7 4 
' V4 一 中 一 于 +1 3 
1 
解法 3 人 欧 拉 变换 Vz 一 z 十 1 二 z 十 4, 则 
a splttte, 一 二 2GL 士 4 士 名 
诗 乞 工 二 和 二 20 


= 
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1+2t 
代入 得 = 和 Dm 2 | ot 
= 2 下 | =- 
解法 4。 作 第 二 欧 拉 变换 Vr 一 z 十 1 二 1 十 zt, 则 
2 十 1 1 十 十 中 2(1 十 上 十 缚 ) 
一 下 二 二 
代入 得 
dz 1 一 t 
ha- 千 y :三 FHF 


ti 十 22) 
?六 5 TIT (Ed 


= 计生 ee 


dt dt 
A [ee 
a 
= 
d 2z 一 | 3 
Wi 
dz 2 2z 一 1 


+ 3 Vr-ziil, 3 


5.3.62 求 | 二 |[eosCn 二)] | dz. 
d(cos inz) dlnz 


解法 1 人 -leesanzyrle = | se dz 


deos lnz | 
NE [sl dinz | 。 lazr 
pee | “d(lnz) ( 令 Inz = 
= | | ela = [ml sint|dt = 2n 。 au 本 
解法 2 因 (cosIn 1y 一 (cos Inz)’ =— sin Jnz .所 以 
| Sin Ine 


l 1 , 
| (cosIn 二)' ldz = | 


和 


一 864 一 
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一 [i sin Inz|dlinz ( 令 Inz = 4) 


0 
一 上 | sinuldu = 2n 「 sinudu = 4n. 


VS 


es 求 让 i 

上 | dz 

"1 十 (ctgz) 加 
民 dr 十 王 dz 
o 1 十 (etgz) V3 性 1 十 (ctgz) 3 


令 z 一 也 一 4 则 
下 dz 到 | dt 
于 1 十 (ctgz) V3 人 
下 dz ctg /Iz 起 
o 1 十 (ctgz)- V3 a Es 


dr 人 dz VS 


于 是 J er er a 


不 bd 
= 六 = 于 


5.3.64 求 fna + tgz)dz. 
sin( 守 十 z) 
解 1+t8z 一 井 斤 十 t87 一 一 和 一， 


La 
a nd 


In(1 十 tez) 一 In sin( 二 7) 一 In cosz — In cos 
令 z 一 也 一 4 则 


人 coszxdz 一 上 ln cos( 王 一 四 (一 4) 


~ BO 
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上 ln sintdt = | In sin( 4 + a)du = 上 In sin(T + z)dz, 
T 0 


于 是 | ma 上 tgz)dz sc 十 z)dz fein eoszdz 
0 0 


* x La 
= 上 ln cos Td? 一 于 ln2. 


ln(1 
5. 3. 65 求 | DO Do 


解法 1 今 z= tp, 则 全 二 三 dp, 故 


1!in(1 十 z) ks 
| In(1 十 tgp)dp 


fi V 2 2 sin( 本 十 9) 
一 In 


一 上 ln2dp 十 和 In sin( 本 十 p)dop 一 E In cospdg 


三 于 In2 十 一 1 


对 积分 4 作 代 换 p = 所 一 0, 则 


dp 


sin( 丁 十 mw) 一 cosg,dp =— do, 


于 是 n= meow 0) = [Fin eos = 1 
从 而 /一 可 in2, 
解法 2 令 z 一 全 二 4 则 
1 二 zz 一 了 ,1+ 四 = 
可 是 4 | Ee a 人 
C+D 
[to is te 


一 866 一 
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从 而 = 各 In2. 
注 ”利用 分 部 积分 法 ,容易 验证 


arc tgz x. [fn(CL 十 z) 
| 和 = 地 4 ln2 1 dr. 


虽然 | 和 ed 及 | 于 和 dz 都 不 是 初等 函数 ,但 我 们 仍 可 求 
出 1 的 值 . 

5.3.66 求 fz V2ar — zidzr, (a > 0). 

解 ” 令 a 一 z=t, 则 

原 式 = fe 一 D2 Ve — ea) 


= (a— 0)? Va td (St= asin0) 


到 
一 | a2(1 一 sing)’a? cos?bdg 一 STat. 
到 8 


Int 


5.3.67 今 f(z) = ,TF 


解 ” 设 w= 一 , 则 


= nt :nu = nt 
[ EW fa = ee 


| 
所 以 f(D 十 f 二 = 于 et Da 


dtsz 二 0. 求 f(z) 十 F(T). 


3 让 
* Int Int tnt 十 Int “Int 
-J et Fm 「 守 # | ¥ 
地 [Cin 二 一 2 nz. 
5. 3. 68 征明 等 式 


2 
feyar = 去 | zf(z)drz，(a > 0). 
2 Jo 


证 令 = 一 6 则 ztz 一 二 at 由 于 z 一 VY 在 [0,o] 上 是 单调 过 
续 的 , 故 
一 867 一 
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。 1 人 
Preou 这 人 Bdt i 下 zf(z)dz. 


5. 3. 69 ff 十 acosz) 


dr,lal 一 1. 
Cosr 


"In(l 十 acosz) 
一 | 二 - 工 和 coszdz， 一 0. 
解 令 1(o) 一 | 2 人 二 ecospdr, 则 1(0) = 0 
e dr . 
“9 [i 十 acosz | 


2 


"2a 十 (1 一 ao) 十 tg? 二) 


2 l—a, z 
= 一 -一 arctg 六 , 
Vi Viol I= 


故 1(@) = | ln(1 十 cosz)uv 一 人 om 
0 COSZ 0 


区 dz 


"1 一 a 十 2acos* 也 


dtg 方 


和 
开 


一 下 『 7 一 Tarc sina. 
0 Te 
注 ”本题 采用 的 是 对 含 参 变量 积分 所 表 函 数 的 求 导 法 . 该 方法 对 
某 些 积分 效果 很 好 . 
rc tg(zt) jz 


5.3.70 求 1 el es ,二 0. 
"rz YI 一 了 


dr 
解 7(0) 一 0,7 (0 | ， 
NS ° V 二 (1 十 zz2) 


rD=|— 一 一 . 
| + V1 
再 令 民 二 六 一 1, 则 六 二 如 十 1,wudu 二 ydy. 于 是 


令 z= 一 广 ' 则 


Ir'(t) i a lL arc tg 汐 
om+tE+1l Vite V1i+wl 
i 1 
2 Vite 
tt 
故 iw 一至 | = TInt VITA. 
2.VIT+e 2 
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Li a 


5. 3.71 证 明 ] 人 f+ 各) 全 = J + 区) 


证 设 半 = 已 则 
左 端 二 人 (=+ 友 ) 冬 = 去 ff( (:+ 全) 各 
= 去 [se+ 全 ) 和 + (et 4) 和 |] 
再 设 * = 全 , 则 


+ 二 
a2 1 dz a\dt 
) 冬 = 9 ja 
= jz+ 引 全 
5. 3.72 ”函数 f(z) 在 [0,1] 上 有 定义 且 单 调 不 增 , 证 明 : 对 于 任何 
ae (0,1), 有 
fsa > >a [| f(z)dz. 
证 设 F(om = 二 人 f(z)dz, 因 jCz) 单调 不 增 , 则 
[sw > > 
即 二 fo < 二 二 | reour， 
故 P(o) 一 二 fo) 一 去 二 f(z)dz 之 0. 所 以 , Pa) 之 7(1), 即 
is >a [row 
5.3.73 设 f(z) 在 [a,8] 上 连续 ,但 不 可 微 ,4 过 a<b<B,0 过 k 
二 1 求 闯 [e+ ty)dy. 
解 ” 由 于 f(z) 在 [a,68] 上 连续 .所 以 它 在 La,5] 上 的 原 函 数 存在 . 


设 为 F(z), 则 
一 869 一 
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fc + pay = [PGs + 0) — Pz + ba)], 
从 而 
去 [re+ tdy = TEP (z+ WW) — Pr (z+ ha)] 
gz J a 


= 芭 [fGz 十 一 KGz 十 如 )]， 
或 令 z 十 嫩 = 二 4, 则 
pa + hy)d -至 [十 (Dat 
dj eT Hd) kf 
= 二 [fz 十 把 ) 一 f(z 十 ka)] 


因 f(z) 在 [a,8] 上 连续 , 故 z+ 十 友人 5b,z 十 如 之 a, 即 
(1 ~ Pa<zre (~— bb. 


5.3.74” 设 (7) 连续 ,F(z) 一 fwr ca 一 Ddt, 求 证 : 


F(2a) 一 2F(a) = [f(a)) 一 f(0)7(2a). 
证 F(2a) 一 2F(a) 


= 人 or — Dat— 2 | rorcza — Da 
= 六 oreas — Dat — fren — Ddt, 
令 24a 一 t= 二 y, 则 
六 ror (2e 一 dt 一 一 forcza — yf (ydy 


0 
f(yf(2a 一 | [rn DF dy 


=— FO)FC20) + Ka)fCa) + [FP C2a ~ OF CO, 
故 PF(2a) 一 2F(a) = [f(a) J]? 一 fF(0)f(24) 
+ fr can DFO — sor en — at 


一 [f(a)]: — fF(0)F(20). 
5.3.75 ” 设 f(z) 是 任意 的 二 次 多 项 式 ,g(x) 是 某 个 二 次 多 项 式 ， 


已 知 ar 三 亩 [fC0) 十 47( 寺 ) 十 f(D], 求 ee 
解 ” 设 z= 02 一 oi 十 a (a 关 妨 , 则 
| 一 8 一 
1 
| 
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了 [row re tt allb — odt 


= (4—a) fate — a)z + aldr 
令 g[ 一)z 十 a] = f(z), 则 
(0) 一 9(D (二 ) 一 9 二 多 ,70) = 9(0)， 


e+e 


由 题 设 ,得 /一 2 十 go) + g(6)]. 


5. 定 积分 的 分 部 积分 法 


5 


解 ” 原 式 == 下 i fe 十 sing)dtg 0 
2 


到 机 
一 (0 十 sin0)tg 5 加 引 |,- 用 tg a 十 cos9)d0 


二 = 人 
= fi 8 了 * 2 cos: gd0 


et 
三 十 1 下 sinbd0 元 
5.3.77 已 知 f(0) = 1,f(2) = 3, (2) = 5, 计 算 arcour 


解 arcana = 去 far ca] 


1 1 
了 [zf (27) E 


' | 1 
[end [5 一 寺 f(2z) 


本 
= 了 [5 一 二 f(2) 十 二 1(0)] 一 2 
5. 3.78 ”利用 分 部 积分 法 ,证明 
fre dz = | scarya. 
证 在 定 积 分 的 分 部 积分 公式 
ewp eas = a(wW p00) | 一 [zeopoow 


mr 
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中 , 取 alw) = z 一 uP'r(u) = f(w). 则 有 
a (wu) =— 1, pu) = [fe (z)dz = ee 


代入 ,得 
| roc — wdu 


=[(z—w) 站 real 三 | 1) row 
1 。 
[Ge 一 动 re (z— 0) fra 十 上 {fifaryan 
= 六 六 real 
5.3.79 设 人 1(z) 一 | rou， fi(z) = ou， 
0 0 


finu(z) = C04z，…, 试 证 
] : 
f(z) = Dr fe — TFOOd, (n= 1,2,.). 


证 用 分 部 积分 法 . 因 天 (0) = 0, 4 二 1,2,…, 所 以 
去 fe 一 DCOd = Gr [Ke 一 DG 
字 rc — D7 1, 
+ fe — D(z — 4)"-2,(0)dd] 


二 tr fe — 2":f(Ddt 


1 En 
ee fe 人 df 一 
二 证 上 ~ df = [Lz — WFDT + | fa 
Ti， DD = [DF + | fat 
= fs 
0 
于 是 fo = Tr fe 一 -CO 他 
5.3.80 设 fCG) = | ”sinede, 求 证 ， 
当 z 之 0 时 ,有 |f(z)| < 


一 878 一 
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证 令 := Vw, 则 


i 2 
f(z)= I 和 


2 u 


人 
PS tt ee (+D? cosudu 
2 去 0 


Vu 
2 
1 (“+ cosu 


ee eS: :一 于 Cos 
= zd 2 二 Tcos(z 十 1) 2 de 


于 是 , 当 z 0 时 ， 人 


1f(z)| < 去 二 TD +| She 
Ls 到 5 一 二 一 于 
5.3.81 设 fn 一 上 tg"zdz, 证 明 
fo + fln — 2) = (n> 2). 


T， 
+ + + 
证 f(rn) 一 [| tg"zdz 一 [| tg" 一 zz tg2zdz = 下 tg" 一 2z(sec2z 一 1 )dz 
Pe 
= tg ?zd tgz 一 了 (On 一 2) 
到 


1 


LE | 


fl(n — 2). 


fln — 2) 


= 1 tg !z 
Te | 


所 以 fo 十 fa 一 2 一 天 ,> 2). 


5.3.82 设 f(D 一 信 公 -sun 是 大 于 1 的 自然 数 , 试 证 ， 


1 1 
30 Df < a 


证 “由 上 题 , 有 fa) 十 f(x 一 2) 一 一 


1 
如 果 fn < Fer 上 二 1 那 末 fo 一 2) < F015 于 是 ， 


1 1 1 
2 ta a 


= $7:— 


f(a) 十 f(x— 2)< 
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与 上 题 矛 盾 ,因此 有 TCD) > Fes 地- 
同 理 可 证 “TD < zc 上 5: 


zjnz 


和 求 | re + 
解 ”用 分 部 分 法 ,可 求 得 不 定 积分 


z In: 到 In 1 
UT tt 


对 0 二 zx 过 十 吕 成 立 . 
由 Me lo 0, 可 定义 被 积 函数 在 zx = 0 的 值 为 0, 于 是 被 积 函 数 
在 [0， 二 ee] 上 连续 、 


又 由 limz?iInz 二 0, 令 
0 


0， xz 一 0i 
ro -Pie aot+e 0<zr<+o. 
则 在 [0, 十 =o] 上 ,有 
[os dr = PO) + e. 
因此 [| TT = PO) 一 (0) = 一 二 mn2. 


5.3.84 已 知 f(r) = 2， co 十 fr(z)] sinzdz 二 5, 求 f(0). 
解 由 | [f(z) 十 f(x] sinzdz 
一 fsa cosz) 十 人 sinzd(f (7)) 
0 0 


一 [一 coszf(z) 十 fr (zx) coszdr 


十 [sinzf’ (Co = [sr (x) cosrdr 
= f(7) 十 f(0) = 5. 
故 f(0)=5— f(x)=5—2=3. 
5.3. 85 ”利用 递 推 公式 计算 积分 /. 二 sin'zdz, 其 中 为 正 整 
数 . 1 1 
一 87k 一 
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解 /= 一 六 sr- aceosn 
一 一 Sin-ir 。 cosz 全 十 (一 1) 人 Sin" 一 2z cos2zdz 
o 
= (x— 1) sin” zzdz — (n — 1) [ sin"zdz. 
o 
移 项 合并 得 1 二 二 11. 。， 
利用 上 述 递 推 公式 即 可 求 得 
(2k—1)!! x 
A Ee 
” 1 CCb 1 加 
CE 下 二 


5. 3. 86 求 ] Es 
"V(I 一 z)(1 十 z) 
解 ” 令 z= sint, 则 
1 rdzr sin’t » cos tdt 
VNDU+r) VO sint) (+ sint) 
到 sin’t » cost 
= vost 3 


2 D1!! 
2 “也 "为 偶数 二 24; 


2 1 1 
i ! 为 奇数 nn 二 2k 十 1. 


5.3.87 若 1.(z) = eee 十 @) -二 el, 证明， 
0 


一 | sin"tdt = 
0 


(1) nl(z) 一 mVz 十 吐 一 (人 一 1)a1.:(z) (n> 2); 


| rt a ls. 


证 〈1)[nz.(Cz)] ne (4 这 2), 而 
[zz Via Cn— Dal sy 
= (一 De + a + ei a .z 
— (CO— 1)ar 2(z 十 a) + 
一 875 一 
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1 
= ur 二) 7 


所 以 MI) = VE)al-(7)+ec (n> 2) 
令 z=0, 由 1.(0) = 4,.:(0) 一 0 (x 之 2), 得 c= 0, 于 是 (1) 成 


(2) 今 z= 2,u? = 二 5. 由 (1) 结果 得 
1:(2) = [2 V22 十 5 一 2。51(2)] 
二 -时 [e+ t= BS: 
3 Jo 3 
< 
故 [ze 二 5) Tar= /1(2) = [2 V2 5— 4.51(2)] 
48 10 V 5 168 40 YV 5 
= 与 一 4 一 6+ 一 Y 全 ) 一 号 六 人 
5. 3. 88 求 | zaresin2 Vr(l— z)dz. 


解 ” 原 式 = | ai Vz(1 一 Dad) 


7 
~ ne Vr(l 二 本 |， 
1 1 一 27 


天 
0 多 


V1T 一 4z01 一 z) Be 


2 2 
Co ps 1 
* 1- #2) 


el a -一 1 — 2) “| 
先 令 VT 一 z 二 4, 再 设 4= sinu, 则 


(1 OY( 
=* -| 2Ddt 
Vr(l- t 


一 一 2 fa- — 如)22dt 一 一 le 


J 


而 { Cossnudu 一 | cosaud (sinz) 


= cos3u sina 二 ;3 | Sinzu cos’udu 


$3 定 积 分 的 计算 


一 cos sinu 十 3 | seom 一 3 | es, 


故 | Cos'udu 一 


二 3 
cos3u sinu 十 二 Cosudu 


1 
4 
eR a eS 
过 可 cos sinu 十 Em 16 Sin2 + e. 
于 是 ,可 计算 得 
ps 4 3 a 
原 式 3[(— 2 ~ +1+ = 


5.3.89 求 fr! sinz|dz, 其 中 为 正 整数 . 
解 (1) 当 *== 1 时 ， 
fa sinz|dz = 六 sinzdz 一 [= cosr) 
一 [一 zcosz] 十 [eosrar = 
(2) 当 # 一 2 时， 
人 sinz|dz 一 大 sinzdz 十 fe- sinz)dz = A + 37. 
(3) 设 n 一 上 (kt 为 奇数 ) 时 ,有 
fa sinzldz 一 了 十 3r 十 … 十 (24 一 1 
则 "一 十 1 时 ,有 
a sinz|dz 一 [We sinz |dr 十 上 ds 


三 XT 十 37 十 十 (2k 一 1)z 十 (2k 十 1)7. 
(4) 设 n 一 和 (kt 为 偶数 ) 时 ,有 
[al sinzldr 一 7 十 37 十 … 十 (2 一 1)r， 
则 == 十 1 时 ,有 
人 sinrltz = 十 34 十 十 (24 一 Dz 十 (2k 十 Dz 


由 数学 归纳 法 知 ,对 任何 整数 ,有 
fa sinrldr = 437 二 十 (27 — I) = nr. 


5.3.90 证 明 : | eosipadr EE 


i 


二 
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三 2 
一 让 (本 二 可 二 本 
其 中 为 自然 数 ， 
证 “用 数学 归纳 法 . 
a 、 
因为 [eosrsinzar Fsinr 2 ; 故 原 式 当 n = 二 1 时 成 立 , 设 # 
一 上 时 原 式 成 立 , 即 有 


Ry ， UA ee 2 
= [costzsintzdz = ZI 1 十 丈 十 三 十 … 上 


那么 L441 = [cos 1zsin(k + 1)zdz 


一 i cost+ tzd(cos(k 十 Dz) 


wl e+ 。 “ 
ETeos cos(k 十 1)z ， 


一 feostzeost 十 1)zsinrdr 


= ~ foeoszcosdt 十 1)xzsinzdz. 
两 边 同 加 4 得 


20+1 = 和 J + 人 Cos'zsin(k 十 1)zcoszdz 
ws EE cos'zcos( 十 1 )zsinzdz 


a 


5 
1 

由 此 可 得 44 二 ci 直方 十 二 
1 1 2 2 2 2 
3D + i+i+ 
a Wh 
| 2 3 + 二 也 
即 # 二 十 1 时 原 式 也 成 立 , 所 以 ， 原 式 对 一 切 自然 数 7 都 成 立 . 


5.3.91 证 明 :1... 一 fa 一 = 年 为 束 
一 WB 


1 1 
Em 
1 
2 


§ 3 定 积 分 的 计算 


数 ). 
证 Ls 二 fa — z)'rdr 
9 


ee a= pr 
2 二 T 0 
m t y m— 
ei ol 2 —#) 和 
m t 1 m ; a 
Fa i xz)"z™ dz z+ ha 亏 x)" » zm"dr. 
因为 (1 十) ha — De rd = pe 一 rldz, 


故 n= ha 一 2z)"*z"dz 一 
o 


m "or" 
iF) 4 一 人 
十 m 二 1 
用 上 式 递 推 ,得 
让 二 二 mm— 1).…3°.2.1 。 
二 m+ D+ m). (n+ 2) 
m! [ 1 
mm tm Ta) J 
m! 一 上 4 
。 (l= e+ 
(Rn 十 mm 十 1)(n 十 m)…(n 十 2) an 十 1 。 
mint! 


mn Dr 


To 


rz)'dr 


一 879 一 
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3$4 广义 积分 
内 容 提 要 


1 广义 积分 的 概念 
(1) 积分 区 间 为 无 限 的 广义 积分 


设 函数 f(z) 在 [a, + co) 上 连续 , 取 8 > a, 若 极限 lm | 7(z)dz 存 
在 , 则 定义 六 oa = mm ram， 
此 时 ,我 们 说 广义 积分 三 f(z)az 存在 或 收敛; 若 极 限 不 存在 ,就 说 广义 


积分 无 意义 或 发 散 . 
同样 地 , 可 以 定义 广义 积分 fra = lim row 而 


[zw = rear + | rcoue 如果 上 式 右边 的 两 个 广义 积分 


都 收敛 ,就 说 左边 的 广义 积分 收敛 ,否则 ,就 说 左边 的 广义 积分 发 散 . 
《2) 被 积 函 数 有 无 穷 间断 点 的 广义 积分 
设 f(z) 在 (a,b] 上 连续 ,而 lim f(z) 三 oo0, 取 :0, 若 极限 


tim 上 ,f(a)az 存在 , 则 定义 
[re = lim [2 
此 时 ,我 们 说 广义 积分 | rz 存在 或 收 合 ; 若 极限 不 存在 ,就 说 广义 
积分 | 7Czuz 无 意义 或 发 散 . 
同样 地 , 若 f(z) 在 [a,8) 上 连续 , lim f(z) = oo, 则 
[re = lim | yn, 
车 f(z) 在 [c, 引 上 除 z=“ 一 点 外 连续 ,limf(z) 一 co, 则 
me Sen 2 
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[from = lim [ra 十 lim 人 f(z)dz. 
= oe eo0 J ete 


如 果 上 式 右 边 的 两 个 极限 都 存在 , 则 左边 的 广义 积分 收敛 ,否则 ,左边 
广义 积分 发 散 . 

(3) 广义 积分 的 绝对 收敛 与 条 件 收敛 

如 果 f(z) 的 广义 积分 与 |f(z) | 的 广义 积分 同时 收敛 ,那么 称 f(z) 
的 广义 积分 是 绝对 收敛 的 ;如 果 仅 前 者 收敛 ,后 者 不 收敛 ,那么 称 f(z) 
的 积分 是 条 件 收敛 . 

2. 广义 积分 的 收敛 判别 法 

极限 判别 法 1 ” 设 在 区 间 a 志 x 过 十 co(a >> 0) 内 的 连续 函数 f(z) 


之 0. 若 存在 常数 > 1, 使 得 .im zf(z) 存在 , 则 积分 ”f(z)dz 收敛; 


如 果 -lim zfz) 一 《> 0( 或 im zf(z) 一 十 oo), 则 积分 | f(z 发 
散 . 

极限 判别 法 2 设 区 间 a < z < 内 的 连续 函数 f(z) > 0, 但 
lim f(z) 一 十 co. 如 果 存 在 常数 0 二 9 二 1, 使 得 lim (z 一 o)*f(z) 存在 ， 


则 广义 积分 | yzaz 收敛 ;如 果 存在 常数 9 > 1, 使 得 lim (z 一 oz 


= 《> 0 或 lm (z 一 a)'f(z) = 十 co, 则 广义 积分 fra 发 散 . 


极限 判别 法 3 ”对 于 恒 正 的 函数 g(z), 若 
lim {2 = 
im = 
zc g(7) 


且 «是非 零 的 实数 , 则 | f(z)dz 与 gCz)ar 同时 伊 散 . 
极限 判别 法 4 ”对 于 恒 正 的 函数 g(z), 若 


A 


g(z) 
且 是非 零 的 实数 , 则 | 7(z) 与 | (zez 同时 全 散 . 


3. 无穷 级 数 与 广义 积分 的 关系 
设 f(z) 是 定义 在 区 间 [a, 十 cp) 上 的 一 个 正 的 非 增 连 续 函 数 , 则 级 


数 fo) + fa 二 D 十 一 十 fa 咎 昌 填 … 与 积分 | ”Feat 同时 收 


= 
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敛 或 同时 发 散 . 
问题 与 解答 


1. 积分 区 间 为 无 穷 区 间 
5.4.1 计算 下 列 积分 


co 站 ,Ga>0: 2/ Te 
dr 1 1 
解 nme 于 Jim 得 2 ,im (3 5) Pe 


人 | 四 = 六 于 =+ | 


四 dz 
= 四 Ti 
一 一 lim arctgb 十 lim arctg a = Fr。 

bo +m 


dz 
5.4.2 求 | 了 


解 Wer 和 ri- limarctg(1 + 2)1, = 


hoo 


B43 求全 -二 二 和 


解 因 
dz 2z 十 1 4 2z 十 1 
| Wt te/ /3 


N a dr . dr dz 
所 以 ,tT + Fi 


2z 十 1 4 2z 十 1|" 

”imett Dt /a 7 
; 2z 十 1 2z 十 1 
+ 7 


> EL 
3YV3 
汐 i 


有 
证 明 , 四 工科 一 ,IT 
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三 -人 LT 一世 }a ee 


"1+ 
于 是 i 


令 z 一 十 二 44 则 二 二 (1 十 二 Rh 


1+s 
原 式 Fi 人 0 + De 


一 一 
本 
十 | 
a 
Il 
S|— 


解 令 YVz ee dz 二 2tdt. 故 
fe 2 e's tdt = 2 lim 一 ee 人] 
0 fe 0 
i 
=2*lim(—e | = 2. 
党 和 dz 
求 | zr /Ta 


解 设 V1 二 十 z"= 二 1 一 攻 , 则 当 1 声 z 过 十 吕 时 ， 
V3 十 1 过 1< 十 oo. 代入 得 


上 dz adt 
gw.Vit 寺 er 8 和 1 


L 一 1|= 1 2 
mn 生 二 a 5lin(1 十 
5.4.7 i 2 


一 883 一 
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原 2 [~_aVz) Vz 5 
汰 人 周 errs 
5.4.8 已 知 太 szaz = 于 ,证 明 


三 Sinz » coszr 下 (2) 太 坚 - 和 
0 z 0 


4 vi 
™ sinr » cosz 1 f™ sin2z 
解 (1) [ 一 了 dz 一 3 -到 4(2z) 
Sintz Ld 
-和 -于 
oo Sin? 
(2) | ss = lim " sinz(— dl1) 
0 r eolt 
2 
i — Sinzz ”2sinz Coss 
ogt 并 r 


™ sinr » coszr x 
= 一 一 一 
9 x 2 


5.4.9 已 知 积分 | smzuz 一 子 , 求 积分 | szeesztur 之 值 ,其 中 


! 是 参数 , 遍 取 (一 oo， <) 上 各 值 . 区 
解 /= 三 Sinz ty, x 了 Sin(zt 十 z) 一 sin(zt 一 2) yy 


2z 
= 下 sin(t 十 Dez, | Dz 
0 2z 0 2z 人 
sin(t 十 1)z 
一 党 收 GF Det Ds 
-sin(t 一 1)z 
3 一 1“ 一 7， 
当 | 之 1 时 ,t 十 1 之 0,t 一 1 过 0, 故 1= 光 ( 于 十 3) = 


当 | 之 1 时 ,车 t 十 1 之 0, 则 ti 一 1> 0; #:+ 
0, 故 7= 0. 


yt 1 时 , 1 一 人 es [es 于 .所 以 ， 
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2 
oo oi 2 
| sinr* coszt J 
9 过 过 
0， | 寻 二 1. 
本 
5. 4. 10 求 | Fa (为 常数 )， 


解 ” 因 4 值 不 同 ,分 三 种 情况 讨论 : 
(1) 车 上 > 1， 


eamz 1 -一 in) 
lek co Ps 
(2) 车 二 
原 趟 一 下 全 一 各 Cn0nc?] | 一 = 积分 发 和 
(3) 若 上 < 1， 
原 式 = et 2 | 一 十 oo. 积分 发 散 . 
bo 2 


5.4.11 “证明 :积分 | 二 去 牧 [十 却 不 依赖 于 参数 a 


: dz 
证 | (1 二 +z)(1 十 z) 


上 dz + dz 
e (1 十 22)(C1 十 2) i (el 
其 中 , 令 z 一 十 , 则 


[ dr 上 = 经 
2 a 
e(1 十 2)(1 十 22) (十 到)G 二 二) 


区 dt 
1 (二 侣 (1 十 声言 


于 是 ， 上 TT 


十 


| [ep ER 


= 上 Ta 二 + Tr) 


i 
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= a [ee 


hd dr 
即 |] dT 二 DCT 二 5 不 依赖 于 参数 o 
5.4.12 求 | ts 


解 ”首先 ， 
zlnz - 
T+ = -hs Fe 
zt 全 2 + Ee 
lnz 
2D + 二 一 TF 
lnz 1 
50 十 柯 十 es 
et zinz zlnz 
于 是 , | 二 sm TF 
ey 
Inz 1 
on 3 十 苛 十 4 rFa) | 
区 
inb 1 1 lne 1 [a 
Jm[ 至 矶 + 了 nT 革 太 + 时 硬 一 了 nT 千 z] 
人 


如 
om ET 
注 * 一 0+ 和 2 一 co 的 极限 是 独立 的 ,因此 可 以 分 别 取 极限 、 
5.4.13 求 [essinteostdt, (s> 0. 


2 oe WF ee 用 
解 ” 原 式 = 去 | “sin2tdt 一 如 上 sin2tde 


lne 十 FinG + 6)) 一 0. 
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所 以 了 esint « costdt = 二 十 本 
5.4.14 求 站 -sauca > 0). 
解 ” 原 式 = 小 二 | 一 cos62)at 

到 六 -ea 


2 
二 (2 e-r(6sin6t 一 | 
2\7 天 示人 9 
| p 所 十 全 一 人 18 


人 


ap FH PFT) rT 
5.4.15 。 求 |xe-dz，(n 为 正 整数 ). 
解 /人 .一 [reas 一 一 人 ee 
0 0 


一 = 一 (> “e-| ,一 六 ， ze 


= Tloe ds 一 8。1 
依 此 递 推 .=n = ne (no 1 = "= nllo. 
而 = [oar =1, 
所 以 [re = 


2. 被 积 函 数 有 无 穷 间 断 点 
5.4.16 求 nae. 


解 人 le lim ( zinz | | 加 = 1. 


0 oot 
y dz 间 dz 4 dr 
| ee 皮 rr er 
i 
-二 i I= 过 + SEE 人 


一 887 一 


5. 4. 17 求 | 
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= lim [一 arcsin( 一 1 十 e] 十 lim arcsin(l — 6) 
0 二 rot 
= 全。 


5. 4. 18 求 六 世 
3 


解 ” 因 为 z= 0 是 被 积 函数 的 无 穷 间 断 点 , 故 
人 去 ra 
1+2: 


Mpa 
lim [= Tdz 十 lim Tdz 


dr. 


5.4.19 求 | 一 一生 -一 
| (2 一 32) Y1 
解 ” 今 z= sin%, 则 


_ (2sintcostdt sintdt 
原 式 = | (2 一 sinit)cost 2 。 1 cost 


= 一 dcost 下 计 ?| du 下 
ol 二 co ,TF EE 


5. 4. 20 求 | 一 一 sw， (0<a<F). 


” Vsin’z 一 sin2a 


解 因 
sinzdr 一 dcosz ” ( 
arcsin 
Wsinzz — sin?a Veos’a 一 cos’z pp 
所 以 原 式 = lim TT sinz __ 
ot “ot Vsin?z 一 sin?a 
_ 和 
0 2 ok 


3 s 
5. 4. 21 求 上 Ss 
n 1C— cos2z 


、 
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解 = -= 是 被 积 函数 的 无 穷 间断 点 . 故 
原 式 = | -天 = 一 


T YI1 一 cos2z 
| Sinz [f Em Sinz 
= | . dz dz 
T V 1 一 cos2z ” VY1 一 cos2z 
| by Sinz 2 4 Sinz 
FF V2 .sinz "ye 3 


= 


5.4.22 求 | I 2 ja 
解 。 原 式 lim [cma + 2) — in(] — 2#) dr 
eot do 


= lim 一 [z+DinGz+D 一 本 | 
0 


+ [Gaind—z)+z]l, 
一 2(1 — In2). 


0 x 
5. 4. 23 求 | 有 =a 
k = 


解 z= 2 是 被 积 函数 的 无 穷 间 断 点 , 故 


原 式 一 i | nV 他 一 了 十 mm 和 A/ [EE 


一 Inr 十 am 六 inc2 一 z)dz 


十 二 lim ny 一 In(z 一 2)dz 


re0t 


一 Inz 十 SEE lim (2 — z)in(2 一 z) 十 7 
2 0 十 1 


袜 去 [ lim tr 一 2)In(z — 2) 一 z] Th 
5.4.24 求 J sin 
解 ” 先 证 明 原 积分 存在 . ” 


一 889 一 
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在 积分 [mn 寺中 ,被 积 本 数 为 正 值 , 且 * 一 0 为 它 的 无穷 间 上 
点 .又 


二 inz 上. i . 
lim = lim 1 1. 
ot in ot lnz 0+ Sinz 
ba 


而 fin 1 灿 训 各 过 | 一 im[z 一 zinz] = 部- Fn 至. 即 该 积分 
收敛 , 故 积分 上 In Ldz 存在 , 故 积分 | nsnnm 存 在 


Sinz 


令 z= 24, 则 


于 和 和 
= | lnsinzdz = 2 N Insin2zdz = 2 jn(2sinz。cosr)dz 
0 
=2 | “(In2 十 Insinz 十 Incosz)dz 
二 了 In2 十 2 | lnsinzdz 十 2 | vIneoszdz,. 
在 后 一 个 积分 中 , 令 > i 一 & 则 
i lncostdt = 区 Incos(-T — Ww) (— du) 
0 于 2 S 
ee 
一 一 上 Insinudu 一 站 Insinudu. 
到 
于 是 【= 三 In2 十 2 | sinuz 十 2 | ?Insintdt 
和 


二 了 In2 十 2 sn = 了 In2 十 21. 
2 4 2 


所 以 1= | TInsintdt 一 一 也 In2. 
。 


5. 4. 25 计算 .去 a, (a> 0,5> 0). 


解 首先 讨论 被 积 攻 数 在 = 0 及 z 二 1 的 情形 ， 不 妨 设 5 
4 之 0. 因为 . 有 


: 
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机 
， 过 一 32 网 本 

lim lim a 
sl 1 1 1 


所 以 被 积 函数 在 边界 上 有 可 去 间断 点 ,而 在 区 间 内 是 连续 的 , 故 该 积分 
收敛 . 


记 9(b) 一 [i qz, 则 DW (0) = ,Sa 一 5 十, 于 是 
OR 
但 Bla) = 0, 故 由 Bla) = Inla 十 1) 十 c 可 得 c= 一 In(a 十 1), 所 以 
O06) =InG+ DD) — In(+l) = nt!, 
ee 十 1 
1 3p 一 b+] 
即 [ lnz tm 站 下 二 


5. 4. 28 忆 知 立 二 = 于 , 求 [ 


解 ” 因 limTea 一 lm 一 5: 一 一 去 , 故 z = 1 是 被 积 函数 的 可 
去 间断 点 . 又 由 5. 4. 16 题 知 ,该 广义 积分 收敛 . 
= Dm <z<D 


和 式 中 各 项 为 负 ， 且 和 画 数 在 [0， 1] 上 可 积 , 故 可 逐 项 积分 ,得 


5.4. 27 求 | 一 一 二 一 一 ， (a<). 
“VY(z— ob— :2) 


2 
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1 


解 当 z 一 of 或 一 时 ,一 一 一 一 一 一 一 
Vlz—a)(b— 7z) 


分 是 广义 积分 .车 a 过 c 过 5, 则 
, dz 
YT 


. 5 +| 
今 z = 二 a 十 (4 一 a)sin?*4, 则 


一 co, 所 以 ,该 积 


dz 


dr 
| j= | J 
(b— a) * 2» sint 。costdt 


Vb — a)sin%t » (6 — a) (1 一 sin2) 


De ste 


于 是 [ im 上 
~ (xz— 6)(b— 2) mot sete VY(z— a)(b—7z) 


= lim 2arcsinA / 工 二 4| = 2arcsin /二 一 <. 
to b—a b—a 
£2 


ste 


Ce 
lim Ce 


| J 
“Y(z 一 oa)( 一 2z) te (sz ~ 9)(b — 2) 


be 
一 四 | Maw 
一 让 » rz—a i ; . 
lim 2arcsin Ns = 2arcsin Ms a 一 2arcsin MF— 


NU 


， 
5. 4. 28 二 


“VC 一 e)0 一 z) 


解 令 z 一 a= 忆 一 oa)sinzt, 则 
zdr ey 
i A/ 
| 二 二 


， 任 取 一 点 c (e<e 扫 已 , 则 有 
| -we 


| 
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[ lim [ 2 
“V(z 一 0 一 z) 一 + VC 一 ao 一 z) 


= lim (a 十 Darcsin A/ 二 一 人 
et b—a 
-3 三 ?| 
-i 
= (a + b)arcsin A/ 一 一 < ‘= 2(1 2 = 


lim 


[直入 加 二 


一 lim (a 十 b)arcsin 一 < 


Pe b—a 
0 /se a 
SE 天 2 | 
kd (| 
= 也 (+) (a 十 b)arcsin ;= 
过 和 
由 此 可 得 “上 一- 奉 一 -一 
(5 Ey 
= zdz 也 zdr 
“Vz— ob—7z) J 
x 
= (+b). 
3. 综合 问题 


5.4.29 已 知 ， ce-2dz = 求 


[+ 三 a 


2 


5. 4. 30 求 让 2 鞋 11(E 知 3 二 3 = 吾 ). 


解 由 = 一 十 二 -学 1)"-'e-“(z 之 0), 得 


i 省 1 二 


-2 一- 和 
5. 4. 31 求 | (e 知 也 去 允 ) 
解 令 二 =y% 则 z 一 卫 , 血 一 一 区 四 故 
Rs ee Dy -Zi | a 


5 
又 FT De", y>0. 


由 级 数 le ”在 任意 区 间 [5,4 (0 二 5 二 4 过 十 co) 上 一 致 收敛 ,得 


pt ee 2 
< Pe ul A 
lim Dy Re 到 一 号. 
oA pea 
2 
所 以 ， 二 = d 一 否 . 
?zi(er — 1) 
ea dz 
5. 4. 32 来 上 (a 二 0 为 常数 ). 
eV 


解 本 是 不 仅 是 积分 区 间 为 无 限 的 积分 ， 而 且 z= 1 一。 是 被 各 
一 894 一 
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函数 的 无 穷 间断 点 . 
EL | 
先 令 ee 见 


rs 


再 令 1 一 4 二 思 , 则 
1 2vdv dv 
原 式 [ts 1— a aiv 
5D 若 。= 1, 则 原 式 一 上 全. 发散 
(2) 若 0<a 二 1, 则 


原 式 一 | Ta 


= 
avl—a V1l—e 
di 
人) 着 9> 1 则 原 式 = | 27 二 各 一 而 
村 Ya 一 1 十 av 
ee—1—av 


bd mss Wn a 


2 


rctg, 


2a Va: 一 1 


1 
二 VE 
5.4.33 ” 设 积 分 [rw 收敛 于 J. 试 证 积分 三 re 一 过) 
也 收敛 于 
证 站 ye 一 二 ee- re 一 二 + | jf — Be 
对 每 个 积分 作 变 量 代 换 = 一 二 一 “于 是 
t+ EE 


0 he 


当 z 之 0 时 ,有 z 一 


一 895 一 
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当 z<0 时 ,有 z 一 一 二 4 


和 1 开 人 人 和 

即 l= 人 f(z 3 )dz = 了 [sol i jj 
i 二 二 -一 

12 一 | fr E )dz = 2 [rol jw 


~ t | 
大 (Dd J, CE i ， 
周三 -row 收敛 于 玖 数 pC 一 -7 单调 有 站 , 且 


1,9 (CD 一 证 共和 > 0, 由 阿 贝尔 判别 法 


t 
运 
17|<| 支 


到 2 
»| TCD )dt 与 (CD )dt 也 收敛 .所 以 14,1; 也 
包 J Ve+4 必 Vet+4 


收 敏 , 且 三 十 厂 一 人 Tedz, 故 积分 7Gz 一 二) 好 也 收 敏 于 由 
5.4.34 ”证 明 等 式 
[re 十 dz 妾 二 人 Vr + 4ab)dz, 
其 中 a> 0,4 > 0 (假定 等 式 左 端的 积分 有 意义 ). 
证 设 z 一 世 =4 则 当 0<z<+%, 一口 <1<+ oo 时 ,有 
r+ 二 = VE 4ab. 
将 两 式 相 加 ,得 = 一 去 (t 十 VE 十 4a5). 从 而 有 
人 和 V+ hab 


dz = 


5” 
代入 得 
[re re 「『 了 VB 二 杨 ) + EE 
本 支 Ef fCVE 4ab) 。 t+ VE+ 4ab Vet ab, 


一 896 一 
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+ 击 站 VE 二 4) ， 4 
Vet dab 


一 充 人 Vet+ 4ab) 、 ME+ dp, 
9 V+ dab 


ceo 2 
+ 去 ih fCVET dod) .十 Yet A 


A 
= 工 [x VE + dab)dt. 


5.4.35 ” 设 函 数 f(z) 与 9(z) 都 在 [a,5] 上 连续 ,并 且 满 足 条 件 
0< f(z) < gz) ,limf(z) 一 co， ‘mys 二 co, 试 证 


ze 


(车 scwar 收敛 , 那 末 fe 收 仇 ， 

(2) 若 | fcodz 发 散 , 那 末 | 7(z)dz 发 向: 

证 (1 设 0<* 王 5, 由 于 0 入 ffz) 入 9(z), 则 
[rear < [year < foe 


由 题 设 ,上 式 右边 是 个 定数 ,而 左边 随 * 减 小 而 增 大 , 故 im 上 f(z)a 


= | ye 存在 , 即 广义 积分 | rz)tz 收 全 
(2) 设 0 二 :过 5, 由 于 0 过 f(z) 之 g(xz) 则 
[re < [三 roe 
由 题 设 , 左 边 积分 随 e- 07 而 趋 于 无 穷 , 故 右边 积分 当 *-* 0+ 时 极限 不 
存在 , 即 广义 积分 | g(zdz 发 散 . 
此 题 也 可 作为 判别 广义 积分 收敛 的 法 则 . 
5.4. 36 ”讨论 积分 |， 下 2 的 仇 散 作 . 


o 1 十 zzcos:z 
zdr 
解 卢 Ts> | TT 车 ; 然 而 
[人 zdr ee RN | 
ol 十 于 2J, 1 十 了 2 


limin(] 十 好) = co 


一 897 — 
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是 发 散 的 . 5 让 各 发散. 


.4.37 证 明 广义 积分 | 守 S 收 全 ,有 |] 针 夺 |< 1 
证 “对 任意 的 上 之 0, 由 分 部 积分 得 


| | + | a 
然而 Te < 二 而 积分 | 民 伯 去? 收 信 , 改 上 本 竺 与 z 
收敛 ， 从 而 上 区 加 上 外 ,Py 
es 

三 本 2 | = | 下 ose |< at 
= Rs We 


5.4. 38 ”讨论 积分 | 二 -二 汪 的 仇 散 性 ， 
解 ”由 于 z 一半 十 1 便 为 正 , 故 积分 下 限 0 不 是 被 积 画 数 的 无 穷 
间断 点 , 又 当 = 充分 大 时 ,元 一 到 二 二 开 , 而 =- 收 合 . 由 5.4. 


35 题 知 ， 由 2 收 笋 . 所 以 ， 可 分 | 于 收 入 
5.4.39 讨论 积分 人 
和 一 四 
| 发 


5.4.40 分 | 这 企 的 化 散 性 
解 | 总 = 二 + 下 怎 -考虑 积分 | 一 此 ,由 于 


olnz 1 Inr 
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im 
i 
根据 极限 判别 法 3, 原 积分 与 | 了 些 -同时 仇 散 . 然而 | 和 


以 | 产 发 散 ， ,因此 全息 发 
5.4.41 讨论 积分 六 na +9 22uz 的 敛 散 性 
”jn(1L 十 z7， fin(l + 2) ”In(L 十 z) 
| 四 二 = 上 加 «+| Em 
In(1 十 27) 


由 于 lim 一 个 一 = lim = 1. 由 极限 判别 法 3 知 , 积 


分 | 2 二 2uc 当 ，< 2 时 收 你, > 2 时 发 散 
又 对 任意 的 。> 0,lim mnGL 二 一 0, 故 对 充分 大 的 =, 有 
1 nd 十 酚 1 
故 =QL 二 2ar 当 ，> 1 时 收 敏 ,e < 1 时 发 散 . 
综 上 所 述 , 当 1 < < 2 时 ,积分 |” 呈 QL st uz 收敛， 
5.4.42 讨论 积分 |” 24z 的 全 散 性 . 
解 三 Sr | dz 十 上 dr. 


arctgz 
首先 , 因 lim 29 如 一 1, 故 lim 一 人 一 1, 故 积分 |,: 当 < 2 时 
_ 0 -0 zi 


收 化 ,之 2 时 发 散 ,所 以 有 S24z 当 。 < 2 时 收敛 , > 2 时 发 


二 
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arctgz 
其 次 ,Jim_ 村 ,lim arctgz -而 积分 六 当 a 之 1 时 收 
名 


敏 ,n 之 1 时 发 散 . 故 | S24z 当 > 1 时 收敛 ,< 1 时 发 散 . 
缘 上 所 述 , 当 1 < ”< 2 时 ,积分 arexdz 收敛 . 
5.4.43 ”讨论 积分 上 TT 于 人 ea 的 你 散 性 . 


解 假定 f(z) 一 Drea > 0, 则 当 nx 声 z 志 (x 十 1)x 时 ,有 
1 


二 De f(D 


1 
! + (nx) (cos?z" 


LO Ls 
于 是 | Fa Pe 二 TGS < fdr 
GD 
< 上 | 1 十 Ts 
dr 
但 是 [i 十 mi(n 十 1)4coszz 
jE dtgz + 上 dtgr 
o tgz 十 1 十 ha 十 1) 于 t8 十 1 十 w(x 十 1) 
a 
V1 十 ma 十 1): 
对 a 求 和 ,得 
r> ) 一 -入 | fr 
<<) 2 A 
因为 级 数 -万 二 收敛， , 故 积分 | 本 直上 < 收 全 


5.4.44 ”讨论 积分 | 荆 寺 入 i 的 你 散 性 . 
解压 积分 的 和 生性 等 从 于 级 数 


(et 
之 上 二: 人 - 立 上. l= Ce 二 t)°sin’t 


的 敛 散 性 . 对 此 级 数 的 通 项 a 估计 如 下 : 
一 县 一 
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四 at > dt 
了 TF FD Tm "< |) TF in 


” a 到 dt 一 a. 
> w|i Fsmi 2 [和 = | CE 
Vert 
因此 o ~ om 全 即 当 a > 2 时 ,积分 收敛 ; 当 入 2 时 ,积分 发 散 . 

5.4 45 设 J(z) 当 z~ 0+ 时 单调 趋向 于 co, 则 当 积分 | f(z)dz 收 
敛 时 , 必 有 lim zf(z) = 0. 


证 因为 积分 | ,f(zdr 收 贫 , 故 由 无 界 函数 广义 积分 收敛 的 定义 
及 函数 极限 的 柯 西 收 敛 原 理 可 知 ,对 于 任意 的 > 0, 存 在 5 之 0, 对 于 
任意 的 z (0 <z < 本 ), 必 有 0< | f(0 凡 <<“ 又 由 7(z) 单调 递增 ,得 

:> row > 到 f( 了 ) > 0. 
所 以 对 任意 的 。 > 0, 存 在 5 之 0, 当 0 二 +z 二 5 时 ,有 0 三 zf(z) 之 。， 
故 limzf(z) = 0. 
5.4. 46 如果 [ro 收 化 , 则 当 z 一 十 co 时 , 是 否 一 定 有 
f(z) 一 0, 举例 说 明 . 


解 ”虽然 | f(2D4z 收 化 ,但 当 z 一 十 o2 时 ,不 一 定 有 f(z) 一 0， 
1 z 一 1 十 ay2 十 ao 人 十 ae 


例如 , 设 -| 1 
G+ 其 它 (a 关 0). 


1 上- Sn "> | oh 3 Hay 


-im >[ 二 均 [十 二 去] 


上 te 
种 [ 击 - RT 一 下 


即 积分 | 7(34 收敛 ,但 =- co 时 ,fa) 不 趋 于 堆 -。 > 
= 
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8$5 定 积分 的 近似 计算 


内 容 提 要 
1. 矩形 公式 
(Dt)- 
其 中 ==a 十 证 ( 一 0) ,二 a 十 (一 十) 
= fz #7 


误差 估计 RR. = ns -= EP). co<s<h 
2. 梯形 公式 
far ~7.=4 


“ Ei + f(b) 十 Sw) 


(5— 
3 


误差 估计 忆 fra T, Y pcs). a<é<b. 
3. 辛 卜 生 公式 


rw ~ 8,=4 


十 2( 2 + 4 p21 (CD 


| ， 和 0 一 
误差 估计 [sa s,= 二 ro (6), aS& < 


或 取 二 2 个 分 点 时 ， 
[roe ~ 8. 一 等 ?Cn 十 ya 


+ 4 Bm) ta Ss)] 四 


误差 估计 “RE | re 5.= = OD), ooh 


注 “公式 (1) 选 朋 了 半分 点 ,而 公式 (2): 没 有 来 用 半分 点 . 
一 98 一 
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问题 与 解答 
1. 矩形 公式 
5.5.1 。 应 用 矩形 公式 近似 计算 定 积分 | 此. 


解 ”将 区 间 [1,2] 分 为 十 等 分 ,分 点 是 zx 一 1 十 10,G 一 12 


9). 利用 矩形 公式 时 ,为 了 提高 精度 ,通常 取 小 区 间 中 点 的 函数 值 y+ 
= fC). 计 委 数据 如 下 ; 


zl 一 1.05 1 一 0.9524 
I 王 
za 一 1.15 y3 = 0. 8696 
r 
zs = 1.25 35 = 0. 8000 
各 
zz 一 1.35 y. = 0.7407 
T 五 
zy = 1.45 加 一 0. 6897 
瑟 a 
z= 1.55 1 = 0.6452 
7 3 
zs= 1.65 1 = 0. 6061 
4 
z1s = 1.75 ys = 0.5714 
和 和 
zz 一 1.85 yu 一 0. 5405 
3 
zl 一 1.95 ae = 0. 5128- 
入 互 

9 

2 4 = 6. 9284 

1 dl: 
| 10 (好 十 如 十 * yy) =76X 6. 9284 
= 0. 69284. 


5.5.2 利用 矩形 公式 (* = 12), 近 似 计算 | xsinzdz, 并 把 结果 同 


精确 答案 比较 - 
2r G 1 
12 2 


第 五 章 。 定 积分 

zl 一 1 加 一 sin 13 = 0.0678 

对 = Et 如 一 各 an ja” = 0. 5554 

本 一 各 到 一 in 127 一 1. 2644 

二 区 好 和 in 六 = 一 1.7702 

写 号 如 -= Dyin 总 一 1. 6661 

型 去 二 = 强 = rsin 127 = 0.7453 

强 一 3 强 Dsin 号 三 一 0.8809， 

不 = 1 强 一 min J 2.7768， 

5 I 好 一 Tosin 地 一 一 4.2989， 

由 一 总 yy = jrsin J9r 一 一 4.8047， 

至 一 和 ya = rsin 3 3. 8875， 

雄 一 各 强 = 各 msn 各 = 一 了 5584， 
根据 矩形 公式 ,有 

essinzar ~ 每 x ( 2 
一 于 只 二 中 十 … 十 将) 一 一 6. 3555. 
精确 值 为 “zinzdz 一 一 zcosz|2 十 a 
二 一 2r 一 一 6. 2832. 
2. 梯形 公式 


5.5.3 应 用 "一 6 的 梯形 公式 ,计算 定 积分 (1 十 ,并 估计 
它 的 误差 。 一 
解 “计算 数值 如 下 ， i 

— S04— 
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z=0 yo=1 
zi 一 0.5 = 1.398 
zz 一 1 y2 = 2. 828 
w= 1.5 ys = 5.859 
241 一 2 y= 11.180 
zs= 2.5 ys = 19. 521 
ze 一 3 ys = 31.623 
所 以 梯形 公式 的 计算 结果 如 下 : 


ha + zdz ~ 地 x 舍 G1 十 31.623) 十 1. 398 十 2. 828 
。 


十 5.859 十 11.180 十 19.521) ~ 28. 549. 


下 面 估计 误差 . 因 f(z) 一 (1 十 z2 立 ，P(z) 一 3z(1 十 z2) 二 ， 
3QL 十 22) -3GL 士 22 


f(z) = 
Y1 十 2 VY (1 十 2z2)/2 
=3V2 .VI+2r<3 V38<19,0<r<3), 
sd 3 3 
故 IRI < PM<TisX B19~1.188. 


由 于 在 估计 M, 时 产生 了 误差 ,所 以 实际 差 远 比 1. 2 要 小 . 
5. 5.4 利用 梯形 公式 近似 计算 工件 二,(* = 12) ,并 估计 它 的 


误差 . 
解 ”由 梯形 公式 求 出 数据 如 下 : 
zo 一 0 y= 1 
21 一 十 y= 0.99942 
Za 一 访 yz = 0.99359 
Z3 一 证 ys = 0. 98462 
24 一 襄 y4 = 0.96429 
Ts 一 襄 ys = 0.93254 
一 霹 ys = 0. 88889 eh 


> 0 
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Z7 一 语 y = 0.83437 
=8 = 0.77143 
Ze 一 12 3 一 
aa= 蕊 加 一 0.70333 
10 
z0 一 17 sio = 0. 63343 
11 
n= 了 yn = 0. 56489 
zl2 一 1 加 一 0.5 僵 旬 攻 天 一 0.75 
1 
> = 0. 92808 


: ~2—0. (wtp 
于 是 [rw ~ 二 | 交 z+ 二 


! dr 1 
[ TFR 人 YI X (0.75 十 9.2808) = 0. 83587. 


2 (b CO— a)’ 
误差 |R|< Ta-M: 一 rl 


而 F(z) = 人 故 js = max | 1"(2)| < 


于 是 IR|< i 0.00116. 


精确 值 为 
1 1 (z+ 1D)? 1 2z 一 1 
r= [5 nz a a 二 | 
= -Lin2 十 ~ 0. 83566. 
3 3V3 
3. 辛 卜 生 公式 


5. 5.5 用 辛 卜 生 公式 计算 积分 | er, 要求 精 确 到 0. 001. 
解 f(z) = ,f(z) = 2ze ,f(z) 


= de (4z 十 12z? 十 3). 
由 辛 卜 生 公 式 (2) 有 
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=> e+ 
心 一 a) 4。e 19 _ 0.001. 


I80n" Ms 50 | 
(其 中 MH4 = max | fo(z)|<4.e.19) 
0<z<! 


由 此 解 得 ”一 6. 数值 计算 如 下 : 


| Rs(z) | 和 


zo 一 0 3o 一 1. 
二 言 yi 二 说 二 1. 0282. 
一 十 六 一 二 一 1.1175. 
1 
太一 方 ys = er = 1.2840. 
2 4 
z= 子 #1 = 0 = 1.5596. 
5 25 
z= ys = ew 一 2. 0026. 
z=1] ye = e! = 2.7182. 
于 是 
， 权 
edz 和 [Go 十 加 ) 十 4 十 办 十 %) 十 2(% 十 g)] 
0 3n 


= 1.463. 
5. 5.6 应 用 辛 上 生 公式 计算 定 积分 | e-”, 要 求 精确 到 0. 00001. 


解 ” 由 于 f(z) =e;|f9(z) | 过 12,(0 二 z 过 1), 故 由 辛 卜 生 公 
式 (1) 有 


4 ee 12 1 
AND re ml B80 Ir — 240 < 0 00001. 
(M1= max | foO(z)|) 
0<z<1 
由 此 解 得 = 5. 数值 计算 如 下 : 
zo 一 0 yo 一 1.00000 yo = 1.00000, 
ZL 一 0.1 3 = 0. 99005 4% 一 3. 96020， 
到 于 了 
zl 一 0.2 y= 0.96079 2y = 1. 92158, 
二 0.3 好 一 0. 91393 4 好 一 3.65572， 
z=0.4 y=0.85214" ， 2y,= 1.70428 
zs =0.5 y= 0.77880 4ys = 3.1152Q, 
于 La T . 


— 907: 一 


第 五 章 。” 定 积分 
z=0.6 y= 0.69768 2 = 1. 39536 
对 一 0.7 好 一 0.61263 yy 一 2. 45052， 
z4 一 0.8 y= 0.52729 2y = 1. 05458， 
好 一 0.9 给 一 0.44486 全 一 1.77944， 
z=1.0 y= 0.36788 = 0.36788 


之， = 22. 40476. 


所 以 ， fe ~ 5 #4[r0) 十 f(D 十 2 十 4>w 吕 


一 而 X 22.40476 一 0.746825. 

5. 5.7 ”利用 辛 卜 生 公 式 近 似 计算 ss, Gr = 10). 
解 ”计算 数据 如 下 : 
zo 一 1 3 加 一 1 
am 一 贡 nn = 20sn 茄 二 0.99588 
4 二 而 ys = 0.98362 
i 2 ys = 0.96340 
z4 二 疝 " y, = 0. 93550 

5 
= 训 " ys = 0. 90032 
z= 训 " ye = 0. 85840 
27 一 而 " y7 = 0. 81032 

8 
4 = 307 ys = 0.75683 
局 一 襄 " ys = 0. 69865 
zi0 一 划 = aio 一 0. 63662 

由 辛 卜 生 公式 ,有 
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| ee ~ 4g 十 各 十 十 和) 
十 2(yz 十 如 十 … 十 ys)]] 
= 面 [4 十 0.63662) 十 4(0. 99588 十 … 十 0. 69865) 


十 2(0.98362 十 … 十 0.75683)]] 
2 1. 37079. 
5. 5.8 ”用 积分 近似 计算 公式 求 半 轴 为 a = 10 及 = 6 的 椭圆 周 
长 . 
解 ” 设 椭圆 参数 方程 为 z = 10cost,y = 6sint. 于 是 有 


ds = VF+ ut = 10/1— tesin'dt. 


从 而 得 椭圆 周 长 为 
3 一 4 fias = 40 flo 一 起 


现 取 =”= 2k 一 6, 近 似 计算 积分 上 jE 1 一 Jeanwa 注意 到 


an 研一 2 二 So ns 
13 4 12 4 12 
则 有 
加 一 0 3 一 1 
i 和 _16 ,2— V3 
4 一 7 钾 一 4A/1 一 下 X 一 人 一 3.913. 
一世 2ys = 1. 833 
一 于 4ys = 3. 298 
4 一 可 2g = 1. 442 
5 
f= 1277 hys = 2. 538 


全 
上 
PoE] 
过 
虽 S 
ni 
. 
加 


由 辛 卜 生 公 


罗 
如 


一 -909 一 
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oN 
站 1 下 sin 好 


之 各 Clo 十 46) 十 4G 十 办 十 的) 十 29: 十)] 一 


新 [4 十 0.6) 十 (3.913 十 3. 298 十 2.538) 十 (1.833 十 1.442)] 


= 1.276, 
所 以 椭圆 周 长 的 近似 值 为 


8 = 40 fw 一 16sinzat = 40 x 1.276 = 51. 04. 
25 


5.5.9 求 让 i 001). 


02sint 


(0. 2)* 1 (0.2)5 
"3! 5°51 


=0.2—3 十 十 …， 


然而 如 总 二 0. 0000005. 所 以 


人 ?sint ,0.2 — (0.2) 、 0. 1996 ,误差 小 于 0. 001. 
多 了 3。3! 


5.5.10 设 4 为 大 于 1 的 整数 ,证 明 : 
3 十 1 二 区 
7 
证 ”在 区 间 [0,1] 上 考虑 函数 f(z) = ,显然 , 当 n > 1 时 ,函数 
f(z) 是 下 凸 的 . 将 区 间 [0,1] 分 为 ”等 分 ,由 定 积分 的 近似 计算 公式 可 
得 


[ro + fh) + tb]< fre 


烛光! 有 1 2 rs 
二 [去 G0) 本 f() FE + f= | 


1 )， 2 ). 十 
因此 有 (C7 十 -+ (一 < 


< 六 十 … 十 一 了) 


“人 n 


即 有 (二 D+ (之 pr a vr 


一 90 一 
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< 二 [+L=-2- 寺 1 

及 (二 六 十 (全 六 十 十 他 二 十 (于 ) 
= [人 > + +…+GD+( 二 )] + 于 
tl 


5.5.11 用 f(z) 在 zo 一 4,zo,zo 十 4h 三 点 的 函数 值 的 线性 组 合 近 
似 计算 定 积分 |" “f(z)dz, 并 使 被 积 函 数 f(z) 为 1,z,z 时 能 得 到 定 积 
分 的 精确 值 . 其 中 二 0. 

解 设 作 f(z)dz = 4f(zo 一 月 十 Bf(zo) + Cf(zo 十 月 ， 


其 中 4.B、C 为 待定 系数 . 依次 用 f(z) = 1,f(z) = z,f(z) = 代入 ， 
得 


4 十 B 十 C 一 2h， (1) 
A(zo — h) 十 Bzo + Clzo 守 h) = 2zoh (2) 
Ma 一 各 ?十 Bz 十 Clao 十 有 ?二 久 h(3sh 十 入) (3) 
(2) 式 减 去 (1) 式 的 zo 倍 ,再 约 去 ,得 
一 A++c=0 (4) 
(3) 式 减 去 (1) 式 的 五 倍 , 再 减 去 (4) 式 的 2zo% 倍 , 约 去 后 , 得 
” 4 十 C= 3 (5) 


解 (1)、(4)、(5) 式 ,得 4 二 0 == 了 0B= 竺 h, 由 此 可 得 


fea = fmt fa0) + f(a 一 各 J 
i 
5.5.12 在 下 面 数 值 求 积 公式 


| ra = HF) + ace) GD 
中 ,确定 系数 4,B 以 及 点 nzz 使 这 个 公式 对 次 数 尽 可 能 高 的 多 项 式 被 
积 函 数 能 得 到 精确 值 . 
证 依次 取 f(z) = zz 代入 (1) 式 ,得 如 下 方程 
4+B=2 (2) 


5 
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4zl 十 Bzz 一 0 (3) 
[十 Bo 一 之 (4) 
4 十 有一 0 (5) 
hrf 十 Bz = -2 (6) 


5 


这 是 非 线 性 代数 方程 组 ,由 (2) 式 和 (3) 式 解 出 4.B, 得 


> 272 271 


Z2 一 21 2 一 2Z2 
把 4,B 的 值 代入 (4) 式 并 化 简 得 zz: 一 一 地 ， (7 
再 把 4.8 的 值 代入 (5) 式 并 化 简 得 
一 2z1z2(T1 十 7z2) 一 0 (8) 
1 
2 一 
由 (7) 式 和 (8) 式 可 解 得 es 和 Ws 
A “yr 


这 两 组 解 对 构造 公式 (1) 来 说 没有 本 质 差别 ,用 前 一 组 ,把 myz: 的 值 代 
入 4,B 的 公式 可 算出 4 一 了 = 1. 于 是 (1) 二 碟 为 
frou=r- +f (9) 


V3 人 
上 面 的 公式 所 用 的 4,B,zizz 满足 方程 (2) 一 (5). 故 对 被 积 数 f(z) 一 
1,7,z?,z! 能 得 到 定 积分 的 精确 值 . 从 而 对 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 都 能 


得 到 定 积分 的 精确 值 . 又 因 4 一 8 一 1,z, 一 一 = 一 一 上 -不 能 满足 (6) 
V3 


式 , 故 对 四 次 以 上 (包括 四 次 ) 的 多 项 式 ,一般 而 言 , 不 一 定 能 得 到 精确 
值 . 


— $18 一 
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86 定 积 分 的 应 用 
内 容 提要 


1. 求 平面 图 形 的 面积 
在 直角 坐标 系 下 ,由 连续 曲线 y = f(z), 直 线 z = a,z = bla < 5)， 
以 及 oz 轴 围 成 的 曲 边 梯形 面积 的 数值 为 


S= sater. 
同样 ,由 连续 曲线 z = p(y), 直 线 y 二 c,y 一 dlc < 之 4d) 以 及 oy 轴 围 
成 的 曲 边 梯形 面积 的 数值 为 
3 一 feew i 
若 平 面 连续 曲线 由 极 坐 标 方程 ? = 7(0), (a 过 9 过 p), 给 出 , 则 由 
曲线 7(6) 及 射线 06 二 o,g 一 有 的 池 国 国 天 加 和 的 况 守 为 
人 & 一 二 于 72(9)40. 
2. 求 平面 曲线 的 弧 长 
在 [a,5] 上 光滑 的 曲线 y = f(z)( 即 所 (z) 连续 ) 在 该 区 间 上 的 弧 长 


一 『 V1+y idz. 
同样 ,在 [c,d] 上 光滑 的 曲线 z = p(y) 在 该 区 间 上 的 弧 长 为 
= 上 V1 + ridy. 
车 曲线 由 参数 方程 a 
全 一 zt)， 


3 一 3(tD)。 
给 出 ,并 且 z (D,w (0 连续 , 则 其 弧 长 为 


VE 
着 曲 线 由 极 坐标 方程 一 r(0) ,a 之 9 之 8, 给 出 ,并 且 + (0) 连续 , 则 
一 913 一 


(a<i< 8p) 
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其 弧 长 为 
L= f 72(0) 十 7'*(0)d0. 
3. 求 立体 的 体积 


设立 体 被 垂直 于 oz 轴 的 平面 所 截 ,截面 的 面积 函数 为 连续 函数 
S(z),a 莹 了 二 5b, 那 么 介 于 平面 z= 二 a,z = 5 间 的 立体 体积 为 


v= sca 
由 连续 曲线 y = f(z) 及 直线 z = a,z = 5,y = 0 围 成 的 曲 边 梯形 绕 
oz 轴 旋 转 , 所 成 旋转 体 的 体积 为 
Vi=x [re. 
同样 ,由 连续 曲线 z = p(y) 及 直线 y 一 c,y = dz 一 0 围 成 的 曲 边 
梯形 绕 oy 轴 旋 转 , 所 成 旋转 体 的 体积 为 
V,= a. 
4. 旋转 曲面 的 面积 
光滑 曲线 y = f(z) ,a 之 x 志 6b, 绕 07 轴 旋 转 ,旋转 曲面 的 面积 为 
S= 2 hh 1 十 ydz. 
若 光 滑 曲 线 由 参数 方程 
z= z(t), 
{120 esp 
给 出 , 则 它 绕 oz 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 的 面积 的 数值 为 
S= 27x fo Vz + ydt. 
若 曲 线 由 极 坐标 方程 > 二 >(9),(a 委 9 入 P), 给 出 , 则 它 绕 极 轴 旋 
转 所 得 的 旋转 曲面 的 面积 为 
一 2 rcsino Vr + rd0. 
5. 平面 图 形 的 静 力 矩 、 转 动 惯量 和 重心 
若 平面 连续 曲线 弧 段 的 方程 为 ! = f(z),a 委 z 委 号 则 
平面 光滑 昌 线 弧 民 的 兽 力 垂 M, = sls， ac = | -ae 
一 tk 一 
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转动 惯量 4.= [ys, 1 = fras. 
平面 光滑 曲线 弧 段 的 重心 坐标 
tf 54 
其 中 s 为 缴 长 ,ds = V1 十 ydz. 
若 曲 边 梯形 由 连续 曲线 ， 一 f(z) 及 直线 > 一 oz 一 b,y = 0 转 成 ， 


则 
静 力 矩 M:= 寺 dr, M,= [ae 
转动 惯量。 7 一 告 [yuz， 4 = [yar 
重心 从 标 。 = 二 | az，7= 击 | re， 
其 中 8 为 曲 边 梯形 的 面积 . 
8. 变 力作 功 和 液体 压力 
沿 必 轴 的 变 力 F = f(z)( 设 f(z) 连 
续 ) 在 线段 [ze,zi] 上 所 作 的 功 为 a 4 
人 y=f(x) 
W =| f(z)dz. x 
如 z+d 
浸没 在 液体 中 垂直 板 obed( 如 图 所 “从 / 
示 ) 所 受 液体 总 压力 为 上 
P= ree， 
其 中 /为 液体 密度 . 
问题 与 解答 


1. 求 平面 图 形 的 面积 

5.6.1 求 下 列 直 角 坐 标 方程 所 表示 的 曲线 围 成 的 面积 . 
(1) az = 所 ,ay = z23 

(2) y= llgz|,y 一 0,z 一 0.1,z 一 10; 


(y= =0 
WR 


(4) 4z? + 2Bzy + oy 一 1,(40 一 下 > 0); 


7 
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(5) 抛物 线 y = 2z 把 圆 z? 十 y 二 8 分 为 两 部 分 , 求 这 两 部 分 面积 
之 比 . 
解 (1) 如 图 所 示 , 交 点 为 4(a,a) ,0(0,0) ,所 求 面 积 为 

SCvV 一 二 = [过 co 一 南 o1 一 号 . 
《2) 如 图 所 示 , 所 求 面积 为 
S=— 人 lgzdz 十 上 lgzdz 
一 (一 zlgz + zlge) |;, 十 (zlgz 一 zlge) | 
-~ =9.9— 8.1. lge = 6.38. 


y 
] : y 
(a,a) 
加 D 1] 10 x 
(1) (2) 


5. 6. 1 题 图 
(3) 所 求 面 积 为 


he | 
Si a 2 a 002 十 z2 


一 2a 。 lim Led 一 Aa. 
s+ 0 


(4) 解 此 方程 ,得 
—Br— VBzr— C(Ar— 1) 
加 [a » 


yz 


二 Bz 十 VBzr — C(Ar: — 1) 
6 ， 


当 Bz? 一 Cr 一 上 之 0, 即 1z| /而 大 时 's 及 如 才 有 实 


数值 , 设 。= A 6 生 姑 ' 则 所 求 的 面积 为 
S 一 [0: 一 和 0 上 去 三 上 VC 二 Ch 一 Ba 
一 9l 一 
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= 3 VC a[ VE zazr 
2 /BA 
VAC—B 
(5) 抛物 线 y¥ = 2z 和 圆 zx? 十 六 二 8 在 第 一 象限 内 的 交点 为 4(2， 
2). 设 这 两 部 分 的 面积 分 别 为 5, 及 


Sz( 如 图 ), 则 有 
2 
5 =2 Va- 一 茹 )ay 
=2( 考 V8—y 
多 1 玫 
十 去 arcsin 一 一 护 ) | 
2 SD 
二 2r 十 等, 及 
Ss = 8r (2r 十 疙 ) 6r 3 
于 是 ,二 者 之 比 为 
2 
S: 6 ”9r 一 2 
二 


5.6.2 求 当 0 三 z 过 x 时 ,曲线 y = sinz 与 y= sin2z 所 围 成 的 图 
形 面 积 . 
解 ”为 求 交 点 的 错 灶 标 ? 由 方程 sinz 二 sin2z 得 sinz(] 一 2cosz) 一 


0, 即 sinz 一 0， cosz 二 去- 
在 [0,x] 上 ,sinz = 0 的 解 为 z 二 0,x; cosz 3 的 解 为 二 各 
在 [0, 呈 ] 上 ,曲线 y 一 sin2z 在 y 一 sinz 之 上 ;而 在 [于 ,z] 上 ,曲线 
y 二 sinz 在 y 二 sin2z 之 上 .因此 所 求 面 积 为 
Ss= |i einzz 一 sinz)dz 十 | (sinz 一 sin2z)dz 


-= 5 
-[- 守 +e + 一 + 和 一 党 


= 1 
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5.6.3 求 抛物 线 妨 = 4az 与 它 的 渐 曲线 ( 即 曲率 中 心 的 轨迹 曲 
线 ) 27ay? = 4(z 一 2a): 所 围 成 图 形 的 面积 5. 


5.6.2 题 图 


解 ”如 图 所 示 , 两 曲线 的 交点 为 
二 = har, 
27ay’ = 4(z 一 2a)’, 
解 方程 组 ,得 27a(4az) = 4(z 一 20)3， 
(z — 8a)(z + a)* = 0. 


所 以 , z = 8a, z 二 一 a( 会 去 ), y 一 士 4 W 2a. 
即 两 条 曲线 的 两 个 交点 为 (8a,4 W 2 a) 与 (8a, -- 4 V24), 于 是 


s=2|f* Vi NE 
0 2 27a 
而 i Via = 2 Vac | M2, 
a /4(z 一 20)3 2 本 六 
[im 275 dz 7 Fe 2a) dz 
2 [ 2 (z zo |] 48 5 2 gs 
2 


3 YV 3a 
故 s=2|& Y¥ 2 ， 48 ¥ zw]= 加 por 


5.6.4 求 满足 4 之 z 十 1,3y 之 z 一 6 的 点 (z,y) 所 形成 的 平面 
图 形 的 面积 . 4 
| 解 ”如 图 所 示 , 取 y 作 为 积分 变量 . 相应 地 ,右边 界 曲线 为 > 一 3y 
一 918 一 


1 
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十 6, 左 边界 曲线 为 = 一 4y? 一 1. 为 确定 积分 区 间 , 解 方程 39 十 6 一 4 
一 1, 得 y 一 一 1, 工 .因此 所 求 面积 为 


s= | [Gy+ 昌 一 (人 一 D3 


14 83 
一 Ec 4 旷 十 3 十 7) 四 一 13 66 


5.6.5 题 图 


5.6.5 求 抛物 线 y = 一 守 十 4z 一 3 及 过 点 (0, - 3),(3,0) 的 切 
线 所 围 成 图 形 的 面积 . 
解 ”切线 4C 与 BC 的 方程 分 别 为 
y=hzr+bh, Y= kz bz. 
因为 物 线 y 一 一 于 十 4z 一 3 的 导数 为 久 一 一 27 十 4， 
故 二 Yio 一 4， 如 二 1: 二 一 2, 因 此 二 切线 方程 为 
y= 4z++h, y= 27+b. 
由 y = 4z 十 记过 4(0, 一 3),y 二 一 2z 十 bp 过 BC(3,0) 知 ,51 二 一 3， 


一 6. 由 此 得 二 切线 方程 为 (9 卫生 2 6 


解 此 方程 组 ,得 交点 为 CC-3 ,3). 因此 所 求 面积 为 


3 _ 
S 人 Eee 3) 一 (一 了 十 4 一 3)]dz 
4 fc 2z 十 6) 二 (二 如 十 入 一 3)]dz 
LE 


oa 
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三 [i + eez+oa= 卫 . 
。 元 
5. 6.6 求 由 下 列 极 坐标 方程 表示 的 曲线 围 成 的 面积 . 
(Dr = asin39 (三 叶 线 )， 
(2 7 一 了 5 (抛物 线 ),( 于 入 4 坟 卫 ). 
解 (1) 如 图 所 示 , 所 求 面积 为 
Ss=6. 汪 Joesinrs0u 


= ; 
(2) 所 求 而 和 为 
=- 去 人 EC 

= 于 fie ‘a ) 5.6. 6 题 图 
EA V2 十 3)， 


5.8.7 求 由 曲线 9 = rarctgr 及 二 射线 9 二 0 及 0 二 
的 扇形 的 面积 . 


a dp 2 i 
(te + 二 cts 2)|1™ 


V3 


从 0 变 到 V3 ,又 


访 " 


de (es 


十 arctgr) dr, 
故 所 求 面积 为 

-二 [ro 二 [netease 
VS 


= [二 一 言 nQ 十 区 十 十 rareter ] 
1 1 V3 
2 3 6 

5. 9.8 求 心 形 线 7 = a(1 十 cos9)，(a > 0) ,所 围 成 的 图 形 的 面 
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解 ”由 于 图 形 关于 极 轴 是 对 称 的 ,所 求 面积 等 于 上 半 部 分 (0 之 0 
志 7) 面积 的 两 倍 . 于 是 根据 极 坐 标 中 求 面积 公式 ,得 


g=2. 去 [io= [ea 十 easg)2g 
2 0 


1 十 cos20 
2 


=« | (1+ 2eose + J 


= [Bo 十 2sinb 十 2]= Bar, 


© 
x« 


5. 6. 8 题 图 5.6.9 题 图 
5.6.9 癌 r?<< 1 被 心 形 线 r == 1 十 eosb 分 成 两 部 分 , 求 这 两 部 分 
的 面积 . 
解 ” 如 图 所 示 , 圆 被 心 形 线 分 为 S; 和 3; 两 部 分 . 由 方程 组 
7 一 1， 
人 一 1 十 cosb 
求 得 两 曲线 的 交点 为 4(1, 也 ) 和 B(1, 一 所), 由 对 称 性 知 ,Ss 的 面积 
为 . 
82 = ?| 到 十 去 Ga 十 eos0)a0 | 


一 至 十 (30 十 2sing 十 了 sin20)1 


a 


= xr—2. 
从 而 5, 的 面积 为 
8 一 一 至 十 2 一 2 一 于 


> 


be 
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2. 求 曲 线 的 弧 长 
5.6.10 求 下 列 曲 线 的 弧 长 . 


(Dy =2p, 0<rSr: (2) 人 
了 
(3) > 一 ae" (m> 0,0<r< oo); 
gaat Ud<r<3. 
解 (Dy 一 
i 1+ 芋 = 和 1+ 之 = 寺 科 
5 到 
因此 所 求 弧 长 为 
:一 一 = Vr+ 2 z) 
0 Vv VM 
pe z(p + 2z) cv 下 站 
0 


Y ze 十 A/ ro 十 
= 2A/ mm + 于) + 加 | 一 -一 天 一 一 |. 
Rf: 
2 
(2》 Vz? 十 yi 二 4asintcost Wecos4 十 sin4, 故 所 求 的 弧 长 为 
s= issinteose Veostt + sintdt ~ 


一 2 上 A/ 2Csinzt 一 也 + dCsinat 一 了 


sin2% 一 三 
de V cos’t + sin’t 


1 至 
十 4 A Sin2t 一 方 十 A/ 到 (cost 十 sn] [ 
1 
= 人 + 三 ea+ V3) 
2 


一 822 一 
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(3) 因 0<<r+ 二 4, 故 一 <<9 二 0, 因 此 所 求 的 弧 长 为 
人 上 Mae 十 ozezridg — a Vm 十 了 | ew 


evm+l 
m 
(4) 由 原 式 得 7 一 2 1 = 0. 两 端 对 0 求 导 , 得 2rr' 一 26r' 一 27 


3 
= 0. 由 此 可 得 一 i -5 
9 一 二 (1 一 古 )dr. 因此 所 求 的 弧 长 为 
73 十 7 hr 1 1 1 
:= 让 rt ar 2 十 去 In3. 


5. 6. 11 WE Vcoszdz 的 全 长 . 
解 。 函数 一 | Vosszdr 的 定义 域 为 [ -号 , 受 ], 且 Y = 


Vcosz. 由 红 长 公式 得 所 求 曲线 的 全 长 为 
2 Vit vi |, Vit cod 


= 由 V 2 0083 一 4 Va [ew $ac$) 

一 4 V2snFli =4. 
5.6. 12 求 县 链 线 y 一 了 (er 十 e 人 ,( 一 4 入 xz 入 0 的 长 度 . 
解 y= 六 (一 。 全, 故 


V1 十 六 一 1 十 卫 ( 呈 十 


= A/ 了 全 +e 十 2) 一 到 + 


于 是 所 求 的 弧 长 为 
s= | VET7Fi= 二 | + Da 
下 


AR 
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= 号 一 = 一) 


人 三 


5. 6. 12 题 图 5. 6. 13 题 图 
5.6.13 求 星 形 线 
一 acosat) 
人 0 ,0 过 1 过 2x 的 弧 长 . 
y= asin't 


解 ”由 对 称 性 ,只 需求 出 0 入 :入 号 的 一 段 红 长 ,再 乘 以 4 即 可 ,， 
因为 
si 一 让 V [z+ Ly 0) ja = fe aasinteostar = Bo. 
故 星 形 线 的 弧 长 为 = 4s = 4 ,也 = 6a. 
5.6.14 一 根 弹簧 按 阿 基 米 德 螺 线 7 = ob 盘旋 , 共 10 圈 , 每 图 间 
隔 10mm, 求 弹簧 的 全 长 s. 
解 ” 极 轴 与 第 一 圈 、 第 二 图 分 别 相 交 于 点 4A(2x,2xa) 和 BC4r， 
4xa). 由 题 设 知 ,4B 长 10mm. 于 是 
dra 一 2ra 一 10, 即 a= 三 ， 
又 弹簧 共 10 圈 , 故 9 从 0 变 到 20r， 
因此 弹簧 全 长 为 
8 一 £2 Vr+r?d0 


= 位 Va 十 az02d0 


5.6.14 题 图 


一 -24 一 
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刘 [e Vi FE+ no+ VITE]| 
i VI + 4007 + in(20r + VI+ 400m ) 
5. 6.15 证明 :椭圆 z 一 acost, y 一 asint 的 周 长 等 于 正弦 曲线 
?一 sin 于 的 一 波 之 长 ,其 中 = VE 一 可 


证 ”椭圆 的 周 长 为 
i | Van 十 RS 一 大 Va — ccosiidt 


= af Vi 一 (号 )zeosrudt， 
正弦 曲线 y = csin 子 一 波 (z 从 0 到 2xb) 的 长 等 于 余弦 曲线 
?一 ccos 二 一 波 (z 从 0 到 2xb) 的 长 , 故 


“= [Wi 十 (ee 三 = 六 + sin? Zaz 


= 矿 b 十 cxsin2tal = 上 V az 一 cxcos2tdt 


去 沁 由 A 1 一 (2 )zcosxtdl， 
[3 a 


所 以 8] = és. 
5.6.16 求 环线 y 一 士 ( 计 一 +) Vz 所 包 图 的 面积 ,与 以 该 环线 


长 为 周 长 的 圆 面积 的 比 . 
解 ”环线 所 包围 的 面积 为 


5 2 二 一 2 Y= 

又 该 环线 的 周 长 为 
+ 1 3 Vz] 
2| :+| 二 一 全 Ee 


135 V 3 


ee 
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三 可 全 人 1 Ry er 
人 
设 以 该 环线 长 为 周 长 的 圆 的 半径 为 >, 则 
4 2 
2rrr = 9 ?= » 
3V3 3r W3 
于 是 圆 面 积 为 
全 
3r W3) 27r 
Ss 2 
因此 ， 名 J/F 


5.6. 17 证明 : 椭 贺 每 十 世 二 1 的 周 长 介 于 re 十 已 与 
XY2q 十 2 之 间 . 
证 ”不妨 设 e > 之 0. 椭圆 的 参数 方程 为 


ete = asint, 


ost 椭圆 周 长 
为 
1 一 4 人 azcos2 十 besin2tdt 


一 4 下 V acos™t + bsinx 十 4 | 二 Wazcostt + brsinitdt 
T 


4 人 Vicost 十 bini + Wassinat + cosz] dt， 
令 p(t) 一 (acos2 十 brsin?D)E + axsin2 十 brcos’t)!, 求 导 并 整理 得 
(a? 一 b?)sinteost( azcos + Disinnt — Wasind + bcos: 2 
Wascoss 十 bisint 。W axsin2t 十 bcos 
a 0 入 :入 于 时 ,有 cos? 三 sin2t ,因此 
(qa? 一 b?)cos’t > (a 一 b?)sin’t, 
进而 W azcos2t + bsin?t > V azsin2t 十 bcos?t, 
于 是 , 当 0<<t< 计 时 (0) > 0, 即 pC0) 在 [0, 于 ] 上 单调 递增 ,从 而 


?0) < PD < m( 本 )、: 


Wi) 一 
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即 a+b< op < V2c 十 38. 
由 此 可 得 4 fe + Dd<i<4 EE V 2a + 2bdt.. 
即 zla+b) SlCr Va + 20. 


3. 求 立体 的 体积 与 表面 积 
5. 6. 18 ” 求 截 模 形 的 体积 ,其 平行 的 上 下 底 是 边 长 分 别 为 4.8 和 
a.b 的 矩形 ,高 等 于 


解 ” 如 图 ,00 = 委 ,0@ = 号 ,09 一 外 设 OP = >, 则 
Pp 


5.6.19 题 图 
5. 6. 18 题 图 


b 入 一 a 
同样 可 得 ,LP' 一 志 十 “于 三. 人 于， 


从 而 截面 KLMN 的 面积 为 
f(z) = (4a)(B— Dl— 


z 
大 


)2 
十 [e(5 一 六 十 5(4 一 ao)](1 一 这 
于 是 截 攀 形 的 体积 为 
r= rwe 一 委 [C4 十 o8 十 (2a 十 40 


5. 6. 19 ” 设 半径 为 如 的 圆柱 被 通过 其 能 面 直径 的 平面 斜 蕉 ,得 一 
= 
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圆柱 模 . 车模 的 最 大 高 度 为 五 . 试 求 其 体积 . 
解 ” 如 图 ,04 = R,48B 一 五 并 且 模 体 上 平行 于 人 048 的 任意 截面 
都 是 三 角形 ,过 0' 点 的 截面 0 4'B' 的 面积 为 


一 o4 »A'B' = 雯 VR—zr*. VR— ztg/AOB 


= 动 (8 一 攻打， 
由 此 可 得 棉 体 的 体积 为 
ss “ 各 ce 一 zdz = 计 . 
5. 6. 20 证明: 若 垂直 于 z 轴 的 平面 截 具有 平行 底面 的 立体 ,所 得 
截面 是 z 的 不 超过 二 次 的 多 项 式 , 则 该 立体 的 体积 为 
二 训 (Bi 十 4M 十 B)， 
其 中 4 二 5 一 a 为 立体 的 高 ,B,B; 为 底面 面积 ,M 为 中 截面 面积 ,进而 由 
此 公式 推 得 圆 台 的 体积 公式 . 
证 设 平 行 截面 面积 为 s(z) = a 十 Bz 十 yz?, 则 
B= s(a) 一 oa 十 pa 十 ya， 
有 一 s() = a 有 + py 


MM= (2 者) 一 a 十 p* 2 寺 ?十 yO 二 5) 


于 未 一 
a ya?)dr 
二 (oz 十 部 2 十 二 让 


Dp 四 十 考 避 一 四 


四 [6a 十 38G 十 o) 十 27Ca? 十 ob 十 如 )] 


2) + (a+ Bo+ yO) 
十 4(a 十 全 (a 十 人 D 十 专 (a 十 已? 


二 名 (Bi 二 Bs 二 4M). 
对 于 因 台 ,说 上 上 不 朵 两 六 经 分 别 为 :8 则 ;4 
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A 
2 


Bi 一 rr2，B: = xR:, M = x 
故 贺 台 的 体积 为 
7 一 条 [me+ mrC 十 多]= 型 om 十 mR 二 本 . 
5. 6. 21 ” 求 旋转 抛物 体 的 体积 ,其 底面 积 为 8, 高 为 
解 ”不 失 一 般 性 , 设 旋转 抛物 体 由 抛物 线 世 = 22zz 绕 oz 轴 旋 转 所 
得 ,如 图 , 记 04 = 4,0B 一 z, 并 且 由 题 设 有 
S = mh4C2 = x(2ph) = 2rph. 
又 距 原点 为 z 处 截面 面积 为 8(z) = 2rpz, 故 体积 为 
7 一 se = ma 一 xX 一 学 . 


5. 6. 21 题 图 5. 6. 22 题 图 


5.6.22 求 由 曲线 一 =2,z 二 y= V2,z+y=3V2， 
y 一 z 围 成 的 图 形 绕 直线 y = z 旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 . 


解 ” 先 旋转 坐标 系 , 因 y = z 与 吃 轴 的 夹 角 为 子 , 故 令 新 坐标 系 为 
zoy 则 ， 
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从 而 曲线 z* 一 六 二 2,z 十 y 二 2, 十 y 二 3 V2 在 新 坐标 系 zoy 下 
的 方程 分 别 为 zy = 1,z 二 1,z = 3. 故 所 求 的 体积 为 


5. 6.23 ”将 边 长 为 a 的 正方 形 48CD 分 为 三 等 分 ,然后 沿 BF、GH 
将 它 折 围 成 三 棱柱 (如 图 ). 此 时 正方 形 对 角 线 BD 被 折 成 空间 曲线 
BP 一 PQ 一 84, 求 此 折线 绕 48B 轴 旋 转 所 得 的 体积 - 


[a 


(a) 


解 ” 因 为 折线 bp Py w4 由 三 个 直线 段 组 成 , 故 它 绕 48 轴 旋转 
所 得 的 旋转 体 也 由 三 部 分 组 成 . 现 分 别 求 各 部 分 的 体积 . 
(1) 上 下 两 端 是 体积 相等 的 两 个 贺 锥 体 ,其 底面 半径 为 P( 或 8) 点 


到 48 轴 的 距离 , 即 等 于 计 o, 高 为 PR = 80 = 寺 o. 因此 体积 为 


Be HT 
《2) 中 间 部 分 是 一 直 纹 单 叶 双 曲面 . 选取 坐标 系 , 以 有 向 直线 
B(C)F 为 z 轴 , 有 向 直线 B(C)4(D) 为 z 轴 , B(C) 为 坐标 原点 , 与 
PFB(C)4(D) 尼 平面 垂直 的 有 向 直线 为 y 轴 , 构 成 空间 直角 坐标 系 . 依 题 


意 ,点 的 坐标 为 (号 ,0,S ,0 点 的 坐标 为 (2 3, 3 .于 是 得 直 
线 PQ 的 方程 为 


一 9309 一 
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6 于 
化 为 参数 方程 ,得 


z 一 记 a2 —0), 


== 寺 oGL 二 0， 
由 此 得 旋转 面 上 任 一 点 至 z 轴 的 距离 为 
= V+ 6"(2 2 二 


部 和 一 本 V1 一 :十 如 


心 即 为 旋转 体 垂直 于 z 轴 的 各 截面 (都 是 圆 ) 的 半径 ,于 是 体积 为 
Vi= ee 去 "ja t+ td = Toa 
由 此 得 症 个 于 匠 体 的 祭 积 必 
V=2. 


1 
BI 十 1 


3 
= gI™ 
5.6.24 


A 
z 一 《之 间 的 体积 记 为 了 (4), 问 ae 为 何 值 时 ,Fr(a) = 二 limV(&) 


py 当 工 2 
nd cd 


x 
2 1+® 
由 此 可 得 ”去 imrCe) = 于 . 
etd 
ba 1 
解 方程 县 Ls 2) 
5. 6. 25 


工 ,得 4 一 士 1, 合 去 负 值 , 故 a 一 1. 

证 明 由 极 坐标 方程 (r,g 为 极 坐标 ) 
< ， 

< rrD ”和 可 的 图 天体 的 休 机 和 


Wie 


0 
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7 一 Ek 73(0)singdo. 


证 法 1 面积 微 元 ds = rdrdb 绕 极 轴 旋 转 所 得 微 环形 的 体积 
dv 一 ee r=7r(0) 
= v = [2rsinoa 三 2dr 
二 冬 Ek 7s(g)singdb. 


证 法 2 ”应 用 直角 坐标 系 下 的 古 4 
尔 金 第 二 定理 ,对 于 微小 面积 元 , 它 的 2 7 


oh -2 sing) 5. 6. 25 题 图 
处 ,于 是 面积 元 素 为 ds = 二 "aig, 对 应 旋转 体 的 体积 元 素 为 zo 一 2x 
了 rsing 到 ao， 由 此 可 得 
了 一 等 | osinoao. 
5.6. 26。 求 sa 生生。 V2sin29 绕 极 轴 旋转 所 成 能 转 体 的 体积 . 
解 =“ 与 7 一 。 V2sin20 在 第 一 象限 部 分 交点 的 极 角 分 别 为 二 
与 各 ,利用 对 称 性 知 ,体积 为 


v= 等 记 [ce V 2sin29) 一 吧 s Jsinode. 


计算 这 个 积分 , 令 

n= [ V sin20sin?gcos9d49， J 二 | ~ sin22bcoszbcos8db , 
则 五 一 下 一人 cosgGin20 六 十 全 0 (1) 
即 1 一 EE = 下 coseGsin20 广 ， 


又 十 I= 二 | Vsin29cos9d0 一 | V 2 tegcos29 W ctg0d0. 
令 tb 一 纪 上 式 化 为 二 项 式微 分 的 积分 , 求 此 积分 得 
五 十 且 一 于 aing Vsm36 十 于 mn(cosg 十 sing 一 Vain26) 
-> 一 


8$6 定 积分 的 应 用 


十 本 in(eosg 十 sing 十 Vsin28) 十 arcsinsing — cosg)， (2) 
(2) 一 (1) 得 
hnh= 总 { 二 sing Y sin20 十 了 inGsine 十 cosbg 一 Vsin26) 
十 本 inGsing 十 cosg 十 Vsin36) 十 aresin(sing — cosg) 


四 言 cosoCsin20)) +o, 


和 . 
从 而 上 W sin2bsinzgcosbdb 一 二 十 Er 
下 


4 1 203 
因此 v= 各 xas[4 V 2 (于 十 商 D + os 呈 一 mm 下 = 二 二 
5. 6. 27 ” 试 求 环 体 ( 半 径 为 的 贺 绕 与 它 不 相交 的 轴 旋 转 而 成 的 
几何 体 ) 的 体积 . 
解 ” 设 环 体 由 圆周 y = R 土 Vr: 一 z* 绕 z 轴 旋转 而 成 , 则 它 的 体 
积 为 


= | Cat Vr | 一 Vr a 
= 4rR 「 Tzidz 一 4nRr? EE coszpdp = 272 有 2. 
村 a 


5. 6. 28 ” 设 半径 为 R 的 球 被 距 球 心 分 别 为 a,5 的 两 平面 所 截 , 求 所 
截 得 的 球 带 的 表面 积 ,连同 上 下 底面 构成 球台 的 表面 积 及 体积 . 
解 ”此 球 可 以 看 作 圆 z 十 六 二 R*( 如 图 ) 绕 y 轴 旋转 而 得 ,因为 


2 = (VF) 1 
, es /RB —y Re 
于 是 球 带 的 表面 积 为 


s = [2nz V1l+zdy 2 上 MR—y. Fe 
= 2r8g 一 2rRCG — a), 


又 上 底 半 径 为 V 天 一 忆 , 下 底 半径 为 VR 一, 故 球台 的 表面 积 为 
S) = x(2R? + 2Rb — b.— a — 2Ra), 
球台 的 体积 为 


2 
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V [ray 3 [ee ydy = rR2G 一 a) 于 一 0)2. 
。 . 


y 2207 


5. 6. 28 题 图 5. 6. 29 题 图 


5. 6. 29 ” 求 抛物 线 刀 = 2pz(0 福 z 委 由 绕 z 轴 旋转 所 得 曲面 的 侧 
面积 . 


解 由 ?一 V2r 知 六 一 好 大 = 
ge 
故 所 求 的 面积 为 


人 


2z 
= Sr VF 2+ pl 
= 从 V7 (VOT VR). 
5. 6.30 求 由 县 链 线 y 二 全 方 一 的 一 段 浙 (<<z<< 驴 绕 or 轴 族 


转 所 得 的 表面 积 - 


解 y= 和 二, VT 二 六 一 和 二 所 ,因此 表面 积 为 


8S = 2 | 一 = 也 fe + e+ 2)dr 
XN(e* 一 e-*”) 
4 


;因此 


2z 


=( 十 xz) 上 


这 说 
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= 村 (e> 一 一 十 6) 十 写 (一 0 
5. 6. 31 ”由 抛物 线 ay = a? 一 z? 及 oz 轴 所 围 成 的 图 形 绕 oz 轴 旋 转 


构成 一 旋转 体 , 求 其 表面 积 与 等 体积 球 的 表面 积 之 比 . 
解 ”首先 求 旋转 体 的 表面 积 与 体积 . 因 


故 S=2， 2 fe ) 。 dz 
-5 有- 和 N+ Se 
a EE nf + 人 nz 十 V2+5)] 
= + 他) 
WE wr 


= 至 [? V5+hn2+ V5)], 


= (a— jz 一 He. 


设 与 其 等 积 的 球 的 半生 为, 则 得 局 一 忆 名 ,由 此 8 一 A 
是 此 球 的 表面 积 为 


守 [7V5+} Yin + V5) | 


Ss 


由 此 可 得 总 Ba ~ 1.013 
8 10 
z 一 at 一 sint)， 
5.8.32 求 曲线 全 0 2 
0 借 二 机 仪 2 红 人 币 537 ta 
a 和 和 闪 秆 放 往 共生 


一 935 一 
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解 ” 由 由 一 Y 字 十 Wi 一 2min 二 dt 有 


和 Pe 64 
(1) 8, 一 2 | a(] 一 cost) + 2asin -dt fa’. 
0 2 3 


(2) 8, = 2r [Wd 一 sinf)2asin 了 


hra? | Ce 一 sinDsin dt = 16m0’. 
(3) 坐标 平移 , 令 z = z,y = 十 24, 则 
2 
8S = |2r F C— aCl + cost) J2asin atl 一 ro. 


5. 6.33 ” 求 曲 线 " 二 aicos20 (1) 绕 极 轴 ; (2) 绕 9 二 亡 ; (3) 绕 9 
= 于 旋转 所 得 曲面 的 面积 . 


解 (1) s,= 2x: 2 VTeos2gsing 


~ > 
= 4 [anoao 一 2xa(2— VY 2). 


(2) 83 = 4 jacosou = 4razsing | 了 一 2r V 2a. 
(3) 车 以 6 = 村 为 新 的 极 轴 , 则 双 纽 线 的 方程 化 为 
7f = atcos2(Pp, 十 村) 一 一 osin2pl， 
故 寻 一 2 2x Nn VE 十 mi 
到 
和 ad01 
= 4z | 。 rising 一 “一 
上 VY 一 sin2mw: 


= 4 sinpldpl = 47ra2. 
其 
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5. 8. 34 杰 学 径 为 "的 半 国 红 对 于 过 此 项 两 端点 的 直 生 的 全 
和 转动 惯量 .， 


解 取 此 直径 所 在 直线 为 uc 办 ， 画 心 为 侍 标 原点 , 则 因 的 方 各 为 
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十 六 二 a?, 由 此 有 y= 二 Va 一 
ds ME ”一 xz. 


于 是 ， w= Vos* 二 一 zz = 2a, 
一 4 a Z2 
I 『 (— 2)* “一 xz = 2c 『 Ve — zdz EL 
Rn 。 2 


5. 6. 35 。 求 底 为 b, 高 为 4 的 均匀 三 角形 薄板 对 于 底 边 的 静 力 挎 和 
转动 惯量 (p 一 1). 
解 ” 取 坐标 系 如 图 , 则 
h 
3 加 一 加 (z) 一 Tz， 


h 
c—b 


yz2 = ya(z) 一 (z— 6b). 


于 是 ， 


1 fr 1p 
M= 冯 | + 去 [om 5. 6. 35 题 图 
1 I fe 
yee + 2 Lae Ws 
和 1 
/= 于 + 言 [om 


eh3 Bb 3 3 
Ft 和 
5. 6. 36 _ 求 圆 弧 z = acosbg,y = asing (19| 入 ac < r) 重心 的 坐 


标 . 
解 ”显然 ,重心 的 纵 坐 标 y = 0, 又 圆 弧 长 为 2ao, 故 


元 ”axcosgdg 一 序 * 2sina = 


即 重心 为 (S22,0). 
5. 6. 37 。 求 抛物 线 oz 一 交 ,oy 一 地 (a > 0) 所 转 面 积 的 重心 


解 ”抛物 线 六 二 az 与 z= ay 的 交点 为 (0,0),(a,a) ,它们 所 围 的 
面积 为 


asina 


= 二 
D a 3 


ba 
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. Ly 一 一 
2 2 和 a0 
Ed 2 /+ 1 a 3a! 
M, fa MY az 下 )dz a 4 20， 
3 。 
一 20° 9a - 9a 
故 = 
3 


5. 6. 38 ” 求 对 数 螺 线 7 二 ae (m >> 0) 上 由 点 0( 一 co,0) 到 点 
PL9,7) 的 弧 OP 的 重心 CCbovro) 的 坐标 , 当 P 点 移动 时 ,C 点 画 出 怎样 的 
曲线 ， 

解 重心 的 直角 坐标 为 

Jaz re V az(1 十 m’)e™do 『 _rev'cosbd0 


J | Va + me ed 汪 ed0 


0 
a | e2mcosgdD 


_ mae™(sing 十 2mcosb) 


上 erodg 4m2 十 1 
一 所 mae™ (2mxsing 一 cosb) 
同 法 可 得 y 友 1 二 ， 
于 是 重心 的 极 坐标 为 


nr VT 
4m2 十 1 V4m2z 十 1 


wp 

又 i yy 2mg0—1 3 2m 
I te + 2m 1 ® 

1 + zt80 


即 % = 二 9 一 a, 其 中 a = arctg 去 
当 忆 点 移动 时 ,CCouro) 画 出 的 曲线 为 
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ma m0 ma em《00 十 a) 
WA4m2 十 工 Viam 十 1 
它 也 是 一 条 对 数 螺 线 . 

5. 6. 39 ”一 质量 为 MM, 长 为 /的 均匀 细 杆 48B 吸 引 着 质量 为 m 的 一 
质点 C, 此 质点 C 位 于 4B8 杆 的 延长 线 上 ,并 与 较 近 的 端点 8 的 距离 为 


a. 


To 


(1) 求 杆 和 质点 间 的 相互 引力 ; 
(2) 当 质 点 在 杆 的 延长 线 上 从 距离 7 移 至 >: 处 时 , 求 引力 所 作 之 
功 . 
解 (1) 取 点 4 为 坐标 原点 ,oz 轴 在 4B 上 且 向 右 为 正 ,在 4B 上 点 
:处 取 小 段 长 dz, 则 引力 元 素 为 
Mdr 
KR . KmM ， dr 
V+e—2)’ 和 (十 @ 一 z)2 
于 是 杆 48 与 质点 C 之 间 的 引力 为 
_ | dz ~ KmM 
(十 se 一 ze 十 6) 
(2) 由 (1) 知 ,位 于 B.C 之 间 且 距 4 端 为 < 的 点 ,与 杆 4B 的 引力 为 


PP = -Am ,于 是 点 C 由 距 B 端 处 移 至 rs 处 时 ,引力 所 作 之 功 为 


zz 二 0， 


dF 一 


车 ! KmM SY ty ] 
和 re [| 2 
Km qn ns + 0 
l rz(ri 十 人 
5. 6. 40 ”没有 盛 满 水 的 半球 形 蓄 水 池 , 其 深度 为 10m, 计 算 抽 完 池 
中 水 所 需 做 的 功 . 


解 ”如 图 建立 坐标 系 , 先 考虑 抽出 深 为 7 处 高 度 为 民 的 一 层 水 需 
克服 重力 做 的 功 . 
由 二 psdz, 得 
dw = Fz = pszdzy 
又 截面 积 s = xC V10? 一 72)* 
= x(100 一 22)Cm2)， 
水 的 密度 p = 1, 因 此 5. 6. 40 题 图 


一 939 一 
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dw = wz(100 一 z2)dz， 
故 抽 完善 水 池 中 的 水 所 作 的 功 为 
w= aoo 一 22)dz = x(507 一 于 ) 局 一 2500x. 


5. 86. 41 其 轴 为 2 及 25(a 二 5) 的 半 椭 圆 形 薄板 铅 直 沉 入 水 中 ,其 
短 轴 与 水 面 平行 且 位 于 水 面 下 c 处 , 试 求 液体 对 下 半 椭 网 形 薄 板 每 面 


的 压力 . 
解 ” 取 短 轴 为 y 轴 ,z 轴 向 下 , 椭 贺 中心 在 C 处 , 则 椭圆 方程 为 
所 二 其 =1， 
a 三 


薄板 一 面 之 压力 元 素 为 


dz 一 1。(z 十 c) . 25 和 /1 一 所 和 (水 的 密度 为 1). 


所 以 , 注 板 一 面 所 受 之 压力 为 


二 /2 1 
?= [2 + 0 1 m= 3 52 十 abc， 


游 板 另 一 面 所 受 之 压力 也 是 也 a% 十 二 abe. 

5.6.42 ” 设 边 长 为 a.bla > 6) 的 矩形 薄板 与 液 面 成 " 角 斜 沉 于 密 
度 为 的 流体 内 ,其 长 边 平行 于 液 面 且 位 于 深 4 处 (如 图 ), 试 求 薄板 每 
面 所 受 的 压力 , 


A 


zzz 
i 


5. 6. 42 题 图 5. 6. 43 题 图 
解 坐标 的 选择 如 图 所 示 . 在 区 间 Ch 二 vina] 上 任 取 微 自 
[zz 十 dz], 则 薄板 上 相应 的 面积 为 fadz, 于 是 dP 一 7 二 az 于 
是 
一 940 一 
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至 | 
F= [ sna = yab(2h 十 bsina). 


5. 6.43 ”把 双 曲 线 字 一 刀 一 到 上 的 点 MM(z,y) 的 坐标 表 成 双 曲线 
扇形 0M'aM 面积 的 函数 . 这 个 扇形 是 双 曲线 的 弧 M'M 与 二 射线 OM' ， 
OM 围 成 的 ,其 中 M' (z, 一 y) 是 关于 oz 轴 与 M 对 称 的 点 . 


2 
oT Sy a 
S2 = 2(3 2) a2ln Pd 
车 记号 一 S, 则 z 十 y 一 ae”， (D 
一 oja2 
把 (1) 代 入 三 一 六 = a 中 ,得 2 一 y= oe 和 


解 (1)、(2) 得 


z 一 aqch 入 
3 一 oh 号 
5.6.44 设 摆 线 方程 为 
全 一 a(9 十 sing)， 
3 一 a(1 一 cosb). 
有 一 质量 为 M 的 质点 ,在 重力 的 作用 下 沿 摆 线 运动 ,以 s 表 示 坐 标 原点 
沿 摆 线 到 质点 的 弧 长 , 试 求 质点 的 运动 规律 s = s(2),( 不 计 摩 擦 力 ). 
解 ” 质 点 在 (z,y) 处 的 切 向 量 为 
+ 人 i 十 于 j= all 十 cos0)i 十 ein 


(—*<0IE7) 


因此 ,质点 在 该 处 的 加 速度 为 
P:R 
i 


另 一 方面 ,ds = V dz: 十 dy’ 二 2acos 多, 所 以 2 十 4 


wl 
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从 而 得 方程 十 贡 s = 0. 故 质点 的 一 - 般 运 动 规律 为 


Ea 
s(t) = hcos 和 /让 ! 十 Bin 和 / 直 i 
5. 6. 45 ” 镭 在 每 一 时 刻 的 分 解 速度 与 其 现存 的 量 成 比例 , 设 在 开 


始 时 刻 t 二 0 有 镭 @, 克 ,经 过 7 = 1600 年 , 它 的 量 碱 少 了 一 半 , 求 镭 的 
分 解 规 律 . 


解 ” 设 镭 的 现存 量 为 Q, 则 有 疼 二 如 ,其 中 4 为 比例 系数 ,于 是 


= tt 
积分 得 让 0 of ia 
o 
ln2 
时 4“ 一 一 1600 
“din2 ff 有 ni 
因此 ， je d= 600)d Mo = m2 


故 铝 的 分 解 规律 为 0 = Qc2 


一 绍 一 


问题 与 解答 


5.7.1 当 r 一 0 时 ,判断 go(z) 一 六 ，arctgtdt 无 穷 小 的 阶 . 


2 
2 
,一 去 | 


2 
解 v(z)= ht 。arctgldl 一 坟 (e 十 1) ， arctgt 


于 zaretgr: 十 方 arctgz2 一 到 
] ar? 5 1 2 开 9 1 ， 
本 十 or)) 十 可 (z +0))— sr 
~- 了 十 vo(z5). 
故 当 z -一 0 时 ,gp(z) 是 4 阶 无 穷 小 . 
5.7.2 函数 在 区 间 [0,ce) 上 不 减 ,对 于 任意 的 了 > 之 0,f(z) 在 区 
间 [0,7] 上 可 积 , 且 lim 过 ou =“. 证 明 :limfz) = < 
.证 因 f(z) 在 [0,co) 上 不 减 , 则 对 于 任意 的 > 0, 都 有 


! 了 flDa < F007) < 二 fa (#) 


去- 
成 立 .又 Jim 十 | fCOwe 一 ,所 以 , 当 z 充 分 大 时 ,根据 极限 值 与 无 穷 小 
荆 之 间 的 关系 ,有 
row = ze + a 二) 其 hmaC) 一 0. 


= tm 直 [ (+acl)( + or 2) | 


lim L are + a(L)) c. 
o 次 


类 似 可 证 
一 943 一 
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lim A | CDL 一“ 
对 于 (* ) 采用 夹 副 定理 , 易 知 limf(z) 一 5， 
5.7.3 要 限 lim i 为 常数 . 
过 [ “1 =In(z+a) 一 Inz 


一 In( 十 二) 一 0,z 一 + co)， 


所 以 tim 全 “i = 0. 


som 


5.7.4 设 f(z) 是 以 7 为 周期 的 连续 函数 ,求证 : 


证 令 z 一 mo 十 妃 则 


fou | CD 到 + "f(at 
dn = mn nT+y 
5 1 y 
-mn [和 t+ 
二 并 fea. 
5.7.5 设 函 数 Ar 在 z*=0 处 可 微 ,又 设 函 数 
二 Gin ):, xz 一 0 
了 
92(z) 一 2 
= > 0. 
1 十 27 
zf(z)(1 十 pe gp(z) sp V1— td 
求 极限 lim zp(7) 
证 由 lim ep(z) = lim( 1 - 了 
ot t+ ] 十 2 


一 944 一 


§7 综合 问题 


lim pg(z) = lim 二 im 三 


1 
0 :0 V5 5 
oi 
有 limp(z) 一 可 
又 lim(1 十 z) “ 二 
-0 e 


0 
VE 一 8 _ 2z 


四， 0 2 6 
z2f(z)(1 十 a + pg(z) [| VI— ea 
于 是 ,lim zp(z) 
1 
了 (0) a 


+ (一 D = 上 1(0) 一 1 


5.7.6 ， 求 极限 lim sinrzdz。 


证 对 任意 的 。 > 0, 因 为 sin( 一 二 ) < 1, 所 以 , 当 a ~ co 时 ， 
sin"( 工 于 ) -> 0. 故 存在 Y > 0, 当 之 六 时 ,有 
dk 
sin" 一 7 < 加 
于 是 
0 到 | anee 一 | sinzar 烤 [epinets 
< 人 ms 二 i 
所 以 lim Sinzdz 一 0. 
DCm 十 2)%…(n? 十) 
5.7.7 计算 lim Gr 一 DG 一 2)nr a) 


解 ” 取 积分 区 间 为 [0,1]; f(z) = z 及 f(z) = 一 xz, 分别 得 
Te i ee 
La Rn Rn Rn RR 


一 945 一 
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[人 
Yd ER RA Eo Eo Ty Ee GP ae 
Pe n 性 La n R n 


利用 上 面 两 个 极限 可 得 
i 十 1)(m 十 2 十 ) 


- 1) (na? 一 2)… 
im 十 二 :DC 十 二) 十 二 二) 
| La n n 
he sy 
~ n n n n La 
[re 二 
4 
了 
5.7.8 设 f(z) 在 [o, 雪 a = flati+k* 4), 试 证 : 
lim(1 十 四 Ut fa = of, 
证 Ey 公式 ,有 
3 
ln(1 十 z) 守 才 二 2 可 Ta < < [2 
于 是 , 当 lz| 达 广 时 ,有 
2 1 
nC 二 + -i F< 2 (1) 


因为 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 所 以 存在 开 >> 0, 使 1f(z)| 委 对 一 切 z 
E [oa, 雪 成 立 . 


当 正 数 “二 “< 贡 时 ,利用 (D ,就 有 
二 b—a ,ba 
[Dna tr. ) | 


< DF) 2 OF. ey 

因为 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 瑚 (z) 一 f(z) * f(z) 在 [a,6] 上 也 可 积 ， 
(2) 式 右 端 的 和 数 是 将 [a,5] n 等 分 , 取 台 为 第 个子 区 间 的 右 端 点 时 ， 
f(z) 在 区 间 上 [a,8] 上 的 积分 和 ,所 以 当 a 一 ce 时 ,有 


SA 2 [rwu, 


#1 


一 948 一 


从 而 lim 2 .DR 


于 是 + fe 


=0.， [re = 0. 


9 ] 


号 “= [scar. 


el +f 


= mm md 十 也 二 9) 一 二 
根据 指数 函数 的 连续 性 ,得 
lim(1 十 四 (1 十 友和 9 (1 十 也 42) eben 

5.7.9 设 f(z) 与 jnf(z) 在 [s, 中 上 连续 ， 又 f(z) 在 [a, 中 上 为 正 ， 
证 明 : exp {7 | nrcoejs 二 -ro 
其 中 exp{…} 表示 ef 


证 “由 交往 工人 十 户 十 必 十 了 ,得 


exp{ 二 dnf 二 In 十 十 加 fj) 壹 二 十 王 二 十 到) 
村 ,1 入 im 根 据 定 积分 的 定义 ,有 


limexp (dnf 十 infz 十 … 十 inf.) } 


令 了 = Ja 十 了 


一 exp 人 加工 (nf + Infs 十 … 十 Inf.)) 


4 人 mreoe 


所 以 xp (二 人 rooejs i reoe 


5.7.10 设 f(z)、p(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 旦 取 正 值 ,f(z) 不 为 
常数 . 证 明 : 


[ra fins ear ereoe 
3 exp | 一 一 < 
| oa [ar 
证 净 [a,4] 分 为 za 等 分 :a 一 za 去 五 所 … 挟 了 一 玫 
记 一 pz 天 一 刘 (2 一 1 2 一 >)p 由 于 (e ">>0, 所 以 er 
be 


-oo 


= 


第 五 章 。” 定 积分 


是 西 函数 . 应 用 凸 函数 的 性 质 有 :， 


op [Binf, 十 如 In 十 … 十 Bing.] 


二 有 en 十 下 oo 十 十 了 er = Pt pafat et pf 
< E 2 


又 exp[ Binfr! 十 可 mn7 1 十 十 名 in '] 


< 有 全 1 十 Pafz 十 … 十 1 


了 


eS plnfi + palnfs 十 + plnfo 
即 < F | 
< pfit psfat et pf 
7 
最 后 可 以 得 到 
Dr) “> (Dinf(m) 
| 
一 SPCGzD aw 
n 之 f(z) 2 
了 Jp(z)f(z) 


te 


只 要 注意 到 f(z) ,7(z)， FC 是 可 积 函 数 .。 连续 ,在 上 式 中 令 
4 一 .oo, 则 得 


[pear Li er 
一 exp | 一 一 一 a \ 
“2(7) [ T 
。FCzJdz Pdz pr)dz 


5.7.11 设 F(z) 是 (一 =o,co) 内 具有 非 负 二 阶 导数 的 函数 .证 


明 : 
(1) 对 任何 实数 rzz, 有 Fa) 芝 re 二 Pa 


(2) 对 于 任何 在 有 限 区 间 [0,-] 上 的 连续 函数 f(z) ,有 


948 一 


[人 Tosinzt |< 上 F[f(z) Jsinzdz. 


证 (1) 设 ,x: 为 任意 实数 , 记 a 一 型 圳 对, 因 Pr(z) > 0, 由 泰勒 
公式 ,有 
(zi 一 9)2 
F(x) = F(a) + F'(a)(z, — a) + F"(E) 7 
F(a) 十 屎 (ao)(r — a), 
同 理 
F(z2) 之 F(a) 十 严 (a)(z — a). 
将 上 面 二 式 相 加 ,得 
F(x) 十 Fi(z2) > 2F(a) 十 到 (ao)(z 十 zz 一 2a) 一 2P(o). 
即 (1) 得 证 . 
(2) 设 p> 全 0 (k= 1,2,°,n). 下 同 先 证 遇 
PP 十 … 十 2 ) 过 pF(y) 十 … 十 PP (ah ) 


Dt 和 Pt 十 十 ps 
事实 上 , 记 = 到 二 二 上 到， 由 泰勒 公式 得 


三 所 久 

FN) = Fla) + F' (a) (ys — a) 十 (Ce) (ye 3 a) 

P(e) + F' (a) (p — a), 
(k= 1,2，…a). 

把 Fly) 乘 以 P, 并 关于 * 从 1 到 4 求 和 ,得 

PF(y) 十 … + pF(y,) 

ptt pFG) + F(Tpy 一 a) + 二 ply — a)] 

一 (P 十 … 十 mm)PCa) 

+ F(Tpy 十 … 十 pg 一 (Pi 十 … 十 pz)o] 
(Pi 十 … 十 玉 )PCo) 
故 (1) 式 成 立 . 
k 
将 [0, 工 2] 分 成 等 分 , 设 产 一 sn 刀 2 =# 复 ) (k= 1,2,° ,7), 

由 (1) 式 有 ” 


fl 


~ 4 
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mn 径 
二 之 


kr 


人 flz)sinrdzr firtsew Jsinzdz 
-< 


ee 
L 上 sinzdz | anra 
又 | sanza 一 1， 所 以 #| lisesinaar |< ferEse) Jsinzdz. 
. 0 


5.7. 12 设 函 数 f(z) 二 阶 可 导 , 若 对 每 一 点 z,r(z) 0,x(b) 为 
任意 A 证 明 : 


一 二 f[u(0) Jat > 于 二 『 uDat], a a0 


证 法 1 将 [0,0] 分 为 a 等 分 , 设 吉 一 《4) 二 (加), 其 中 人 = 1 
的 性 抽 可 知 
J[a 士 - + ] 
ne 
了 是 下. 二 ms] 


一 956 一 


fzD 十 … 十 F(z) 


所 


8$7 综合 问题 


m ft fewest fr de 


证 法 2 设 4= 士 (Dd, 则 y= /Cz) 在 z 一 4 处 的 切线 方 各 为 


了 (4) 十 了 (4)(z 一 4), 等 式 右 端 记 为 4(7), 由 于 了 (7) 之 0, 故 曲线 
在 一 切 z 处 上 四 ,所 以 有 

f(7) g(r) = f(A4) + F(A — A). 
令 z 一 MD 代入 上 式 , 得 

了 (u(t)) 之 了 (4) 十 hh 一 人， 


[sty > 0) 二 (4) ou -Ch4.a 
一 af(4) 十 和 — f(AA a = af(A). 
由 二 |, (Ga 人 tu > (十 |ow- 


证 法 3 令 m = 工 | weow, 根 据 泰勒 定理 ,得 


HG = fan FP) 一 za 十 EEE) 
> ftzo) + F(z0) 2 -mm)， 
上 式 对 任何 z 均 成 立 , 故 ， 
JetD) PF) 4 PO) uD 一 mn)， 


从 而 有 
[seu ya > [rey 4 f(r) ut) — zo) Jat 


af(z0) + F(z0) ou 一 zaaf (az 
一 df(zo) 十 roaf (10) 一 roaf’ (20) = af(zo). 
即 立 人 eeooa > 二 他 em 
5.7.13 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a, 刀 上 有 界 且 上 凸 ,证明 ， 
0 — 0) D+ 2 TD < roes < 一 .了 (3 > 
证 因为 f(z) 在 [a,8] 上 有 和 界 且 上 上访 ,所 以 了 (z) 二 上 是 连续 
的 ,于 是 f(z) 在 [a,b] 上 可 积 . 由 凸 函数 的 定义 ,有 
++) 之 二 [fa 二 如 十 166 一 全] 
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在 [0,2 吉 <] 上 积分 上 式 ,得 
b 3 #3 十 9?) 


二 式 右 端的 第 一 个 积分 中 ， 作 替 换 z 二 a 十 8, 得 
Ca 十 5)de 一 邮 了 (z)dz. 
在 (1) 式 右 端的 第 一 个 积分 中 , 作 普 换 = 三 5 一 5 得 
[re — ds = ree dz) = [A 
由 (1)、(2)、(3) 得 


#5 > rear 


在 恒等式 ne (evb) 时 ,有 
各 一 2 
| 
由 凸 函 数 的 定义 ,有 
f(z) 之 和 2f(a). 


在 [a,5] 上 积分 上 式 , 得 
fea = fe 一 Di 十 天 一 zDdz 

LO jG (6 — a)? 

2 一 0” 发 一 4 2 

a 3 + f(b) 
2 
由 不 等 式 (4)、(5) 即 得 
Di 6— fe). 
5.7.14 设 f(z) 是 [a,5] 上 单调 递增 的 连续 函数 ,证 明 : 
(a+6) row <2 | ‘zf(z)dz 


一 953 一 


)> 权 夺 fa +) 二 小 [re 一 6. 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


(5) 


证 fr 一 2 二 [sa 


+ 
尘 + ， 上 十。 
三 sw Far + ss He dr, 


在 等 式 右 端的 第 一 项 中 , 令 z = a 十 y, 在 第 二 项 中 , 令 z 二 6 一 y, 则 有 
[ee = [reoe 


五 
2 
b—a 4 b—a 
= rtp -Dy+h FO — DEFE— Way 

0 [3 


和 
[WD ft), 


因此 
(a+b) [2 <2 fa. 
5.7.15 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 对 任意 的 += 0,1,…,n 一 1， 
均 有 
1 1 
[rca 一 0， [rea =1. (x#) 
则 存在 一 区 间 [a,8] C [0,1], 使 得 
IfGz)[ 2 + 1), z€ [ap]. 
证 ”假设 f(z)| < 2x 十 了), 由 (*) 式 可 知 
二 二 [Ke 3 到 ?7CDdz < 人 = 于 FlfGz la 


1 1 1 i 
= ol lt ht 一 二 [ID la 


(积分 第 一 中 值 定理 ) 
= 04 0+ D1 一 瑟 De 
昼 


et. 
(0 志和 < 万 ,要挟 1) 


RN 
天 二 | fC + IDD) 


1 i Ed 
ET “2 二 1) 一 1 上. 


与 假设 矛盾 ,所 以 假设 不 成 立 , 故 有 |f(z)| 六 2 十 31. 
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5.7.16 设 f(r) 为 连续 函数 , 记 4f(z) = f(z 十 1) 一 (7), 证 
明 : 


a frou= 六 rou+ arcu 
于 Es 二 i 
证 4j|row= | f(D — [roa 
对 等 式 右 端的 第 一 个 积分 作 代 换 t= 1 十 ,得 
a frou= fo st Dar ~ fda 
= [0 十 Ddt 十 | “f(t + Dat 一 [row 
= 六 COdt 十 [ue + 1) — f(t 


= 人 ‘Cat + [ara 


5.7.17 设 在 (一 co, 十 ce) 内 连续 的 函数 f(z) 的 图 象 关于 直线 
z+ 二 了 T 了 对称, 且 a 过 7 过 5, 则 


. 7- 
rear = 2 fsar 十 | 了 (zy)dz. 
证 依 题 意 可 知 ,f(27 一 z) = f(z) 是 恒等式 ， 
和 3 四 
re 一 | f(z)dr 十 | 了 (z)dz 
。 。 f 
27 -8 7 
办 [ f(T)dzr 十 | f(z)dz 十 [ f(z)dz, 
。 2 了 
其 中 , 令 上 = 27 一 u, 则 
7 7 。 
人 ro 一 [sear 一 0)(— du) = firear — Wau = row 
所 以 
2r—s 四 
[roe = [ 了 f(z)dz 十 | roe 中 re 


27- 4 
一 3 f(z)dz 十 | 了 (z)dz. 
7 . 


5.7.18 对 于 实数 之 0, 定义 对 数 卫 数 in = | 学, 依 此 定义 证 
明 ， 
《4 In =— nr, (z> 0); 
(2) In(zy) = Inz + Ing, (z > 0,y> 0). 
一 954 一 


$7 综合 问题 


L 
n= Ff dt | 交 “人 人 ES "du | 二 人 
了 1 1 a 1 


1 
t 
和 
(2) In(zy) = [ L 了 + 上 pa 
全 


fa a ny 


所 以 Ne = jnz 和 lny. 
5.7.19 设 f(z) 在 [- VF 二 贡 , VR 二 区] 上 连续 ,证 明 : 
(1) [scacow 十 sinb)d0 = 2 [ f( Va + Dicos0) do; 


(2) J scacow 十 sin0)d0 二 2 | fC Va 4 Visin0) do. 
“到 
证 (车 a=b=0， 则 E 式 显然 成 立 . 车 a 十 她 到 0, 则 令 


Cosa 一 一 ， Sina 一 


下- Vr 
于 是 ,msinb 十 bcosg 二 VW 十 Bcos(0 一 和), 从 而 有 ， 
站 res 十 jsin0)d0 一 fr Va + bcos(0 ~ a)do 
= f(Va: 十 bzcos(0 一 a)do. 
再 令 0 -ae= 和, 则 4d0=d, 代 入 得 
J f( VE + Bcos(d 一 ad0 = 『 fC Var HBcosA)dA 
=2 J Va + Bcosy Yd0. 
于 是 ， 人 reeow -H jsing)d0 = 2 [x Vr 十 bicosg) dd. 
类 似 的 可 证 出 (2)-. 
ek 


I 一 -一 -一 
5.7.20 设 e 六 是 证 明 : | 二 dr = (a VM 
-1 a— 


证 令 z 一 sint (一 持 <t< 训 ), 则 
-= 
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| Bee Ty Cos 于 

-1 @ 一 3 “= ain 四 
cos2 1 一 sinz 十 az 一 a2 

x 上 一 saint | a— sint 


2 sin 
a "mt 
= Ga 一 四 | 十 al 一 cost， 
一 sint 


用 万 能 代 换 去 二 , 则 有 


二 
| 2 Tcti 
a — sint 天 8 J 
由 (1)、(2)、(3) 得 
ae 去 一 1 机 
= (一 2 Y ae: 一 larctg 一 一 一 一 十 at 一 cost) Ts 
Yo 一 1 
a mh | 
=— 2 Va — l(arctg 一 一 arctg ya 十 ar 
V 轻 一 1 Va 
一 一 2 Vat l(arctg arts tt 二 
天 产 


一 一 2 Va 。 于 十 or 一 Ta Va — 1). 
5.7.21 车 f(z) 是 周期 为 了 的 连续 函数 ,证 明 函 数 
Pn = | f(ar 在 -- 般 情形 下 是 线性 函数 与 周期 函数 的 和 . 

证 ”因为 f(z) == 中 f(z)dz, 所 以 


F(z 十 T) — F(z) = [ra 
义 因 f(z) 是 周期 为 了 的 连续 函数 ,所 以 
三 re 所 [se 吉庆 


于 是 ,F(z 十 7) 一 F(z) = Ek. 
如 果 上 = 0, 则 PCz) 为 周期 函数 . 
一 956 一 


(1) 


(2) 


(3) 


如 果 上 天 0, 可 考虑 函数 9(z) 一 PCz) 一 志 *, 因 


p(T) 二 Plz 十 7) 一 徊 (z 十 7) 


F(z 十 了 ) 人 k= P(z) 一 hz gp(z)， 


所 以 ,p(z) 也 为 周期 函数 ,从 而 PCz) = p(x) 十 到， 
即 P(z) 是 线性 函数 与 周期 为 了 的 周期 函数 之 和 . 
5. 7.22 ” 设 函 数 w(z) 是 周期 为 2r 的 连续 函数 , 且 [wear =0. 
证 明 :对 于 任意 的 连续 函数 f(t) , 均 有 
lim | fC) a = 0. 
(假定 极限 与 积分 可 以 交换 次 序 ) 
证 设 4= lm4. = lim [rowooa， ， 


No es 
4.= FTCDwcod = + | fp) du 
Ep 和。 元 所 
< 之 [i n Me 
站 2 二 Ds 双 
= >3 上 于 一 二 jw + 2Ck — DaJay 
lv [2 Ds ov 
i 了 | 于 站 中 n Jocwa 


= 去 [Br 到 |ptoa， 
其 中 4= nt 二 2 十 2(k 一 Dx, p(v) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 . 


0<v< 2 Dr < 6m 2 Dr+ -< Ei 1,2,3, 


又 因 f(z) 在 [0,2x] 上 和 连续, 即 lm > 1 开 -- roe 存在 . 所 以 
到 一 上 


“4= lim 下 二 上 [Br 二 jw 


-~ 
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大 二 J Lim Ee 至 |]wcom 冯 过 [Esee jeer 
= 走 [ | reou]， [fovea]. 


而 | glw)dv 二 0. 所 以 4 = lim Fro 涯 多 
5.7.23 ” 设 f(z) 连续 ,上 且 对 -- 切 zx 均 有 
fzaw 一 Du = fcz) — 1. 


求 f(z)， 
证 ”由 题 设 ,显然 f(z) 可 导 , 题 中 等 式 两 边 对 x 求 导 ,有 
2(f(z) — 1) = f' (2). 
当 f(z) 取 1 时 ,由 上 述 微分 方程 得 


df 一 茹 -2 
f(z) 一 ] 


积分 ,得 nlftzy -1 = 2z 十 os 
当 f(z) 11> 0 时 ,f(z) 一 1 一 eve 
当 f(z) 一 1 之 0 时 ,1 一 f(z) = e* ec 

从 而 有 f(z) = 1 十 ce*,c 为 任意 常数 . 
5.7.24 ” 设 f(z) 在 (0,co) 内 连续 ,f(1) = 3, 且 对 所 有 的 z,y E 


(0,co)，, 皆 有 [rou = froa +z | row 未 f(z). 
证 “等 式 | row =， row +z 有 CDd 两边 对 < 求 导 , 得 
yf(z9) = yf(z) 十 『 "f(D. 


邻 = 由 f01) 一 3, 得 Wf(y) =y 3 十 有 Od 了 Cy) 是 在 (0, 十 oo) 
内 可 导 的 函数 上 面 等 式 两 端 对 y 求 导 , 得 y(y) 一 3, 解 此 微分 方程 ， 
得 fy) = 31ny 十 ec. 

又 由 f(1) = 3 得 ,c 二 3. 记 以 f(z) = 3(inz 十 1). 


5.7. 25 已 知 | eu 十 | sa = 0, 求 证 :和 Co 


dr sinr— 1 
证 由 je = 一 1, | seei 一 sinz 可 得 十 sinz 一 1=0， 
两 边 求 导 , 得 
一 是 一 


8$7 综合 问题 


于 是 - 


5. 7. 26 。 设 f(z) 有 连续 的 导数 , 且 经 变换 y == 了 (Od 后 变 成 。， 
求 (2) 


证 。 由 题 设 应 有 f(z) = 二 ej 两 端 对 z 求 导 , 得 


f(z)= dom. f(7) = f°(7) 
即 所 (x) 一 天 (z) 二 0, 解 此 微分 方程 ,得 


f(z) 一 一 


1 
z 十 c 
5.7.27 已 知 [ear = ,证 明 ， 


| ve -scos2bzdz 一 La 


ee 


证 令 100) [ -cos2bzdz, 因 这 里 符合 积分 号 下 求 导 的 条 件 ， 
故 有 


Lb) 六 2(— sin2bz) 。2zlz 一 站 saamme- 


= esin2bz | — 26 [soon 
0 


2 [ereos2brd = 261(2) 
即 1(5) 满足 一 阶 微分 方程 


1' (6) + 261(5) = 0. 
解 之 得 1(5) = ce-””,(c 为 待定 常数 ). 
因 1(0) fea Ce 所 以 ,c 二 ,于 是 
1(6) = [ “ereecos2brdz 一 Vs 
5.7.28 已 知 在 z> 一 1 时 所 症 多 可 红 醒 禾 jC 满足 条 件 : 
F(z) 十 fz) 一 z+ i f(D = 0,fC0) = 1 


(x*) 
~ 00 = 
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(DD 求 所 (2); 
(2) 证 明 :f(z) 在 z 之 0 时 满足 不 等 式 e 和 f(z) 过 1. 
证 (1 将 z*=0 代 入 (*) 式 ,得 P(0) 十 f0O 一 0= 0， 
f(0) 一 1. 所 以 ,P(0) = 一 1. 又 (* ) 式 可 化 为 
(z+ DO (z) + f(z)) = row， 
上 式 两 边 对 z 求 导 , 得 
了 (z) + Ff) 十 (z 十 DCP(z) + F (2)] = fC7). 
所 以 ,(z 十 2)f (z) + DFP) = 0. 
令 z 一 了 GD , 则 z 一 了 (z), 上 式 可 化 为 一 一 十, 解 之 得 
ln|z| = 一 + 一 jnlz 十 1| 十 <. 
以 z = 0,7 (0) == 一 1 代入 上 式 ,得 c = 0. 于 是 


If C2) | = er + emletil, 


e-= 


即 P(z) = 十 守卫 因 了 (0) = 一 1, 故 应 取 了 (z) 一 一 二. 

(2) 当 z 之 0 时 , 户 (z) < 0, 故 f(z) 之 7(0) = 1 

另 一 方面 ,由 于 尹 (z) 之 一 e-', 故 fr ar 之 一 fe, Fi 

f(z) — f(0) 之 ee’ 一 1]1. 

由 此 可 得 f(z) 之 ee 

5.7.29 证明: 若 z -> 十 吕 时 ,p(z) 十 (z) -> a, 且 (7z) 连续 ， 
则 9g(7) 一 a,w(z) -一 0,(z 一 十 co). 

证 ” 设 f(7) = w(z) 十 9 (z), 则 f(z) 连续 , 且 当 7f 一 十 co 时 ， 
f(z) 一 a. 上 式 两 端 同 乘 以 e", 得 [ep(z)]' = ef(z). 
任 取 一 点 zm, 将 上 式 从 mm 到 z(z > zo) 积分 得 


erp(z) = eag(zo) 十 下 ef (Ddt, 
50 


“ef(CDdt 十 erplzo) 


即 gp(z) 一 ae (1) 


如 果 a > 0, 则 当 z 充 分 大 时 ,f(z) 之 二 *> 0, 从 而 | efod 
十 co(z 一 十 00). 利用 洛 比 达 法 则 ,得 的 


一 860 一 


8$7 综合 问题 


lim gw(z) = lim “(2 


ree st 


如 果 a < 0, 则 当 z 充 分 大 时 ,f(D < 号 < 0, 从 而 | erOu 一 一 oo， 
0 


(z 一 十 co) ,由 洛 比 达 法 则 ,同样 可 求 得 w(z) 一 az 一 十 co)， 
如 果 a = 0, 对 任意 的 正 数 *, 存 在 ze 使 得 z>z 时 ,有 |f(z)|<<s， 


= lim f(z) 一 ay 


Eee 


这 时 ， 1p(z)1 入 ee edt 十 enlp(zo)1)， 
To 
lg(2)| em cert te "tnolgp(ro) |, 
即 lm. pC7)| 和 和 
因此 ,由 * 之 任意 性 , 知 
0< lim lw(z)i < im lw(z)| = 0， 
.2 ed 
故 limp(z) = 0 = a. 


综 上 所 述 ,对 任何 a, 恒 有 p(z) 一 a (z 一 十 co). 从 而 
lim g (x) = lim f(z) 一 lim mp(z) = 0. 


+ tm 


5.7.30 求 /= fa 十 y)arctgydy 的 极 小 值 . 


dd _df: . 了 
证 由 去 = fa 十 y) *arctgydy = (上 十 z)。arctgr 一 0 


求 得 驻 点 为 z = 0 和 7 二 一 1. 
人 Fs 
再 考虑 4 一 arctgz 十 了 二 10) 一 1>0,1( 一 1) 一 一 子 <(. 
故 极 小 值 为 1(0) = fa 十 y)arctgydy = 0. 


5.7.31 证明， fe 一 Psinztdt 在 [0,o2) 上 的 最 大 值 不 超过 
1 yl 

CT 二 可, 其 中 2 为 正 整数 ， 

证 令 f(7) = Fe Co)sin*tdt，(z 宇 0) . 则 

了 了 (z) = (7 一 并)sinzz. 

由 此 得 f(z) 的 驻 点 为 zx= 0,z 一 lz 一 nr 一 1 2,3…). 

当 0<<xz 芝 1 时 ,fr) = (z 一 22)sinzz > 0, 所 以 f(z) 单调 递增 ; 
当 z 之 1 但 z 关 nz 时 ,所 (7z) < 0,f(z) 单调 递减 .因此 ,在 z= nr(z= 1， 
2,3…) 点 处 ,f(z) 不 会 出 现 极 值 ,而 在 z = 1 处 ,f(z) 取 极 大 值 ， 
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1 
f(1) = ] (t 一 £2)sin™tdt. 
。 
因 当 0< :上 < 1 时 ,一 >0.0<<sint 王 世故 sin 扩 < 天 名 ,从 而 (一 纪 )sin2 
< (一 吕 纪 .于 是 
in 2w， 1 

f(1) = [KG Psinmudt< fe £)tdt TC 
又 因 f(0) = 0, 当 z>> 1 时 ,f(z) 单调 减少 ,所 以 此 极 大 值 是 f(x) 在 
[9%,se) 上 的 最 大 值 . 

5.7. 32 ” 设 PCz) 一 se, 试 求 CD F(0) ; (2) FP' (0) ; (3) 


Fr"(0) ;(4) F(z) 在 闭 区 间 [0,x] 上 的 极 值 、 
解 (0)F(0) = 0; _， 
(2) FP'(z) = ecosr, 所 以 , 记 (0) 二 1 
(3) F(x) 一 一 eicosz -— esinz, 所 以 ,FP"(0) 一 一 j; 


(4) 令 r(x) = 0, 在 [0,7] 上 得 唯一 驻 点 + == 也 ,而 站 (也 ) 


= 一 于 < 0, 故 P(z) 在 [0,z] 上 无 极 小 值 , 极 大 值 为 
P( 五 ) 一 位 ‘costdt 一 去 [e 《sint 一 cost) = 二 (it 十 e- 二 )， 


5.7.33 求 函数 Ptz) 一 fe 一 Dd 的 极 值 . 
解 ” 由 F(z) = [ee 一 Ddt 十 [ae 一 Dat 


站 i 
一 一 fe — Da+| U2 — Ddt, 
0 0 


克己 (z) 一 一 z(2 一 1 十 (z 十 D[Gz 十 1): 一 口 王 3z(z 十 1)， 
F(zr) = 6z 十 3， 
r(xz) 二 0, 得 驻 点 为 z= 二 0,z 二 1. 而 "(0) = 3 这 0,F"( 一 1)= 


一 3 < 0. 由 极 值 的 第 二 判别 法 知 , 极 大 人 为 (一 1D = | ee -Dm 
一 十 , 极 小 值 为 P00) = [ie - Dat 一 一 十 . 
5.7.34 试 求 通过 点 (1,1) 的 直线 y = ftz) 中 使 得 
人 一 fo] 为 最 小 的 直线 方程 
解 ” 设 y= oz 十 b, 困 直线 通过 点 (1,1), 故 得 == 1 一 a, 于 是 
一 962 一 


心 


$7 综合 问题 


2 = f(r) 一 az 十 1 一 ao. 令 
u(a) 一 人 一 (ez 十 1 一 a)]dz 


2 
则 鱼 一 上 EE 一 (ar 十 1 一 a)]zdz 


一 [2 — +a— 1)( 一 zz 十 1)dz = 2( 一 村 十 全 0)， 


din 


令 介 = 0, 得 唯一 驻 点 a 一 2, 又 天 一 村 >> 0， 网 此 ,一 2 使 x(a) 
取得 极 水 值 . 即 最 小 值 . 放 所 求 的 直线 入 程 为 2z 一 1， 
5.7.35 求 函数 P(z) 一 全 re 一 Di1uw 的 最 小 值 . 


解 ” 因 P(z) =| Iie — Dla 


fo hace — Dldt— lee — 1 ld, 
Ir+ DEG+ Do 1 lr 1)| 
lrGz 十 DICz 二 21 一 lz 一 1). 
(1 当 z 才 一 2 时 ,Fr(z) = 一 3z(z 十 1) 过 0, 故 F(z) 单调 递减 ， 
(2) 当 一 2<z 委 一 1 时 , 严 (z) = 二 zz 十 1)(27 十 1) 声 0, 故 P(x) 
单调 递 碱 . 
Se 0 时 , F'(z) = zr(r+ 1)(2r + 1) > 0, 
当 z 一 一 到 时 ,PCn 取得 极 小 值 . 
(4) 当 0<z 之 1 时 , 己 (z) 一 rz(z 十 1)(2z 十 1)>>0, 故 P(z) 单 调 
递增 ， 
(5) 当 1 之 z 时 ,F(z) = 3 1) > 0, 故 F(z) 单调 递增 . 
综 上 所 述 ,F(x) 在 rz 一 一 去 处 取得 最 小 值 . 


所 以 严 (z) 


用 


上 


7 


1 二 
有 (一 一 ) 一 A vos 2 Eo 
( ) EE ( Dlat 2 fo Dat 32 


2 


5.7.36 设 设 "> 0, 求 使 | - az|dz 为 最 小 的 a 值 . 
解 (0) 当 0 二 a 过 1 时 ， 
Pea) = [le — olar = fe set RC 
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一 4。 +l 
一 本 一旦 十 可 


所 以 F(a) = 2a(2a— 1), F"(a) = 2(2a— 1) 十 4a. 
故 当 a = 十 时 ,P(e) 取得 极 小 值 十 
(2) 当 a> 1 时 
和 
F(a) = hc: 二 村， 
F(a) = 2a> 0, 
由 (1D、(2) 可 知 , 当 。 = 总 时 ,Pa) 为 最 小 值 . 


5.7.37 求 函 数 1(7) 一 二 在 区 间 [1,2] 上 取得 的 最 大 值 
与 最 小 值 . 

解 Cz) 一 元 上 ,在 区 间 [1,2] 上 ,1(z) > 0, 故 1(z) 单调 递 
增 , 所 以 ,最 小 值 为 (1) = 0, 最 大 值 为 1(2) = In3/2. 

5.7.38 两 个 函数 f(z) 一 z! 一 zyg(z) 二 azs 十 bz 十 cz 十 d 满 足 
条 件 f(D = 9(D ,了 CD = 9%( 一 D，, 求 使 积分 | ,[f(Gz) 一 9(z)Jaz 为 
最 小 的 a,b,c,d. 

解 ” 由 f(D =9(D,f( 一 1) =%( 一 1) 得 

a+b+c+d=0, 
—at+b—ec+d=2. 
因此 a 二 c= 一 1,b 二 d= 1， (1) 
于 是 f(z) — g(x2) 一 2 一 oz 一 bz 一 (c 十 1)z 一 < 
一 2 一 az 一 bz 十 az 十 心 一 1). 
由 于 [f(z) 一 %z) 的 奇 次 项 在 [一 1,1] 上 的 积分 为 零 , 故 有 
“= 六 ce — g(z) J’dz 


2 | (a? 一 26)zx 十 《一 2a2 十 天 十 2 一 2)z4 


十 (o 一 2 十 20)z 十 地 一 1)59]dz 
LO nk sk eh eek 


十 一 7 5 


az 一 282 十 25 
i 


二 如 一 2 十 1) 
一 964 一 


$7 综合 和 问题 


8 128, 32 


8 2 2 
2(105" + 155 一 105 十 45) 

8 ,8 8 ，32 8 8， 
201057 + 下 4 一 了 十 和 一 下 7) 


因此 , 当 a=- 0 一 子 时 ,1 的 值 最 小 .将 ae 一 05 一 于 代入 (D, 求 
1 


得 c= 一 1,d = 一 也 


所 以 a = 0,6b s C=—1d > 时 ,7 的 值 最 小 . 


5.7.39 设 fz) 在 区 间 [o, 妇 上 连续 ,县 | 17(z) 一 kldz 一 0, 试 证 


在 区 间 [a,5] 上 ,f(z) 三 大 (为 常数 》 

证 令 w(z) = |f(Gz) 一 引 , 则 w(z) 在 区 间 [o, 妇 上 连续 且 w(z) 之 
0. 于 是 ,实际 上 就 是 要 证 明 在 [4,6] 上 mw(z) = 0. 

再 令 F(z) = ou 委 z 扩 已, 则 P(z) 可 导 , 且 


0< Pdz) = on = on 十 on = ou 一 0. 


故 在 [a,8] 上 ,PCz) 二 0 推出 p(z) = F'(z) 二 0. 
于 是 ,在 [a,5b] 上 ,f(z) 三 大 
5.7.40 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,证 明 : [rw = 0 的 充 要 条 件 


是 f(z) 在 [a,5] 上 便 等 于 零 

证 ”必要 性 ,用 反 证 法 . 

车 f(x) 天 0, 则 不 妨 设 f(zo) > 0, 由 f(z) 的 连续 性 可 知 ,存在 着 
[zo 一 sz 十 避 , 当 ze [zo 一 eyzo 十 2] 时 ,f(z) 之 0, 于 是 


[coe >0. 
又 因 了 (zxz) > 0, 故 
[roe=h roatf Pope+ reou>u 


这 与 假设 矛盾 ,所 以 f(z) = 0. 
充分 性 . 因 当 zeE [a, 妇 时 有 fGz) 二 0, 故 拓 (z) 二 0, 故 有 


和 roe 一 0. 


一 965 一 


第 五 章 。” 定 积分 


5.7.41 在 0 委 z 志 十 co 上 构造 连续 函数 9(z) ,使 它 的 积分 
[ godz 一 0. 
但 在 xz 一 十 ce 时 ,g(xz) 一 0 不 成 立 . 


证 ”由 于 调和 级 数 
1 十 闻 十 言 十 一 十 十 十 
发 散 , 令 加 三 0, 二 1 十 雪 十 一 十 十 ,n= 1,2,…, 把 区 间 [0,02) 
分 成 


[zos71], [zs za ,Lz 7 ,oe 
其 中 区 间 [z.-_ 1,z.] 的 长 为 二 . 由 于 在 形式 上 有 


[gar = owe 十 六 ee 平平 民 be Ps 


构造 函数 g(z) ,使 它 在 区 间 [z.-1,z.] 上 的 函数 为 st CDanls — £1)). 

因 

Cos(2nr(z 一 1 0)) |™ 
2an 


人 sin(2nr(z — x,_1))dr 一 
| 


一 1 


而 当 zm- 短 z 委 并 时 ,有 
上 sin(2nr(z 一 -1))dz 
Tal 


< 人 | sin(2wr(z — 7.1)) | dz 


< i 
和 
又 row 二 gear 十 [ee 下 年 [ ya 
0 a | 
= 上 g(r)dr, 


于 是 lim g(Ddt = lim 9(z)dz = 0. 


1 
男 - -方面 ， 由 于 当 ra 时 ， 有 
A 


故 总 存在 着 x* zt 十 本 7 使 gCz*) sin( 也 ) 1 
ee 
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$7 综合 问题 


5.7.42 如果 了 f(z) 满足 [OE 二 0( 例 如 , 当 f(z) 为 奇 函数 时 ， 


但 不 仅 限于 这 一 情形 ) 则 函数 9(z) 一 | f(s)as 
为 周期 函数 ,并 且 了 也 是 它 的 周期 . 
证 因 y(z 十 7) 一 g(z) 一 I Cs)ds 一 | row 


一 六 re = [roe= 0. 
故 对 任意 的 z, 有 9%(z 十 了) = 9(z). 故 9(z) 是 周期 为 7 的 函数 . 
5. 7.43 ” 设 f(z) 是 在 实 轴 上 连续 的 周期 函数 , 且 周 期 为 7. 问 函 数 
g(x) = [reas 在 (一 2, 十 co) 内 是 否 有 界 . 


解 ” 当 定 积分 | f(sss = 0 时 ,由 上 题 知 ,oCz) 也 是 周期 函数 且 周 
期 为 了 . 显然 "(z) 连续 ,因此 g(z) 在 全 实 轴 上 有 界 . 

当 定 积分 | ,fos 天 0 时 , 令 4= 击 | Tods 然而 gc) -如 是 连 
续 的 周期 函数 ,而 且 周 期 也 是 7, 故 有 界 . 然而 函数 在 全 实 轴 上 为 无 
界 , 故 9(z) 也 无 界 ,如 果 不 然 , 则 9(z) 一 心 成 为 有 界 函 数 . 


5.7.44 ”车 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,证 明 : 存 在 连续 函数 序列 
ys(z)G 一 1,2,…), 使 


[free= 一 Jim n {puna 
证 将 (ae,b) 分 为 等 分 ， 分 点 为 


=a 十 时 二 2 i 一 0,1，…m 


在 每 一 分 点 处 作 z 轴 的 垂 线 , 交 曲 线 y = f(z) 于 点 Mr,FGz))， 
依次 连结 M, -afiGi = 1,2,… ,n) ,得 一 折线 ,其 函数 表达 式 为 


1 = fede -二 yc， 4=zSIEn, 
(zx) 
Lf) ors 


i= 2,3,.. ,19 
pl7) 显然 是 La 上 的 连续 函数 . 计算 定 积分 


[se= > 2 (EAS — fs)(, 2z-D + fz) dz 


三 一 Bl 
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= 言 [f(a + f(z)]4z, 
1 ~ b—a, 1~ b—a 
2 2 + 2 fm 二 


Sa 和 > 
所 加 ee 如 二 276c 所 各 去 2foo 乱 


a 


一 证 [rear 十 去 sear = roe 
5.7.45 ”在 区 间 [0,1] 上 已 知 函 数 f(z) > 0 且 连 续 , 试 证 ， 
im[ TIS) = ei, 
证 “在 [0,1] 上 ,f(z) 之 0 县 连续 ,所 以 在 [0,1] 上 Inf(z) 有 意义 
且 连 续 , 从 而 ,函数 Inf(z) 在 [0,1] 上 可 积 . 因此 有 
lim Sins .二 ] = 人 ore 
再 由 指数 函 的 连续 性 可 知 
加 [了 re 站 -es 
5.7. 46 设 f(D 是 [0,1] 上 的 可 导 函 数 , 且 0 过 f(z)<1; 
f(0) = 0;f(z) 在 z = 0 处 连续 ,证 明 ， 
[rooe] > 人 ro 
证 因 0 过 (9) 之 1,f(0) = 0, 故 当 0<z 二 1 时 ,flz) > 0. 
设 PCD = [fen] ,ec = 上 Poar 在 [0,1] 上 应 用 柯 西 中 


值 定理 ,有 
FP(1) — FP(0) _ F'(é) 
GD — G0) Ge)’ 


[ | :7Gz)dz] 2f(&) [ina 2 [ f(z)dz 
5 2 4 : 
roar 了 9) 7G 


(0<ée<D) (DD 


再 用 一 次 柯 西 中 值 定理 ,有 
一 968 一 


2 [roe 一 0 aD 1 
和 (的 一 0 2fDF(n) fln) 


[frcazy 
[ze 、， 

[ f(z)dr 
即 Crceary > [room 
5.7.47 ”利用 定 积分 ,证 明 ; 


a l 


之 1, (0<y<E) (2) 


由 (1) 与 (2), 得 


atidtm ti 


(3)¢ la+ .+ 二 二 十 必 1 . 
2 内 2 Rn 
证 (1) 用 两 种 方法 计算 积分 
1 一 ha 一 rdz. 
先 作 变换 * 二 1 一 z, 得 
I fia 人 du 一 + T (DD 
再 将 被 积 函数 作 二 项 式 展开 ， 然后 积分 ， 得 


= Da or -dr = Ec- De eu 


CCD’. (2) 


> Dai 一 3 二 


由 (1) 与 (2) 即 可 得 欲 证 的 等 式 . 

(2) 考虑 积分 (1 + zwz, 用 与 (1) 一 样 的 方法 , 即 可 得 到 欲 证 的 
等 式 . 

(3) 考虑 等 式 


sdk § Bsa ee 
上 z ds 三 名 = > 


左 端 = 13 Se zr]dz = jec- Dima-Daz 


一 900- 一 
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= Dt brnef 1dz 一 Si Di 


t= 


村 ' 
A (2) 
本 DQ)0+0-2t0 T+“+0 -0 
右 端 = 由 1 一 (1 一 5 - 
Fee he 
- 忆 寺 -= 1+ 吉 十、 -二 二. (3) 


由 (1)、(2)、《3) 式 即 得 欲 证 的 等 式 . 

注 (3) 中 被 积 函 数 在 z = 0 处 无 意义 ,但 是 
， 1 一 四 一 z)， 
Mim re 


我 们 将 此 极限 全 着 成 函数 值 ， 于 是 ,被 积 函数 在 [0,1] 上 连续 . 以 后 过 
到 类 似 情形 都 是 如 此 看 待 ,不 再 说 明 . 


5.7.48 证 明 ,olD = 5》) es st Ha 等 于 "的 所 有 因数 


之 和 . 其 中 [z 十 1] 表示 z 十 1 的 整数 部 分 . (* 之 2 时 ,= 的 因数 包括 1 和 
x 本 身 . 例如 ,6 的 因数 是 1,2,3,6,006) 二 1 十 2 十 3 十 6 二 12). 


证 人 2 1 - bp 2 Dj, 


Sh os 2 ka Sect (CD 
显然 ,如 果 nm 是 4 的 因数 , 则 
A cos 2 + 1ly, ~ m. (2) 


当 不 是 的 因数 时 ,应 用 恒等式 
sin 于 
Somu cmt 1+— 2 


入 Sin - 


2 


由 (1) 有 
oe 十 1 
0 m 


2 


sin( 守 。 2 
m 十 1 2mrm 2 m 
( 2 “ mt 27n 9 (3) 
sin 二 一 
2m 


由 (2) 与 (3) 即 得 欲 证 的 结论 . 

5.7.49 设 a(z)、b(z)、c(z) 和 dz) 都 是 z 的 多 项 式 , 试 证 : 
espa 。 eae 去 aaa . ecoe 可 被 (一 1D); 
整除 . 

证 ”由 于 a(l),8(t) ,c(t) ,dlt) 都 是 多 项 式 , 故 

PCD = | az)e(ndz | 5Cz)eCz)dz 一 aayar - ecoe 
也 是 一 个 多 项 式 , 显 然 (1) = 0, 故 F(2) 可 被 (t 一 1) 整除 . 容易 求 得 ， 
(1) = Pr(1) = pw(1) = 0, 因 此 Pt) 可 被 (! 1)4 整除. 

5.7.50 设 f(z) 在 [a,b] 上 有 2n 阶 连续 导 函 数 , 且 |f**(z)| 过 
Mf a) = Job) = 0,m = 0,1,2,…,n — 1 证明， 


(nl)*M us 
(foal < ty i +. 


证 令 g(z) = (z 一 a)"(b 一 z)", 逐 次 利用 分 部 积分 法 ,得 
[es = [rw 一 (2a)1 [row 


从 而 | ra = i! 人 "era 


Mfr . 
< cc- a)*(b 一 z)"dzy 


令 y=, 则 
i 
| fra < i fe — ti — ydy 
M nD)? 
Cant Dr 


-= 
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HU 
$ 1 空间 直角 坐标 系 
内 容 提要 


1. 空间 直角 坐标 系 

在 空间 作 两 两 互相 垂直 并 相交 于 同一 点 。 的 三 条 直线 ur,oyvoz, 在 
每 一 条 直线 上 取 定 一 个 方向 ,并 取 定 一 个 长 度 单位 ,这 样 ,就 构成 了 空 
间 直 角 和 坐标 系 , 记 作 ozyz. 

2. 空间 两 点 间 的 距离 

空间 直角 坐标 系 中 两 点 Pei va) 和 已 (zzspsa) 间 的 距离 为 

d= Was 一 2 十 (如一 四 十 (2 一 二 

3. 线段 的 定 比分 点 

设 在 连接 P 与 户 两 点 的 直线 上 有 一 点 PCr,y,a, 使 得 28 一 》 
(天 一 1), 则 点 P 的 坐标 为 


特别 地 , 当 4== 1 时 ,得 Pi 与 P; 两 点 连 线 的 中 点 P 的 坐标 为 
= 一 去 (十 z)， y= 六 (i 二), z 三 六 (十) 


问题 与 解答 


6.1.1 一 个 长 为 4 的 正方 体 放置 在 zoy 平面 上 ,其 底面 的 中 心 与 
一 972 一 
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原点 重合 ,底面 的 项 点 在 z 轴 和 y 轴 上 , 求 立 方 体 各 顶点 的 坐标 . 
解 ” 先 求 正方 体 在 roy 面 上 的 四 个 顶点 , 设 它 在 z,y 轴 上 的 顶点 分 
别 为 (z,0,0),(0,y,0). 由 题 设 , 有 


71 十 及 一 0 卫 一 郑 一 去 咏 


故 z 一 土 坊 ， y = 土 广 . 所 以 它 在 zoy 平面 上 的 四 个 顶点 为 
V2 a,0,0).(0, 土 26,0), 另 外 四 个 顶点 为 (二 A 


(0, + ao). 


6.1.2 求 点 4(3, 一 4,1),B(a,b,c) 分 别 关于 各 坐标 平面 .各 坐标 
轴 和 原点 的 对 称 点 的 坐标 . 

解 ” 点 4 关于 zoy 平 面 的 对 称 点 是 (3, 一 4, 一 1); 关 于 yoz 和 zoz 
面 的 对 称 点 分 别 是 (一 3, 一 4,1) 和 (3,4,1). 

同 理 ,4 点 关于 z 轴 .y 轴 z 轴 的 对 称 点 分 别 为 (3,4, 一 1)、( 一 3， 
一 4, 一 1) 和 (一 3,4,1). 而 关于 原点 的 对 称 点 为 (一 3,4, 一 1)。 

一 般 地 , 点 B(a,b,c) 关于 坐标 面 `. 坐 标 轴 和 原点 的 对 称 点 分 别 为 
(asb, 一 c) (Co 一 bc)、( 一 bc) 和 a, 一 b 一 ce) (一 ab 一 c)、( 一 
ay 一 bc) 及 (一 a, 一 5 一 c). 

8.1.3 求 点 4( 一 3,2,5) 关于 点 8(4, 一 2,8) 的 对 称 点 . 

解 设 对 称 点 为 M(zo,yo,z0) ,由 


1 1 
4 二 吾 ( 一 3 十 20)， 一 2 一 言 (2 十 g),8 一 吉 (5 十 坟 ) 


得 对 称 点 为 M(11, 一 6,11). 
6.1.4 在 z 轴 上 求 与 点 4( 一 4,1,7) 和 B(3,5, 一 2) 等 距离 的 


《二 


点 . 
解 ”因为 所 求 的 点 在 z 轴 上 , 故 设 该 点 为 (0,0,z). 由 题 意 ,有 
(0 十 4 十 (0 二 1 十 人 二 77 
= V(0—3)+ (0—5) + (z+ 2):, 
两 边 平方 后 解 得 z 一 萤 . 故 所 求 的 点 为 (0,0, 其 )-. 
6.1.5 已 知 点 4(7, 一 1,12),B(1,7, 一 12), 在 z 轴 上 求 一 点 C， 
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使 人 4CB 为 直角 . 
解 ” 设 点 C 为 (0,0,z), 由 4B? = 4C? 十 BC* 有 
(1 一 7 十 (7 十 D: 十 (一 12 一 12) 一 [0 一 7 十 (0 十 1)2 
十 (z 一 12)] 十 [(0 一 1 十 (0 一 7)? 十 (z 十 12)]， 
解 得 z 一 士 12. 故 所 求 的 点 为 (0,0, 土 12). 
8.1.6 在 yoz 平 面 上 , 求 与 三 已 知 点 A(3,1,2),B(4, 一 2,2) 及 
0C(0,5,1) 等 距离 的 点 . 
解 ” 设 所 求 点 为 (0,y,z), 于 是 有 
V(0 一 3) 十 四 一 1 十 (z 二 2) 
= V(0 一 4)2 十 (十 2)2 十 (z 一 2)?， 
V(0 一 3)2 十 G@ 一 1D2 十 (z 一 2) 
= VC 一 0 十 G 一 5 十 (z 一 1)2 


两 边 平方 并 化 简 , 得 
位 6y— 8z= 10, 
8y — 2z = 12. 
解 方 程 组 得 ,y = 1,z 一 一 2. 故 所 求 的 点 为 (0,1, 一 2). 
6.1.7 ”把 线段 48 五 等 分 ,已 知 第 一 个 分 点 C(3, 一 5,7) 和 最 后 
一 个 分 点 RC 一 2,4,， 一 8). 求 线段 的 端点 和 其 它 分 点 的 坐标 . 
解 ” 设 两 端点 为 4(zo,yo,zo) 和 B(zs,ys,z)， 另 外 两 个 分 点 为 


D(xzzyyzyzz) 及 B(xa,ys,z3). 因为 备 = 言 ,所 以 AC= 言 CP, 故 
一 3 一 言 (3 二 2， 


z= 

1 . 3° 

w+ 5 一 瑟 (一 5 一 和， 或 1 一 8 
zo = 12. 


一 7 二 言 (7 十 8). 


所 以 4 点 的 坐标 为 4( 夫 ,一 8,12). 


DC 1 EC 2 BC 4 
同 理 ,由 二 3， 0F 3' OF 5 可 求 得 其 他 分 点 为 
4 1 -了 
DC3， 一 2,2),E(— 了 一 3) 和 B( 一 7， 一 13)， 
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6. 1.8 求 每 个 坐标 平面 把 点 4(2, 一 1,7) 和 点 B(4,5, 一 2) 间 的 
线段 48 分 成 的 两 条 线段 之 比 ,并 求 分 点 的 坐标 . 
解 ” 设 zoy 面 与 48 的 交点 为 C(zo,yo,z0). 由 于 zw 二 0, 所 以 
Cs 
CB 一 2 一 0 2 ” 4 一 z 2 5—% 2 
由 此 可 得 二 等,w = 号 , 故 所 求 的 交点 为 CC 至 ,也 ,0). 
同 理 , 设 yoz 面 与 48 的 交点 为 D(00, 加 ,za)，zoz 面 与 4B 的 交点 为 


BE(z2, 0,22), 由 入 了 2 做 = 于 = 1 可 求 得 DC0, 一 7,16)， 


BC 本 0, 号) 

6.1.9 ”四 面体 的 顶点 为 4( 一 2,3, 一 1),B(3,0,4),C(4, 一 6， 
2),D(0,2, 一 5) ,如 果 将 坐标 轴 平 行 移动 ,使 原点 移 到 点 M(4,6, 一 3) 
处 , 试 求 四 面体 项 点 的 新 坐标 . 

解 ”因为 点 的 新 坐标 (z ,y ,z ) 与 旧 坐 标 (z,y,z) 之 间 的 关系 是 : 
二 + 一 4,y 二 yy 一 6,z 一 2 十 3. 故 顶点 的 新 坐标 是 

4 (一 6, 一 3,2)， 尺 (一 1], 一 6,7)，C (0, 一 12,5)， 
D (一 4, 一 4, 一 2). 

6. 1. 10 ”在 三 维 欧 氏 空间 中 ,任意 给 定 九 个 格 点 (坐标 均 为 整数 
的 点 ). 求 证 :其 中 至 少 有 两 点 所 连 线段 上 也 存在 格 点 . 

证 将 空间 格 点 的 坐标 按 奇偶 分 类 ,只 可 能 分 成 下 列 八 种 : 

( 奇 , 奇 , 奇 ),( 奇 , 奇 , 偶 ),( 奇 , 偶 , 奇 ),( 奇 , 偶 , 偶 )， 

( 偶 , 奇 , 奇 ),( 偶 , 奇 , 偶 ),( 偶 , 偶 , 奇 ),( 偶 , 偶 , 偶 ) 
因此 ,在 九 个 已 知 点 中 至 少 有 两 点 P 与 @ 的 同名 坐标 具有 相同 的 奇偶 
性 ,于 是 线段 P8 的 中 点 显然 是 一 个 格 点 . 
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$2 矢量 代数 
内 容 提要 


1. 矢量 
(1) 定义 (自由 矢量 ) ”具有 大 小 和 方向 的 量 称 为 矢量 (或 叫 向 
量 ), 记 为 
a 一 ai 十 az 十 asR 一 {ayazyas} 
(2) 矢量 的 模 lal 一 Ya 十 十 
(3) 单位 矢量 ” 模 为 1 的 矢量 称 为 单位 矢量 . 称 
i= {1,0,0},j= {0,1,0},k = {0,0,1} 
为 基本 单位 矢量 . 
2. 用 坐标 作 矢量 的 运算 
(1) 矢量 加 减法 “” 若 a = (avoa),b 一 (tbvbzb), 则 oa 士 5 一 
{ai 士 iyaz 士 ,as 士 5) 矢量 的 加 、 减 法 符合 三 角形 、 平 行 四 边 形 、 多 角 
形 法 则 . 
(2) 矢量 与 数 相 乘 ”车 a = {z,y,z},m 为 实数 , 则 
ma = {mz,my,mz). 
(3) 矢量 的 数量 积 ”车 a = {aiyazvas} ,6b 二 {014,bz,5:}, 则 a 与 6 的 
数量 积 为 
a b= |allbleos(a’b) = lalb, = |6la, = ab + azbs + asbs. 
两 矢量 的 数量 积 满足 : 
ab 一 ba 
ma* 6b)= (ma)* b=a* (mb); 
qa* (b+c)=a:bi+a*c. 
特别 地 ,a 上 。 的 充 要 条 件 是 a*b = 0. 
(4) 矢量 的 矢量 积 (向 量 积 ) ”车 a = {aivazyas},b = (at 
则 


= 


$ 2 ”矢量 代数 


| 
aXb= |a a oa 
b be bs 


称 为 a 与 5 的 矢量 积 ,其 模 la x b| = lal1slsin(a'b)，, 其 方向 与 ab 都 
垂直 ,并 且 按 右手 螺旋 规则 ,指向 从 a 转向 6 时 的 进 动 方 向 . 
两 矢量 的 矢量 积 满足 
axXb=—bxa; 
aa Xb)= (ha) Xb=axX (W%), 4ER; 
(aa 十 bb Xec=axXc+bxe; 
a// bc 一 aXxb 一 0,( 设 a 夭 0,5b 天 0). 
(5) 混合 积 。” 车 a = {qiyaz,a3} ,b= (6b1,b2,bs} sc 一 {coczycs}》, 则 


a G2 as 
a* (bXc)=[abc]= |b pb bs 
ci Cz Cs 


称 为 a,b,c 三 矢量 的 混合 积 ,其 绝对 值 等 于 以 a,b,c 为 楼 的 平行 六 面体 
的 体积 . 当 [abc] = 0 时 ,三 矢量 共 面 . 


三 矢量 混合 积 满足 轮换 性 
a*(bXc)=b*:(cXa)=ce.: (a Xb). 
问题 与 解答 
1 矢量 的 加 减法 


6.2.1 以 从 一 点 出 发 的 三 个 不 共 面 矢量 a,b,c 为 枝 作 一 平行 六 
面体 , 求 这 平行 六 面体 的 对 角 线 矢量 . 

解 ”由 矢量 加 法 可 知 ,四 条 对 角 线 矢量 分 别 为 a 十 b 十 c,a 一 6 十 
ca 十 b 一 c 和 a 一 5 一 c. 

6.2.2 若 414:4s414shs 是 正六 边 形 , 如 果 (1) a = AiAz,b 一 
AM4s，(2) a 一 AiAs,b 一 At4s, 能 不 能 以 ab 表示 AiA;,AsA:,AsA4， 


AiAs,AsAs,AsA1,(3) 若 正六 边 形 的 中 心 是 0, 求 > ,OA,. 


iri 
解 (1) 如 图 ,4,4; 二 a,AiAs 二 ,因为 A:O = AiAs 一 6,04; 一 
AiA: 一 a. 所 以 Ash: 二 A:O 十 OA 二 a 十 b. 而 AiAhs 二 AsA,, 因 而 有 
一 977 一 
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4:44 一 已 
同 理 AiAs 一 一 ay,A4s4e 一 一 4:43: 一 一 (a 十 b),A4e4; = 一 b. 
(2) 不 能 . 

(3) 因为 OA OA44，O4: Ohs,04: = 二 一 OAs, 所 以 
. 
D04:=0. 
As As A C 
SR 4 
A Sa, 
c 2: 
D， 
4 43 B 
6. 2. 2 题 图 6. 2.3 题 图 


6. 2.3 把 三 角形 48C 的 BC 边 五 等 分 ,并 把 分 点 Di、Ds、Ds、D4 各 与 
顶点 4 连接. 试 以 AB = c, BC = a 表示 矢量 DA、DA、DA、DiA 及 


CA. 
解 如 图 ,AD, = AB 十 BD, = AB 十 二 BC =c 十 二 a, 所 以 
DA =— (e+ Bo). 
2 3 
同 理 ， D4 (c+ ,DsA c+), 
DA=— (c+), 04=— (e+e). 


6. 2.4 设 为 线段 4B 的 中 点 ,证 明 对 任 一 点 0, 有 OM 一 于 (OA 


二 0B) 和 AB= OB 一 OA4. 
证 ” 作 平 行 四 边 形 ( 如 图 ), 由 图 可 知 ,AB,2OM 是 平行 四 边 形 的 


两 个 对 角 线 矢量 , 且 有 
20M = OA 十 OB, AB + 04 = OB. 


即 OM 一 去 (OA 十 oOB)， AB = OB — OA. 
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EX 
SS 
交 
2 本 NV 
We 
4 8 
0 
6. 2. 4 题 图 ， 6. 2. 5 题 图 
A 
6.2.5 已 知 lal==1,16| = 2,ab= 60, 作 c= V35 一 


V2a, 
解 ”如 图 所 示 ,c = OM 十 ON = 一 V2a+ V3b. 


6. 2.6 试 证 空间 一 点 到 平行 四 边 形 四 个 顶点 所 作 的 四 个 矢量 之 
和 等 于 由 该 点 到 对 角 线 交点 所 作 矢量 之 四 倍 . 
证 法 1 已 知 平行 四 边 形 48CD 和 点 P, 如 图 ,2PO 为 由 PA,PC 所 
作 平 行 四 边 形 的 一 条 对 角 线 , 且 有 2PO = PA 十 PC， 
同 理 ,2PO = PB + PD. 
所 以 PA 十 PB+ PC + PD= 4PoO. 
(1) 


证 法 2 ”如 图 ,PA 十 A0 = PO， 
PD+ Do = PO, (2) 

PC + Co = PO, (3) 

(4) 


PB 十 BO = PO, 
且 AO 十 CO=0, DO 十 BO 二 0. 由 (1) 十 (2) 十 (3) 十 (4) 可 得 
PA+ PB + PC + PD= 4PO. 
a bo 


A Ne 
/3 \><4, 
4 B 6. 2.7 题 图 
6. 2,.# 题 图 


6.2.7 已 知 lal =11,|5| = 23,|a 十 6| = 20, 求 1a 一 51. 
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解 ” 由 1ocl: 十 1BA1:=2(lal? 十 151?),( 平 行 四 边 形 的 两 条 对 
角 线 的 平方 和 等 其 两 边 的 平方 和 的 2 倍 ). 
即 la 十 bl:z 十 la 一 5 一 2(lal: 十 15l2)， 
故 la 一 b|== V2(lai: 十 bl 一 ja 十 8 

20117 十 232) — 20: = V900 = 30. 

6.2.8 ”矢量 a 与 6 满足 什么 条 件 时 , 才 使 下 列 事实 成 立 . (a.5 为 
非 零 矢量 ) 

(1) a 十 b 与 a 一 b 共 线 ; (2) a 十 b 平 分 a 与 b 间 的 角 ; 

(3) la+b|= la—bl; (4) la 十 bl 一 |al 十 15l; 

(5) la+b|=lal— ll; (6) la 一 由 一 lal 十 15|， 

解 (1) a 与 b 共 线 时 , 结论 成 立 ; 当 a 与 6 不 共 线 时 , a 十 5 与 
a 一 5 为 以 矢量 a.5 为 边 的 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 ,不 会 共 线 ,所 以 ， 
a 十 b 与 a 一 b 共 线 的 条 件 是 a 与 b 共 线 . 

(2) a 十 b 是 以 a、5b 为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ,要 a 十 b 平 分 a 与 
b 间 的 角 , 必 须 lal = 16l. 

(3) la 十 6| = la 一 65|, 即 平行 四 边 形 的 两 对 角 线 相等 ,此 平行 四 
边 形 必 为 长 方形 或 正方 形 . 即 a | b 时 ,la 二 b| = la 一 bl. 

(4) 当 a /5b 上 且 同 向 时 ,la 十 6b| = lal 十 |bl. 

车 a /6 上 且 反 向 时 ,la 十 bl 过 lal 十 1bl. 

车 a 与 b 不 平行 , 则 a :6 与 a 十 b 组 成 一 个 三 角形 .因为 三 角形 两 
边 之 和 大 于 第 三 边 , 故 lal 十 |6| > la 十 6。|. 

所 以 ,只 有 当 a /b 且 a.b 同 向 时 ,la 十 b| = lal 十 |bl. 

(5) 与 (4) 同 理 , la 十 b| = |al 一 16| 的 条 件 为 la 之 lbl,a// 6 
且 a.6 反 向 . 

(6) 在 (4) 中 令 5 为 一 b, 即 知 la 一 5b| = lal 十 15| 的 条 件 为 
a Nb 且 反 向 . 

6. 2.9 已 知 长 度 相等 的 三 个 矢量 满足 a 十 b 十 c= 二 0, 求 它们 两 两 
间 的 夹 角 . 

解 ”由 已 知 条 件 lal = 1b| 二 |c| 和 a 十 b 十 c= 二 0 可 知 ,a\b.c 
互 不 平行, 且 组 成 一 个 等 边 三 角形 ,每 个 内 角 为 等 ,每 个 外 角 均 为 等 ， 


由 a 十 b 十 c 二 0 可知 ,a.bc 两 两 的 夹 角 , 都 是 三 角形 的 外 角 . 故 它们 


= 


§2 矢量 代数 


之 间 的 夹 角 均 为 3 


万 Cc 
ps 4 到 3 


6. 2. 9 题 图 6. 2. 10 题 图 
6.2.10 各 四 边 形 的 对 角 线 互 相 平分 ， 证 明 它们 是 平行 四 边 形 . 
证 由 图 知 ， 


AB= MB 一 MA MD+ MC=— (MD— MC) 
=— (CM + MD) =— CD, 
所 以 I4B| = |1CD|. (1) 
同 理 , AD= 一 BC, 且 |AD| = |BC|. (2) 
由 (1)、(2) 可 知 ,ABCD 为 平行 四 边 形 . 
6.2.11 已 知 三 角形 ABC 中 ,点 D.E、F 分 别 是 边 BC.CA、AB 的 
中 点 ,求证 :AD 十 BE 十 CF = 0. 


证 ”由 6.2.4 题 可 知 ,AD 二 方 (AB 十 AC)， 


BE 一 二 (BA+ BC)，CF = 二 (CA+CB)， 
故 et BE+ CF 
= 二 CAB 十 AC) 十 去 CBA 十 BC) 十 到 (CA 十 CB) 


OU c “0 一 0. 
A 


6. 2. 11 题 图 6.2.12 题 图 
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6. 2. 12 ” 试 证 :空间 四 边 形 相 邻 各 边 中 点 的 连 线 构成 平行 四 边 
形 . 
证 设 空间 四 边 形 ABCD 各 边 的 中 点 分 别 为 E.F、G、H, 各 顶点 
对 应 的 矢量 分 别 为 a.b.c、d. 显然 
4 有 一 5 一 a， BC 一 < 一 5b CD=d 一 c DA=a—d, 


EF = EO+OF=OF— OE= 址 (b+c) 一 去 (a+%b) 


PE pe 
= PR a). 

GH= OH+GO= OH 0G= 广 (a+ Cate) 
= 去 (a 一 == 一直 (ce 一 

即 EF 一 一 CH. 


从 而 有 BF // GH, 且 |EF| = |GH|. 

同 理 可 证 ,EH = PFC， 故 四 边 形 BFHG 为 平行 四 边 形 . 

6.2.13 从 点 4(2, 一 1,7) 沿 矢量 a = {8,9, 一 12) 的 方向 取 线 
段 |AB| = 34, 求 8 点 的 坐标 

解 ” 设 8 点 的 坐标 为 (z,y,z). 则 AB= {x 一 2,y 十 1,z 一 7)， 
且 AB= 和 a. 即 z 一 2= 84,y 十 1 二 94,z 一 7 二 一 124, (4> 0). 
由 14B| = 34= Vl(z—2)+ G+ 1 + (2— 7): 

~ VD GD C2 

解 得 * = 2, 从 而 B 点 的 坐标 为 (18,17, 一 17). 

6. 2. 14 ”一 矢量 与 : 轴 和 y 轴 的 夹 角 相等 ,而 与 z 轴 夹 角 是 它们 的 
两 倍 , 求 矢量 的 方向 . 

解 ” 设 矢量 与 z 轴 .y 轴 .z 轴 的 夹 角 分 别 为 a.py, 则 a 二 p,y 一 
2a, 故 有 cos?a 十 cosia 十 cos?2a 一 1, 或 2cos?a 一 1 十 (2cos?a 一 1)? 二 0. 
即 2cosia(2cos?a 一 1) 二 0. 所 以 


cosqa 二 0 或 ”cosa = 二 土 一 -一 . 


于 是 有 a=p Fy To, 或 a=p oy 洁 
8.2.15 设 0 是 点 4 和 8 连 线 外 的 一 点 ,证 明 : 任 一 点 C 与 48 共 
线 的 充 要 条 件 是 存在 数 和 和 4, 使 OC = 入 Oh 十-h%GB, 目 为 十 加 
一 9? 一 
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证 ”必要 性 .车 4、8.C 共 线 , 则 AC = .AB, OC = 04 十 4C 
或 OC= 0A+ 和 AB 


~ OA + A(OB— OA) 4 所 B 
= AOB + (1 — HOA 
= hOB + 1OA, 
县 入 十 加 = 二 1. 
充分 性 . 若 OC = WOA 十 OB， 
时 加 二 加 二 6. 2. 15 题 图 


ANOA++ hOB= AMAOA+ (1 — hOB 
= OB+ (0A — 0B) = OB + 1AB. 
故 OC 二 0B 十 4B， 或 0C 一 0B= 414B， 
即 CB = AB. 所 以 4、.B.C 共 线 . 
6.2.16 分 别 写 出 矢量 
一 计 (2 一 2 二 ,6 一 (+2 V3k) 
的 (1) 分 量 ;(2) 模 ; (3) 方向 余弦 . 


2 2 1 MR | Y 3 
解 (Da= 何 , 一 了 本)b 一 1 


/2 2 1 
(2) lal (3+ + =1. 


同 再 可 得 ,161 一 


(3) cosm = Fia 一 


lal 


同 理 可 得 ,cosp 一 一 子 , cosy 一目-. 
Cosas 4, cosp: ,cosys 一 i 


6.2.17 设 ! 一 3i 十 5 十 8k,m 一 2 一 4 一 ?Rn 一 5 十 了 


他 . 求 矢量 = 4 红 十 3m 一 n 在 x 办 上 的 投影 及 在 y 轴 上 的 分 矢量 . 
解 ”Pria = 4Priil 十 3Prim 一 Prjm 
-二 4.3 十 3.2 一 5 一 13. 
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=0j 二 人 { 负 十 3m 一 j= 二 7 

6.2.18 解答 下 列 问 题 : 

(1D 求 平行 于 矢量 a = {6,7, 一 6) 的 单位 矢量 ; 

《2) 一 矢量 的 模 为 6, 它 与 投影 轴 的 夹 角 为 30", 求 此 矢量 在 该 轴 上 
的 投影 ,并 用 单位 矢量 表示 a. 

解 〈1) 设 所 求 的 矢量 为 as, 由 ma Na, 有 as 一 (6k,7k, 一 66 又 
lao| =1, 村 V6D7 十 (7D? 十 (一 657 一 11]k| 二 1. 所 以 4 二 土 十 ， 
和 { 间 ,车 ,本 让 或 m= (一 癌 , 一 忆 , 各 ) 也 可 以 直接 用 公式 

7 二 于 
一 六 f 求 入 m= { 土 让, 土 音 ' 干 让 ) 


(2) Prja = 6.c0s30° =3Y 3,a= lala = 6ao, 这 里 ao = ToT， 


lao| = 1. 

6.2.19 ”解答 下 列 问题 : 

(1) 设 a= {6,5, 一 4},b 二 {3, 一 2,3},c 二 {4, 一 1, 一 3}, 求 2a， 
3a 一 2b++ 4c,ma 十 nb; 

(2) 已 知 矢量 a = {2, 一 3,4}), 求 一 矢量 5, 使 6b // a， 
且 1b| = 3lal; 

《3) 已 知 点 A(1, 一 2,0) 和 矢量 a = {一 3,4,12). 求 点 8 的 坐标 ， 
使 AB// a, 且 14B| = 2lal. 

解 (1) 2a = 2{6,5, 一 4} 二 {12,10, 一 8}， 

3a— 2b+ 4c= {28,15, 一 30}， 
ma—nb= {6m— 3n,5m++ 2r, — 4m— 3n}. 
(2) 因 a/5, 且 16| = 3lal, 所 以 b== 土 3a = 土 {6, 一 9,12}. 
(3) 设 B 点 的 坐标 为 (z,y,z), 因 AB // a, 且 14B| = 2ja| , 即 
{z— 1,y+ 2,2— 0}) = ka = {— 3k,4k,12k), 
W (一 3k)? 十 (4k)? + (12k): = 2 V(— 3)? + 4 + 12, 

由 此 解 得 & 二 土 2, 故 点 B 的 坐标 是 (一 5,6,24) 和 (7, 一 10, 一 24). 

8. 2. 20 ”解答 下 列 问 题 : 

《1) 已 知 一 矢量 的 模 为 2, 且 与 “ 轴 和 ? 轴 夹 角 相 等 ， 与 * 轴 夹 角 是 
它们 的 二 倍 , 求 此 矢量 ; 

《2) 已 知 两 点 Mi(2,5, 一 3) ,Ma:(3， 一 2,5). 设 在 线段 Ki: 上 有 

一 84 一 一 
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一 点 M, 使 MM 二 3MM:, 求 矢量 ON 的 坐标 . 

解 (1) 由 6.2.14 题 可 知 ,a 一 5 一 村, 一 也 或 o= = 本， 
y= x. 所 以 Pria = 2cosa = V2 ,Prja = V 2 ,Prja = 0. 

故 所 求 的 点 为 (V2 ，W 2 ,0) 或 (0,0, 一 2). 

(2) 设 OM = {zy,z), 则 MM = {z 一 2,y 一 5,z 十 3}, MM,= 
{3 一 zx, 一 2 一 y,5 一 z) 由 题 意 可 得 ， 

tz—2=3(3—7),y— 5=3(—2—y),z+3= 3(5— 2). 

故 刀 点 的 坐标 为 (号 ,一 二 ,3), 或 OM 一 (时 ,一 地 3}. 

6.2.21 试 证 : 

(1) 两 个 非 零 矢量 4.4s 不 共 线 ,和 且 AB= 二 4 十 l， BC = 24 十 84， 
CD == 3(4 一 4), 则 4、B8、.D 共 线 . 

(2) 设 a.b 不 共 线 , 且 AB 二 a 十 26,BC 一 一 4a 一 6b,CD 一 一 5a 
一 3b, 则 四 边 形 4BCD 是 梯形 . 

证 (1) 由 6.2.4 题 可 知 ,AD= BC 十 CD= 5 十 4). 即 BD= 
54B, 故 4、B.D 共 线 ; 

(2) 因 0B 一 0A4=AB=a+2b, 

OD— OC = CD=— 5a— 3b, 
OC — OB=— 4a— b= BC, 

三 式 相 加 ,得 OD 一 0A = AD = 二 一 8a 一 2b 二 2BC. 
即 4D // BC, 故 4BCD 是 梯形 . 

6. 2.22 ” 设 空间 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C 和 BD 的 中 点 分 别 为 、 
M. 求 证 :AB 十 CB 十 AD++ CD= 4LM. 

证 ” 设 O 为 四 边 形 外 任 - -点 ,由 6. 2.4 题 可 知 ， 

1 


IM=OM— OL= 75(0B + OD) 一 方 (OA + oa) 


= 去 COB 十 4O 二 Co 十 OD) = 去 CAB 十 CD). 

同 理 LM = 去 (Co + OB 十 AO 十 OD) 一 去 (CCB 十 AD). 
即 2LM = AB -+ CD, 2LM = CB + AD, 

故 AB 十 CB++ AD+ CD= 4LM. 


-= 
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L 
6. 2. 22 题 图 6. 2. 23 题 图 


O 


6. 2. 23 ” 设 四 面体 048C 的 三 条 棱 46、5C.C4 的 中 点 分 别 为 工 .M、 
N, 求 证 :0O04 十 OB 十 OC = OL + OM 十 ON. 
证 由 6.2.4 题 可 知 ， 
OL = 去 (Oo4 十 08)， OM = 地 (0B + 00)， 
ON = 去 (OC + 04)， 


各 式 两 端 相 加 ,得 
OA+ OB+ OC = OL + OM + ON. 
8.2.24 设 MM 为 人 4BC 的 重心 ,证 明 :对 任 一 点 0, 有 


OM = 译 (OA + OB + oc). 
证 设 04 一 rw,0B8 二 rs,0C 二 r% 因 
OM = 二 r: 十 3BD 


一 rz 十 了 (BA + AD) 


=n 十 委 (0A 一 OB 


十 去 4C) 
rz + $n r2 + Ee 0A)) 6. 2. 24 题 图 
rz 十 3 Wr 十 br) 


7z 十 (去 n+ yrs r)= rt rt rs). 
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故 结论 成 立 . 
6. 2.25 ”给 定 空间 三 角形 48C 与 4 Pr 0' ,M 与 M' 分 别 是 它们 的 
重心 .试用 矢量 AA' ,BB' ,CC' 来 表示 MM . 
解 ”在 空间 中 任 取 一 点 0, 由 6. 2. 23 题 可 知 ， 
o = 村 (o4+ 0B 十 00)， 


oOM' = 言 (o4' + OB' + 0C'). 
所 以 MM' = oM' - oM 


3 (OA' OA+ OB’ OB+ OC’' 一 OC) 


= 二 (44' BB' 十 CC' )， 

6.2.26 三 点 4,8,C 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 三 个 均 不 为 零 的 数 
和 ja 和 ,使 MOA 十 0B 十 NOC 二 0, 思 十 加 十 加 二 0. 

证 ”必要 性 . 若 4.B、C 共 线 , 则 AB、AC 共 线 . 故 4B = 44C 
(天 0,% 关 1). 又 4B 二 0B 一 OA, AC 一 OC 一 OA, 所 以 0B -OA 
= Moc 一 04), 或 (1 一 和 0A 十 20C 一 OB 二 0. 邻 为 二 1 一 入 
二 4%, hh 一 一 1. 即 得 欲 证 的 结论 . 

充分 性 . 若 NOA 十 hOB 十 aoOC = 0, 办 十 丸 十 和 = 0. 则 将 
为 一 一 一 和 代入 上 式 ,得 
(— h— A)OA + hOB + %OC 
= %(O0B — 0A) + %(OC ~ 0A) = 1AB + NAC = 0. 
即 AB== 一 EAC. 故 AB、AC 共 线 , 即 4.B、C 共 线 . 


6. 2.27 已 知 四 面体 四 个 顶点 的 半径 矢量 ,求证 :每 个 顶点 与 对 
面 垂 心 所 作 的 四 条 直线 必 共 点 ( 称 为 四 面体 的 重心 ). 并 求 重心 的 半径 
矢量 , 

证 ” 设 四 面体 的 四 个 顶点 为 4 (i 二 1,2,3,4), 各 面 4,4;4， 
44344,4i4z4i,4i4z4s 的 重心 分 别 为 G1,G2,Gs,G4, 由 6.2.23 题 可 知 ， 


1 
OG'= 本 CO4: 十 0O4: 十 040) ,9GC: 一 于 (oa 十 O4: 十 DO4)， 


OG: 一 于 CoA 十 O4: 十 DO4),OG4 = 于 (OA + 04; 十 04;). 
在 41G1 及 40: 上 分 别 取 一 点 8 及 如 ,使 - 
— 987 = 
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OG = NOA + %OG, = NOA 十 等 CoA， 十 OA: 十 OA 


(十 和 一 1D)， 
0G' = moOA: + m0G: = nmO4: 十 学 (OA + 0A: + OA) 
(十 如 一 1)， 


若 oG = 0G' , 则 有 MOA, 十 学 (OoAs + O04s 十 OAD) 


一 404: 十 等 (O4A 十 04s 二 040. 


比较 等 式 两 边 的 系数 ,得 = 冬 ，A = 341， 由 此 解 得 
入 一 本 避 一 了 = 于 一 全 
于 是 40, 及 4sG; 交 于 点 6. 其 矢 径 
oG = 二 (OA + oh + ohas 十 04)， 


同 理 ,4;6; 及 44G4 也 过 点 9, 即 它们 共 点 于 9, 结论 得 证 . 
8.2.28 在 人 4BC 中 ,已 知 AB 及 AC, 试 求 :(1) 内 角 平 分 线 4L 上 
的 一 个 矢量 ;(2) 高 线 4D 上 的 一 个 矢量 . 
解 (1) 设 a.b、c 顺 次 表示 八 4BC 的 三 边 长 ,由 角 平 分 线 定理 
BL:LC 一 cpD， 


和 比例 性 质 , 地 竺 z6 5 即 和 能 = ga'3L 5 
即 1BE1 = ]8L ,所 以 
BL = Fe 
A 
了 
0) (2) 


6, 2. 26 题 图 
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2 _(C4C 一 4B) 


又 人 


2 + (cAC + bAB). 
故 4L 上任 一 矢量 AP = k(cAC 十 54AB) ,上 汉 0. 
(2) 这 里 AD 与 9 六 4 没有 直 折 关系， 为 此 , 作 一 平行 四 边 形 


cosC 4 
4PDQ, 在 A4PD 中 ,5 ms 所 以 4P = 44D 


同 理 40 = Ses54D, 所 以 


sin4 
名 -+AQ 一 加 So( 各 + 芋 和 oo( 竺 ) 
-4B + 吧 eac] 


即 4D 上任 一 矢量 AR 为 
AR 一 KeasC4B 十 SBAC)， 上 天 0 
6.2.29 已 知 平行 四 边 形 的 三 个 顶点 为 4.B、C, 其 矢量 半径 分 别 


为 TI\2\Ts. 求 与 顶点 B 相对 的 第 四 个 顶点 D 的 矢 径 ra 
解 AB = 一 ri, 由 于 4B/ cD， 


且 14B| = |CD1, 故 CD= 一 AB. D C 
所 以 ,D 的 矢 径 为 
r1 一 rs 十 CD=r: 一 4AB re B 
=rs— (ri—n) 
一 Tl 一 rz 十 rs » r2 
2. 数量 积 6. 2. 29 题 图 


6.2.30 设 给 定 矢量 aa 一 {1,2, 一 4},b = {3, 一 2,1}. 
GD 计算 a 6; (2) 求 lal ,lbl 和 Cas6); 《3) 求 Prib 
解 《Dab=1.3 十 2. (一 2) 十 (一 4 .1== 一 5. 
(2) lal = V1 十 2 十 (二 4 = V21， 

1 = ME Va. 
因 cos(a'o) = 人 


= 
TlT -7 二" 
= 一 
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A 一 5 
(a,b) = arccos 
7 V6 
A 一 5 a*b 一 5 
(3) Prjob = |blcos(a,b) 或 Prib 
V 21 lal Yai 


6. 2. 31 ” 设 一 平面 平行 于 两 矢量 3i 十 了 和 i 十 j 一 4 证 明 :矢量 
2i 一 6j 一 k& 垂 直 于 这 个 平面 
证 因 (3i 十 门 * (2i 一 6j 一 k&) 
一 3"“2 十 1'，( 一 6) 十 0. (一 1J) = 一 0 
人 十 了 一 48)。(2 一 6 一 R) 一 0. 
所 以 2i 一 6j 一 k 垂 直 于 3i 十 j 及 i 十 j 一 雏 , 故 2i 一 67 一 & 垂 直 于 与 
两 矢量 平行 的 平面 . 
6.2.32 已 知 矢量 a 一 (ayozyas),b 一 {01,bzsbs} sc 一 《cycaycs). 
求 (1) Priva; (2) Prjob; (3) PrjCa + 6); (4) Prjo+ec. 
(1) Prja = a*b_ awbt aab: 十 ab 
“Vi 
br + azbz + asbs 
Vaf+o 二 a$ 
| (qi 十 bc 二 (az 十 加)cz 十 (as 十 加)cs 
(3) Pric(a 十 pb) 
YA+G+o 
qc 十 bicl 十 azcz 十 bzcz 十 acs 十 bacs 
V+ 二 oc 
(CC 
V (a 十 b)? 十 (az 十 B52)? 十 (as 十 po) 
6. 2.33 ” 设 三 个 非 零 和 撩 量 a、b、c 等 长 , 且 两 两 垂直 . 求证: a 二 6 十 
c 与 a.b.c 所 夹 的 角 相等 . 
证 设 abc 与 (a 十 6 十 c) 的 庄 贡 分 昼 为 、 By;, 则 
" (a+b 十 c) 
frie ret fella 5 ER 
al Su lcl 
bb 一 和 直下 0 人 0 
因 lal = 15| = |c| ,所 以 cosa = cosp = cosy > 0. 


又 因 0 和 wp? 之 也 ,所 以 a 一 p= 
6.2. 34 证 明 下 列 结论 : 
一 -990 一 


(2) Prju 一 


(4) Prjs+ec = 


Cosa 
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(1) 车 AB: CD= 0, 则 AB， AC = AB. AD; 
(2) 若 HA .BC=0,HB. CA 一 0, 则 HC :AB=0. 
证 (1) 由 6.2.4 题 可 知 ， 
AB.:CD= AB.: (AD— AC) = AB. AD— AB. AC, 
又 由 条 件 AB .CD = 0, 即 有 AB: AD = AB. AC. 
(2) 因 HA: BC= HB.:CA=0, 
由 (1) 的 结论 得 人 人 全 了 A 
HB.HC 一 HB. HA 一 HA .HB 一 BA HC， 
即 HB.: HC= 4.。HC,，HC, (HB— HA) 一 0， 
亦 即 HC:AB=0. 
6.2.35 ”已 知 两 个 非 零 向 量 a,b, 求 证 : 
(1) (a+b)(a—b)=a— b; 
(2) (a 十 b)2 十 (aa 一 b: 一 2(a: 十 要 )， 
并 说 明 各 个 等 式 的 几何 意义 . 
证 (HbD (e+b (aa 一 b 昌 一 aa 一 ab 十 ba 一 bb 
= lal’ 一 fbl*. 
其 几何 意义 表示 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 及 其 夹 角 余弦 的 乘积 等 于 两 
邻 边 的 平方 差 . 
(2) (a 十 b2 十 (aa 一 8 一 az 十 妇 十 2av.b 十 @ 十 妇 一 2a.b 
一 2(lal: 十 182). 
其 几何 意义 表示 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 的 平方 和 等 于 两 邻 边 平方 和 的 
二 售 . 
注 一 个 向 量 的 于 方 即 为 该 向 量 与 自身 的 内 
6.2.38 证 明 下 列 各 题 : 


(1) 矢量 分 别 与 一 :Ce 世 


a.\b\c 均 为 非 零 向 量 ; 
(2) 三 角形 三 边 上 的 高 共 点 . 


证 (D 因 ab 一 sa] 一 ab 一 ab=0， 
Se 已 . 


一 一 一 和 b(a*c) 一 c(a*b) 垂直 ,这 里 


所 以 al。 一 
同 理 可 证 ,a | bla 2 一 cCa .5b). 
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(2) 设 及 为 人 4BC 两 边 BC.C4 上 的 高 的 交点 , 则 
HA*BC=0, HB.:CA= 0. 
由 6. 2. 34 题 的 结论 (2) 可 得 ,EC 4B = 0, 这 说 明 48 与 有 C 垂 直 ， 
即 仿 的 南 线 也 交 于 点 昌 , 帮 三 条 高 共 点 . 


A 省 7 


6. 2. 36 题 图 6. 2. 37 题 图 
6. 2. 37 ”在 平行 四 边 形 4B8CD 中 ,已 知 AB = a,AD 一 5b, 试 求 此 平 
行 四 边 形 底 边 48 上 的 高 线 矢量 . 
解 。” 设 高 线 矢量 为 c, 因 c 一 士 (6 一 AE), 又 


lallAE| = lalleleos4 一 av， 
所 以 1481 一 所 ?A 一 秆 向 


故 ce= 土 (6 一 《和 a). 
6. 2. 38 ”已 知 两 个 矢量 a,b, 求 la 十 6b| = |a 一 5| 的 充 要 条 件 . 
解 la+6|= la—6l<>lat+ bl:= Ja— bol’ 
< 一 ab 一 0 
< 生 >>a 1 5 或 ab 之 一 为 零 . 
本 题 的 几何 意义 是 : 当 a 天 0,5 天 0 时 ,以 ap 为 邻 边 所 作 的 平行 四 
边 形 的 两 条 对 角 线 矢量 长 度 相等 的 充 要 条 件 是 a 上 b, 即 此 平行 四 边 形 
为 矩形 . 
6. 2. 39 ”如 果 一 个 四 面体 有 两 对 对 校 互 相 垂直 , 则 第 三 对 对 校 也 
必 垂 直 , 而 且 三 对 对 棱 的 平方 和 相等 . 
证 设 48 1 CD,BC | 4D, 则 AB :CD= 0, AD. BC = 0, 
由 6.2.34 题 可 得 
AB.: AC= AB. AD, AD.AB= AD.AC, 
由 这 两 式 得 
AB: AC= AD. AC, AC.:(AB— AD) = 0, 
即 AC .BD= 0. 故 4C 1 BD. 
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又 因 482: 十 CD = 482 十 (4D 一 4C): 


= AB’ 十 AD’ + 4C2 十 24D、4C， (1) 
BC2: 十 AD*: = 4B2 十 402 十 4D2 一 24B。4C， (2) 
AC’ 十 BI = AB’ 十 4C2 十 AD? 一 24B。4D. (3) 


因 (Q)、(2)、(3) 式 右 端 相同 , 故 
AB? 十 CD = BC2 十 AD? = AC? + BD?. 


注 ” 见 6.2.35 题 的 注 . A. 
6.2.40 求证 :空间 四 边 形 四 条 
边 的 平方 和 等 于 对 角 线 平 方 和 加 上 对 
角 线 中 点 连 线 平方 的 四 倍 . 
证 设 L、M 分 别 为 空间 四 边 形 
4BCD 对 角 线 4C、BD 的 中 点 , 则 B c 
AM = 二 CAB 十 AD). 6. 2. 40 题 图 
又 ”4M = 去 AC + LM， 
所 以 4B 十 AD= A4C+2LM， (0) 
同 理 可 得 ”CB 十 CD= CA + 2LM， (2) 
BD= CD— CB, (3) 
BD= AD— AB (4) 


把 (1)、(2)、(3)、(4) 式 两 边 平方 相 加 ,得 
AB’ + AD:+ CB’ + CD = AC’ + BD: + 4LM’. 
注 ” 见 6.2.35 题 的 注 . 
6.2.41 已 知 矢量 a 二 {3, 一 1,5},b 二 (2,3, 一 7}. 试 求 一 矢量 
x, 使 它 与 z 轴 垂直 , 目 满足 x，a 一 5,x，b 一 一 4 
解 ” 设 x= {z,y,z}, 由 题 设 可 得 
37— y+ 5z2= 5, 3z7— y= 5, 
I mt 
0.z 十 0.38y 十 tvz 一 0.( 关 0)， 
由 此 可 得 ”x= {1, 一 2,0}. 
6. 2.42 设 有 一 质点 位 于 点 4(3，- 1,2), 它 在 力 下 的 作用 下 沿 
直线 运动 到 点 B(4,1,2 十 3 Y 2 ), 已 知 力 的 方向 角 为 子 ,于 ,于 ,大 小 
为 100, 求 力 己 所 作 的 功 . 


z= 0. 


ty 


第 六 章 ”空间 解析 几何 


解 。 力 已 一 (z,yz} = {|Fleosa, |Fleosp,|Flcosy} 一 (50,50， 
50 W 2). 又 方向 s==14 一 3,1 一 (一 ,2+3V2 一 2}= {1,2, 
3 V2 ), 所 以 ,F 所 作 的 功 为 F.s = 450. 

6.2.43 ”利用 数量 积 证 明 : 

(1) 三 角形 的 余弦 定理 ; 〈2) 直径 所 对 的 圆周 角 是 直角 . 


3 
, 2 从 
c » 4 
(1) 6. 2. 43 
题 图 (2) 
证 (1) 设 入 4B8C 各 边 为 4,5,c, 则 AB = CB 一 CA， 
或 4B. 4 一 CB: 二 CA: 一 2C4.CB， 
即 C= a 2abcosC. 
其 它 两 个 等 式 同 理 可 证 . 
(2) 如 图 (2) 所 示 ， 
AB = AO+ OB, BC = BO+ OC= 0C—0B= A0— 08, 
因 AB .BC = (40 十 OB)。 (AO— 0B) = 40: 一 DB: 
=7—r=0. 
所 以 AB 与 BC 垂直 , 即 人 8 为 90". 结论 得 证 . 
6.2.44 设 矢量 = {1, 一 1,1}, b= (3, 一 4,5},x 二 a 十 加 ， 
4 为 实数 , 试 证 其 模 最 小 的 矢量 x 垂直 于 矢量 b. 
证 设 x=a 十 轴 , 于 是 |xl?== Jal? 十 和 |bj? 十 24(a vb， 将 
a.b 的 坐标 代入 得 ， 
jzj: 一 3 十 244 十 501: 一 50(1 十 药 ” 守 襄 


当 和 = 一 亩 时 , 模 jz| 最 小 .这 时 


x= {1,— 1, D+ Ga 一 45) = { 协 ; 吏 |， 
且 有 x* b= 0. 故 结论 正确 . 


”一 99# 一 


5 
5} 
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6. 2.45 ” 设 四 边 形 4BCD 各 边 长 为 a,5,c,4, 且 对 角 线 相互 垂直 , 求 
证 :各 边 之 长 也 是 a.b、c.d 的 任意 一 个 四 边 形 的 两 条 对 角 线 也 必 互 相 垂 
直 


证 ” 设 四 边 形 4BCD 和 4 B'C' PD 各 边 矢量 分 别 是 AB 二 a,BC 一 
b,CD=c,DA=d;A'B' =a',B'C' = ,CD =c,DA’=d 有 8 
lal= la|l=a,lb|l= Iv|=6,lc|= | |=e0ld= |d|=d. 

由 a 十 b 十 c 十 4 二 0 得 

d=[— (at+bt+oF 
一 az 十 时 十 c: 十 2av.b 十 2avc 十 2b.c 
一 上 一 刀 十 c? 十 2( 术 十 bc 十 ab 十 ac). 

即 时 一 oa 十 天 一 c: 一 2(a 十 bb 十 c) 一 24C。BD， 

同 理 d :一 ao: 十 :一 c 2 一 24C。BD， 

由 条 件 lw | = lal,lw|= 1b|l,lc|= |cl,ld | 二 1d| 知 

AC*:BD= A'C'*B'D. 

故 由 4C | BD 可 推出 4cC' | BD. 

6. 2. 46 一动 点 与 点 Mo(1,2,3) 所 成 的 矢量 与 矢量 n 二 {3, 一 2， 
1} 垂直 , 求 动 点 的 轨迹 . 

解 ” 设 动 点 为 M(z,y,z), 则 

MoM = {z 一 1,y 一 2,z 一 3). 
由 条 件 0= MoM .n= 3(z 一 1) 一 2(y 一 2) 十 1* (z 一 3) 可 得 
32— 2 二 +z—2= 0. 
6.2.47 已 知人 A4BC 中 ,AB 一 {5,2,5}， 


BC = {2，-- 4,1), 求 BC 边 上 高 矢量 的 分 量 . < 
BC :BA 
解 因 cos 人 8 二 TBGTIBAI Dp 
-二 10+8=-5_ -7, 
V54 V21 9V1I4 
而 |BD| = PrjscBA 4 
gy a = V2l, 
gE 3 6. 2. 47 题 图 
所 以 Bp-_V2L. BC _—Y2l.{2,— 4 


3 lBc| 3 WV2T 


一 995 一 
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全 
FE 电 
故 AD= AB 二 BD= AB 二 BD={ 


{= 


13 10 14、 
"3°"3" 


3. 矢量 积 

6.2.48 已 知 矢量 ac 一 {3,2, 一 1}，5= {4, 一 1,3)}. 
(1) 求 a 与 6 的 矢量 积 及 其 在 坐标 轴 上 的 投影 和 分 矢量 ， 
(2) 求 36 与 一 2a 的 矢量 积 ; 

(3) 求 a Xi 一 jXa; 

(4) 求 以 ab 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 与 对 角 线 的 长 . 


i j k 
解 (l)aexb== |3 2 一 1|=5i— 13j— 1lk, 
ee 


a Xb 在 坐标 轴 的 投影 为 5, 一 13, 一 11; 
a Xb 在 坐标 轴 上 的 分 矢量 为 5i, 一 13j, 一 11k. 
(2) 35 X (一 2a) =— 6(b X a) = 6(a x b) 
= {30, — 78, — 66}. 
(3) a Xi 一 了 Xa 一 (3 十 中 一 Xi jxX (3 27—k) 
一 (一 2 一 力 一 (一 3 一 训 一 ii 一 了 十 久 
(4) So 一 laxbl= V5: 十 (一 13): 十 (一 10D2: 一 W315. 
对 角 线 的 长 la 十 b| = M7? 十 二 2 一 3V6s 
la—~bl= V(—1)i+3:+(— 4):= V26. 
6.2.49 解答 下 列 问题 . 
(1) 求 同 时 垂直 于 矢量 a = {3, 十 4, 一 2) 和 z 轴 的 单位 矢量 ; 
(2) 求 同 时 垂直 于 矢量 a = 2 十 2 十 & 和 bb 一 入 十 下 十 3 的 单 
位 矢量 . 8 


解 (1) 所 求 撩 量 n 一 Xa Xk 一 4 


= 4{4, — 3,0}). 
由 题 意 , 1 = |n| = W16 邓 十 91 二 5|4|, 由 此 可 得 4 二 土 言 


$2 矢量 代数 


所 以 m 一 土豆 (4, 一 3,0) 
i 了 了 k 
(2) 因为 |2 2 1|= {1, 一 2,2) 是 垂直 于 a*b 的 矢量 , 则 与 其 
4 5 3 
共 线 的 单位 矢量 是 
士 1 


1 一 2 2 
一 一 二 一 一 {1, 一 2,2) = 土 (二 ,二 ,二 }， 
VE 十 (一 2)2 十 2 ER 
6.2.50 解答 下 列 问题 : 
(1) 已 知 矢量 a 与 6 的 夹 角 为 后 , 且 lal = 5,15| 一 6， 
求 la x。l; 
(2) 证 明 : (a 一 6) X (a 十 5) = 2a X 6b, 并 说 明 其 几何 意义 . 
解 (1) 因 la Xx6| 表 示 以 1al、16| 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 
故 la x bl = lallblsin(ab) =5 x 6xXsinE = 15. 
(2) 因 (a 一 b)X(a+6b)=(a—b)Xat+(a—b)xb 
=0-bXa+axXb~—0=2axXb. 
故 结论 正确 . 其 几何 意义 是 :一 个 平行 四 边 形 的 面积 等 于 以 该 平行 
四 边 形 的 对 角 线 为 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 之 半 . 
6. 2.51 已 知 zoy 平 面 上 的 三 点 4(zl, 加 ),B(z,sy),C(zyys) ,用 矢 
量 方法 证 明 :A4BcC 的 面积 为 
zl nn 1 
zz y2 1 
rz gs 1 
证 设 zoy 平 面 上 的 三 点 为 ACzi,,0) ,Bzz,y2,0) ,Czs,y3,0), 则 
AB = (zz 一 zygz — #1,0}, CB = (zz 一 zygz 一 3a0). 
i i 天 
zn yh 0 
2 一 2 yr—y 0 


三 译 [0i 十 00 十 [zs 一 2) ys 一) 一 (gz zl 


s 二 土 


1 1 
故 s* 一 可 |4ABX CB| 一 本 


二 土 坟 [Gs 一 2 (gs 一) 一 到 一 和 (Ga 一 ao] 
一 士 [ 一 zags 十 zayz 十 zi 一 za 一 zz 十 zz 中 
-= WE 
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二 圭 [=» ed ey ?|+ cb 辐 "|] 
E23 23 Ys Tz 32 
zx yn 1 
一 土 |z: yz . ” 故 结 论 成 立 . 
73 Ys 


6. 2. 52 和 和 月 关 量 积 推导 三 角形 的 正弦 定理 . 
证 ” 设 入 4BC 三 边 分别 为 obc, 则 


Sanec 一 到 14B x ac|= 去 14B| |AC|sinA, 
同 理 。 Sane = 言 IBA x BC| = 去 ICA x cB|, 
即 序 |4B| 1Aclsin4 = 去 1BA11BClsinB 


一 去 lc4a1lcBl ,sinc， 


所 以 |ACl|sin4 = |BC|sinB,|BA |sinB = |CA |sinC. 
lAc| _ IBc| 1B4| _ |c4| 


sinB sin4 ” sinC sinB 


i sinB = so’ 故 结论 成 立 

8. 2.53 设 a' 一 和 al 十 jeazy ay 一 Ma 十 peaz, 其 中 qu 和 al'、 
az 均 为 非 零 的 不 共 线 矢量 . 求证 :分别 以 a1,as 和 ar ,ax 为 邻 边 的 两 
个 平行 四 边 形 面积 相等 的 充 要 条 件 是 | 一 hn| = 1. 

证 因 las XxX az |=|[LMas 十 jaz) X (ua paz]| 

= [hp 一 bap) la X az|. 

所 以 jax X az | = ia X az| 的 充 要 条 件 为 |h4z 一 hp| = 1. 

故 结论 成 立 . 

6. 2. 54 ”试用 三 角形 顶点 的 矢量 表示 三 角形 的 面积 . 证 明 : 如 果 
Xr 二 To Xr 十 rs XT 二 0, 则 点 4A(m),BCrs) 和 Clrs) 必 共 线 . 

解 (1) 设 三 角形 的 三 个 顶点 为 4(m), B(r,) 和 Crs), 则 AB = 
rz 一 risAC 二 rs 一 ns 故 


Ss= 坝 [AB x Acl = 译 [(m 一 DX (ns 一 rl 


一 988' 一 
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= Xn nnnxXntnxnl 


一 到 Im XX rt ntr x nl. 


(2) 由 (1) 可 知 ,车 ri XT 十 ro Xn 十 Ts Xn 二 0, 则 5S = 0, 这 
时 4,B,C 三 点 共 线 . 
6.2.55 证 明 下 列 结论 : 
(1 车 aXb=cXd,aXc=bXd, 则 a 一 d 与 6b 一 c 共 线 ; 
(2) 试 证 空间 中 的 点 A(2,4,1),B(3,7,5),C(4,10,9) 共 线 . 
证 (1) 因 
(a—d)x(b—)=aXb—dxXb—-aXc+dxce 
Xp 一 cXd 一 aXc 一 4Xb 一 0， 
由 条 件 (a 一 da) Xx (b 一 c) = 0 可 得 ,a 一 d 与 b 一 c 共 线 . 
(2) 设 4(rD = {2,4,1},B(rs) = {3,7,5},C(rs) = {4,10,9}. 
则 AB= (1,3,4},AC = {2,6,8}, 因 为 AC = 二 2AB,AC// AB, 且 
均 过 4 点 , 故 4、.B.C 三 点 共 线 . 
6.2.56 一 直线 通过 点 B(1,2， 
3) 且 与 矢量 c 一 {6,6,7} 平行 . 求 点 
4(3,4,2) 到 此 直线 的 距离 d. 
解 ” 以 c 和 BA 为 边 作 平行 四 边 


形 , 其 高 为 a, 则 - 
IBA xc| = jcld， B 
即 4 = L2,2, 一 1) X {6,6,7)| d 
V6 十 6: 十 7? 
_20V2 6. 2. 56 题 图 


11 
6. 2.57 已 知 两 个 非 零 矢量 a、b, 求 a 十 5 与 a 一 6 共 线 的 充 要 条 
件 . 

解 (a 十 b) 与 a 一 b 共 线 =>(a 二 6) X (a 一 b)=0 
—>axXb=0 
< 人 ab 共 线 (ae 天 0,5 天 0). 

6.2. 58 ”证 明 下 列 结论 : 

(DD 以 矢量 a 一 2m 十 3n 和 5b 二 m 一 4n 为 边 的 平行 四 边 形 的 面 
: ! pA 


一 999 一 
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积 为 11, 这 里 m,n 是 互相 垂直 的 单位 矢量 . 
(2) 以 矢量 a = 2 十 j 一 k 和 二 i 一 2 十 & 为 边 的 平行 四 边 形 
是 菱形 ,并 求 对 角 线 的 长 . 
证 (1) so=laexbl=|(2m 十 3n)XCm 一 4n)1 
一 |2mXm 十 3nXm 一 8mXnmn 一 12nXml 
= |ln Xml 一 11. 
(2) 因为 lal = V2: 十 1 十 (一 D5= W6， 
lb = VE 十 (一 2 十 = V6. 
且 (a+b) (Cab)= {3,—1,0)}. (1,3, 一 2)= 0. 
所 以 (a 十 b) | (a 一 b)， 故 平行 四 边 形 是 菱形 . 
对 角 线 的 长 为 la 十 6| = V3: 十 (二 1D: 十 0 = V10， 
la 一 由 = VE 十 3 十 (二 2 一 VI4. 
86. 2. 59 ” 设 ob,c 均 不 为 零 . 证 明 :5 与、5 与 < 不 垂直 时 ， 
(axb)Xxc=aXx(bXxece) 的 充 要 条 件 是 ac 共 线 . 并 举例 说 明 
(axXb)Xxc 关 aaX(bXec). 
证 利用 分 解 公式 
(aXb)xXcec= (ac)b— (b* ca, 
aXxX (bXc)= (cob— (b*.a)c. 


所 以 (a X b) Xc == a X (bX c) 的 充 要 条 件 是 (6b: c)a = (6* a)c. 
b*a 


又 5 与 a、6b 与 c 不 垂直 时 ,(b.c) 和 0, 于 是 a = ee 的 充 要 条 
件 是 we 共 线 . 

一 般 地 , (a xb Xc 关 a X (bX co). 例 如 ， 

a= {1,0,1}, 6= {1, — 2,0}, c= {~— 1,2,1}). 

(axb) Xe={5,0,5}),aX (bX oO) = {1,~2,— 1). 


4. 混 合 积 

6.2.60 已 知 矢量 a = {2, 一 3,1]}, b= {1, 一 1,3},c= (1， 
一 2,0). 计算 下 列 各 式 : 

(i) (avb)c 一 (avc)5b; (2) (Ge 十 b) X (b+ e); 

(3) (a X bl。ci (4) (a X 5) X c. 

解 (1) 原 式 = [2 .1 二 (一 3)( 一 1D) 十 1.3].。{1 一 2,0)} 


1 一 1000 一 
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一 [2.1 十 (一 3)( 一 2)? 十 1.0]. (1 一 13} 
= {8, ~— 16,0} — {8, — 8,24} 


= {0, — 8, ~ 24}. 
《2) 原 式 = (3i 一 4j 十 4&) X (2i 一 3j 十 3k) 
i j k 
=|3 一 4 4|= {0,— 1,— 1}. 
2 一 3 3 
汪汪 
(3) 原 式 = |2 一 3 1| .4G 一 27) 


= (— 8i— 5j+k). (i— 2)) = 2. 
(4) 原 式 = (一 8i 一 5j 十 k) X (i 2)) 
= 2 二 +i 二 21k = {2,1,21}. 
6. 2.61 已 知 矢量 a= {1,0,1},b== {1, 一 2,0},c= {一 1,2,1). 
求 (a X 6b) Xc 和 a X (6 X c) 及 在 坐标 轴 上 的 分 矢量 . 
k 


i jj 
解法 1 (exXb xc=|1 0 1|Xx(—i+2j 二 +k) 
1 一 2 0 
一 (2 十 了 一 2k) X (一 i 十 2j 十 &) 
ei 
= 一 | 2 1 ~—2|= {5,0,5}. 
一 1 2 1! 
其 在 坐标 轴 上 的 分 矢量 为 ,5i,017 和 5k， 
i j kk 
aXxCbXxc)=(+k)Xx|l 1 一 2 0|={1,—2,—1} 
一 1 2 1 


其 在 坐标 轴 上 的 分 矢量 为 i, 一 2j, 一 &. 
解法 2 (aX 6b) Xec= bla.:c)— a(lb. ce) 
= {1, 一 2,0}[1.( 一 1) 十 0.:2 十 1*1] 
一 (1,0,1}[1* (一 1 十 (一 2).2 十 0.1] 
= {5,0,5}. 
aX(bXe)=b(a.c)— cla.:b) 
= {1,—2, OE—1+0+1]— i- 2， 1 上 十 
= (一 2, 一 1). 


01 一 
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6. 2. 82 ” 求 由 矢量 04 = {1,1,1),0B 王 (0,1,1) 和 oOC= {一 1， 
0,1) 所 决定 的 平行 六 面体 的 体积 和 三 角 锥 的 体积 . 


-101 
解 了 = |1(0A x oOB) .oOc| = 1 1 1||=1, 
0 和 主神 
ly=1 
VaA= 7= 


6. 2.63 ”证 明 矢量 A 一 {3,4,5} ,B= {1,2,2} 和 C 二 {9,14,16} 
共 面 . 
证 ”三 矢量 共 面 的 条 件 是 [48C] = (4 X DC == 0, 由 于 


9 14 16 
(AXB).:Cc=|3 4 5|=0. 
1 2 2 


故 三 个 矢量 4.B、C 共 面 . 
6.2.64 求 四 点 ACai,az,a3),B(bi,bz,bs) ,Ces cs cs), Dldi, ds, ds) 
共 面 的 充 要 条 件 . 
解 4、B8.C、D 四 点 共 面 和 =>AB、AC、AD 共 面 
<=>[AB AC AD] = 0. 
bi—a bi—a bi—as 
< 一 一 = 0. 


0 一 0 0 一 0 0 一 03 


di—a di—a ds 一 as 
6. 2. 65 若 三 矢量 p、q\r 不 共 面 ,求证 :2p 十 3q,3q 一 5r,2p 十 5r 
必 共 面 . 
证 因 [(2p 十 3q)(3q 一 57r)(2p 十 5r)] 
一 [(2p 十 3q) X (3g — 5r)]* (2p + 5r) 
= [6(p Xq)— 10(p Xr)— 15(g Xr)]. (2p+t 5r) 
一 12(pXq) pb 一 20(pXr) pp 一 30(qgXr) PP 
十 30(pXqd).r 一 50(pXr)r 一 75(qgXr) .rr 
一 30(PXq)r 一 30(qg Xr) .pp 
且 p\qsr 不 共 面 , 故 有 (pp Xqa) r 一 (axr)p 一 0， 
所 以 , [(2p 十 3q) (34q 一 5r)(2p 十 5r)] 一 0. 即 三 矢量 共 面 . 
6. 2. 66 ”车 三 矢量 O04,OB,OC 满足 
OBX OC+OCXOA+OAXOB=90. 


一 1002 一 


382 矢量 代数 


求证 :(1) 三 个 已 知 矢量 共 面 ; (2) 三 点 4.B、C 共 线 . 


即 


证 (1) 作 O4 与 等 式 两 边 的 数量 积 , 则 有 

OA: (OB x OC + OC xX OA+OAX oOB)=0A.:90, 
即 OA:(0B x 0C)=0,， [04 OBoc]=0. 
故 结论 正确 . 
(2) 由 (1) 的 结论 可 知 ,O4 = MOB 十 xOC. 代入 上 式 , 得 
OB x OC + OC x (MOB + 10C) + (40B + 10C) x 0B 一 0. 
(1 一 4 一 四 (0B X OC) = 0, 所 以 4 十 4 二 1. 又 

AB = 0B — 0A = OB — (40B + 10B) 
= A(OB — OC) = 1CB, 

所 以 4、B.C 共 线 . 
注意 ,这 里 也 可 将 已 知 条 件 写 为 : 

(OB — OC) x (0C— 0A)=0. 即 CB x AC=0. 
故 4.B、C 三 点 共 线 . 
6.2.67 ”证 明 下 列 结论 : 
(1) 1[abcj| 入 lal lb|1el, 并 说 明 何 时 等 式 成 立 ; 
(2) 若 a 十 b 十 c= 二 0, 则 Xb=bXc=cXa. 
证 (1) 由 于 |[abc]| 表 示 以 a,b,c 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 ,其 


数值 等 于 |al 15|sin(awb) 乘 以 矢量 。 在 垂直 于 ab 所 在 平面 轴 上 的 投 


影 . 故 结论 显然 正确 . 仅 当 a,b,c 互相 垂直 或 者 a,b,c 中 至 少 有 一 个 是 
零 矢 量 时 ,等 号 成 立 . 


(2) 因 a 十 b 十 c= 0, 所 以 aX (a 十 b 十 c) 二 aX0= 0. 

即 axa+t+axXb+aXc=0, 0+axXb—-cXa=0, 
aXxXb=cxXa. 

又 由 bX (a 十 b 十 c) 一 bX0== 0 可 得 ,a Xb 二 bXxc. 

故 aXb=bXc=cxXa. 

6.2.68 解 下 列 各 题 : 

(1) 求 四 面体 的 体积 ,已 知 四 个 顶点 为 
A(— 1,0,4), B(3, — 2,7), C(0,2, — 5), D(2,8,3); 

《2) 若 四 面体 四 个 顶点 为 4(2,1, 一 1), BG(3,0,1), C0(2, 一 1,3)， 


D 在 y 轴 上 ,其 体积 为 5; 求 点 D 的 坐标 . 
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4 一 2 3 
解 ocean 让 2 -| 
3 8 一 了 
一 证 X338 = 109 
一 2 3 一 1 1 
emr-s- 划 | -站 
一 2 ?十 1 一 3 
即 | 一 2 十 10+16y 一 8| = 30, 


由 此 解 得 y = 一 7 或 y== 8. 故 D 点 的 坐标 为 (0, 一 7,0) 或 (0,8,0). 
6.2.69 求证 (a :6b)? 十 (a x 划一 lal*lel?. 再 由 三 角形 的 三 边 
推导 它 的 面积 . 
证 把 a b= lallsleoscaso) A 
和 axb= lal llsin(a’b) no 
两 边 分 别 平方 并 相 加 ,得 c b 
(a* b)?+ (a x b)? 
= (a b+ lax bl 
A 
= lal?lb|?cos’(a,6) a 
A 
+ lal?lbl|sin(a,b) 6. 2.69 
三 lal?lbl?。 故 结论 得 证 . 二 
在 图 中 , 设 BC = a,AC = b,BA = c, 于 是 


“ev Saw = 去 |a Xbl. 
由 上 面 结论 ,得 
ec 一 地 (a xb: 一 + [lalslbl: — (a 6) 


= 于 [om 一 (a.b)2] 一 于 [mw 十 (ab)][o 一 (Ca。 6)] 


= [e+ 2 + ar 2a .b+ 6)] 
“ [a — 2(a ob) + — (a — 20b + b:)] 


= 站 [ec+D:- Gaba 6: (a — 872]. 


| 一 Mn4 一 


| 
| 
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吉 CGe + 5)? 一 oJ[e 一 (a 一 6] 


所 以 same = 二 VL +t cle a6) 

6.2.70 已 知 a 二 3i 一 6j 十 委 ，b 二 人 i 十 困 十 8k. 试 确定 4 的 
值 , 合 A A 

(1) (a,b) 为 锐角 ; (2) (a,b) 为 钝 角 ; 


(3)alb; (4) a.b 同 向 ; 
(5) a.b 反 向 ; (6) a.b 平 行 . 
eC 18 一 64 十 32 


ab _ 
Ta 一 了 到 Vd 
(CD 当 50 一 6a > 0, 即 1 < 玻 时 (av6) 为 锐角 . 


25 A 
(2) 当 4> 3 时 , (a,b) 为 钝 角 . 


(3) 当 4== 守 时 ,a 

(4) 当 %*= 一 12 时 ,ab 同 向 . 

(5) 不 可 能 . 

(6) 当 入 = 一 12 时 ,a // b. 

6. 2. 71 已 知 两 个 非 零 的 不 共 线 矢量 ”和 b, 

(1) 求证 :人 (avb) = | 

(2) 矢量 ae X bo/sin(atybe) 表示 什么 矢量 (ar、b? 分 别 表示 矢量 a 
和 b 上 的 单位 矢量 )， 

(3) 求证 : (a x wy lal*|b|*. 等 号 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

证 CD ex 可 = allblsin(ab) 和 ab 一 ialjbleos(a'o 
两 式 相 除 ,得 好 (ab) 一 laa Xel. 

(2) as X bn/sin(atybe) 表示 与 a,b 都 垂直 的 单位 矢量 . 

(3) (a x WD): = la x bl = arbsin(a)b) < arb: = jalzlbl?， 
所 以 结论 正确 . 

当 sin?(a,b) == 1 时 ,等 号 成 立 . 即 当 a | 5 时 ,等 号 成 立 . 
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1. 平面 方程 

(1) 矢量 式 〈r 一 ro nm 一 0, 其 中 m 为 平面 上 已 知 点 的 位 置 矢 
量 ,r 为 平面 上 任意 点 的 位 置 矢量 ,= 为 平面 的 法 矢量 . 

(2) 点 法 式 ”4(z 一 zo) 十 BG 一 因 ) 士 c(z 一 ao) 一 0, 其 中 非 零 矢 
量 n = {4,B,C) 为 该 平面 的 法 线 向 量 , (zo,yo,zo) 是 平面 上 的 已 知 点 . 

(3) 一 般 式 ”4z 十 By 十 Cz 十 DD 二 0, 其 中 4,8,C 不 全 为 零 . 

(4) 截 距 式 ”不 经 过 原点 且 与 oz,oyvoz 轴 的 截 距 分 别 为 bye 的 
平面 的 方程 为 


三 十 二 二 三 = 1 


(5) 三 点 式 着 平面 通 过 和 不在 同一 直线 上 的 三 点 Mi(z，%，z27) 
(i 二 1,2,3), 则 其 方程 为 
i EE Dl ,| 
zn ye—y 2%2—2%|= 0. 
3 一 7 yy 22 
2. 两 平面 的 夹 角 
设 两 平面 方程 为 4z 十 By 十 Cz 十 D; 二 0, (i 二 1,2), 其 夹 角 为 9 
则 wop A1As 十 BiB, 十 CiC2 
V+ B+C V 性 十 形 十 三 
3. 点 到 平面 的 距离 
设 平面 方程 为 4z 十 By 十 Cz 十 D 一 0,Mo(zo,yosz6) 为 平面 外 一 点 ， 
则 W。 到 平面 的 距离 为 
了- |4m 十 By 十 Ca 十 中 


i ke 


383 平面 


4. 两 平面 的 位 置 关系 
设 闷 :4z 十 By 十 Ciz 十 及 一 0， 


IT2: Asz + Bzy + C2z + D: = 0. 
外 ， 如 Ci 


相交 于 一 条 直线 < 全, 全 ,全 不 成 比例 ， 
平行 而 不 重合 “一 ~ 4 全 关 锡 ， 
重合 => 侍 = 开 = 如 = 六 


垂直 < 一 44: + BiBs 十 CiC: = 0. 
5. 一 般 式 和 法 式 的 互 化 . 
用 法 式 化 因子 + 一 士 和 一 


化 为 法 式 方 程 .+ 与 D 反 号 . 
问题 与 解答 


6.3.1 指出 点 4(1,2,5)，B( 一 1,0,2), C(3, 一 1,4), D(2,0， 
一 2) 与 平面 4z 一 5y 十 2z -- 4 二 0 的 位 置 关 系 . 
解 ” 点 4.D 的 坐标 满足 方程 ,它们 在 平面 上 ;而 点 B.C 的 坐标 不 
满足 方程 , 故 它们 不 在 平面 上 ,各 在 平面 的 一 侧 . 
8. 3.2 两 点 (1,1,1) 和 (一 1, 一 1, 一 1) 是 否 在 平面 zx 十 2 十 3z 
十 4 一 0 的 同 侧 ? 
解 ”已 知 一 个 平面 az 十 by 十 cz 十 4d 二 0 和 这 个 平面 外 的 两 个 点 
Pi(zisiy2)，Pz(zzygzyzz)， 则 此 平面 到 这 两 点 的 有 向 距离 分 别 为 
az 十 妈 十 cz 十 4 呈 十 地 十 co 十 4 NA 
于 是 Pl 和 P 在 平面 同 侧 的 充 要 条 件 是 
(ar 十 by ca d) Cars 十 bgs 十 cz 十 d) > 0. 
根据 此 充 要 条 件 , 因 为 


乘 一 般 式 方程 即 可 


+ 1 
VE 


[1.1 十 2.1 十 3.1 十 4][1( 一 1D) 十 2( 一 1) 十 3( 一 1) 十 4 
一 10X (一 2?<<0， 
故 这 两 点 在 平面 两 侧 . 
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6. 3.3” 求 与 点 4(2,1, 一 6) 和 B(1, 一 3,4) 等 距离 的 点 的 轨迹 方 


程 . 

解 。” 设 动 点 为 M(z,y,z), 则 由 题 意 ,有 

1M4| = |MB|, 
即 Vs—2)+ yo D+ (z+ 0) 
= WCG 一 1D: 十 (十 3)2 十 (z 一 4)2， 

亦 即 2z 十 8y 一 20z 一 15 一 0. 

6. 3.4 指出 下 列 各 平面 位 置 的 特殊 性 质 . 

(1) 2y++ 3z— 10 = 0; (2) 2z — 3z = 0; 


(3) 4z 十 5= 0; (4) 3z = 0. 
解 (1) 平行 于 z 轴 的 平面 ; 

(2) 通过 y 轴 的 平面 ; 

(3) 平行 于 zoy 面 的 平面 ; 

(4)yoz 平 面 . 


6. 3.5 ” 求 通过 定点 (a,5,c) 且 
(1) 与 zoz 面 平行 的 平面 方程 ; 
(2) 过 y 轴 的 平面 方程 
(3) 平行 于 平面 2z 一 y 十 3z 十 4 二 0 的 平面 方程 . 
解 ” (1)y 一 b= 0; 
(2) cz 一 az 一 0; (ac 0) 
(3) 2z 一 十 3z 十 (一 2 十 5 一 3c) = 0. 
6.3.6 试 求 通过 点 (2,3,0), (一 2, 一 3,4), (0,6,0) 的 平面 方 


解法 1 设 平面 方程 为 4z 十 By 十 Cz 十 D 二 0, 则 有 
24 十 3B 十 D=0， 
全 2- 3B 十 4C 十 D=0， 


6B8 十 也 一 0. 
2 3 0 De 
并 三 | 二 2 关 8 二 |= 48， 
0 6 0 
一 二 3 
Ai= | 一 D 一 3 4|= 12D, As= 8D,Ao = 240. 
-Dp 6 0 于 


-lp 1 1 1 
故 4 二 48 2 


于 是 所 求 方程 为: 一 才 Pz 十 (一 计 D)y 十 (一直 Dz 十 D==0. 

即 3z 十 2y 十 6z 一 12=0. 

解法 2 

n={—2— (+2),—3—3,4— 0} X (0—2,6— 3,0— 0} 

= {—4,— 6,4}) xX {~— 2,3,0} 
i i k 
一 4 一 6 4|=— 12i— 8j— 24k 
-2 3 0 
= {— 12, — 8, — 24}. 
由 点 法 式 , 得 
— 12(z— 2)— 8(y— 3)— 24(z— 0) = 0, 

即 3z 二 27 十 6z 一 12=0. 

6. 3.7 ”判别 下 列 各 组 中 的 四 个 点 是 否 共 面 , 若 共 面 , 写 出 其 平面 
方程 . 

(1) (0,2, — 4),(5,1,2),(3,8,3),(2, — 2,1), 

(2) (3,1,6),(4,0,8),(1,5,7),(0,8,10); 

(3) (2, 一 4,5),(3, 一 1,4),(0, 一 10,7),(4,8,2); 

(4) (0,2,10),(— 2, — 1,14),(10,17, 一 10),(4,8,2). 

解 (1) 由 6.2.63 题 给 出 的 四 点 共 面 的 充 要 条 件 可 以 验证 所 给 
四 点 不 共 面 . 现 给 出 另 一 种 解法 : 

设 平面 方程 为 4z 十 By 十 Cz 十 D 二 0, 以 前 三 个 点 代入 ,得 

世 一 4 十 D=0， 


54 十 B 十 2C 十 D=0， 
34 十 8B 十 3C 十 D= 0. 
人 A 166; A = 43D; As = 17D, Ac 33D. 


dk | ~ 17 33 
由 此 解 得 4 166 D; B 166 D;C i660 


故 过 前 三 个 点 的 平面 方程 为 43z 十 17y 一 .33z 一 166 = 0. 

又 因为 第 四 个 点 (2, 一 2,1) 不 满足 该 方程 , 故 四 点 不 共 面 . 

《2) 由 6. 2. 63 题 给 出 的 四 点 共 面 的 充 要 条 件 可 验证 该 加 志 其 面 . 
也 可 以 用 下 面 的 方法 验证 -. 先 求 出 疆 前 去 个 点 的 平面 方程 痊 8 
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9z+ 5y— 2z— 20= 10, 

又 第 四 个 点 (0,8,10) 满足 该 方程 , 故 四 点 共 面 . 

(3) 同 理 ,此 四 点 共 面 .平面 方程 为 8 十 y 十 11z 一 67 = 0. 

(4) 所 给 的 四 个 点 共 面 且 共 线 . 

6. 3.8 ”由 原点 向 平面 引 垂 线 , 垂 足 的 坐标 是 (ae,byc), 求 此 平面 的 
方程 

解 ” 因 n= {a,8,c), 又 平面 过 点 (a,b,c). 故 所 求 的 平面 方程 为 

a(z—a)+bh(y—b)+ec(z—ce)= 0. 

6. 3.9 ” 求 过 两 点 (z1,,21) 和 (zz,yz,z2) 且 (1) 垂直 于 yoz 面 ; (2) 
平行 于 z 轴 的 平面 方程 . 

解 (1) 设 所 求 平面 的 法 矢量 为 n, yoz 面 的 方程 为 x = 0, 法 矢量 
为 m {1,0,0}, r = {zz — zi,92 — Yioz2 — 21}. 

由 mm 上 rm 上 ni 可 得 


i 了 k 
n=rXn Tn yr X22 
1 0 0 
= {0,%— 2, — (yO— 1)}. 


故 所 求 的 平面 方程 为 
0(z—z) + (a2)y nn)— (yy)(z2— 2)= 0, 
即 (zz)y—y)— (yn)(z— a) = 0. 
(2) 设 所 求 平面 的 法 矢量 为 n,z 轴 的 单位 矢量 为 n= {0,0,1),r 
= {zz — T1992 — Yis22 — 21}. 


由 n 上 上 nin 上 |r 可 得 


i i k 
n=rXn= |z2—7 yg ZZ 
0 0 1 
= { 轧 一 加 ,一 (zz 一 zi),0} 


故 所 求 的 平面 方程 为 
(yg — zo 2z) 一 (zz 一 zD0(G 一 轧 ) 一 0. 
8.3.10 已 知 点 A(a1,a2,a3),B(B1,b,53) ,分 别 过 4 及 B 作 平面 与 
4B 垂直 ， 试 求 其 方程 ; 当 已 知 点 为 4(2, 一 1,2)， BC8, 一 7,5) 时 ,其 平 
面 方程 是 什么 ? 
解 : 《CD 过 4 和 与 418 扼 直 的 平方 各 是 最 
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(@ — b) (za) (a ~— ba)(y — a2) + (as — bs)(z— as). = 0, 
过 5 且 与 48 垂直 的 平面 方程 是 
(a — b)(z—b) + Cas — ba)(y — bz) + (as — b3)(z— bs) = 0, 
(2) 过 4(2, 一 1,2) 且 垂直 于 4B 的 平面 方程 是 
(2 一 8)(z 一 2) 十 (一 1 十 7)(g 十 1) 十 (2 一 5)(z 一 2) 一 0， 
即 2z 一 2 十 z 一 8 一 0. 
同 理 , 过 B(8, 一 7,5) 且 垂 直 于 48 的 平面 方程 是 

2z 一 2 十 z 一 35 一 0. 
8. 3. 11 ” 求 过 两 定点 且 与 已 知 向 量 平行 的 平面 方程 . 
解 设 定点 为 4(a1,a2,a3),B(b1,b2,6;), 定 向量 为 c 一 {cyczycs)， 


所 求 平面 的 法 矢量 为 n = (4,B,C). 
fe al) 十 Bly— a)+C(z— a) = 0, 
由 


Ala —b) 十 Ba —b)+ Cla —b)=0, 
4c: 十 Bcz 十 Ces 一 0 
可 知 ,4,B,C 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 


2 一 0 8 一 6 2 一 03 


ba b—a b—al=0. 
[4 Cz Cs 
这 即 为 所 求 的 平面 方程 . 
6. 3. 12 ” 求 下 列 平面 与 坐标 轴 的 截 距 . 
(1) 2z— 3y++z— 12= 0; 
(2) 一 5z 十 ?十 3z 十 7 一 0; 


3 1 
(3) 瑟 z 一 了 十 5z 十 1 一 (0. 


解 (0 天 十 -5 十 再 =1 故 o 一 6 一 一 4 一 12. 


各: y Zz 本 < 3 
27 守 术 7+ 一 3 1, 故 a 5% 7,c 7 
5 7 
工 y Zz 2 Ls 
2 于 中 4 Da 1, 故 a 3% 4,c ed 
3 5 


6. 3.13 ” 设 平 面 通过 点 (4， Ey z 轴 上 的 截 距 相 等 , 求 
此 平面 的 方程 . 
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解 ” 设 平面 方程 为 也 十 也 十 二 = 1, 由 题 意 得 
+ 
解 之 得 ,a = 3. 故 所 求 的 平面 方程 为 
rz 二 y 十 z 一 3 二 0. 
6.3.14 求 下 列 各 平面 方程 
(1) 过 点 (2,1, 一 1) 且 与 z 轴 、z 轴 的 截 距 分 别 是 4 和 3; 
(2) 过 4(1,2, 一 1) 和 B( 一 3,2,1) 且 与 z 轴 的 截 距 为 2; 
(3) 过 4(2, 一 3,1) 和 B(4,1, 一 2) 且 垂直 于 平面 3z 一 和 十 5z 一 
8=0. 
解 1) 由 题 意 得 子 十 志 十 计 二 1, 解 之 得 ,b= 刁 , 故 所 求 的 
平面 方程 为 
3z 十 10y 十 4z 一 12=0. 


(2) 由 题 意 
1 2 | 
二 十 二 十 本 =， a=4, 
2 解 之 得 1。 8. 
了 + 过 + 坦 = 上 5 
故 所 求 的 平面 方程 是 “ 革 十 - 芒 十 三 一 1 


5 
(3) 出 题 意 ,所 求 的 平面 平行 于 矢量 (3,， 一 4,5) ,再 由 6. 3. 10 题 
有 


2 ae | 5 
好 32z-- 19y 一 20z 一 101 = 0. 
6.3.15 求证 平面 4z 十 妨 十 cx 十 了 一 0 把 两 点 Piz 加 ,2z) 和 
Pa(zayyavza) 所 连 线 段 分 成 定 比 
_ 4z: 十 友 十 Cz 十 了 
4zz 十 By Cz 二 DD 


证 设 平面 与 户 P 的 交点 为 mavbvz), 令 1 一 2， 


和 二 


二 凤 机 :一 


五 十 he 天 十 乱 2 如 十 hz2 
TTX 9 1 二 2 
县 hzo 十 Byo 十 Cao 十 DD 二 0, 故 有 

4(z 十 jzz) 十 B( 十 jg) 十 CO 十 Mzz) 十 DGI 十 j 一 0， 
或 (4r 十 By 十 Cz 十 D) 十 X(4zrz 十 Bys 十 Czs 十 D) 一 0. 


即 1 一 4 十 碟 十 Ca 十 也 
4zs 十 Bygz 十 Czz 十 六 


6. 3.16 ”化 下 列 平面 方程 的 一 般 式 为 法 式 , 并 说 明 单 位 法 线 矢量 


To 


在 哪个 卦 限 . 
(1)z—y++2z2—3=0; (2)2rz—y— 2z:= 0; 
(3)z—z= 0, (4)y—3= 0. 


解 (1) 一 和 二 一 2 光一 0, 单位 法 线 矢量 在 第 


2 y 2 _ 
(2) 一 十 本 十 本 一 0, 在 第 工 封 限 ; 
= 已 

十 一 0, 在 zoz 平面 上 ;， 
V2 V2 
(4)y 一 3 二 0, 在 y 轴 上 . 
6. 3.17 由 已 知 条 件 求 平面 方程 的 法 式 和 一 般 式 . 
(1) a = 45°,8 = 120°,y = 120°,p = 1; 
(2) cosa = cosp 一 一 cosy,p = 0. 
解 ” 由 公式 cosaz 十 cospy 十 cosyz 一 ?一 0 得 
V2 1 1 2 
2 = 一 ?一 了 一 1 一 0 
(2) 由 cosa 二 cosh = 一 cosy 可 得 ,cosza 一 cos*p 一 cos?y. 
又 ecosio 十 cos28 十 cos’y 一 1 所 以 

1 人 


3 cosza 一 1 ,cosa 一 士 土 


/3 3 
1 

V 3 
一 0. 

3 


(1) 


故 cosa 二 cosp 一 土 ,cosy 一 二 


1 1 1 
即 有 十 
Va er 
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即 z 十 3 一 2 一 0. 
6. 3. 18 (1) 将 平面 的 截 距 式 方程 三 十 闻 十 二 一 1 化 为 法 式 方 
程 ;(2) 将 平面 的 法 式 方程 zecosa 十 yeosp 十 zcosy 一 ?一 0 化 为 截 距 式 
方程 . 
解 (1) 和 欲 把 二 十 生 十 二 一 工 化 为 
zcosa 十 3cosp 十 zcosy 一 ?一 0 
的 形式 , 令 s 二 一。， =” 吉 =“ 则 


eo A a Se: 
Cosa a* osp b’ = 


由 costo 十 cos 十 cosy 一 1 可 得 ,其 十 其 十 个 一 1 
1 1 


rr 
A/ 二 十 去 二 元 下 十 束 十 赤 
由 此 得 法 式 方 程 为 
2 时 
1 1 1 1 1 1 
a 天 十 下 十 到 AS 
旦 2 1 0 


(2) zcosa 十 ycosP 十 zcosy 一 p 二 0 的 截 距 式 为 


z y 包 
一 -十 -一 十 一 一 1. 
. 也 二 站 


cosa cosp cosy 


注 ”这 里 pcosacosp cosy 天 0. 人 大雪 
6.3.19 设 原 点 到 平面 三 二 站 六 十 过 二 1 的 距离 为 7, 证明 


二 1 
译 + 吉 + 襄 = 去 


了 
证 由 6.3.18 题 的 结果 ,有 


| 一 和 一 
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1 1 1 
硬 十 束 十 玄 
两 边 平方 ,得 天 = 了 一 了 一， 
全 十 页 十 页 
1 1 1 1 
即 有 去 十 京 十 去 = 庆 . 


8.3.20 求 点 (3, 一 2,1) 到 平面 z 一 2y 十 2z 十 4 二 0 的 距离 . 
解法 1 ?=4>0, 取 1 一 一 V1: 十 (一 2): 十 2 一 一 3， 


故 法 式 方程 为 一 于 = 十 37 一 名 2 一 圭一 0. 
1 2 2 4 _ 13 1 
于 是 4= | 5X3+3 (= 有 ,} x! 了 | 一 3 4 可、 
解法 2 a= L142t21+4 1 


6.3.21 在 z 轴 上 求 与 两 平面 12z 十 9y 十 20z 一 19 二 0 
和 16z 一 12y 十 15z 一 9 = 0 等 距离 的 点 . 
解 人 ed 两 已 知 平面 的 法 式 为 


19 
+ 
16 9 
好 一 各 十 总 一 下 0 
和 
=|18., 一 其: 2 
=| 克 “0 o+ 莫 一 中 |. 
即 如 :一 抢 = 土 ( 药 : 一 药 


4 
于 是 得 :二 2 或 z= 二- 


故 所 求 点 是 (0,0,2) 和 (0,0, 友 ). 


6. 3. 22 求 下 面 两 个 平生 平面 间 的 耻 亢 
(1D) hz 十 了 十 cz 十 有 =0 和 . - 讲 证 ， -Dy 0s i 
(2) 19z 一 妙 十 8z 十 21 一 0 稍 19z 一 7 十 十 科 一 0)” 
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(3) 3z 十 6g 一 2z 一 7 一 0 和 3z 十 6g 一 2z 十 14 一 0; 
(4) 2x 一 3y 十 z 十 5 二 0 和 2z 一 3y 十 z= 0. 
解 (1) 设 Polzo,yo,z0) 是 平面 4 十 By 十 Cz 十 Ds 一 0 上 的 一 点 、 


则 有 ， 
4zo 十 Byo 十 Cz 二 D; = 0， 
即 4z + Byo + Ca 一 一 D:. 
Po 点 到 平面 4z 十 By -,- Cz 十 Di 二 0 的 距离 为 
d= let BytCatDl, lp-D| 
VA+B+O VA+B+C0? 
因为 两 平面 平行 , 故 4 就 是 两 平面 间 的 距离 . 
(2 142 一 211 es 


(dD 2 
V3 二 2) 7 
10 一 5| 本 
ET Vi 
6. 3.23 求 与 平面 z 十 y 一 2z 一 1 二 0 和 平面 z 十 y 一 2z 十 3 二 0 
等 距离 的 平面 . 
解 ” 设 所 求 的 平面 方程 为 
z 十 3y 一 2z 十 了 ?一 0， 


(4)d 


由 6. 3. 22 题 可 得 


和 ,ti 士 G3 一 有 
由 此 可 得 ?= 1. 


故 所 求 的 平面 方程 为 x 十 y 一 2z 十 ] = 0. 
一 般 地 ， 与 委 十 万 十 Cz 十 D 一 0 和 和 姑 十 嫩 十 0z 十 Di 一 0 两 
平面 等 距离 的 平面 方程 为 


条 十 By 十 Cz 十 一 二 一 一 0， (这 里 DD, 关 D,). 


6. 3. 24 i -- 动 点 的 耻 训 等 于 动 点 与 
原点 间 的 距离 , 求 动 点 的 轨迹 - 
解 。 已 知 平 而 的 法 式 方 各 为， 


D+D, 去 全 = 


1 1 
Vi Vy VE Vs 
设 动 点 为 (X,Y,2). 由 题 意 得 
cd 2 12_ VETY i 
| ye aY J 7#| X? 十 了 ?十 22. 
即 动 点 的 轨迹 为 
30X 二 了 十 23) 一 (X 十 了 十 2 十 12)2 
6. 3.25 求 下 列 各 平面 间 的 夹 角 - 
(1)2z 一 9 十 2 一 6,z 十 y9 十 2z 一 3 一 0; 
(2) 3z+ 4y 一 5z 一 9 一 0,2z 十 6y 十 62 一 7 二 0; 
(3) 2z 十 y 一 2z 一 4 一 0,3z 十 6g 一 2z 一 8 一 0 
(4) 2z 一 2 十 z 十 5 一 0,z 一 10. 
解 ” 设 n,n 为 已 知 平面 的 法 向 量 . 
(Dn= {2,— 1,1),n = {1,1,2}. 
2x1L+(C-DX1I+1LX2 1 
V2: 十 (一 1 十 下 VE 十 下 十 下 2 


A 
由 cos(ni,n2) 一 
A zt 
(m,nz) 一 百 - 同 理 
(2) (niyna) = 三 ， 


(3) 0 = arc cos 达 . 


(4) 0 = are cos 二， 


3, 一 1,5) 作 平 面 ,使 
(1) 平行 于 平面 r:2z 一 34 十 42 一 5 = 0; 
(2) 平行 于 平面 r: 一 4z 十 5y = 0; 
(3) 平行 于 yoz 平面 :r 一 0; 
(4) 通过 oz 轴 、 
解 (1) mV nonr= {2, -- 3,4), 故 所 求 平面 为 
2(z 一 3) 一 3(9 十 1) 十 4(z 一 5) 一 -0， 
即 2z 一 3 十 4z 一 29=0. 
(2) mx 二 {一 4,5,0}, 所 求 的 平面 方程 为 
一 4(z 一 3) 十 5 十 3) 一 0, 即 4z 一 5 十 7 一 0. 


ee 
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(3) n: 二 {1,0,0), 所 求 的 平面 方程 为 z 一 3 = 0. 
(4) 过 +z 轴 的 平面 方程 为 By 十 cz = 0, 又 平面 过 点 (3, 一 1,5), 所 


以 一 8 十 5C = 0,B = 5c. 故 所 求 平面 为 5cy 十 cz 二 0, 即 5y 十 z= 0. 


(3 


另 解 ” 设 所 求 的 平面 为 x:Az 十 By 十 Cz 十 D = 0. 
由 于 平面 + 过 z 轴 ,所 以 经 过 点 (0,0,0), (1,0,0), 又 平面 过 点 
,一 1,5), 所 以 


Dp= 0,， 

| i 

34 一 B 十 5C 十 了 一 0. 
由 此 得 4= 0,D = 0,B = 5C. 故 所 求 平面 的 方程 为 : 

5cy 十 cz 一 0，c 关 (10. 

即 5y 十 z 一 0. 
6. 3. 27 ”过 已 知 点 作 垂直 于 两 已 知 平面 的 平面 . 
(DO0, 一 2,1),ri:z 一 9 十 z 一 1 一 0, :2z 十 y 十 z 十 1=0; 
(2)(3,0, 一 2),ri:2z 十 8 一 3 一 0， rz:4y 十 3z 一 
(3)(0,0,0),ri:z 一 十 z 一 7 一 0, rz:3rz 十 2 一 12z 十 5 一 0. 
解 (D na 一 {1, — 1,1}, ns, 一 {(2,1,1}. 
由 nn 且 n 上 ns, 有 
主格 
pe 
2 全 


一 一 2 十 了 十 34. 


n=n Xn,= 


故 所 求 平面 的 方程 为 


F: 一 2(z 一 1) 十 (9 十 2) 十 3(z 一 1) 王 0， 
即 2r—y— 3z—1= 0. 
《2) m 一 mr X mr -i 和 {3， 6,8}). 
0 4 3 


a 3(z— 3)— 6y+ 8(z++2)=0. 


3z 十 8z 一 6y 十 7 二 0. 
a 2,3,1) ,所 求 平面 的 方程 为 27 十 3y 十 z= 二 0. 
6.3.28 过 已 知 点 (1,2, 一 1) 和 (一 5,2,7) 作 一 平面 ,使 
(1) 与 平面 r:2z 十 y 一 2z=0 垂 直 ; 
(2) 与 z 轴 平行 ; 
一 1018 一 


$3 平面 


(3) 与 zoy 面 成 60° 角 

解 (Dns = {2,1, 一 1}, 故 所 求 平面 上 有 一 矢量 
一 {( 一 5 一 1,2 一 2,7 十 1) {— 6,0,8}. 

又 nn |r, 


i j k 
所 以 ,n= 二 n+: Xr + 1|= {8, 一 22,6}. 
一 6 0 8 


故 得 ”8(z 一 1) 一 22(y 一 2) 十 6(z 十 1)=0， 
即 4z 一 11y 十 3z 十 21 一 0. 
(2) 由 mi 上 且 m 上 上 r, 有 
i jk 
1 00 
一 6 0 8 
故 所 求 平面 的 方程 为 一 8(y 一 2) = 0. 即 y 一 2=0. 
(3) r 一 (一 6,0,8}, 设 mn? 一 { 戏 , 芭 , 双 } 为 所 求 平面 的 单位 法 向 量 ， 
则 nm9 |L rm. 故 有 如 (一 6) 十 加 .8 一 0, 即 3 一 4 一 0. 
由 题 设 (mov 二 60", 所 以 于 一 cos60 一 mo ,一 允 ， 


一 (0, — 8,0}. 


n=iXr= 


故 台 二 圭 码 二 训 , 虽 二 士 M1 一 (地 :一 (二 )* 一 土 2 
CAT | 
即 n= {3 各 二 
于 是 所 求 平面 的 方程 为 


了 cz 一 D 士 we 2) 十 言 (cz+D= 0， 

即 4z 土 Vily+3z 十 ( 土 2 Vil 一 1)=0. 

6. 3. 29 ” 试 决定 参数 的 值 ,使 平面 x:z 十 三 一 2z 一 7 二 0 满足 
下 列 条 件 之 一 . 

(1) 经 过 点 (3, 一 2,5); 

(2) 与 22 十 3y 十 7z 一 5 二 0 垂直 ; 

(3) ee 角 ; 

(4) 与 原点 相距 V7 个 单位 ; 

(5) 与 34 一 7y 一 6z 一 1==0. 


= TN = 
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解 (13 因 平面 z 过 点 (3, 一 2,5), 所 以 
3 十 8 一 2) 一 2X5 一 7=0， 上 一 一 7. 
于 是 ,平面 7 的 方程 为 :一 7y 一 2z 一 7 二 0. 
(2) 因 m* 上 me， 所 以 nm 一 1 2 二 3 十 (一 22.7=0. 
由 此 得 上 = 4. 故 所 求 平面 的 方程 为 z 十 49 一 2z 一 7 = 0. 
(3) ny 二 {1,k, 一 2} ,ns 二 {2, 一 3,1), 由 题 意 


二 nr * Tx 
Te 
本 1X2 一 3Xt+ 一 2X1 V 2 
VE 十 忆 二 (一 23 V2 十 (一 3 二 2 
即 366 一 28( 十 5). 由 此 解 得 4 一 士 7 0. 


放 所 求 平面 的 方 各 为 “z 士 -roy ~ 2 一 7 二 0 


(4) 原点 到 平面 z 十 年 一 2z 一 7 二 0 的 距离 为 
|1.0 十 k.0 一 2.0 一 ?| V7 


VE 十 忆 十 2 
re 
即 一 一 V7, 忆 二 5=7, = 土 V2. 
V5 十 及 


故 所 求 平 面 方程 为 z 土 V2y 一 2 一 7=0. 
(5) 由 平面 4 与 3z 一 7y -- 6z 一 1 一 0 平行 , 苑 有 
Lh 了 
3 一 7 二 6 3 
故 所 求 面 的 方程 为 3z 一 7 一 6z 一 21 一 0. 
6. 3.30 求 与 平面 bz 十 3y 十 2z 十 12 = 0 平行 , 内 使 点 (0,2， 
一 1) 与 这 两 平面 的 距离 相等 的 平面 . 
解 ” 设 所 求 平面 为 6z 十 3y 十 22 十 D = 0, 两 平面 的 法 式 方程 为 


8$3 平面 


IE 7 7 
= 1 土 计 .0 土 冯 .2 士 了 (一 D 土 了 1， 
即 1D 十 4| = 16, 由 此 解 得 D= 12, 或 D= 一 20, 把 D = 12 仿 去 . 
故 所 求 的 平面 方程 为 
6z 十 3y 十 2z 一 20 一 0. 
6. 3. 31 ”作出 平行 于 平面 5z 一 14y 十 2z 十 36 二 0, 且 与 此 平面 的 
距离 为 3 的 平面 方程 . 
解 ”由 m 一 mi 一 (5, 一 14,2}. 故 所 求 的 平面 方程 为 
5z 一 14y 十 2z 十 了 一 0. 
由 6. 3. 22 题 得 ;一 一 一 ?| 一 = 3. 
Y5: 十 (一 14): 十 23 
化 简 得 36 一 也 一 士 45. 由 此 解 得 D 一 一 9 或 D = 81. 
故 所 求 的 平面 方程 为 5z 一 14y 十 2z 一 9 一 0， 
5z— 14 十 2z 十 81 一 0. 
6. 3. 32 ”平行 六 面体 三 个 面 的 方程 为 
z 一 4 一 3，2z 一 9 十 z 一 3,3z 十 y 一 2z 一 0， 
其 一 顶点 为 (3,7, 一 2), 求 其 它 三 个 面 的 方程 . 
解 nm 一 mm 一 {l, 一 4,0),，ns 一 nz 一 (2 一 1,0). 
ne= n= {3,1, — 2}. 
又 (3,7, 一 2) 不 在 平面 z 一 4y 二 3 上 . 故 (3,7, 一 2) 在 x 上 .于 
是 ,ns 的 方程 为 (z 一 3) 一 4(y 一 7) 一 0. 
即 z 一 4 十 25 一 0. 
同 理 ,rs 的 方程 为 :2(z 一 3) 一 (y 一 7) 十 (z 十 2) ==0， 
即 2z 一 y 十 z 十 3 二 0. 
ms 的 方程 为 : 3z 十 y 一 2z 一 20 = 0. 
6. 3. 33 ” 求 原点 关于 平面 6z 十 2 一 9z 十 121 = 0 的 对 称 点 的 坐 


解 n= {6,2, 一 9), 过 原点 作 垂直 于 + 的 直线 
ls = 二 5, 或 z= 6t,y 2t,z 一 一 9L 
现 求 /与 # 的 交点 .将 参数 方程 代入 平面 方程 ,得 


于 汶 十 8 二 321 二 ,1 二 一 1 


一 1021 一 
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即 交 点 为 (一 6, 一 2,9). 
设 对 称 点 为 M(z,y,z) , 则 
6 z 十 0 
pk 


2 y+0 9=0+z 
人 
由 此 可 得 对 称 点 为 M( 一 12, 一 4,18). 
一 般 地 , 求 点 (a,6,c) 关于 平面 4z 十 B 十 Cz 十 D 一 0 的 对 称 点 时 ， 
先 设 ! 为 由 点 (evb,c) 到 平面 所 作 的 垂 线 ,1: < 一 4 一 二 <, 或 
z= Al+ay=Bti+b,z= Ot ce. 和 再 
设 对 称 点 的 坐标 为 (z,y,z), 由 zw 一 二 9, 一直 上 ,a 一 二“ 解 得 的 
zs,91z 即 为 对 称 点 的 坐标 . 
6. 3. 34 ”在 平面 z 一 2y 十 z 一 2 二 0 和 平面 z 一 2y 十 xz 一 6 二 0 
之 间 求 一 平面 ,使 它 将 此 二 平面 间 的 距离 分 成 1: 3. 
解 ” 因 三 个 平面 平行 , 故 设 所 求 平面 为 z 一 2y 十 z 十 D= 0. 
又 (0,0,2) 在 第 一 个 平面 上 , (0,0,6) 在 第 二 个 平面 上 . 故 第 一 个 平 
面 到 第 三 个 平面 的 距离 为 
xx0 一 2xX0 十 2 十 中 _ J2+D|, 
V+ (— 27+ 1 V6 
第 三 个 平面 到 第 二 个 平面 的 距离 为 
x0—2x0+6+D|_ letpl 
V+ (2) 十 1 V6 
题 意 得 3|2 七 2 一 16 十 21, 解 之 得 Dp, 一 0,D: 一 一 3. 
下 A 
由 此 可 得 两 个 平面 z 一 2y 十 z 二 0 和 z 一 2y 十 z 一 3 二 0. 平面 
z 一 2y 十 z 一 0 不 在 已 知 平面 之 间 ， 应 合 去 . 故 所 求 平面 的 方程 为 
z 一 28 十 z 一 3 一 10. 
6. 3.35 ”通过 平面 2z 十 y 一 z 一 2=0z 一 3 十 z 十 1=0 和 
z 十 y 十 z 一 3 一 0 的 交点 , 作 平 面 平行 于 平面 z 十 y 十 2z = 0. 
解 ”过 三 平面 的 平面 族 为 
er i A \~ 
或 (24 十 十 加 PF 寺 一 34 十 国志 二 让 
一 到 秆 疡 小 甩 小 江 一 2 


一 ] 铸 ? 二 


83 平面 


24 十 4 十 6 二 1， 
由 题 意 得 上 -w+ 
一 2 十 4 十 56 一 2. 
由 此 求 得 := 一 去, 一 十 ,5= 号 . 
代入 平面 族 方 程 ,得 所 求 平面 的 方程 为 z 十 y 十 2z 一 4 一 0. 
6.3.36 ”在 直线 z 十 y 十 z 一 2 二 0,z 十 2y 一 z 一 1 二 0 上 , 求 与 
平面 z 十 2y 十 z 十 1 二 0 和 平面 z 十 29 十 z 一 3 二 0 等 距离 的 点 . 
解 ” 设 与 后 两 平面 等 距离 的 点 为 (z,y,z), 则 有 
lz 二 +29 十 z 十 1| _ lz 二 29 十 z 一 3| 
VE 二 2 VR 


故 平面 7 的 方程 为 z 十 2 十 2 一 1 二 0. ， (CD 
又 点 (z,y,z) 在 直线 上 , 故 有 

= 十 十 3 一 2 一 0， (2) 

z+27—z—1=0. (3) 


由 (1)、(2)、(3) 解 得 ,z = 3,y = 一 1,z== 0. 
故 所 求 的 点 为 (3, 一 1,0). 

6. 3. 37 ” 求 与 原点 的 距离 为 6, 且 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 之 比 为 
a:b:c 二 1:3:2 的 平面 方程 . 

解 ” 设 所 求 的 平面 方程 为 


a 
Fata 1, 


或 6rz 二 2y 十 3z 一 6k= 0. 
I6X0+2x0+3X0— 6x| 
由 题 意 有 一 6， 
即 184| = 6, 4 一 二 7. 故 所 求 的 平面 方程 为 6z 十 2y 十 3z 土 42 = 0. 


6. 3. 38 ” 求 满足 下 列 条 件 的 平面 方程 x. 
(1) 通过 z 轴 且 垂 直 于 平面 :5z 十 委 一 2z 十 3 二 0; 
(2) 过 z 轴 与 点 (2, 一 1,3); 


(3) 过 = 轴 且 与 平面 m:2z 十 y 一 V 52 一 7 一 0 的 夹 角 为 了 . 
解 。 Gi, 二 {554; 一 ,由 题 性 ,nn 十 nisn 生 语族 大人 第: X i， 
5 , 下 


一 1023 一 
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| k 
即 m 一 |5 4 2|= {0, ~ 2, — 4}. 
10 0 
又 过 原点 , 故 天 的 方程 为 0.z 一 2 一 4z 一 0, 即 
3y 十 2z 一 (0. 


(2) 因 x# 过 z 轴 ,所 以 nk. 又 x 过 点 (0,0,0) 与 点 (2, 一 -1,3)， 
故 m 上 {2, 一 1,3}. 所 以 


i Jj kk 
n=kX {2,—1,3}= 0 1|= {1,2,0}. 
2 一 1 8 


于 是 ,所 求 平面 的 方程 为 z 十 2 = 0. 
《3) 设 平 面 r 的 单位 法 矢量 为 ne 一 {为 ,ho, 加 }. 由 me L&, 有 


mn 一 0, 且 逢 十 短 = 工 而 no 一 (211, 一 V5), 则 芭 , = 人， 


Vi10 
Pe Mp V5,) 
Vio VIG 
a 0 pt 4 
cos60° pd rv 
即 45 十 22 一 V10 =0 与 对 十 从 = 1 联 立 求解 ,得 
1 = 一-， 和 
“| Me 
太 二 一 一 ; | 到 = 一 一 . 
10 10 
,0}. 


故 所 求 平面 r 的 方程 为 


1 3 = 0, 或 3 1 7 = 
vio Vi Vi 
即 z 十 3 一 0 或 3r 一 一 10. 
8. 3. 39 ”过 两 平面 4z 一 y 十 3z 一 1 二 0 和 z+ 十 5y 一 z 十 2=: 0 的 
交 线 作 平 面 =, 使 (1) 过 原点 ;(2) .过 点 (1,1,1);(3) 与 y 轴 平行 失 4) 与 
1 :2z 一 y 十 52 一 3 一 0 垂直 . 


一 A 一 


8$3 平面 


解 在 人 了 .中 ,分 别 令 z 一 0 和 ?= 0, 可 得 已 知 直 


线 上 两 点 (二 ， - 3,0) 和 (一 和 
(D 作 矢量 mm = (让 ,一 子 ,0} ,mz 一 (一 号 ,0 了 


27 9 
因 二 一 mi Xm 一 《各 , 疝 , 乱 1 所 以 的 方程 为 
27 15 
和 + 和 十 和 =0 或 gz 十 2 十 5 一 0 
(2) 作 矢量 mu = (本 一 1 一 了 一 40 一 肯 
2 
= { 一 了 ,一 了 ,一 1 
Dns 9 12 2 
m= 一 字 一 110 一 上 了 一 = 一 了 了 :一 1 了) 
二 一 (6996 _ ?78 
故 n=nXns={ 个 "9' 一 栖 } 
所 以 的 方程 为 一 多 cz 一 D 十 区 一 1) 一 于 (2 一 1) 一 0， 
即 23z 一 32y 十 26z 一 17 = 0. 
(3) 作 矢量 r= (本 一 (一 ,一 3 一 00 一 2) 
7 A 


me 
= {了 ,一 记 ' 一 也 )' 所 以 


6 
n=rXj={ 了 ,0,7 了 } 


故 所 求 平面 方程 为 外 (z 一 二 ) 十 0 Gy 十 子 ) 十 名 (2 一 0) 一 0， 
地 
21lz 十 14z 一 3 一 0. 
(4) 因 = {2, 一 1,5}, 且 nn 与 (3) 一 样 作 r, 可 求 出 n= 
ma X ,由 此 可 得 平面 + 的 方程 为 
7z 二 14y 十 5 = 0. 


一 1025 …- 
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84 空间 直线 
内 容 提要 


1. 空间 直线 的 方程 
(1) 矢量 式 r= ro 十 st,Po 为 直线 上 任 一 点 ,矢量 ro 二 OPo,s 为 
直线 的 方向 矢量 ,: 为 参数 


(2) 标准 式 (对 称 式 ) 三 二 空 一 盖 加 一 一 ,其 中 (zovgovzo) 为 


m n 
直线 上 已 知 点 , {l,m,n) 为 直线 的 方向 矢量 . 
(3) 一 般 式 ( 交 面 式 ) 
十 By 十 Cz 二 D:= 0、 
4z + Boy + C2z + D; = 0. 
其 中 41,B1,C1, 和 4s,B,C; 各 不 全 为 零 . 


(4) 两 点 式 。 三 一 和 一 妇 = 之 一 刍 , 其 中 (24, ,有 4)， 


T2 一 Tl yz #1 Zo 

(z2,yzszz) 为 直线 上 两 个 不 同 的 已 知 点 . 
(5) 参数 式 z=z 十 by 一 加 十 mtz 一 2o 十 双 ,t 为 参数 . 
2. 两 直线 的 夹 角 

a lilz 十 mimz 十 nins 本 

VE 

其 中 s 一 《45mm) ,ss 二 {42,mzsn2} 分 别 为 二 直线 的 方向 矢量 . 

3. 直线 与 平面 的 夹 角 w 


sing 一 


A Bm 十 Cn 
Ve 十 BB 十 CG? VE 十 形 十 开 
其 中 n == {4,B8,C},s = {l,m,n} 分 别 为 平面 的 法 矢量 和 直线 的 方向 矢 
量 . 


4. 直线 与 平面 间 的 关系 
设 两 平面 的 法 矢量 n; 二 {4:,B.,0;} ;两 直线 的 方向 矢量 s = {4,m， 
ui) (二 1,2), 则 


一 108 一 
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和 44; 十 BiB: 十 CC 一 0 
或 mn 二 0 


Dl mm mn 一 0 
或 s.，ss=0 


问题 与 解答 


1. 空间 直线 的 基本 概念 
8.4.1 ”分 别 检查 点 4(5, 一 2, 一 3),B(8,3,1) 是 否 在 直线 
5z 一 3 一 31 一 0, 3z 十 4 和 十 7z 十 14 一 0 上 . 
解 因为 5X5 一 3X( 一 2) 一 31 一 0， 
所 以 4 点 在 第 一 个 平面 上 . . 
又 因为 3X5+4X( 一 2) 十 7X( 一 3) 十 14=0， 
所 以 4 点 也 在 第 二 个 平面 上 , 即 4 点 在 直线 上 . . 
同 理 可 知 ,B 点 在 第 一 个 平面 上 ,但 不 在 第 二 个 平面 上 , 故 B 点 不 
在 直线 上 . 
6.4.2 说明 下 列 诸 直 线 的 位 置 . 
a1 (4 二 By Cz= 0, (2 fe +By++D= 0, 
Azz 十 Boy + C2z = 0; 42z + Boy + D; = 0; 
Biy + Ciz = 0, Aiz 二 Biy 二 Ciz+ Di = 0, 


人 0 By + D; = 03 


(4) { 


一 2 一 
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Aiz 十 Di= 0, (全 二 
《9 {人 0; 人 Azz + D, = 0; 
解 ”()- 过 原点 ; 《2) 平行 于 z 轴 ; 


(3) 与 z 轴 重 合 ; (4) 垂直 于 y 轴 ; 
(5) 平行 于 z 轴 ; (6) 垂直 于 > 轴 . 
4z 十 By 十 Ciz 十 Di 一 0， 
A 设 开 | 
(1) 过 原点 ; (2) 与 z 轴 平行 ; (3) 与 y 轴 相交 ;(4) 与 z 轴 重合 . 
求 系数 应 满足 的 充 要 条 件 . 
解 (1) p= D,= 0; 
《2) 41 一 4: 一 0,Di,D: 不 全 为 零 ; 
G) 全 = 全 旦 Ba 关 0 
(4) C= C= D,= Dp,= 0. 
6.4.4 已 知 点 P(1,1,1),(1) 求 过 原点 和 点 P 的 直线 方程 
(2) 求 过 P 且 与 各 坐标 轴 平 行 的 直线 方程 . 
解 (1)s= {1 一 0,1 一 0,1 一 0}) 二 {1,1,1), 且 过 点 P(1,1,1) 


及 (0,0,0), 故 所 求 的 直线 方程 为 = 了 一 2 了 一 和 二 0, 即 为 + 一 y 


(2) s 二 {1,0,0), 故 过 P 点 且 平 行 于 z 轴 的 直线 方程 为 
同 理 , 过 P 点 县 平行 于 y 轴 的 直线 方程 为 > 一 1= 0,z 一 1= 0; 
过 P 点 且 平 行 于 z 轴 的 直线 方程 为 z 一 1 二 0,y 一 1= (0. 
6.4.5 将 下 列 直线 的 一 般 方程 化 为 标准 方程 
(1) 使 十 Ba 十 Ciz 十 六 一 0， 
4z + Biy + Caz ++ D, = 0; 
z 一 9 十 z 十 5=0， 
{22 人 一 8 十 4z 十 36 一 0; 
解 (1) 先 在 直线 上 任 取 一 点 Po(zo,yo,zo) ,该 直线 的 方向 矢量 为 
i jj &k 
s= {4,Bi,C)} X {42,Bs,Cs} = |A! BC 
A: B Ci 


一 4 一 
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ra eh pa DN as 

故 直线 的 标准 方程 为 
z 一 z yy 2z 一 2 
区 


(2) 令 z 一 0, 代 入 直线 方程 { 一 二 36 可 求 得 PC0,4， 
一 1)， 


B CC 
Cz 


sl 外 | | l= 引 ) = {4,1, — 3}, 
故 直线 的 标准 方程 为 于 一 了 《一 二 . 
4 化 下 列 直 线 方程 为 参数 式 . 


(CD (人 
4sxz 十 Bay + C2z + D; = 0; 
z 一 5y 十 2z 一 1 一 0， 

ow | 5y=2z— 2; 


(3) 人 
2z 十 3y 一 2z 十 2 一 0; 
和 解 〈1) 在 直线 上 任 取 一 点 Molzo,yo,zo). 求 得 直线 的 方向 矢量 


:= {| CG je A A | 

Cl |c，4| ”14 Bl 
故 参 数 式 为 

:mt | . lst | 有 4 \ 

(2) 在 已 知 直线 上 取 一 点 Mo(2, 一 1, 一 3), 因 

一 5 2 2 1| 11 一 5 

:= {| 5 nb | 5 中 = ssy. 
故 参 数 式 为 z= 二 2 一 5t, y= 二 一 1 十 tz 3 十 5 

(3) Mo( 一 1,2,3)，s 二 {一 4,6,5} ,参数 式 为 


z 一 一 1 一 和， 3# 一 2 十 6t，z 一 3 十 下 
6.4.7 ”判断 下 列 各 组 直线 是 否 平行 ?是 否 垂直 ? 


为 


一 1029 一 
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:+2 地 和 {7 
3 zz—y—52—8=0; 


z 一 2 十 5， 
3: 2=0, 
(3) = 一 t+2, 和 (+ ts 
z—y—3z2—2=0; 
z=t—7, 
C4) 使 二 人 人 
2z 一 2 十 2 z 一 gg 十 2z=3. 


解 (1l)s=(3, 一 2,1)， 
$= {1,1,—1}x {1,—1,— 5} 
= {— 6,4, — 2} 一 一 23， 

所 以 两 直线 平行 . 

(2) s = {— 2,1,2},s: = {2,2,1}, 目 s,* s; = 0, 

所 以 两 直线 垂直 . 

(3) si 一 (2, 一 1,1),s 一 (一 8,4, 一 4} 4s1, 

所 以 两 直线 平行 . 

(4) s 一 { 一 1,1, 一 2),s: 一 {0, 一 2, 一 1), 且 ss: 一 0. 

所 以 两 直线 垂直 . 

8.4.8 设 两 直线 ?一 bp 十 1A 与 p 一 入 十 1A: 相 交 , 求 它们 所 在 
的 平面 方程 ,并 化 为 坐标 形式 . 

解 ” 设 交点 为 Po(zo,yo,z0) ,所 求 平面 方程 为 [p 一 po,A, Ai] 一 0， 
其 中 po 二 {(zogoyz}. 设 A 二 《qs01,01) ,Az 二 (92,b2,02) , 则 所 求 平面 
方程 的 坐标 式 为 


zz 3 一 如 2 一 2 
a by [oi 一 0. 
az b2 Cz 
6.4.9 设 两 直线 p = pi 十 iAl1, p 二 pi 十 tAs 平 行 , 试 求 它们 所 
在 的 平面 方程 ,并 化 为 坐标 形式 . 


解 ” 因 A/ 41, 故 所 求 的 平面 方程 为 
[p — pi,p: — pi1,Ai] = 0, 
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Z 一 21 3 一 护 2 一 2 
其 坐标 式 为 ”|z2 一式 加 a—a|= 0. 
6.4.10 试 确定 下 列 各 组 直线 z 和 平面 和 的 关系 . 
虽 全 计生 让 和 和 和 9 一 2 十 1 一 0 


(DH 和 
解 (Ds= {一 2, 一 7,3}, n= {4, 一 2, 一 2}， 
sm= (一 2) X4 十 (一 7)( 一 2) 十 3( 一 2) = 0. 

所 以 sn, 即 工人// x. 

(2) s= (3,1, — 4}, n= {1,1,1}, s. n= 0, 
所 以 s | nm, 即 2N 

8.4.11 求 下 列 各 直线 方程 . 

(1) 经 过 点 (2, 一 3,5) ,方向 角 为 45°,90°,135°; 

(2) 过 两 点 (3, 一 1,5), 和 (一 2,4,3); 

《3) 过 两 点 (2,3, 一 4), 和 (2,7, 一 4); 

(4) 过 点 (3,1, 一 2) 且 与 (3, 一 2,5) 和 (7,2,4) 连 线 平行 . 


解 (1) s == {cos45°,cos90°,cos135°) 一 ,0, a 2}. 


所 求 直线 的 旋 和 为 圭一 + 寺 ， 一 一 一 二 
-3 一 
y 二 3 二 0， 
即 (a 


(2)s={—2—3,4—(—1),3—5}={—5,5,— 2}, 
所 求 直线 的 方程 为 二 一 1 一 2 二 5 


(3) s = {0,4,0}, 所 求 直线 的 方程 为 “二 < 一 1 了 一 < 省 所 即 


{ 一 2=0， 
2 十 4 一 0. 
(4) s 二 {4,4, 一 1), 所 求 直线 的 方程 为 -了 一 + 一 < 二 2 


一 1031 一 
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6.4.12 ”回答 下 列 问题 : 
50 2 为 何 值 时 ,才能 使 直线 { 


《2)B.D 为 何 值 时 , 才能 使 直线 位 


内 ? 
解 (1) 已 知 直 线 与 z 轴 相交 , 设 相交 点 为 (0,0,z), 代 入 直线 方 
程 , 必 有 


3z 一 十 2z 一 6 一 0 
十 和 一 z 十 D = 0 与 * 轴 相交 ? 
2y 十 z 一 9 一 0 


ae 十 本 二 :十 D= 0 在 吧 面 


(本 让， 
一 zz 十 D 王 0， 
由 此 得 D = 3. 
(2) zoy 面 的 方程 为 z= 0, 法 矢量 n = {0,0,1) ,而 直线 的 方向 矢量 
s= (1, 一 2,1} X {3,B,1} 二 {一 2 一 B,2,B 十 6), 由 题 意 ,s*n 二 0. 
即 0x (一 2 一 B) 十 0X2 十 1"(B 十 6) = 0, 由 此 得 B= 一 6, 故 当 
2 一 0 时 ,直线 方程 一 定 有 解 (zo,yo,0) ,代入 方程 得 
人 
3z 一 6 十 了 = 0， 
解 之 得 D = 27. 
6.4. 13 求 下 列 各 直线 方程 
(1) 过 点 (一 2,2,1) 且 与 矢量 a 二 {一 1,1,1},b 二 (1,0, 一 1 都 
垂直 ， 
(2) 过 点 (0, 一 5,2) 且 垂 直 于 roz 平面 ; 
(3) 过 点 (4, 一 1,2) 且 与 坐标 轴 正 向 夹 角 相 等 ; 
(4) 过 原点 与 平面 2z 十 y 一 3z 十 7 二 0 垂直 . 
解 (1) 因为 直线 垂直 于 矢量 a,b 所 在 的 平面 ,所 以 
1 1 1 一 1 一 1 1 
:= {| li —1 "| 1 5|}= 10 —», 
故 所 求 的 直线 方程 为 = 十 让 = “2 = 2 
(2) zoz 平 面 的 方程 为 y 一 0, 法 矢量 mn 一刻 又 s nm. 所 以 , 取 s 一 
i 一 {0,1,0}. 故 所 求 的 直线 方程 为 < 一 一 2 二. 色 
z= 0,z 二 2= 0. 


一 1682 一 
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(3) 由 2 一 和 有 一 和 和 a 一 8 一) 知 ,所 求 直线 方程 为 
z 一 4 一 g 十 1 一 z 一 2. 


《4) 所 求 直线 的 方向 矢量 s = {2,1, 一 3}, 故 所 求 的 直线 方程 为 


2. 直线 、 平 面 及 两 直线 间 的 关系 
6.4.14 求 直 线 
(le 和 de 
z—2y 十 z 十 1 二 0 z 一 9 十 2z 十 1 三 0 


间 的 夹 角 . 
NH 


可 4。( 一 3) 十 0.( 一 3) 十 (一 4 和 .0 
V 到 十 9 十 (一 4 人 2 W( 一 3)2 十 (一 3)2 十 0 


2 
故 $= (si,s2) 一 本 不 
本 5 一 0， 
4.4.15 求 过 直线 位 四 0" 且 与 平面 msz 一 和 一 Be 二 


12 一 0 夹 角 为 子 的 平面 方程 
解 ” 设 所 求 平面 为 4(z 十 5y 十 z) 十 4(z 一 z 十 4) 二 0， 
(4 十 Dz 二 52y 十 (4 一 pz 二 hp 二 0. 


两 平面 的 法 矢量 n= {1, 一 4, 一 8}， 
nz 二 (4 十 J,54,4— p}. 


Im » nl 


A 
Lt hh 
. 14 十 一 204 一 ,84 十 84| N 
VITO VO 2 a A 
一 1033 一 
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9 VE 二 Vartar 2 
即 34(34 十 44) 一 0， 


由 此 解 得 = 0 或 和 :4 一 一 4: 3, 代 入 方程 得 
z 一 z 十 4 二 0 或 z 十 20y 十 7z 一 4 二 0. 
6.4.16 求 下 列 各 平面 x 的 方程 - 


(1) 过 点 (2,4, 一 1) 且 与 > 十 2y 
垂直 ， 


3z 十 4 一 0,z 十 3gy 一 > 


(2) 过 点 (4， 一 3,5) 有 与 直线 ( ， J 


二 z 一 1 二 0 
zy 十 z= 二 0， 
和 人 平行 ， 


(3) 过 点 (一 1,3,2) 和 直线 + 一 本 宇 一 子 ， 
(4) 过 直线 < 二 8 十 1 _ z 一 2 


-有 一 一 一 一 且 垂 直 于 平面 ma:z 十 钞 一 3z 
十 7 一 0; 
Le [z 一 2z 十 1， 2z 一 2 一 2 
(5) 过 相交 直线 (> 二 二， 和 和 人 
(6) 通过 两 平行 线 
2z 十 3 _# 士 2 2 z 十 3 y+4_ 2z 十 1 
3 0 


(7) 通过 直线 人 


z 一 2 十 6,， 
3 一 3z 十 5 一 0 而 与 位 二 3y ?平行 ， 


(8) 过 直线 Ci:z 十 y 十 z= 二 0, 2z 一 # 十 3z 一 0 且 平 行 于 直线 
taz:z 一 2 一 3z; 

z 一 1_3 十 2。2z 十 3 

(9) 过 直线 六: 一 一 一 一 5 4 


且 平行 于 直线 Pz: 卫 一半 


ZzZ 
= 
解 人 
人 = | :| | | 
ele eg {7, 一 2,1} 


故 所 求 平面 * 的 方程 为 7(z 一 2) 一 2G 一 和 十 (< 十 1) 一 0， 
即 7z 一 2y 症 2 一 5 二 0: 


一 184 一 
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(2) #1 Lr/ Da 所 以 mL 上 sn | sz 

而 s = (1, 一 2,3),s:= (0, 一 1 一 1 
i j k 

取 n=siXss=|1 一 2 3 


{— 1,1, i 
0 一 1 = 
故 所 求 平面 的 方程 为 一 (z 一 4) + 
即 zz—y+z—12=0. 
(3) s 二 {4,3,1), 在 直线 上 任 取 一 点 (3,5,1), 作 矢量 r 二 {3 十 1， 
5— 3,1— 2} = {4,2, — 1}. 
取 n= 二 rxXs= {4,2, 一 1} Xx {4,3,1} = {5,8,4)， 
故 所 求 平面 7 的 方程 为 5(z 十 1) 一 8(y 一 3) 十 4(z 一 2) 二 0， 


1 
(y+ 3)—(z— 5)=0, 


即 5z— 8y 十 4z 十 21==0. 
(4 因而 ;所 以 ,nn 又 LE 7, 故 n | s. 
re / k 
取 n=nXs= |1 4 一 3|= {22, 一 19, 一 18)， 
全 :及 4 
显然 ,点 (7,1,6) 在 直线 上 ,也 在 所 求 平面 上 , 故 所 求 平面 7 的 方 
程 为 22(8 一 7 19(3 1) 18(z— 6) 0， 


即 ”22z 一 19y 一 18z— 27 = 0. 
(5) n | si,n 上 | sz, 可 求 得 si = {2,3,1} ,ss = {一 3,2,6}. 故 取 
n=sXs= {2,3,1} X {— 3,2,6} = {16, — 15,13}, 
显然 ,点 (1,2,0) 在 直线 上 ,也 在 所 求 平面 上 , 故 所 求 平面 r 的 方 
程 为 
16(z 一 1D) 一 15G9 一 2) 十 13z= 0， 
即 16z 一 15y 十 13z 十 14 一 0. 
(6) 显然 ,4(0, 一 4,1) E L1,B(0, 一 6,0) € Zz,4B 所 在 的 直线 到 
Ex, 因而 ss = (0,2,1} ,所 以 ,nm ss, 又 ns1, 取 
n=sXs= {3,—2,1} X {0,2,1} = {— 4, — 3,6}, 
故 所 求 平面 x 的 方程 为 一 4 一 3Gy 十 外 十 6(z 一 1)=0， 
即 4z 十 3y 一 6z 十 18== 0. 
另 解 ”显然 (一 3, 一 2,0) E (一 3, 一 4 一 1) En 


一 1035 一 
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2 十 3 y+2 z 
由 6. 4. 9 题 可 得 0 2 | 
3 一 2 1 
或 4z 十 3 一 6z 十 18 一 0. 
(7) 因为 ZE r, 所 以 ,mn | s1, 由 题 意 有 n 上 sz, 取 


本 -| Br | k 天 


=s |, lo |) 


= { 一 | 6， 2 x {—2,—1,3} = {20,2,10}, 

显然 (1, 一 5,0) € LE x, 故 平面 方程 为 
20(z 一 1 十 2G 十 5) 十 10z 一 0， 

即 10z 十 y 十 5z 一 5 一 0. 

(8) 设 所 求 平面 的 方程 为 hr 十 By 十 Cz 十 D= 0， 


二 (4, 一 1 一 3),82 二 {1, 支 , 言 ), 且 (0,0,0) € mm 
所 以 D = 0. 再 由 


= 0, 


a hn 
44—B8— 30= 0. 
13 


得 4= 五 c， Da 


故 所 求 平面 < 的 方程 为 而 oz 一世 oy + 呈 二 0， 
即 7z 一 26y 十 18z 二 0. 


另 解 51 一 {4 一 1, 一 3), 二 {1, 二 ,二 )， 
壮 j k 
_|4 ~—1 —8|_ ,7 _ 26Wia 
取 n==siXs:= A 一 (一 下 二 
2- ”全 
因为 (0,0,0) E ZE r, 故 所 求 平 面 < 的 方程 为 
7 26 ，18 
3 十 62 一 0， 
即 7z 一 26y + 18z = 0. 
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(9) 显然 (1, 一 2, 一 3) € x, 故 设 的 方程 为 : 
4(Gz 一 1) 十 BC 十 2) 十 CGz 十 3) 一 0. 


由 题 设 (2 5 4.B.C 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 
z 一 1 y+2 z 十 3 
2 3 4 |=0， 
1 入 2 
即 2z 一 z 一 5 一 0. 


6.4.17 试 证 :三 条 直线 二 王 一 芋 加 一 一 G 一 1,2,3) 共 
面 的 充 要 条 件 是 


一 0. 


ls me nz 


ls ms ns 
证 设 三 条 直线 的 方向 矢量 分 别 为 s1、s;、ss, 则 三 直线 共 面 的 充 
要 条 件 是 [si szss] = 0， 
hl mm mm 
即 ls m2 nz 
ls ms ns 
6.4.18  ” 试 证 :三 个 平面 4z 十 By 十 Cz 十 Di 二 0(i=1,2,3) 共 
线 的 充 要 条 件 是 


一 0. 


4 BO 
4z B, C; 
As Bs Cs 

证 设 三 个 平面 的 法 矢量 分 别 为 n,nz,ns, 则 三 面 共 线 的 充 要 条 
件 是 [ninzns] = 0， 


= 0. 


A B: C; 
即 4 B: C;|= 0. 
As Bs Cs 
6.4.19 ” 求 下 列 各 直线 的 方程 : 
(1) 过 点 (3, 一 1,2) 且 与 3z 十 2 一 > 一 5= 0 季 直 } 
(2) 过 点 (一 3,5,9) 且 与 直线 已 [psu A 他 ne 
均 相交 ; 和 iw 


-ONY 
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(3) 过 点 (一 5,0,0) 且 与 平面 :二 1 一 3z 和 y 十 2z 二 4 平行 ; 
(4) 过 点 (一 1,2,1) 且 平 行 于 平面 z 十 y 一 2z 一 1 一 0 和 z 十 2y 
一 2 十 1=0. 
解 (1) 已 知 nm 王 (3,2, 一 1), 而 s 上 rr, 即 s/ mn, 故 
s=n= {3,2,— 1}. 
所 求 直线 的 方程 为 二 2 = 2 二 上 = 2 
(2) 将 直线 化 为 标准 式 


PAY hcik SNA on OE y 二 7 2 二 10. 


2 2 1 4 5 
过 点 (一 3,5, 一 9) 与 Ci 和 过 点 (一 3,5, 一 9) 与 L; 的 平面 方程 
分 别 为 
2 十 3 8 一 5 z+9 
0—(—3) 5--5 一 3 一 (一 9)|= 0， 
1 3 2 


8 十 3 3 一 5 z+9 
0+3 —7—-5 10+9|= 
1 4 5 
p 人 二 0 为 所 求 的 直线 方程 
(3) 由 题 意 ,直线 工 平行 于 两 平面 的 交 线 乙 ,而 


3 
-= 人 让 2 让 | 2 4 


故 所 求 直线 的 方程 为 “十 一 -她 一 2 


(4) 同 理 可 求 得 s == (3, 一 1,1)， 故 所 求 直线 的 方程 为 
是 证 让， .划一 人 “省 
BW 
6. 4. 20 ”一 平面 通过 直线 4z 十 Biy 十 Cz 十 Di== 0,42z 十 Bay 十 
Czz 十 Ds 二 0, 且 平行 于 直线 子 = 二 = 记 , 求 此 平面 . 
解 ”通过 第 一 条 直线 的 平面 为 : 
x: 4iz 十 By 十 Ciz 十 已 十 MX4z 十 Bay + Caz Ds) = 0. 
即 (4 十 A42)z 二 (Bi 十 ABs)y + (Ci 十 X02)z + CD + 1D:) = 0. 
因为 平面 平行 行 第 二 条 直线 ,所 以 ， “i 


§ 4 空间 直线 


人 i 十 14:) 十 m(Bi 十 4B2) 十 naCC 十 MC2) 一 0， 
_ lh 二 mB, + nC 
lh: 十 mB; 十 nCz 


故 所 求 平面 的 方程 为 

(hz 十 mBz + nC2) (Aiz + Biy + Ciz + Di) 

一 (Li mBi 十 naCD(4z + Bzy + C2z + Di) = 0, 
(L4; + mBz 十 nCz 天 0); 
当 L4s 十 mB: 十 nCs 一 0 时 ,所 求 平 面 的 方程 为 
Azt 十 Bzy + C2z + D; = 0. 

6.4.21 ”过 平面 z 十 y 十 z= 1 和 直线 y == 1,z 二 一 1 的 交点 , 求 
在 已 知 平面 上 垂直 于 已 知 直线 的 直线 方程 . 

解 ”显然 ,已 知 平面 与 直线 的 交点 是 P(1,1, 一 1), 过 P 点 垂直 于 
已 知 直线 的 平面 为 +, 则 n // s, 故 取 


1 0 0 0 0 1 
= (|: 引导 中 本 下 ss 


01 


平面 x 的 方程 为 z 一 1 = 0, 故 所 求 的 直线 方程 为 
人 1= 0, 


z 十 9 十 2 一 1. 
6.4.22 在 平面 zx 十 yy 十 z 十 1= 0 内 求 垂 直 于 直线 
3 一 2 十 1 一 0， 机 
人 的 直线 方程 
解 已 知 直线 的 方向 矢量 s 一 {2, 一 1, 一 1), 它 与 平面 的 交点 为 


(0, 一 1,0). 因此 垂 面 方程 为 
2(z 一 0) 一 (十 1) 一 (z 一 0) 一 人 
故 所 求 直线 方程 为 
人 十 y 十 z 十 1 一 0， 
2z 一 8g 一 2 一 1 一 0. 
86.4.23 ” 求 直线 方程 ,使 
(1) 通过 点 (3,4,5) 与 直线 y 一 一 2z 十 9, z 二 9z 一 43 和 平面 
3z 一 4 十 7z 一 33 王 0 的 交点 . 


z 一 3z 一 1， /y= 2z— 5, 
(2) 与 两 直线 (二 2 一 "全 二 7 二 2 相交 并 委 直 . 
解 (1) 先 求 直线 和 平面 的 交点 ,将 直线 方程 代入 平面 方程, 得 : 


一 
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3z 一 4( 一 2z 十 9) 十 7(9z 一 43) 一 33 一 0， 
即 74z 二 370, z = 5, 于 是 y 一 一 1,z = 2. 所 以 
s 一 (5 一 3, 一 1 一 4,2 一 5) = (2, 一 5, 一 3)， 


故 所 求 直线 的 方程 为 了 3 一 二 一 2 二 5 


(2) 两 直线 的 标准 式 为 

L s+1 y+3 2 7 工 2 十 5 #s—2 
人 2 Ee 2 En 
因为 ss 上 且 s 上 ss, 所 以 


s=sXs= {3,2,1} X {1,2,7} = {12, — 20,4}. 
设 公 垂 线 交 两 直线 于 Mi,M; 两 点 ,MM // s, 又 设 x 为 过 Ll 和 公 
垂 线 的 平面 ,所 以 n |s， nls， 
n=sXs= {3,2,1} X {12, — 20,4} = {28,0, 一 834). 
取 m = {1,0, 一 3}, 因 为 点 (一 1, 一 3,0) 在 ZL, 上 ,所 以 公 垂 面 方 
程 为 
(z+1)— 3z= 0. 
z=t, 
为 求 M, 将 上 ;化 为 参数 式 . 二 一 5 十 24, 代 入 公 垂 面 方程 ,有 
2 一 2 十 7 


4+1 一 32+70 =0,4= 一 才 ， 


M: 点 的 坐标 为 (一 十, 一 号 ,村 ), 故 公 垂 线 方程 为 


另 解 si = {(3,2,1)，s = {1,2,7}, s = {3, — 5,1}, 
Mi( 一 1, 一 3,0) € ,在 zm 上任 取 点 MC(z,y,z), 则 [MM sis] 一 0， 


[Bb We ke ot 
即 3 2 1|= 0, 或 :一 3z 十 1=0. 
3 了 
2 3 十 5 2z 一 2 
同 理 有 i 1 2 7 一 0, 或 37z 十 20y 一 11z 十 122 一 0， 
六: 1 i - . 
故 病 求 家 线 的 方程 为 和 
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信人 

37z 十 20y 一 11z 十 122 一 0. 
z 十 地 村 中 

或 3 -5 1 

注 ”tw 为 过 上 与 公 垂 线 的 平面 ,在 同 理 中 也 有 rz,z 为 过 忆 与 公 
垂 线 的 平面 . 


6.4.24  ” 求 直线 
z 十 3 十 z 一 0， z+y—z+2=0, 
a z—2y 十 3z 十 1 二 0 
之 间 的 距离 . 
解 ”将 已 知 直 线 工 ,,L; 标准 化 . 
Lis< y+1_z—l Let2 ed | 2 一 工 
0 一 1 ee rt = 


Si= {1,0,—1}, s:= {1,—4,— 3}, 

两 直线 4 与 4 间 的 距离 是 它们 的 公 垂 线 夹 在 两 线 之 间 的 部 分 4 一 
IMiM;,| 因此 可 以 看 作 4,ls 上 两 点 P, Ps 在 公 垂 线 上 的 投影 长 
IMiMz|. 因 为 Pi(0, 一 1,1) ED,P:( 一 2,1,1) E Tas 一 si X sz 一 
{一 4,2, 一 4) ,而 PiP: 一 { 一 2 一 0,1 十 11 一 1 一 { 一 2,2,0}). 所 
以 ， 


sS，PIP: 一 8 十 4 一 12， 


| 2 A PiPs*s 
PriPP: = |PiP,| « cos(P, Pa,s) = |PPz| Tp!p:TTs] 
_PP:*s 12 12 2 
[si /一 全 十 2 十 (一 4 
(一 4)2 十 22 十 (一 4)2 
即 d= |PrjjPiPz| 一 2. 
6.4.25 求 两 直线 共 面 的 条 件 . 
> ,ed EY nl, ek 
解 设 L: = 和 ， 


ml 1 
二 
局: 1 m2 R2 ~ 


当 六 ,六 共 面 于 4z 十 B 十 Cz 十 了 一 0 时 ,应 有 
地 zi 十 By 一 所) 十 C(Gz 一 2) 一 0， 


4 十 Bmi 十 Cn 一 0， 
AMls 十 Bmz 十 Cnz = 0. 


= Od = 
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而 4,B,C 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
了 2 一 7 了 一 凡 乱 一 歼 
a my nL = 0. 
4 m2 nz 


6.4.26 ” 求 通过 点 4( 一 1,0,4) 且 平 行 于 平面 r:3z 一 4 十 z 十 10 
一 0, 又 与 直线 :于 二 了 = 子 相交 的 直线 方程 
解 ” 设 过 点 4 的 直线 方程 为 


‘ Mm 玫 
B( 一 1,3,0) EL 一 4 由 s= {lym,n},si = {1,1,2},AB 一 (0,3， 
一 4} 共 面 ,有 
ll m n 
1 1 2 |= 一 10( 十 4 十 3a 一 0 (1) 
,et | 
又 LN r, 所 以 3 一 4 十 za 一 0. (2) 
令 / 二 由 (D.(2) 得 m 二 如 二 了 
故 所 求 的 直线 方程 为 
z 十 1 rl, 即 z 士 1 y _z—4 
1 
16 4 


6. 4. 27 ”在 平面 r:z 十 y 十 z= 二 0 上 求 与 直线 
z 十 y 一 1=0， 2z—y 十 2 一 1= 0,， 
be 人 
相交 的 直线 方程 . 
z 十 yy 十 z 一 0， z 十 3 十 z 一 0， 
解 et {err i 
zy 二 +z 十 1=0 z 十 一 2 十 1=0 
可 以 求 得 也 与 r 的 交点 Mi( 于 ,于 ,一 D) 和 疡 与 的 交点 Ma(0, 一 去， 


二 ). 取 s = MiMs 一 { 一 去, 一 1, 王 ). 故 所 求 的 直线 方程 为 


$4 空间 直线 


一 一 2 3 
6. 4. 28 ”由 两 相交 平面 外 一 点 到 这 两 个 平面 作 垂 线 , 试 证 它们 的 
垂 足 的 连 线 必 与 两 平面 的 交 线 垂直 、 
解法 1 取 已 知 两 平面 的 交 线 为 z 轴 ,建立 空间 直角 坐标 系 , 则 两 
平面 方程 分 别 为 y 一 mz 及 y 二 az, 设 定点 Polzo,yo,zo) ,由 Po 作 第 一 个 
平面 的 垂 线 


Z 一 zo 十 mt， 
一 本 一 2 二 3, 或 &, 


二 三 y=¥y 
2 一 2o， 
代入 y = mz 中 ,得 
加 一 上 一 ma 十 mt 一 对 二 站， 
zo myo mzo 十 myo To nyo nzo 十 niyo 
故 垂 足 为 MC Tm NC 
To 二 nyo zo 二 myo nzo 十 nzge mzo 十 m?yo 
MN = 1 二 并 1 m0} 


显然 MN "k 二 0, 即 MN 上 | ox. 结论 正确 . 
解法 2 设 二 平面 的 法 线 矢量 分 别 为 n,nz, 其 交 线 方向 矢量 为 s， 
S=mX nz. 
两 平面 外 一 点 Po 到 两 平面 的 垂 足 分 别 为 M1, Mi, 则 PoM 一 ni， 
PoM: 二 jnz, (Mija 天 0). 而 
MM; = PoM; 一 PoM, = hns 一 hm 
MM;*s= (hn — hn)* (ni X nz) = 0. 
所 以 ,MiM; 垂直 于 两 平面 的 交 线 . 
6.4.29 解 下 列 各 题 : 
(01) 求 直线 三 上 二 一 本 4 -2 上 一 点 (一 1, 一 4,0) 到 此 直线 
与 平面 3z 一 2y 十 z 一 7 一 0 交点 的 距离 ; 
(2) 从 平面 z 一 2y 一 2z 十 1 = 0 上 的 点 (7, 一 1,5) 作 长 等 于 12 
的 垂 线 , 求 垂 线 端点 的 坐标 . 
解 (1) 以 直线 的 参数 方程 z= 2 一 13 一 3 一 4,z 一 一 ! 代 人 平 
面 方程 ,得 3(2t 一 1) 一 2(3t 一 4) 一 i 一 7 二 0, 由 此 得 ,t 2, 于 是 


a 
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交点 为 (一 5, 一 10,2). 故 所 求 距离 为 


d= V(—5—(— DY)+(—10+4 + (2 0 = 2 V14. 
(2) 设 端 点 (z0,yo,20) € 4s 二 n 二 {1, 一 2, 一 2}, 故 垂 线 的 参数 
式 为 z= 二 1 十 7,y 2i 十 1,z 一 一 2 十 5. 由 题 意 得 
(za 一 7)2 十 (yot D? + C20 — 5)? = 122. 
即 刀 十 (一 20: 十 (一 202 一 122， t= 土 4. 
故 端点 坐标 为 (3,7,13) 或 (11, 一 9, 一 3). 
6.4.30 ”由 原点 向 定 直线 了 一 二 一 和 二 5 引 重 线 , 求 此 直 
线 的 方程 ,并 求 原点 到 定 直线 的 距离 . 
解 ”过 原点 与 已 知 直 线 作 平 面 m:4z 十 By 十 Cz=0， 
m= {4,B,C} = {a,b,c} X {lmn} = {bn — om,cl 一 onyam — bl}. 
过 原点 垂直 于 已 知 直 线 作 平 面 m:4z 十 my 十 nz 二 0， 
故 所 求 直线 的 方程 为 
(bn 一 cm)z 十 (cl 一 ae) 十 (om 一 M)z 一 0， 
十 my 十 nz 二 0. 
此 直线 的 方向 矢量 s = {bn 一 cmycl 一 ansam 一 bl) X (lm,n)， 
为 求 原点 到 定 直 线 的 距离 , 先 推导 点 到 直线 的 距离 公式 . 
已 知 直 线 !: p 二 po 十 埠 及 L 外 一 A 
点 4(a,b,c),Po 点 的 坐标 为 (zevyeyzo)， 
现在 求 4 到 /的 距离 47. 以 Po4 和 PoU 


= s 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 
1Po4 X PoU|, 另 一 方面 ,这 个 平行 四 7 T / 
边 形 的 面积 也 可 写作 |s| X 1471, 所 “。 Y 
以 [PA x PoU| = ls|1471. 6. 4. 30 题 图 
1hr| = JP XPwl_ IPAXs||, 
Isl Isl 

这 里 s 一 {l,m,n}). 

4 到 工 的 距离 为 

未 二 | PoA x sl| |{a— z0b— yoc — z0} X (ma 

WE 十 形 十 形 


一 49 一 
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i kk 


4 一 z b—¥y c—a 


区 m Rn 
由 此 可 得 ,原点 到 定 直 线 的 距离 为 
i 了 k 
0—a 0—b 0—e 
l m A | {cm 一 bn,na — cl,bl — am)| 
ME 十 本 十 于 WE 十 请 十 开 
(cm 一 bn)? 十 (na 一 ct)2 十 (WC— am 
WE 十 哺 十 开 
6.4.31 ” 求 过 原点 及 点 P(1, 一 1,0) 到 直线 an:z 一 > 十 3,3y 一 2z 
一 3 的 垂 线 的 平面 方程 . 
解 。” 先 求 从 P 点 到 直线 工 ,的 垂 线 ,为 此 过 P 点 作 工 的 垂 面 坟 
0 -1| 1-LI1IL 0 
m=-s= {| 0 | 0 ss | 
= { 一 1 一 2, 一 1)}. 
故 zt 的 方程 为 一 (z 一 1) 一 2(y 十 1) 一 z= 二 0, 即 
rz 十 2y 十 z 十 1 二 0. 
又 (3,3,0) € Li, 故 工 的 参数 式 为 
z 一 3 十 4143 一 3 十 2t,z 一 人 
代入 zw 的 方程 ,得 (3 十 纺 十 2(3 十 20 十 上 十 1 = 10. 
即 6 十 10= 0,! 一 一 号. 由 此 得 交点 0( 村 ,一 去, 一 号 ), 于 


是 垂 线 Pg 已 作出 ,PQ = (村 , 生 ， 一 号 上 


而 所 求 的 平面 * / PQ 及 OP, 所 以 n 上 PQ,n 上 OP, 取 
n=PQXOP= (村 ,全 ,一 号) x tb 一 20) 
一 (一生 ,一 总 ,一 
故 所 求 的 平面 方程 为 -号 > 一 一 = 一 0， 


Pe ,z+5y+3z=0.. 


d= 


季度 


第 六 章 ”空间 解析 几何 


6.4. 32 ” 求 过 定点 (a,5,c) 且 与 两 异 面 直 线 
Ds 全 一 LR 20 
ei mi PR mz 2 

(1) 均 相 交 ; (2) 均 垂 直 的 直线 方程 . 

解 (1) 即 求 过 (a,b,c) 且 过 盖 的 平面 mm 和 过 (ab,c), 且 过 疡 的 
平面 rz 的 交 线 ， 

因为 4(a,6,c) E my E mB bo) Em 

设 mm 的 方程 为 
4(z 一 4) 十 BC 一 5) 十 C(z 一 c) 一 0， 
则 mm = {4,B,C}. 所 以 如 十 Bm 十 cm 一 0， 

4(a: 一 0) 十 Bo 一 0 十 Co 一 c) 一 0 

的 充 要 条 件 是 AB | n, 而 4,B,C 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 


多 


m:|la—a bh—b co—c|l=0, (1) 
和 Mm ll 
同 理 可 求 得 
2 一 和 yg—b 2 一 5 
ma:|a 一 a ba—b co 一 cj 一 0， (2) 


2 mz nz 
故 (1)、(2) 的 交 线 即 为 所 求 的 直线 . 
(2) 因为 (a,8,c) € L, 且 s .| sos | sz, 所 以 ， 


S 一 3 X s= {hmm)} X {l,m na} 
= {mn 一 manisnilz 一 Ralis Umz 一 Lam1). 
故 所 求 直 线 工 的 方程 为 
Y 一 《@ 旬 一 站 条 一 
mns— mn ml nl Umz 一 tam” 


6.4. 33 ” 求 直线 z = mz 十 a,y 二 nz 十 b 和 平面 4z 十 By 十 Cz 十 
D 二 0 相交 ,平行 .重合 的 充 要 条 件 . 

解 ”将 直线 方程 代入 平面 方程 ,得 

(4m 十 Be 十 C)z 十 4 十 一 十 也 一 0， 

故 ”相交 和 >4m 十 了 十 C 关 0; 

平行 二 地 Am 十 Bn 二 C=0,ha 十 嫩 十 D0; 

重合 < 过 Am 十 Ba 十 0= hn 十 嫩 十 D= 0. 

6.4.34 ”已 知 两 直线 VL 其 中 工 ,通过 原点 ,5 通过 P,, 证 明 该 

一 询 斩 一 
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二 直线 间 的 距离 4 可 以 用 公式 4 一 [中 关 下 来 表示 ,其 中 记 是 P 点 的 
矢 径 ,rs 是 平行 于 给 定 直线 的 方向 矢量 . Pi 


证 ”以 nsrs 为 邻 边 的 平行 四 此 
边 形 的 面积 为 |r, X rs|, 另 一 方面 ， 和 
此 平行 四 边 形 的 面积 又 等 于 kr;|， 
故 有 li 
lm X rz| = hlr:|. (0,0,0) Tz 
即 4 el. 6. 4.34 题 图 


6.4.35 若 a(l 一 m) 十 b(l 一 1) 头 0, 试 证 两 直线 z= 二 y= 二 z 和 和 
z 二 以 十 qvy 二 mz 十 5 为 异 面 直线 ,并 求 它们 的 公 垂 线 方程 与 距离 . 


证 A 二子 二子 通 过 点 P.(0,0,0), 其 方向 矢量 s, == {1， 
二 == 于 通过 点 Pi(a,6,0), 其 方向 矢量 s 一 {i 


m 
eg 
ab 0 
1 1 1 下 =a 十 太一 5 一 om 一 al 一 mm) 十 5 一 1 天 0， 
‘m1 
所 以 已 知 两 直线 异 面 . 取 公 垂 线 的 方向 矢量 
i 了 大 
S 一 SIXs? | 1 1 {1— ml— 1,m— 0}. 
im 1 
则 公 垂 线 方程 为 ， 
[(p—p)ss]=0,{[(p— p) ss] = 0, 
z y 已 32 一 和 
即 1 1 1 |=0,| i mn 1 |=0， 
br I 1—m Ll— 1 


所 求 距离 应 为 PiP: 在 s 上 的 投影 长 ,由 6. 4. 24 题 可 知 ,4 一 
|PP: 。 s| 即 4 Jal(l 一 m) 十 5 一 1)| _ 

ls VTmit Dt mt) 

86.4. 38 ”判别 下 列 各 对 直线 是 否 共 面 ,如 果 共 面 , 求 其 所 在 的 平 
面 方程 ,如 果 不 共 面 ， 求 其 公 重 线 方程 . 、 


2 
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z—9_y—2 


6 3 一 2 十 1 
(2) 一 2 十 5 一 3 人 

” ls5z 十 和 一 z 一 7 一 0; 
(3)z 7 一 也 9 2 一 是 了 一 站 和 一 一 


2 1” “=7 2 3 
解 (1) s: = {2,1, 一 4},s; = {6,3,1}, 目 (1, 一 2,2) € 万 ， 
(9,2, 一 1) € DZ 而 


一 2 2—(=2) 一 工 一 2 
2 1 一 4 一 0， 
6 3 1 
所 以 ,Ls 共 面 . 
2 一 1 y+2 zx 一 2 
,Ls 所 在 平面 的 方程 为 | 2 1 -4|=-。， 
6 3 1 


即 z 一 2y 一 5==0. 
(2) 同 理 可 求 得 已 ,zz 共 面 ,其 方程 为 
125z 十 4 十 43z 一 139 一 0. 


(3) s = {1,2, 一 1),s: 一 {— 7,2,3},(3,1,1) € L:,(7,3,9) € L,, 
3 一 7 1 一 3 i—9 
1 2 一 
= 2 3 


天 0， 


所 以 Cola 不 共 面 . 

又 (7,3,9) € 二 ,通过 工 且 与 ss X sz 平行 的 平面 方程 为 ; 

2 一 7 8 一 3 3 一 9 

1 2 | 
8 4 16 


又 (3,1,1) € Z, 通 过 二 且 与 s 一 si X s: 一 (8,4,16} 平行 的 平面 
方程 为 


= 一 0， (1) 


2 一 3 y—1 z 一 】 
5 2 3 
8 4 56 
; (1D 、(2) 的 交 线 即 为 公 垂 线 , 它 与 丙 直 线 相交 、 
| 一 1 从 一 


= 一 0， (2) 
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如 果 任 求 一 条 公 垂 线 , 则 因 s 一 sxX s, = {8,4,6}, 取 工 通过 (7,3， 
9), 得 工 的 方程 为 
:ed ES os BR nk 

BB > 
即 2 一 9 
6.4.37 已 知 四 条 直线 互 ,Li,Ls,L 的 方程 分 别 是 : 

pe ed mi 人 

呈 3 十 z 一 3a; 水 z 十 zx 一 30; “lz+ y= 3c; 

{e's 

I 


i++ 4 


求证 :(1) 志 与 其 它 三 条 直线 的 距离 分 别 是 V 3 la 一 6|,V 3 la 
一 col, V3le 一 tl 
(2) 当 a 十 5 十 c= 二 0 时 , 这 四 条 直线 与 直线 zx 十 ae 一 3# 十 5 一 = 十 
< 的 交角 都 是 直角 . 
证 (1D)s= (0, 一 11) 且 忆 (0,0,3a) ED 
sz = {1,0, 一 1) 且 PC(35,0,0) € Za， 
ss= {— 1,1,0) 有 BPs(3c,0,0) € L;, 
a { k(c — b) ， kt(a 一 c)》 k(b — a) } 
(修一 力作 一 ”一 ao) 一 co” 一 六 一 ao) 
且 P( 一 o, 一 b 一 c) EL 
sa 一 SIXs: 一 (1,1,1), 由 6.4.36 题 可 知 , 必 与 ;的 公 垂 线 为 


工 y z 一 3a 3 一 3 8 z 
0 1 1 一 0， 1 0 一 1|=10， 
1 1 1 1 1 1 
dia ens | 135 十 0 一 3al 3)b—al VAT ol, 
12 i 1 
同 理 ,d = IPPs* ss| _ 1{f3c,0, 一 3 (1, —1,1)| 
A Isis /3 
= V3la—cel, 
di 2 sul eB le 
站 泳 


| 
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' 


(2) 直线 z 十 a 二 y 十 6 二 z 十 c 的 方向 矢量 s 二 {1,1,1). 容易 验 
证 ,ss 一 ss 一 ss 一 0, 又 ao 十 5 十 c=0, 还 可 以 验证 si. s = 0， 


故 结论 成 立 . 
6.4. 38 已 知 局 ,Zazyzs 的 方程 分 别 为 
z 一 0， y= 0, 
Lh: (es 人 
区 人 
z 十 8 一 0 一 4. 


《1) 求 坊 与 za 的 公 垂 线 工 的 方程 ,并 验证 二 上 Za; 
(2) 证 明 这 三 条 直线 的 三 段 公 垂 线 之 比 为 
(十 c 一 2a):(c 十 oa 一 20) : (十 5 一 2c)， 

证 (1)s={0, 一 1,1}, 有 目 P.(0,0,6 一 c) EL 

sz = {1,0, — 1), 且 Ps(c—a,0,0) € DZ 

$= {—1,1,0}, § Ps(0,a — 6,0) € L;, 
Sz=sXs={1,1,1)}, ss=sXs={—1,—1,— 1), 
Sa=sXs= {1,1,1). 

由 6. 4. 36 题 可 知 ,Z 与 L; 的 公 垂 线 工 为 

党 A 是 一 一 村- 证 名 
cc 一 0 一 必 一 c) ec 一 @ 0 一 履 一 c)|= 0， 
1 1 和 1 1 1 

显然 sss= 一 1X1+1X1+0Xx1=0，, 


一 0， 


所 以 工 上 Za. 
(2) 由 6. 4. 37 题 可 知 ， 
ds le 一 ae 一 心 一 ce)1 |2c—a bl 
V3 V3 
ds Job ot to 2 
v3 V 3 


|]2a 一 5 一 ec| 3 
dz 二 一 一 二 一 故 结论 正确 . 
3 故 确 


6.4. 39 试 确 定 4 值 ,使 直线 :5 于 + 一 省 :一 2 和 直线 


:直上 一 = 子 相 交 ,并 求 它们 所 在 平面 的 方程 
解 ” 因 为 Li,L; 共 面 ,由 6.4.25 题 可 得 


— #050 一 
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解 之 得 ,4 二 六 


设 ,Ls 所 在 的 平面 为 <， 则 nn 二 stX ss = ( 子 , 二 ,一 1), 且 
(1, 一 1,1) € xt. 故 的 方程 为 


D+ig+D -D0, 
即 3z 十 一 4z 十 2 一 0 
3. 综合 问题 


6. 4. 40 ” 求 点 (2,3,1) 在 直线 z=! 一 7,y 一 2 一 2,z=3! 一 2 上 
的 投影 . 
解 ”过 点 (2,3,1) 作 垂直 于 直线 工 的 平面 +, 因 n= s = {1,2,3}， 
故 #+ 的 方程 为 (z 一 2) 十 2(y 一 3) 十 3(z 一 1)=0， 
即 z 十 2y 十 3z2 一 11=0. 
将 直线 的 参数 式 代入 ,得 
(4 一 7) 十 2(2 一 2) 十 3(3 一 2) 一 1 一 0, 即 上 一 2， 
于 是 , 工 与 x 的 交点 为 (一 5,2,4), 故 点 (2,3,1) 在 工 上 的 投影 为 (一 5， 
2,4). 
6.4.41 求 直线 6z 一 6y 一 z 十 16 二 0,2z 十 5y 十 2z 十 3 二 0 在 
三 坐标 面 上 的 投影 方程 . 
解 ”由 二 方程 中 消去 z, 得 平行 于 = 轴 的 的 投影 柱 面 方程 
14r— 7y + 35 = 0. 
因此 ,直线 在 坐标 面 zoy 上 的 投影 为 
2 一 0， 
全 一 十 5 一 0. 
同 理 可 得 ,直线 在 zoz,yoz 坐标 面 上 的 投影 为 
人 网 E 一 0， 
6z 十 z 十 14 一 0 gy 十 z 一 1=0. 


4z 十 By 十 Ciz 十 六 一 0， 
如 十 榴 十 识 十 基 =0 在 平面 妈 册 友 十 
一 .051 一 


6. 4.42 求 直线 { 
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Cz 十 D 二 0 上 投影 直线 的 方程 . 
解 ”过 已 知 直线 的 平面 束 为 
(Aiz Biyt Ciz+t Di) + A(Ahzz + Boy + C2z + Ds) = 0, 
即 ( 刀 十 442)z 十 (Bi 十 34Ba)y 十 (Ci 十 202)z 十 (Di 4D;) 二 0 
若 此 平面 垂直 于 平面 入 十 By 十 Cz 十 D = 0, 必 有 
4(4: 十 442) 十 B(B, 十 MB:) + C(O + X03) = .0. 


__ (44, + BB;, + C0) 
由 此 得 二 一 044s 十 BB; 十 CO 


故 所 求 平面 为 
(A4z 十 BB: + CC:) (4z 十 Biy + Ciz+ Di) 
一 (44 十 BB 十 CO)» (hzz 十 Ba + C2z + Ds) = 0. 
(其 中 44: 十 BB; 十 CC; 天 0). 
于 是 ,投影 直线 方程 为 
Ar 二 By++ Cz+D= 0, 
ce 十 BB: 十 CC2)[Aiz + By 十 Ciz 十 Di] 
一 (44 十 BB 十 CCD (hsz 十 Boy 十 Czz 十 D2) = 0. 
6.4.43 求 直 线 2z 十 zy 一 z 一 4 一 0,5z 3y 十 z 十 1 二 0 在 平 
面 2z 十 3y 十 z= 0 上 的 投影 . 
解法 1 设 直线 为 二 过 工作 平面 + 垂直 已 知 平面 zw, 则 LE x.s 
二 nn, 而 s= {2,1, 一 1} Xx {5, 一 3,1} = {~— 2, —.7, — 11}. 
n=sXnm={—2,—7,— 11} xXx {2,3,1} = {26,— 20,8}, 
再 取 点 (1,2,0) E 工 , 故 所 求 平面 = 的 方程 为 
26(z — 1) — 20(y — 2) + 8(z — 0) = 0, 
即 13z 一 10y 十 4z 十 7==0. . 
5 本 13z 一 10y 十 4z 十 7 一 0， 
所 以 ,投影 直线 为 | 2 3y+z= 0. 
解法 2 过 工 的 平面 束 为 
(2z+y 一 2z 一 4) 十 4A(5z 一 3y 十 z 十 1) 二 0， 
即 (2 十 5M)z 十 (1 一 3)3y 十 (一 1 十 j)z 十 (一 4 十 j)=0. 
因为 投影 面 与 所 求 平面 垂直 ,而 mn = (2,3,1}. 所 以 ， 
2(2 十 5i) 十 3G1 一 31) 十 1.。( 一 1 十 2 = 0. 
， a 
‘ltl 70 2 


一 1682 一 


8$4 空间 直线 


所 以 ,所 求 投影 直线 的 方程 为 
EA 
2z 二 3y++z= 0. 
解法 3 利用 6.4.44 题 的 结果 ,所 求 平面 为 
[2.2 十 3.1 十 1 (一 1)j[5z 一 3y 十 z 十 1] 
一 [2.5 十 3( 一 1) 十 1.1](2z 十 ?一 z 一 4) 一 0， 
即 “26z 一 20y 十 8z 十 14= 0. 
13z 一 10y 十 4z 十 7 一 0， 
由 此 可 得 ,投影 直线 为 {2 a 
6. 4.44 ”在 平面 2z 十 y 一 3z 十 z= 二 0 和 平面 5z 十 5y 一 4z 十 3 二 
0 所 确定 的 平面 束 内 , 求 两 个 相互 垂直 的 平面 ,其 中 一 个 平面 经 过 点 
(4,— 3,1). 
解 ” 先 求 过 (4, 一 3,1) 点 的 平面 . 设 平面 束 为 : 
2z 十 y 一 3z 十 2 十 4(5z 十 5y 一 4z 十 3) 二 0， 
则 2X4 十 (一 3) 一 3X1 十 2 
十 4(5X 4 十 5( 一 3) 一 4.1 十 3) 二 0. 
妈 入 十 4 二 0,4 二 一 1 
所 求 平面 为 3z 十 4y 一 z 十 1 = 0. 
另 一 个 平面 也 在 平面 束 内 , 故 
(2 十 5t)z 十 (1 十 5 一 (3 十 40z 十 (2 十 32) 一 0， 
mi 一 (3,4 一 1})， 且 m maz， 
0 一 mvnmz 一 3(2 十 5) 十 4(1 十 52) 十 (3 十 44)， 
由 此 可 得 ， 4 一 一 读 : 
故 所 求 的 另 一 个 平面 为 : 
2z + 一 3z 十 2 一 坷 (5z 十 到 一 4 十 3) = 0， 


即 z 一 2 一 5z 十 3 一 0. 

6.4.45 ”三 个 坐标 平面 将 平面 sr 一 y 十 4z 一 12 0 割 出 一 个 三 
角形 ,分 别 从 三 个 顶点 作 高 线 , 求 高 线 方程 和 长 度 . 

解 ” 信 4BC 的 顶点 坐标 和 三 条 高 线 CD.4B、BF 如 图 所 示 . 

(DD) 求 CD 的 方程 .过 C 点 作 平面 mx 垂直 于 4B， 

n= sa = {— 4, — 12,0}, 
所 以 zi 的 方程 为 一 4z 一 12y = 0, 即 z 十 3y == 0. 
一 1053 一 
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故 的 方程 为 : 
(Ee 
3z 一 9 十 4z 一 12=0. 
Lns 的 方程 为 :z 二 4 一 t， 
y 二 一 3t, z 二 0. 代入 tw 得 


(4—0)+3(~— =0,t= 
由 此 得 了 点 的 坐标 为 (起 ， 一 


0). 所 以 6. 4. 45 题 图 
lcD| = (加 + (本 9 十 3 一半 V5. 


(2) 同 理 可 得 ,mn? = ssec 一 {0,12,3}， 
Nz: 12y 十 3z 一 0, 即 4 十 z=0. 


_ 4 十 z 一 0， 

故 刀 的 方程 为 :2 12 一 0 

又 Lnc 的 参数 式 为 :z 二 0,y = 4t,z = 3 十 t, 代 入 zs 得 
4G40 十 (3 十 人 D 二 0,1= 一 言 : 


由 此 得 点 的 坐标 为 (0, 一 莹 ,后 ). 


.fs 2 i AB 
故 |4E| + (1 + (7) = 77 V42. 


(3) ms 二 {一 4,0,3}) ,zs 的 方程 为 : 一 4z 十 3z 一 0.: 


4z— 3z= 0, 
L s: 
:的 方程 为 (37 4 12=0 
Leiz 二 4 一 和,y 一 0,z 一 0, 代 入 zt 得 F( 器 ,0, 扰 )， 


， /36 48、，_ 12 
所 以 |BF| 一 (535)? 十 12? 十 (355 == 写 V26. 


一 $094 一 
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$5 曲面 与 空间 曲线 
内 容 提要 


1. 曲面 方程 

一 般 说 来 ,三 个 变量 的 方程 R(z,y,z) = 0 表示 曲面 ; 双 参 数 wy 的 
方程 组 z = z(u,v),y = y(u,v),z 一 zlu,v) 也 表示 空间 曲面 . 

2. 空间 曲线 方程 

一 般 说 来 ,方程 组 {50 二 0 


GC 7 2 二 0 表示 空间 曲线 , 单 参数 方程 组 


r= 9(t) 
e = 4(0) 也 表示 空间 曲线 . 空间 曲线 也 可 以 看 作 两 个 曲面 的 交 线 . 
z= wt) 
3. 旋转 曲面 
设 在 wz 华 标 面 上 有 一 已 知 曲 线 c, 它 的 方程 为 (人 
线 。 绕 z 轴 旋转 而 成 的 施 转 曲面 为 1 十 VF 十 更 ,z) = 0. 
4. 常见 的 曲面 方程 


(1) 球面 (z 一 o: 十 人 一 六 ?十 (z 一 c)2 一 民 ,(oybc) 为 球 心 ， 
有 为 球 的 半径 . 


(2) 椭 球 面 。 互 十 于 十 瑟 一 1,6,5,c 分 别 为 椭 球 在 + 轴 .y 轴 、 
= 轴 上 的 截 距 . 


一 一 风 曲 


(3) 档 贺 抛物 面 到 十 划一 = 四 > 0 

《0) 二 次 锥 面 。 瑟 十 其 一 务 一 0, 当 a 一 5 时 为 图 锥 面 
(5) 单 时 双 曲 面 所 十 著 一 竺 一 1 

(6) 双 时 双 曲 面 扎 十 靳 一 殷 = 一 1 
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(7) 双 曲 抛物 面 一 器 + 半 => 0 
(8) 圆柱 面 xz 十 六 二 RR?， 

2 
《9) 椭圆 柱 面 、 握 十 于 一 1， 
(10) 双 曲 柱 面 扎 一 入 
(11) 抛物 柱 面 。”z? = 2py. 


= 
问题 与 解答 

1. 曲面 

《1) 球面 

6.5.1 求 球面 方程 ,已 知 : 

(1) 中 心 在 点 (3, 一 2,4), 半 径 r> 一 35 

(2) 直径 的 两 个 端点 为 (一 1,3,3) 和 (一 3, 一 3,4)3 

《3) 中 心 在 点 (0, 一 3,5) 并 通过 点 (1, 一 2,3)，-， 

解 (1) 中 心 在 点 (3, 一 2,4) ,半径 为 3 的 球面 方程 为 “ 
(z— 3)7+ (y+ 2)?+ (z— 4)? = 3 


(7= 半 VCTITa5 二 GT 十 G 二 人 = 二 YL， 
在 oC31.3 末 3.3 二 4 7 
中 心 在 0( 一 一 5 
故 所 求 球面 方程 为 
人 +2)2 十 @ 一 02+ (一 本 = 全 


), 即 0( 一 2,0, 玉 ). 


(Wr= VO— D4-3+2a) + = V6, 
故 所 求 球面 方程 为 

(z— 0)°+ (y+ 3):+ (2:— 5):= 6. 
6. 5.2 ” 求 下 列 球面 的 方程 
(1) 以 两 定点 ACa1,a2;a3) ,B(bi,b,,53) 连 线 为 直径 的 球面 ， 
(2) 球 心 在 0(a,8,c) 且 分 别 与 坐标 面相 切 ; 
(3) 球 心 为 0a,b,c) 且 过 定点 (xargs)。 

人、 十 bl az 十 br a 

解 (1) 球 心 为 0 所 译 呈 ,生计 名, 让) 
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半径 7 一 于 VG 二 0 十 加 二 的 十 他 二 05 
故 所 求 的 球面 方程 为 


tb 十 十 用 
Cn ee hh 


): 


本 [Ca 一 0903 十 (os 一 ba)? + (os 一 的) 林 . 


(2) 与 zoy 面相 切 的 球面 方程 为 
(z 一 0)2 十 (9 一 0 十 (z 一 c)2 一 c3 


与 yoz 面相 切 的 球面 方程 为 
(z 一 0)2 十 (一 02 十 (z 一 c)2 = a; 
与 zoz 面相 切 的 球面 方程 为 
(z—a)?+ (vy— b+ (2— c= bb 
(3) 所 求 的 球面 方程 为 


(z 一 0a)2 十 (9 一 0)2 十 (z 一 c)2 
= (z0 — a)’ + (yo — b)’ + C20 — eo) 
6. 5. 3 ”一 动 点 与 点 (2,0, 一 3) 的 距离 和 与 点 (4, 一 6,6) 的 距离 
之 比 等 于 3, 求 动 点 的 轨迹 . 

解 设 动 点 为 MM(z,y,z), 由 题 设 有 

VGz 一 2 十 作 一 0: 十 (z 十 3)2 

(二 二 
两 边 平方 ,并 化 简 得 
8z? 十 8 十 8z2 一 68z 十 108y 一 114z 十 779 二 0. 
6.5.4 求 下 列 各 球面 的 中 心 与 半径 ， 
(1 十 六 十 有 2 十 27 一 6z 十 8 二 0; 
(2) z2 十 扩 十 2 十 22 一 3 一 0; 
(3) zz 十 妨 十 好 一 az 十 怒 十 cz。 
解 (1) 原 方程 可 化 为 : 
. (z+ 1)?+(y— 0)+(z— 3)=2, 
所 以 ,中 心 为 0( 一 1,0,3), 半 径 为 -= V2. 
《2) 原 方程 可 化 为 : 
二 (y 0)7 十 (z 十 1 二 -4. ， 
所 以 ,中 心 为 0(0,0, 一 站 ? 闭 径 注定 2 
一 1057 一 
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(3) 原 方程 可 化 为 
(4 一 各 十 一 也 十 ( 


多 = 让 十 所 十 

所 以 ,中 心 为 0( 针 ,加 ,二 ,半径 为 "二 序 VE 十 了 十 

6.5.5 求 过 球面 衬 十 凡 十 好 一 于 上 一 点 Molzo,yo,zo) 所 作 的 球 
面 切 平面 的 方程 及 过 原点 垂直 于 切 平面 的 直线 方程 . 

解 ”过 点 (ro,y,z) 切 已 知 球面 的 切 平面 方程 是 

zo(z 一 zo) 十 go(y — yo) 十 zz 一 z) 一 0， 
即 zez 十 3yog 十 zz 一 好 一 0. 
又 s= {zoyyoyzo}, 所 以 过 原点 垂直 于 切 平面 的 直线 方程 为 
2 
To 3 zo 

6. 5.6 求 空间 圆 z 十 六 十 2 一 a 二 0,4z 十 By 十 0z 十 D=0， 

(a 之 0, 和 4 十 Br 十 C? 关 0) 的 圆心 和 半径 . 


解 ” 过 球 心 0(0,0,0) 垂直 于 已 知 平面 的 直线 方程 是 也 = 


着 = 二 ' 设 加 心 为 (z,51 引 , 则 7 二 hl,y = Bt,z= C4. 因为 (i,952) € 


加 _ 一 也 
所 以 全 十 了 十 十 卫 一 0 一 布 十 京 十 区 
故 贺 心 为 
OC AD 本 BD CD ) 
十 BB 十 0 十 BP 二 0 A 十 了 十 CG 


et Dp 
又 及 一 下 一 全 十 闻 十 鸭 二 一 看 二 原 二 0 


Ld 
所 以 ,半径 R= 和 /a? TG 


6. 5.7 讨论 点 Pola,58,c) 和 球面 (z 一 7z0)? 十 (y 一 yo)? 十 (z 一 2z0)? 
三 7? 的 相关 位 置 . 
解 。” 当 (a 一 zo 十 (5 一 yo? 十 (c 一 zo)? 之 7 时 ,Po 在 球面 外 
部 ; 
当 (e 一 zo0)2 十 起 一 go0)2 十 (ec 一 z)2 天 了 2 时 ,Po 在 球面 内 部 
当 (e 一 zo2 十 履 一 ge) 十 (ec 一 zo)2 一 弛 时 ,Po 在 球面 上 . 
| 6.5.8 求 球面 族 的 方程 与 球 心 的 轨迹 
| 一 1058 一 


8$5 曲面 与 空间 曲线 


《1) 以 7 为 半径 与 三 坐标 面 均 相 切 ; 
(2) 与 三 坐标 轴 均 相 切 . 
解 ”球面 族 方程 是 
(z 十 ar)2 十 (十 ezr)2 十 (z 十 sr)2 一 72. 
(= 土 1,1 = 1,2,3). 
这 里 符号 的 选择 方式 共有 八 种 ,对 每 一 个 > 值 共有 八 个 球面 ,分 别 位 于 
八 个 卦 限 内 ,其 球 心 轨迹 是 过 原点 的 四 条 直线 : 


=y= 2 —z=y= 2 


y= 2 z 一 一 一 2 

(2) 设 球 心 (avaya) ,球面 族 是 

(z 十 ao: 十 (十 ea)2 十 (z 十 sa) 一 (W2a2 
(ea 一 土 1 i= 1,2,3). 

同 (1) 一 样 ,对 于 每 一 个 ,共有 八 个 球面 分 别 位 于 八 个 卦 限 内 , 球 心 轨 
迹 也 是 过 原点 的 四 条 直线 . 

6.5.9 求 球面 方程 .已 知 : 

《1) 球 心 在 原点 且 与 平面 16z 一 19y 一 12z 十 75 = 0 相 切 3 

(2) 球 心 在 0(1,4, 一 7), 且 与 平面 bz 十 6 一 7z 十 42=0 相 
切 ; 

(3) 球 心 在 直线 -< 一 全 尺 一 2 一 2 上 ,上 且 过 点 (2, 一 3,6) 和 
《6,3, 一 2). 

解 ” 设 原点 到 平面 的 距离 为 半径 7, 则 

10+0+75| 75 
V16? 二 (一 19)? 十 (一 12)? V761 


” 所 以 球面 方程 为 开 十 歼 十 有 z= 3H 
(2) 同 理 ,r 16 XI1 十 4X6 十 (一 7)( 一 7) 十 424 
V6 十 时 十 (一 7 


和 121 - Vi21. 
121 
故 所 求 球面 方程 为 
Go 4 
(3 设 球 心 在 0(X,Y,2); 则 ， ek > 
一 1059 一 
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(CK 一 2)2 十 (十 3)2 十 (2 一 6)2 

一 (X 一 6): 十 (一 3)2 十 (2 十 2)?， 
即 8X 十 127 一 162 一 0. Ee 
另 一 方面 ,以 X= 2 十 4 4 一 8,2 二 2 十 4 代入 上 式 ， 


得 
16t + 32 — 48to — 96 — 32 — 16t, = 0, 
所 以 ,4 = 一 2, 由 此 求 得 球 心 为 0(0,0,0). 
又 == 2? 十 (一 3)? 十 6: 二 49. 故 所 求 球面 方程 为 
x 十 六 十 2 二 49. 
6.5.10 已 知 点 4(2, 一 1, 一 4) 和 B(5,5,5), 48B 的 过 线 与 球面 
到 十 所 十 妈 一 2z 十 6 十 14z 十 3 一 0 交 于 点 P., 求 证 ， 
4P A0_ 1 


直线 4B 的 方程 为 ”2 一 1 一 2 二 4， 

其 参数 式 为 z 一 上 十 2 一 2 一 lz 一 3( 一 4， 
代入 球面 方程 ,得 # 十 2 一 3==0,4= 1,4== 一 3. 
由 此 得 交点 P(3,1, 一 1) 与 Q( 一 1, 一 7, 一 13). 

4P 一 (3 一 2,1 十 1, 一 1 十 4})={(1,2,3)}. 

PB 一 (5 一 3,5 一 1,5 十 1)} = {2,4,6} = 24P， 

AQ={ 一 1 一 2, 一 7 十 1, 一 13 十 4)={( 一 3, 一 6, 一 9)， 

QB 二 {5 十 1,5 十 7,5 十 13} = (6,12,18) = 一 24Q， 

所 以 ， = 一 学 = 二 

6.5.11 若 平 面 各 十 By 十 Cz 十 D== 0 是 球面 2 十 六 十 2 二 R? 
的 切 平面 , 问 系数 应 满足 什么 条 件 ? 

解 ”因为 原点 是 球 心 , 故 原点 到 切 平面 的 距离 是 半径 . 即 

10 十 0 十 0 十 了 二 下 

或 Dr= F(A B+ C0). 

8.5.12 过 < 轴 作 球面 (z 十 5)? 十 (y 一 8)? 十 (z 十 DD: 二 16 的 
切 平面 . ; 

解 球 心 为 0( 一 5,8, 一 1) ,半径 r>= 4, 设 过 s 轴 的 平面 为 

一 DB966 一 
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By+ Cz= 0, 
8B— cl 
则 | 4, 即 488?: 一 15C? 一 16BC 一 0， 
VBP+C 


或 ” (48 一 30)(128 十 5C) = 0， 
由 此 得 B= 辽 0, 或 B= 一 总 ,所 以 , 切 平面 为 
cy + cz 一 0 或 一 号 cr 十 Cz 一 0， 


即 3y 十 4z 二 0 或 5y 一 12z 二 0. 

6. 5.13 求 与 直线 y 一 0,z 二 a。 和 直线 z 二 0,z 4 均 相 切 的 球 
面 中心 的 轨迹 . 

解 ”已 知 两 直线 的 参数 式 为 p 二 pi 十 sf 及 p 二 pz 十 ts3, 其 中 9 
= {1,0,0},p: = {0,0,a};s = {0,1,0},p: = {0,0, — a}. 

设 所 求 的 与 两 直线 均 相 切 的 球 的 球 心 为 PCz,y,z). 则 由 点 到 直线 
的 距离 公式 得 


IPP, Xx st| _ |PP; x s3| 
isl sl 
即 有 IPP' X s?| = |pp: X $2|， 
(z 一 0)2 十 妃 一 (z 十 o)2 十 22. 

化 简 得 22 一 护 十 4oz 一 0. 

(2) 柱 面 

6.5.14 说明 下 列 曲面 是 柱 面 ,并 画 出 草图 . 

(Dr= 2 (2) y =z; (3) p? 一 axcos205 

(4) y = sinz; (5) z3 十 y= 3ary. 

解 (1) y= 是 以 与 z 轴 平行 的 直线 为 母线 ,平面 曲线 y= z， 
z 二 0 为 准 线 的 柱 面 (如 图 (1)). 

(2) 同 理 ,y = *# 是 以 平行 于 z 轴 的 直线 为 母线 ,平面 曲线 y = zx?,z 
二 0 为 准 线 的 柱 面 (如 图 (2)). 

(3) 曲面 p= a?cos20 是 以 z 轴 为 母线 ,平面 曲线 p? 二 atcos20,z 二 0 
为 准 线 的 柱 面 ( 如 图 (3)). 

(4)、(5) 与 (1)、(2) 类 似 . 草图 如 图 (4) , (5). 


一 1001 一 
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6. 5. 14 题 图 


385 曲面 与 空间 曲线 


6.5.15 设 柱 面 的 母线 平行 于 直线 z 一 y 一 z, 准 线 为 z 十 y 一 z 一 
1 = 二 0,z 一 y 十 z= 二 0, 求 柱 面 方程 . 

解 ” 过 准 线 上 一 点 (z,y,z) 且 与 直线 z = y= z 平 行 的 母线 的 标准 
方程 为 < = 或 X z 十 67 一 ?十 2 一 > 十 夺 将 
此 参数 式 代入 准 线 方程 ,得 2Y 一 20 一 1=0. 

6.5.16 柱 面 的 母线 平行 于 直线 z =y = z, 且 准 线 是 曲线 于 十 妨 
十 2 一 lz 十 y 十 = 一 0, 求 柱 面 的 方程 . 

解 设 柱 面 的 母线 方程 为 

三 一 z 一 了 一 9 一 Q 十 z 
由 此 可 得 y=z 一 X 二 Yy,z=z 一 X 十 2, 代 入 z 十 y 十 z= 0, 得 
《2X —Y— 2) (2Y 一 2 — XxX) (22— X—Y) 
3 和 3 Ye 3 E 
再 将 所 得 的 z,y,z 代 入 z? 十 严 十 江 二 1, 化 简 后 得 
+ 一 XY 一 YZ 一 ZX 一 子 一 0. 

6.5.17 求 曲线 6zy 一 9y 一 2zz 十 24z 一 9y 十 3z 一 36 二 0， 
2z 一 3y 十 z 二 9 平行 于 z 轴 的 投影 柱 面 . 

解 ”消去 z, 得 平行 于 z 轴 的 投影 柱 面 为 

一 9% 十 6zy — 2(9— 2z+ 3y)z + 24z — 9y 
十 3(9 一 2z 十 3y) 一 36 一 0， 


即 4z 一 9y = 36. 
6.5.18 来 曲线 (2 +1 在 zoy 平面 
上 的 投影 . 


解 ”消去 ,得 平行 于 z 轴 的 投影 柱 面 方程 为 
2z: 十 (z 十 1): 十 5y(z 十 1) 一 3z 一 (z 十 1D) 一 7=0， 
即 3z7 一 2r 十 5zy 十 5y 一 7 二 0. 
故 所 求 的 投影 为 
(i 
2 一 0 
6.5.19 求 两 球面 2 十 十 有 二 1 和 开 十 人 D 二 (一 
一 工 的 交 线 在 zoy 平 商 上 的 投影 方程 . 区 二 
解 ”消去 ,得 平行 于 z 轴 的 投影 柱 面 为 
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第 六 章 ”空间 解析 几何 


2 十 (9 一 1)2 十 ( 士 VI1 一 于 一 护 一 1)2 一 1， 
即 一 2 十 2 干 2 YI1 一 2 一 护 =0. 
9 一 1 王 士 VI1 一 22 一 护 ， 
到 十 2 护 一 2 一 0. 
故 交 线 在 zoy 平面 上 的 投影 是 
人 十 2 妨 一 2 一 0， 
z= 0. 
6.5.20 求 曲线 3 十 一 22 一 0,2 一 9 一 1 在 zoy 平 面 上 的 投 
影 柱 面 和 在 xoy 面 上 的 投影 方程 . 
解 ” 消 去 z, 得 35 十 六 一 2Cy 十 1)7==0, 即 
3z — (y— 1)?= 3. 
此 柱 面 是 母线 平行 于 z 轴 的 椭圆 柱 面 . 它 在 zoy 面 上 的 投影 方程 
是 
a (y—1)= 
3 一 0. 
这 是 zoy 面 上 的 椭圆 . 
6.5.21 把 曲线 方程 
人 4z， 
+ 3z: 一 8z 一 12z. 
人 轴 与 z 轴 的 柱 面 的 交 线 方程 . 并 由 此 作出 曲线 的 草 


解 ”消去 z, 得 
Sy: + 52 = 20z, 
即 所 十 22 一 4z， 
或 十 (2 一 2)? 一 22 
消去 z 得 , 六 十 4z 二 0， 
所 以 柱 面 的 交 线 方 程 是 
小 2 二 4z， 
所 十 4z 一 0. 


草图 如 右 . / 
.8.5.22 试 求 通过 直线 . ,6.5.21 题 用 ，; 


一 4 的 4 一 


§ 5 ”曲面 与 空间 曲线 


z= 0; z= 0; 是 二 人 
古人 二 (i 站 
的 圆柱 面 方程 . 


解 ”将 已 知 直线 方程 化 为 标准 式 ,得 


z— -ee < 了 1 


因为 s = {0,1， 1 
在 Li 上 取 一 点 P1(0, 十 1, 一 D，, 作 与 三 直线 都 垂直 的 平面 r, 其 方 
程 为 y 十 z 一 0. 由 方程 组 


z 一 0， z= V2， 
下 + zy 一 z 一 0， 
3 十 z 一 0; y 十 z 二 0 
求 得 7 与 直线 L2,Ls 的 交点 为 Pz(0, 一 1,1),Ps(V 2 ,0,0).Pi,Pz,Ps 


确定 了 平面 r:y 十 z= 二 0 上 的 一 个 圆 . 设 圆心 为 CCz,y,2), 则 
1CP:| = |CP:| = |CP:|， 


即 VC 一 0): 十 (一 1): 十 (z 十 1): 
= VCz 一 02: 十 G 十 1D2 十 (z 一 1)2， 
VCz 一 0): 十 (十 1 十 (z 十 1 
一 VC 一 V2) 二 G 一 0 十 (一 0 
上 面 两 式 平方 后 得 z 一 y= 二 0 和 VY 2z 一 y 十 z= 0. 
z—y=0, 
故 由 | 二- 
3 十 2 一 0 
可 以 求 得 圆心 为 C(0,0,0) 
所 以 ,圆柱 面 的 轴线 方程 为 5 一 子 = 子 - 半径 
r= (CP|= V(0 一 0: 十 (0 一 D2 十 (0 十 0 一 V2. 


因为 圆柱 面 上 任 一 点 PC(z,y,z) NN 故 由 R230 
题 可 知 ,点 到 直线 距离 为 


一 065 一 
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/0 ss 
|{y—z, — x,7}| 
或 2 V 2 
V2 
即 VG— z+ 二 += 2. 


2z 十 六 十 22 一 281z 一 4. 
6. 5. 23 ” 试 求 一 柱 面 方程 ,使 之 以 曲线 4:y 二 p(z) 为 准 线 , 其 母线 
平行 于 直线 LE 一 二 ?和 广汉 Se 名 (a,5,c 中 至 少 有 一 个 不 为 0). 
解 ” 设 MCX,Y,2) 冤 所 表 东 大 下 三 忆 所 :十 记 作 直 和 I, 则 
六 的 方程 为 :站 一 所 一 二 又 柱 面 以 y= 9(z) 为 准 线 ,所 以 
与 1 必 在 同一 平面 z 二 0 上 相交 .因此 , 令 z= 0, 由 


人 

c 
yy 
y=Y Fp 


解 得 与 /的 交点 为 p(X 一 一 0). 


因为 PE 4 所 以 y= 9g(7z)<==>Y — bZ/c = p(X— 22) 


即 为 所 求 的 柱 面 方程 . 

6. 5. 24 。 求 下 列 曲线 在 三 坐标 面 上 的 投影 柱 面 , 并 选用 两 个 投影 
柱 面 来 作 该 曲线 . 

(De 十 六 十 人 2 二 25 十 分 一 2 二 08 

(2) 2 十 护 一 2 一 1 一 0 一 护 一 2 十 1 一 0. 

解 (1) 两 式 相 加 消去 z, 得 2z 十 5y 一 25, 它 表示 曲线 在 zoy 面 
上 的 投影 . 
同 理 ,3y 一 22 十 25 一 0 表示 曲线 在 zy 面 上 的 投影 

3z: 十 5z 二 100 表示 曲线 在 zoz 面 上 的 投影 . 


27 y=25 ， 避 
曲线 可 用 {35 二 100 表 示 ， 
一 tb066 一 
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(2) 与 (1) 同样 ， 
六 一 1 二 0 表示 曲线 在 zoy 面 上 的 投影 柱 面 ; 
一 z 二 0 表示 曲线 在 zoz 面 上 的 投影 柱 面 ; 
rv—1=0 ， 表示 曲线 在 yoz 面 上 的 投影 柱 面 . 
曲线 可 用 (0 "表示 
《3) 锥 面 
6.5.25 说明 下 列 曲面 是 锥 面 ,并 指出 其 次 数 及 顶点 . 
(1) (yz 一 2)? 十 (z 十 z 一 站 ?十 (z 十 y 一 22)? 二 0; 
(2) (9 — 2):++ (2— z+ (rz — y= 0; 
(3) (y 十 z 一 2)? 十 (z 十 z 一 2) 十 (z 十 y 一 2)? 
3G0 十 z 一 2)(z 十 z 一 2)(z 十 y 一 2). 
解 (1)、(2) 都 是 以 原点 为 顶点 的 二 次 代数 锥 面 ; 
(3) 将 原 式 改写 为 : 
[Go 一 1 十 (z 一 1) 十 [(z 一 1) 十 (z 一 1 
十 [Gz 一 1D) 十 人 一 1 
3[(G 一 1) 十 (z 一 1)].[(z 一 1 十 (z 一 1)] 
[(z 一 1D 十 (一 1]. 
此 曲面 是 以 (1,1,1) 为 顶点 的 三 次 代数 锥 面 . 
6.5. 26 求 锥 面 
2 十 好 2 一 (一 0)2 一 0 
的 顶点 ,并 求 它 在 y 二 5 上 的 准 曲 线 ， 
画 此 锥 面 的 草图 . 
解 ” 锥 面 z? 一 (y 一 oa): 十 2 二 0 


的 顶点 坐标 是 4(0,a,0) ;其 准 线 为 
a (6 C— a)’, 
y=b. 党 
草图 如 右 . 6. 5. 26 题 图 


6. 5.27 ”一 锥 面 的 顶点 在 原点 , 准 线 为 所 十 落 = 1,z= "建立 此 
锥 面 方程 
解 ”过 项 点 和 准 线 上 的 点 (zy,z) 的 母线 为 基 一 荆 一 之 ， 


于 


第 六 章 。 空间 解析 几何 


Xx 到 Z 
将 z 一 c 代 入 上 式 ,得 三 Ss 
其 经 
?= bi 3 = 0 
将 zy 代入 第 一 个 方程 ,得 
a bh 人 

这 即 为 所 求 锥 面 的 方程 . 

8.5.28 求 适合 下 列 条 件 的 锥 面 方程 ,并 画 出 草图 . 

(1) 顶点 (0,0,0) , 准 线 于 十 刀 一 az 一 ci 

(2) 顶点 (0, 一 a,0), 准 线 z 十 于 十 2 二 qi,y 十 z= 二 a 


解 (1) 在 准 线 上 任 取 一 点 8(z1,y1,z4), 则 母线 方程 为 


i i 
3 Z1991 Zl 
1 pe ps 


又 因 @ 点 在 准 线 上 ,所 以 zf 十 并 = a?,z1 二 cc. 


消去 系数 z1,y1,z4, 得 c27? 十 C2 一 az 
即 巨 十 号 一 号 = 0, 这 即 为 所 求 难 面 的 方程 


a 


(2) 在 准 线 上 任 取 一 点 8(z1,y1,z1), 则 过 8 的 母线 方程 为 


6. 5. 28 题 图 
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又 因 9 点 满足 准 线 方程 . 所 以 可 得 + 一 二 元 革 ,于 是 ， 


2az 2aly + a) 人 2az 
yz 二 a’Y y 十 z 二 a a y 十 z 十 a” 
2ar 2aly + a) 2az 
所 以 (2 下 二 国王 让 川 十 5 下 了 CR 
即 zz 十 2 一 zl(y 十 a) = 0. 
草图 如 上 . 


6. 5.29 已 知 准 线 为 立方 抛物 线 y = z:,z 二 0. 
《1) 求 以 4,m,n 为 母线 方向 数 的 柱 面 方程 . 
《2) 求 以 (a,5,c),c 天 0, 为 顶点 的 锥 面 方程 . 
解 ”在 准 线 上 任 取 一 点 8(z1,yy,z1), 则 过 8 点 的 母线 方程 为 
EA WE ol NE md 
i m n 


即 21 =z 一 =y 一 m= 2 一 
又 因 @ 点 在 准 线 上 ,所 以 y= zj ,z= 二 2 一 二 = 0,1 


而 y 一 mt 二 (z 一 ，, 故 有 Y 时- (zx 人 


这 即 为 所 求 的 柱 面 方程 . 
(2) 取 Po(zoysoyzo) 为 准 线 上 任 一 点 , 则 yo = 台 , 又 母线 方程 
ma rr 


Zo 一 4 3o 一 必 二 人 


1 


于 是 zw%= Se [Le(z 一 c) 一 cz 一 ao)]， 
加 一 了 了 和 2 zolz —¢)— ce(y— b)]. 
代入 如 二 得 


(z 一 c)2Lb(z 一 c) 一 ec 一 切 ] 一 [a(z 一 ce) — ez— a), 
这 即 为 所 求 的 锥 面 方程 . 
6. 5. 30 已 知 准 线 为 定 直线 
使 十 bz 十 cz 十 站 一 0， 
az 十 bzy 十 cz 十 d 一 0. 
(1) 求 以 4m,s 为 方向 数 且 不 与 定 直线 平行 的 直线 为 母线 的 柱 面 
方程 ， ee EE 
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(2) 求 以 不 在 定 直 线 上 的 一 点 (zyo,za) 为 顶点 的 锥 面 方程 . 
解 〈1) 在 准 线 上 任 取 一 点 CCzuj,z)， 则 过 @ 点 的 母线 方程 
为 : 


其 参数 方程 为 z 一 一 十 凡 y 一 护士 ml z 一 21 十 双 . 
所 以 ,z 一 z 一 巡 和 一 一 mtzl 一 2 一 太 
因为 QCziyiz) 在 准 线 上 , 故 有 
qa(z— D+hy—m)+o(z— mn) +d = 0, 
{2e 一 人 二 + bly — mi) cz— mM) + d= 0, 
( 旦 十 by 十 cz 十 di 一 (au 十 bm 十 cin)t 二 0， 
az 十 bzy 十 cxz 十 dz 一 (ax 二 bzm ++ czn)t = 0. 
又 因为 母线 与 准 线 不 平行 ,所 以 ,ail 十 bim 十 cm 天 0， 
azl 十 bzm 十 can 天 0, 消 去 参数 上 得 
qz1 十 十 cz 十 轴 qaz 二 bay 十 Caz 十 dz 
qt 十 bim 十 cn aazl 十 bam 十 can 
这 表示 一 个 平面 . 
(2) 设 锥 面 顶点 为 (zo,yo,zo), 准 线 为 直线 
{ 十 5 十 cz 十 由 一 0， 
qz 十 by 十 cz 十 dz 二 0. 
在 准 线 上 任 取 一 点 8(zi,y1,z1), 则 过 8 点 的 直 母 线 方程 为 ; 


即 


Ep 
TI Zo 入 了 2 一 20 
z 一 ze 十 ze 纤 一 加 十 got Zz— m+ zot 
2 > t ， 站 。 


又 Q(zi,y1,z) 在 准 线 上 ,所 以 
qi(z — 10) + bily — yo) + ci1(z CO— 20) 
十 taizo 十 bo 十 cz 十 da) 一 0， 
az 一 zo) + baly — Yo) + calz — 20) 
十 tazze 十 bzyo 十 czz0 十 d2) 一 0. 
又 因为 点 (zyo,zo) 不 在 已 知 直线 上 ,所 以 
qz 二 by 十 co7 十 4 取 0.(i== 1,2)， 
az 一 zo) + bily — ¥o) + ci(z— 20) 
消去 4 得 alze 十 和 二 a 


85 曲面 与 空间 曲线 


az(z — 70) + bal¥ — ¥0) + cz(z — 20) 
aazze 十 bayo 十 czzo 十 dz 
6.5.31 求 通过 点 (一 2,0,0) 和 (0, 一 2,0) 上 且 与 锥 面 妇 十 六 一 守 


的 交 线 为 抛物 线 的 平面 方程 . 
解 ” 设 所 求 的 平面 方程 为 4 十 B 十 Cz 十 了 一 0, 则 
—24+D=0, () 
—2B+D= 0. (2) 


另 一 方面 ,由 圆锥 截 线 的 性 质 知 ,和 锥 面 交 成 抛物 线 的 平面 与 锥 面 
的 一 条 母线 是 平行 的 ,而 已 知 锥 面 是 圆锥 面 , 所 以 锥 面 上 任 一 条 母线 与 


zoy 坐标 面 都 成 定 角 气 , 故 所 求 平面 与 zoy 面 也 成 定 角子 ,于 是 由 两 平 
面 的 夹 角 公式 得 


2 
VAtB+O 2 
即 A 二 Br 一 C= 0. (3) 


由 (1)、(2)、(3) 解 得 ,4 一方 D, 8 一 去 D, 0 = 土 六 和 Dp 


2 
于 是 所 求 的 平面 方程 为 
z 十 y 十 V2z+2=0 与 z 二 y 一 V2z+2=0. 
(4) 旋转 曲面 


6.5.32 ”指出 下 列 方程 所 表示 的 曲面 ,特别 指出 哪些 是 旋转 曲 
面 ,它们 是 怎样 产生 的 . 


2 2 22 

(D 计 十 等 二 后 =1l; (2) 于 十 扩 十 于 一 1 
(3)z2 十 2 十 32 一 9; (2 一 下 十 2 一 1 
Ea :二 一 

(5) 4 9 = 3z (6)z2: + y= 4z; 

a Ca 
(和 十 基 一 全 9) 可 十 有 一 站 = 一 2 
(yl (10)z — y= 4z. 


解 (0) 字 十 下 <= 1, 它 是 旋转 棋 球 面 , 可 由 椭 回 


忆 才 这 下 


第 六 章 ”空间 解析 几何 


CR 
人 1 绕 = 轴 旋 转 而 成 . 
2 一 0 


(2) 于 十 (所 十 2) 一 1 或 (好 十 她) 十 好 一 1, 它 是 球面 ,可 由 贺 
仁 十” “ 绒 z 轴 旋转 而 成 , 亦 可 由 {” 二 。 " 绕 < 轴 旋转 而 成 
22 y Se 
(3) 可 十 本 十 本 一 工 是 本 球面 
2 
(4) 人 十 加 一 过 一 1 是 单 叶 旋 转 双 曲 面 , 可 由 双 曲 线 


2 一 扩 一 1 
4 绕 y 轴 旋 转 而 成 . 


2 一 0 


(5) 写 十 革 = 3 是 椭 加 抛物 面 
(6) 2 十 六 二 和 是 施 转 擅 物 面 ,可 由 抛物 线 [” ，“ 绕 z 轴 旋转 而 


bs 
3 - 


成 . 
(7) 下 十 茵 一 可 一 一 1 是 双 时 双 曲 面 . 
(8) 三 寺 二 一 徊 = 一 1 它 是 双 叶 旋转 双 曲面 , 可 由 双 曲 线 


五 一 “ 绕 z 轴 旋转 而 成 . 


(9) 妇 一 ( 妨 十 3) 一 1, 它 是 双 叶 旋转 双 曲 面 , 可 由 双 曲 线 


仁 二 ”一 " 绕 = 轴 旋转 而 成 . 

(10) 一 六 = 4z 是 双 曲 抛物 面 . 

6.5.33 求 以 z 轴 或 ? 轴 为 旋转 轴 , 下 列 曲线 为 母线 所 生成 的 旋转 
曲面 的 方程 . 

(1)9 一 zz 一 0 (2)y 一 sinz,z 一 0; 

(3) 一 ez 一 0 (4)P 一 axcos20,z 一 0. 

解 ”以 z 轴 为 旋转 轴 : 
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(1) 六 十 了 2 一 2 

(2) 妨 十 2 一 sin2z; 

(3)¥ + = er, 

(4) (z+ 二 +2)? = (zo). 

以 y 轴 为 旋转 轴 ， 

(Dy¥ = (z+ z2)33 

(2) (arcsiny)2 = rx? 十 22; 

(3) (ny)? 一 2 十 223 

(4) (z+ +2)? = qr 二 + 2). 

6.5.34 指出 下 列 方程 表示 怎样 的 曲面 ,并 画 出 其 草图 . 


CDz 十 二 二 本 = (2)36z 十 9y 一 4 一 36; 
2 有 2 

(3) 于 十 壬 = (002 一旦 一 本 = 

(92 十 二 一 本 0 (zz 十 一 瑟 = 0 

(7) 包 十 22 一 zz 一 0; (8)z: 一 所 十 2z 王 0. 


解 〈1) 以 原点 为 中 心 的 椭 球 面 . 在 zy.z 轴 上 的 半 轴 长 分 别 为 1， 
2,3( 见 图 (1)). 


(2) 原 式 可 写 为 世 十 基 一 十 (z 十 9), 这 是 以 z 轴 为 对 称 轴 的 椭 贺 
抛物 面 ,顶点 在 (0,0, 一 9)( 见 图 (2)). 


,A 
-各 85.34 题 图 全， 
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(3) 以 z 轴 为 对 称 轴 , 顶 点 在 (0,0,0) 的 椭圆 抛物 面 ( 见 图 (3)) 
(4) 以 z 轴 为 旋转 轴 的 双 叶 旋转 双 曲 面 ( 见 图 (4)). 


2. 0 


(3) 
(5) 锥 面 ,顶点 在 (0,0,0)( 见 图 (5)). 
(6) 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 锥 面 ,顶点 在 (0,0,0), 草 图 与 (5) 相 
似 .路 有 差别 . 
(7) 是 以 > 轴 为 旋转 轴 的 旋转 抛物 面 ,顶点 (0,0,0) ,草图 与 (3) 相 


似 ， 
(8) 是 双 曲 抛物 面 ( 见 图 (6)). 
Zz 
Zz 
V ) 
0 y 4 
于 莽 
(6) 
(3) 


6.5.35 由 李 球 面 到 十 占 十 季 二 1 的 中 心 引 把 条 互相 秋 直 的 射 
一 A994 一 


§ 5 曲面 与 空间 曲线 


线 , 分 别 交 曲面 于 Pi.Pz.Ps. 设 |OPi| 一 ro1OP:| 一 7z1OP:| 一 ?+ 证 
明 : 


1 
到 十 吉 + 直 = 二 + 记 + 吉 
证 设 a,Pi,p(i 一 1,2， 人 采风 轴 生 二 证 庆 册 双 
OP, 一 《ricosaiyricospiyricosy } ， 
OP: = 《rzcosazyrzcosp2,7zcosyz} ， 
OP: = (rscosasyrscosjsyrscosys}. 
因为 P1,Pi,P; 在 椭 球 面 上 ,所 以 ， 
Tcos’a! | ricos’p! 夺 Ticos’y 
a b C2 
下 二 2 十 Tees 


一 ]， 


7gcosa sot es 
a + 


二 
二 人 cos25。，， cos2) 
或 了 
1 _ coszaz | cos’p: | cos’ys 
于 2 Tp 十 一 本 
1 2 2 2. 
吉 = Se 十 a 十 em 
等 式 两 边 分 别 相 加 得 
二 二 吉 站 衣 = 直 Ceosia 十 cos?az 十 cos?as) 十 直 keoszp， 


十 cos28: 十 cos*ps) 十 让 (east 十 cos?ya 十 cos?ys). 


因为 三 条 直线 互相 垂直 ,所 以 ,它们 可 以 看 作 新 坐标 系 的 三 个 轴 ， 
于 是 a1,az,as 是 z 轴 与 三 个 新 坐标 轴 的 夹 角 . 它们 可 以 看 作 z 轴 在 新 坐 
标 系 下 的 方向 角 . 故 cosza 十 coszas 十 coszas 二 1. 同 理 ,cos28, 十 coszp: 十 


cos’ps = 1,cos’yi 十 coszya 十 cos’ys 一 1. 全 


1 1 1 
于 4 大 二 i + 到 十 二 
6. 5. 36 一动 直线 沿 三 条 直线 1: 子 1 -2 
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二 = 子 , na: 地 二: 一 子 滑动 , 求 动 直线 的 轨迹 方程 


解 ” 设 点 ed 为 动 直线 上 的 点 ， Lm 为 其 方向 矢量 , 则 它 
的 方程 为 


由 于 动 直线 在 三 条 已 知 直 线 上 滑动 ,因而 满 必 共 面条 件 , 即 有 
条 各 之 于 条 z 一 2 > z 3 十 1 z 
z 0 一 1|= 0， 0 1 1|=0,|z 0 1|= 0. 
《 m Rn l m Rn [4 mm n 


将 这 三 个 行列 式 展开 ,并 整理 得 
(1 ~ PDL (z+ 22)m + (2 — 2y)n = 0, 
fe 一 2) 十 (2 一 z)mm 十 (z 一 2)a 一 0， 
Gy 十 Di 十 (22 一 zm 二 + (— 2— 2y)r= 0. 
因为 ,m,n 是 动 直 线 的 方向 矢量 ,所 以 上 面 齐 次 方程 组 关于 (mn 
有 非 零 解 的 必要 条 件 是 
1—y z+2: 2 一 2y 
扩 一 2 人 一 人 2 一 2 
十 1 2z 一 z --2 一 2y 
展开 把 并 整理 ,得 
2 十 838--82 一 8 一 0. 
即 动 直线 的 轨迹 为 村 十 六 一 闻 一 荆 
8.5.37 zoy 面 上 有 圆心 在 z 轴 上 上 且 过 原点 的 一 圆 , 动 直线 与 该 贺 
交 于 点 4, 与 z 轴 交 于 点 B, 且 使 04 = 0B, 求 此 动 直 线 所 形成 的 曲面 . 
解 ” 设 圆 的 方程 为 (z 一 a)? 十 六 二 a,z 二 0; 取 ACa(1 十 cos0)， 
asing,0),B(0,0,k). 这 里 0,t 是 参数 ,由 假设 04 = 08, 得 


= 0. 


[C1 十 cos9)? 十 stn] 一 已 (1) 
y Sk 
又 cn 的 方程 为 XT 下 5 一 20 一 一 4 
即 z= at(l + cos0),y = atsing,z = (1 — 1), (2) 
把 (2) 式 代 入 (1) 式 ,得 
Zt 
+= 0 (3) 


一 站 3 一 
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再 由 z = at(1 十 cos9), y = aksing 得 
(z— a = at, tt — 20rt+ ot = a 
即 开 一 20 十 六 二 011 一世 起 革 ,代入 (3) 式 得 
(Ci 

6. 5.38 已 知 一 圆 , 自 圆 心 作 圆 面 的 垂 线 ,在 圆 上 取 动 点 ,过 此 点 
及 垂 线 作 一 平面 ,在 此 平面 上 ,以 该 动 点 为 心 , 定 长 (小 于 定 圆 半径 ) 为 
半径 作 轿 , 求 此 圆 所 生成 的 曲面 . 

解 ”到 定 贺 圆心 为 原点 , 定 加 所 在 的 平面 为 zoy 面 ,建立 坐标 系 ， 
则 定 圆 方程 为 * 十 交 二,z 一 0, 动 点 为 Placos9,asin6,0). 过 z 轴 及 P 
点 作 动 平面 


2 y z 


acosb asing 0|= 0. 


0 0 1 
即 zsing 一 ycosg = 0 (1) 
yy zsinb 一 ycosbg = 0， 
故 动 回 方 程 是 人 (一 asing): 十 了 2 一 妨 ， Ga 
cosg _ sing 1 
由 (1) 式 有 一 = 一 = a (3) 
bs YB 土 Vr+y 


《最 后 一 个 等 号 是 由 y = msin0, 即 sing = 立 而 得 ) 由 方程 组 即 动 图 方程 
的 第 二 个 方程 得 
开 十 十 有 十 a 一 二 2a(zcos0 十 ysin0). (4) 
将 (3) 式 代 入 (4) 得 
(z? 十 六 十 2 十 a 一 5)? 二 4a?(z? 十 妨 ). 


2. 空间 曲线 

6. 5.39 ” 当 螺 旋 旋 转 时 ,螺旋 上 的 一 点 1 ,一 方面 绕 螺 旋 的 轴 作 
圆周 运动 , 另 一 方面 又 沿 轴线 的 方向 前 进 ,点 M 运动 的 轨迹 称 为 螺旋 
线 . 求 螺旋 线 的 方程 

解 ”建立 坐标 系 如 图 . 动 点 由 Me(a,0,0) 开始 运动 ,一 方面 以 角 
速度 " 绕 z 轴 旋转 ,同时 又 以 速度 > 沿 = 轴 方向 运动 (ov 都 是 常数 ). 于 
是 ,对 曲线 上 任意 一 点 M(z,yyz) ,就 有 
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Z 一 acosot 
= asinot 
z= W. 

这 就 是 螺旋 线 的 参数 方程. 
消去 t, 即 可 得 到 螺旋 线 的 一 般 形 
式 的 方程 为 


22 十 所 一 02， 
一 asin( 7). 
6. 5. 40 求 球面 2 十 十 z2 二 7 
与 (1) 柱 面 :z? 十 二 a?; 
(2) 锥 面 ?十 六 二 ztg%0 的 交 线 的 参数 方程 . 


解 (1) 令 z 二 acosb,y = asing, 代 入 球面 方程 得 z 一 士 Vr? 一 a? 
(7 > 中), 则 球面 与 柱 面 交 线 的 参数 方程 为 


x 
6. 5. 39 题 图 


z= acost; 
| (0<0<2r,r> a) 
2 一 土 V72 一 02:. 
(2) 将 于 十 妨 一 zt82 代入 球面 方程 得 
22(] 十 tg0) = 2,z2sec20 = 72. 

邑 ”z= 十 rcosb. 
故 所 求 球面 与 锥 面 交 线 的 参数 方程 为 

z 一 rsingcosy， 

= rsingsing, 
2 一 土 rcos0. 
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NA 


§ 1 多 元 函数 的 基本 概念 
内 容 提要 


1. 二 元 函数 的 定义 
设 有 变量 zy 和 z, 如 果 当 相互 独立 的 变量 zy 在 某 一 范围 内 任 取 
一 组 值 时 ,变量 z 依 某 一 确定 法 则 有 一 个 值 与 zy 的 这 一 组 值 相对 应 ， 
则 变量 z 称 为 变量 z 和 y 的 函数 , 记 作 
z 二 f(zy9) 或 z= zlz,y)， 
其 中 z 和 ?为 自 变量 ,z 为 因 变量 (或 函数 )， 自 变量 变化 范围 称 为 函数 的 
定义 域 . 
2. 二 元 函数 的 极限 
1) 二 重 极限 
设 函 数 z = f(z,y) 在 点 Polzo,y。o) 的 某 邻 域内 有 定义 (Po 点 可 除 
外 ),4 为 一 常数 . 若 对 于 任意 给 定 的 正 数 *, 都 存在 正 数 5, 对 函数 的 定 
义 域 内 适合 不 等 式 
0< Vz—z)+ (yy) <6 
的 一 切 点 P(z,y) ,不 等 式 
lf(z,D) — Al<e 
便 成 立 , 则 称 常数 4 为 函数 f(z,y) 当 (z,y) 一 《zo,y) 时 的 极限 , 记 作 
各 Xe 一 4 或 加 fc 人 一 4. 
2) 累 次 极限 
若 函 数 = 二 f(z,y) 中 的 > 和 ,先后 相继 地 各 自 趋 于 zo 和 ,这 时 
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f(z,y) 的 极限 称 为 它 的 累 次 极限 . 具体 地 说 , 若 对 扩 的 某 一 邻 域 中 的 任 
意 固定 的 y(y 天 3%o) limf(z,¥) 都 存在 :limf(z,y) 二 9p(9) ;对 于 p(y), 又 


如 果 limp(y) 一 4, 则 称 4 为 = 一 f(z,y) 的 先 对 z, 后 对 y 的 累 次 极限 ， 
记 为 lim limf(z,y) = Ai. 


[es = 一 0 


同样 地 ,可 以 定义 先 对 y, 后 对 z 的 累 次 极限 lim limf(z,y) 一 4z 
0 


3. 二 元 函数 的 连续 性 
设 函 数 z = f(z,y) 在 点 Polzo,yo) 的 某 邻 域内 有 定义 , 若 
limf(z,y) 一 了 f(zovgo)， 
则 称 函数 2 二 f(z,y) 在 点 Ps 处 连续 .车 函 数 在 区 域 D 内 的 每 一 点 处 都 
连续 , 则 称 函 数 f(z,y) 在 区 域 D 内 连续 . 


问题 与 解答 


1. 多 元 函数 的 定义 域 

7.1.1 ”确定 并 绘 出 函数 z 二 Vz 十 y 的 定义 域 . 

解 ”定义 域 为 z 之 0, 即 包括 y 轴 的 整个 右 半 平面 ,如 图 中 阴影 部 
分 所 示 . 


$1 多 元 函数 的 基本 概念 


7.1.2 ”确定 并 绘 出 函数 z= 二 V1 一 zz 十 Vy 一 1 的 定义 域 . 


解 定义 域 为 zi < 1,1y| 之 1. 如 图 中 阴影 部 分 所 示 , 包 括 边界 
( 粗 实 线 ). 


7.1.3 ”确定 并 绘 出 函数 z 一 Vz 一 Vy 的 定义 域 . 
解 定义 域 为 满足 不 等 式 组 5 二 ?之 0 的 点 集 ， 即 
3 一 


>>y 
{ 之 0, 如 图 中 阴影 部 分 所 示 , 包 括 z 轴 和 抛物 线 y 二 z?. 
y 之 0 


7.1.4 题 图 


于 十 护 一 z 

7.1.4 确定 并 绘 出 函数 > 一 ^/ 2 y 的 定义 域 . 

解 ”定义 域 为 满足 不 等 式 z 之 十 二 2z 的 点 集 .由 z 十 玉宇 
= 得 出 (z 一 去? 十 六 宇 ( 击 ?由 如 十 六 之 2z 得 出 (一 DD: 十 六 之 1 
如 图 中 阴影 部 分 所 示 , 包 括 小 圆 贺 周 ,不 包括 大 贺 圆 周 . 

7.1.5 ”确定 并 绘 出 函数 = 二 V(r 十 六 一 (4 一石 一 六 ) 的 定 
义 域 . 

解 ”定义 域 为 满足 不 等 式 1 志 x: 十 y 二 4 的 点 集 ,如 图 中 阴影 部 
分 所 示 , 包 括 边界 在 内 . 

7.1.8 确定 并 绘 出 函数 = 一 arcsin 子 的 定义 域 


-~ 00 + 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 


解 ”定义 域 为 z 天 0 及 | 过 | 入 1, 即 上 ll 入 lzl， 而 点 (0,0) 除 
外 . 如 图 中 阴影 部 分 所 示 - 


y= 一 区 y=x 


7.1.5 题 图 7.1.6 题 图 
7.1.7 ”确定 并 绘 出 函数 z 一 arecosz 十， 的 定义 域 . 


解 ”定义 域 为 < 十 y 关 0 以 及 1 -了 -| 过 1. 由 | 一 -| 过 1, 得 


z+y z+y 
ljzi 全 Jjz 二 yj, 即 z2 导 十 2zy 十 玉 或 yly 十 2z) 之 0, 亦 即 
y 之 0， y<0， 
8 之 一 2z y<—2z. 但 十 ?天 0 


这 是 由 直线 y 二 0 和 y= 一 2z 所 围 成 的 一 对 对 顶 的 角 , 如 图 中 阴影 
部 分 所 示 , 包 括 边界 在 内 ,但 不 包括 公共 顶点 (0,0). 
罗 y y=x+]1 
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7.1.8 确定 并 绘 出 函数 > = In[zin(y 一 z)] 的 定义 域 - 
解 ”定义 域 为 满足 不 等 式 
(2 0， 或 < 0, 
y—z>1 0<y—z<1 
的 点 集 如 图 中 阴影 部 分 所 示 - 


7.1.9 ”确定 并 绘 出 函数 z == arcsin 三 十 arcsin(1 一 y) 的 定义 


域 . 
解 ”定义 域 为 满足 不 等 式 | 率 | 之 1 及 11 一 y| <1,(y 隐 0) 
>7, > 
的 点 集 , 即 之 ?和 (5 之， 过 


这 是 由 抛物 线 妨 一 z, 刀 一 一 z 和 直线 y 一 2 所 围 成 的 曲 边 三 角形 ， 
如 图 中 阴影 部 分 所 示 ,不 包括 (0,0) 点 在 内 . 


7. 1.9 题 图 
7.1.10 确定 并 绘 出 函数 7. 1.10 题 图 
Sm Vy arcsin 2 


EE Varceos 志 ， (a> 0) 
的 定义 域 . 


解 函数 的 定义 域 应 由 z 一 Vy arcsin 
= 一 Vzarceos 过。 两 函数 定义 域 的 公共 部 分 组 成 . 
2 


Y Dar ei 
一 


及 Vz arcoos 范 ,应 分 别 满足 
一 1083 一 


.对 于 Y 了 arcain 
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2ax 一 22 
i 
0<zr<20, Rm 
y>0 
即 0< V2az 一 < 及 0 入 六 入 2ar. 故 函数 定义 域 为 


人 rz < 2ar, 
V 2az ry< W2az. 

如 图 中 阴影 部 分 所 示 ,不 包括 (0,0) 点 在 内 . 

7.1.11 确定 并 绘 出 函数 

z= arcsin(z 一 护 ) 十 ln[in(10 — z? — 4y:)] 

的 定义 域 . 

解 ”函数 的 定义 域 应 由 z= arcsin(z 一 妨 ) 与 z= In[In(10 一 xz 一 
48)] 两 函数 定义 域 的 公共 部 分 组 成 . 对 于 arcsin(z 一 交 ) 及 in[in(10 一 
zz? 一 4?)] 应 分 别 满足 |z 一 | 委 1 及 10 一 于 一 4 镶 >1, 即 


2 2 
-1<z<y+1 及 钾 + 0 < 


综合 上 面 结果 可 知 ,所 求 函 数 的 定义 域 为 楷 加 各 十 3557 一 1 
与 抛物 线 z 一 六 十 1 及 z = 六 一 1 所 图 成 的 区 域 . 如 图 中 阴影 部 分 所 


不 . 


7.1. 1 题 图 


?7.1.12 ”确定 并 绘 出 函数 x == Iin(1 一 于 一 所 十 因 ) 的 定义 域 . 
一 1084 一 


7.1.12 题 图 
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解 定义 域 为 满足 不 等 式 一 宇 一 关 十 妇 > 1 的 点 集 .这 是 双 时 双 
曲面 <? 十 六 一 忆 = 一 1 的 内 部 .如 图 中 阴影 部 分 所 示 , 不 包括 边界 面 在 
内 . 

7.1.13 ”确定 并 绘 出 函数 1 一 一 一 一 的 定义 域 

义 不 等 式 | 一 一 | 之 1, (z,y 不 同时 为 零 ) 

解 ”定义 域 为 满足 不 | y 不 零 ) 或 
开 十 六 一 开 之 0,(z,y 不 同时 为 零 ) 的 点 集 . 这 是 圆锥 面 z 十 六 一 志 一 
0 的 外 部 . 如 图 中 阴影 部 分 所 示 , 包 括 边界 面 在 内 ,但 要 除去 圆锥 的 顶 
总。 Zz 


7.1.13 题 图 


7.1.14 ”确定 并 绘 出 函数 
z=In(2 V2 zy) + Vil+indy|—1) 
的 定义 域 . 
解 ”函数 的 定义 域 应 由 z=In(2 W 2 一 z+ 一 y¥)，z== Vr 一 1 
及 z= In(|y| 一 1) 三 函数 定义 域 的 公共 部 分 组 成 . 故 定义 域 为 满足 不 
J 
等 式 组 1|z| 之 1， 的 点 集 . 如 图 中 阴影 部 分 所 示 . 
lyl>1 


2. 求 函数 的 值 


一 1085 一 
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7.1.15 若 f( 二 ) 一 etr, (z 之 0), 求 f(z). 


解 ”由 z 之 0 得 Vz 十 护 =zA/ 1 十 (二 )2 故 得 


f( 世 ) = A/ 1 二 (二 )?， 即 了 az) 一 VE 十 于 
7.1.16 车 f(z 十 #1 二) 一 2 一 彤 , 求 fGz). 


解 设 x=z 十 g 一 二, 则 y 一 zoww 二 zl 十 ,因而 


uy 


u 
Ti 
圾 袜 .uD 宇 放 和 


zr 


1 十 > 于 二 
1—) 
f(r,y) = I 


7.1.17 设 函 数 f(z,y) = z: 一 2zy 十 3y:, 试 求 
CD fF) (2) FZ, Vy). 


解 (1) 由 f(z,y)=z’ 一 2zy 十 3y¥ 有 
了 (up) 一 好 一 2uo + 302. 


1 2 1 2 1 
设 攻 二 坟 和 二 1) 二 二 二 二 水 天 
(2) fu) 一 六 一 2 十 3, 设 “一 本 2 一 Vzy, 则 
fy) = (F202) Vy + 3 Vay)? 


s 
7.1.18 ”作出 函数 PF(2) = f(cost,sint) 的 图 形 , 式 中 
_ 有 1, 若 y 之 z; 
fs = (2 


解 按 题 设 , 当 sint > cost, 即 于 十 2tr 生 t 生 时 十 2kr， (k= 0， 


士 1 士 2…) 时 ,PCGD) 一 1, 而 当 sint< cost, 即 一 汪 r 十 2hr<i< 于 
一 4886 一 
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十 2kx 时 ,F(t) 二 0. 如 图 所 示 - 


7.1.18 题 图 

3. 多 元 函数 的 极限 
7.1.19 ” 求 下 列 各 极限 : 
(DD iim (2) lim 2 二 于 十 4， 

Vz+y+1—1 | zy 

2 

(3) lim 所 二 和 

se 
租 Dlm_ Et EtDCXEHEETT+D 


VT 
一 HimCVz 十 9 十 1 十 D 一 2. 
0 


2 一 Vzy+4 ee 
站 Fry(2+ Vayt 4) 


er 


24+ Wzy 十 4 
(3) 由 不 等 式 


2+r +r_ LT 1 
0 + 27°y’ Ey ¥) 
及 lim 地 到 册子 4)=0, 即 得 im + = 0. 
pee 
3 pe 
)* sin(z’y) 
(1) ,lim (a 3 2 lim 


re pat] i 


I 
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(3) lim (1 十 二 ) 汪 ii (4) lim (z+ 护 )e 一 <+0D。 
py edt 


1 
解 (1 由 不 等 式 0< (二 于 i)” < < ”，( 当 z>> 0,y 之 0 时 ) 


及 lim (en 二 0, 即 得 
st 


+ 
(2) 由 不 等 式 
sin(z’y) Ez2 1 
0< | < 15 半 F113 竺 1 < 去 ll， 
二 sin(zy) _ 
及 lim 上 | 过 一 0。 时 + 0. 
"3) 注意 到 
1 
lim(1+ T)*=e, lm 一 lim = 1, 
Bd 2 1 
2 二 
则 lim(1 + 7) = lim[(1 + 二) 
人 7 
2 ( 2 
(0) 因为 中 十-etn 一 玫 直 年 训 X 直达, 令 n= 二 
妨 则 
(z+ ww 2 2 
0 
mt 


又 当 z 之 0,y 之 0 时 ,0 过 二 十 扩 ; 过 1, 由 无 穷 小 与 有 界 函 数 的 乘 
十 2zy 十 六 


积 仍 是 无 穷 小 的 性 质 , 则 有 


i -ee i 区 十 .+ y)? 
a 市 六 i 下 起 秆 到 0 FP 
mt +m 

7.1.21 求 下 列 各 极限 
,sin(zy) sin(zy) 
nt (2) lim Ei! 


pe 


0. 


sot 
,in(z 十 er)》 人 一 z)z 

(3) lim 一 一- 《4) lim 
Vr+ Fs Vet 


一 1888 一 
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im 
0 0 4 
元 
也 n ) tim 人 “lmz—=1X0=0 


因 sin(zy) sin(zy) ._z+y 。 到 
(因为 Ey “ 记 G 干 好 "了 十 而 


,sin(zy) i z+y zy 
人 
ot ee ot 
四 2 sin(zy) _ ,1.0 
所 以 TP yi ee 
ot 
In(z 十 er) 
(3) 因为 函数 一 二 是 初等 函数 ,在 它 的 定义 区 域内 是 连续 
VE Fr 
的 ,所 以 
lim (+ 0) In(+e) In2_ iy. 


RVatr Vr+o 1 
(4) 令 z = peosb0,y = psin9, 则 (z,y) 一 (0,0) 等 价 于 p 一 0, 由 于 
0 过 |(y 一 z)z| _ pr|(sing 一 cosg)cosb| 
Vat 7 
= p| (sinb 一 cosg)cosg| 2p— 0 ( 当 p— 0 时 )， 
所 以 ,lim 二 = 0. 


-0 
Ye 


SS Pe 
sn zy 0 


7.1.22 设 flz,9)= | 
0， zy = 0. 
讨论 下 面 三 种 极限 : 


(1) lim flr,y); (2) lim limf(z,9); (3) lim limf(z,9). 


Cel 


解 (1) 因 |zsin pF + in 二 | < ein | 二 lxsin 二 | 
委 |z| 十 | 外 ,而 当 z 一 0 一 0 时 ,jz| 十 |y| > 0, 所 以 


lim f(z,y)=0. 
(0,0) 


(2) 因 limsin 小 不 存在 , 故 thon lim(zsin 十 十 yin 十) 不 存在 . 


~ "110089 — 
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(3) 因 limsin i 下 存在 ， 故 im lim(zsin 去 十 ysin 士 ) 也 不 存在 . 
7.1. 23 判断 (1) im 


所 于吉， ia 


解 (1) 当 (z,y) 沿 直线 y = 全 趋 于 (0， 0) 时 ， 有 


lm mol 
十 六 0 (T+ BE) 二 名 


取 不 同 的 数值 , 上面 极限 就 有 不 同 的 结果 ,所 以 lim 纯 二 蕊 不 存在 . 


(2) 当 (z,y) 沿 直 线 y = zz 趋 于 (0,0) 时 ,有 
= (0, 


mz 一 mF 和 
此 时 极限 值 与 a a 沿 抛物 线 y = z 趋向 (0,0) 时 ,有 


A 二 二 
和 了 ima 3 


所 以 tim :站 


7 1 24 ”下 列 极 限 是 否 存在 , 若 存 在 , 求 它 的 值 - 

CD lim mn (2) lim ne 

解 “CD 因为 二 十 六 > zz， 所 以 
zy+>2|zy| — zy 之 |zy|， 


z+y ibs nA | se ee A ey 
la tl < Ta +E 
故 极限 存在 ,极限 值 为 0. 

(2) 由 于 lo im 二 局 

一 (十 DCVtzz 十 1 十 1 
(人 天 一 1) 
二 7 二 
lim zy 十 1 1 i se z) 十 1 1 
x0 z+y z=0 z 
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(x 1 1 
Li 二 
VII) 2 
这 说 明 当 点 (z,y) 沿 不 同 的 路 径 趋向 于 (0,0) 时 ,所 得 极限 不 同 ， 
故 原 极限 不 存在 . 
7.1 25 验证 当 (z,9) 一 (0,0) 时 ,了 fr, 一 二 的 极限 不 存在 ， 
(z,y) 以 怎样 的 方式 趋 于 (0,0) 能 使 : 
(1) limf(z,y) = 1; (2) limf(z,y) = 2. 
证 ”不妨 取 z = 怒 , 代 入 极限 式 ,得 
Im 名士 = lim 全 
2 94 一 
4 取 不 同 数值, 上面 极限 就 有 不 同 的 结果 ,所 以 该 极限 不 存在 . 
(D 令 4 士 了 = 1 得 上 = oo, 即 取 y = 0,(z,y) 一 (0,0) 时 ， 
limf(z,y) = 1. 
(2) 仿生 =2, 得 t= 3, 取 z 二 3y,(z,9) 王 (0,0) 时， 
limf(z,y) = 2. 
> Ty 
7.1.26 证明: 对 于 函数 f(z,y) 一 二 站 一 yy 有 
lim limf(z,9) = lim limf(z,9) 一 0， 


杖 而 级 隐 fC ) 不 存在 


全 lim limf(z,y) lim lim = lim0 0. 
0 一 0 


ry’ 
mo zy + (x — 9) 


4 sy 
2 ox 二 (z 一 9)’ Sib 0 
如 果 按 3 3 一 好 一 0 cid 则 有 


pd 


lim limf(z,y) 


pt 二 站 一 有 2 


特别 地 ,分 别 取 二 0 及 k 二 1, 便 得 到 不 同 的 极限 0 及 1, 因 此， 
limf(z,9) 不 存在 . 


' 夺 多 元 函数 的 连续 性 
7.1.27 ”讨论 下 列 函 数 的 连续 性 : 


Es 
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(CD fz) = FF 
zy 
二 0 
(2) f(z,y) = fr + 
0， 了 2 十 六 一 0; 
Sinzy 
> 0 
(WFD = 0 
r= 0. 


解 〈U 函数 在 王 十 史 一 1 二 0 时 无 定义 , 故 间断 点 是 以 原点 为 图 
心 ,半径 为 1 的 贺 周 曲线 十 一 1 二 0 上 的 所 有 点 . 
《2) 当 开 十 六 关 0 时 ,zy 和 雪 十 严 都 是 z,y 的 连续 函数 ， ,从 而 二 2 pe 


连续 , 故 函数 f(z,y) 在 开 十 到 0 时 连续 .再 考虑 (0,0) 点 ,由 于 沿 任 一 
过 该 点 的 直线 y = 好 的 极限 


k 
a lm 广告 府 7 一 TE 


随 着 上 取 不 同 的 数值 而 有 不 同 的 极限 值 , 故 二 重 极限 myf(z, 不 存在 ， 


所 以 点 (0,0) 是 函数 f(z,y) 的 间断 点 . 
(3) 显然 ,在 z 天 0 处 f(z,y) 连续 ,再 讨论 直线 z 二 0 上 各 点 (0,y0) 


的 情况 . 由 于 
人 ， sinzy _ sinzy _ 
limf(z,y) lim limy . 各 limy lim yo = f(0,y0). 


所 以 在 z 一 0 上 各 点 (0,w) 处 也 连续 , 即 函数 f(z,y) 处 处 连续 . 
7.1. 28 。 求 下 列 函 数 的 间断 点 


1 
(1) z sriny’ (2) z= In(l — 2 — y). 


解 (1) 显然 ,函数 的 间断 点 是 由 所 有 满足 sinzsiny = 0 的 点 (z,y) 
所 组 成 . 三 角 方程 sinz 二 0,siny 一 0 的 一 般 解 分 别 为 
z 一 mxxy8 一 mX (ai 一 0, 士 1, 士 2,…)， 
可 见 , 函 数 的 间断 点 是 所 有 直线 z= 二 nx 及 y 二 mr(n,m 二 0, 土 1, 土 2， 
…) 上 的 点 . 
(2) 圆周 十 六 一 1 上 各 点 是 函数 z 一 id 


Sinzy 
r 


-过 一 殉 的 间断 
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ry 
7.1.29 证 明 :f(z,9) 一 f 十 总 ”十 六 关 呈 是 全 平面 上 的 
0， 22 十 护 一 0 
连续 函数 . 
证 “万 竺 吉 是 祈 等 函数 , 它 在 下 十 天 0 的 点 处 连续 ,所 以 函数 


f(zwy) 在 开 十 迷 关 0 时 是 连续 的 .在 点 (0,0) 处 ,由 于 
15 尘 5 = #4 ly 和 Y# 二 + 六 
对 于 任意 的 *> 0, 取 56=e, 当 0 过 Yr 十 之 6 时 ， 


zy 
lz+7 
即 lm 二 天 一 0 二 了 (0,0), 故 f(z,y) 在 点 (0,0) 处 连续 .于 是 ,f(z,y) 
在 全 平面 连续 . 
7.1. 30 ”确定 函数 y 
InCL 十 za。 
je Tn 天 0; 
2 一 0 


的 定义 域 ， 并 证 明 此 函数 在 其 定义 域 上 连续 
解 ” f(z,y) 的 定义 域 为 
人 +zy>0，z 关 0 
y 轴 z 一 0， 
即 z 盖 一 1. 如 右 图 所 示 . 
现 证 f(z,y) 在 D 上 连续 . 
显然 ,f(z,y) 在 z 关 0 处 连续 ， 
因此 只 须 证 明 f(z,y) 在 z= 二 0 时 , 即 
在 y 轴 上 连续 即 可 . 
分 不 同情 况 讨论 如 下 : 7.1.30 题 图 
(1) 考虑 原点 (0,0) 
显然 f(0,0) 二 0, 故 f(z,g) 一 了 (0,0) = f(z,9)， 
\fCz,9) — fF(0,0)| = |f(z,9)| 


= 00 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 


ly 二 到 | < bl, z 天 0 天 0; 
人 zz 天 0,y 一 0; 
z= 0, 


lzl, 
对 于 任意 的 。> 0, 当 |z| 过 a,ly| 之 ze 时 ,|f(z,9) 一 了 (0,0)| 之 
所 以 f(z,y) 在 (0,0) 处 连续 . 
(2) 考虑 y 轴 上 的 点 (0,y), yo 关 0， 对 于 任意 的 。> 0, 必定 存在 
5 之 0( 设 6 过 0)， 
D 当 0< 1 <6,ly— mU+sD 
< ,|y 一 | 过 6 时 ,y 关 0, 且 | 1|< 


,从 而 


12 — F0901 = ly yl 
一 2G 二 到 D+ Gy 一 yo)1 
< tnt) te 


ii) 而 当 z 二 0,1y 一 | 二 6 时 ,显然 
lf(z19) — f(0,4)| = |y— wl <e, 
故 f(z,y) 在 (0,yo) 处 连续 . 
7.1.31 设 f(z,y) 是 定义 在 D 上 的 函数 ,对 固定 的 y,f(z,y) 是 z 
的 连续 函数 ,并且 满足 李 普 希 效 条 件 ， 
17(z,z) — fo) SL — yl, (ry) E D,(z,y) ED， 
其 中 工 是 与 和 y 都 无 关 的 常数 ,证 明 f(z,y) 在 D 上 连续 . 
证 设 (zo,go) 为 D 内 任 一 点 . 
[f(z,9) 一 flz0,90) | < (flz,9) — flz,90) | 
十 |f(z,y0) 一 f(zoyyo)|， 
因为 |f(z,y) 一 了 2z,8)| 寺 Liy 一 六 | ,所 以 
lf 一 fz,9)| SLly— yol. 
又 因 f(z,y) 是 z 的 连续 函数 ,所 以 当 jz 一 zol 二 5 时 ,有 


1f(z,yo) 一 flzo,y)| = 亏 - 


lz 一 zl <6, 
i 区 总 i 
下 人 < 去 时 , 取 9 一 min(6, 畜 ),; 则 当 lz 一 zl 之 
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ly— wl 二 0 时， 

If(z,9) 一 f(zoygo)| < es 
即 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 连续 . 由 (zo,yo) 的 任意 性 , 知 f(z,y) 在 D 上 连 
续 . 


7.1.32 设 f(z,y) 在 区 域 D 上 分 别 对 z 和 y 连续 , 且 对 固定 的 y， 
f(z,y) 是 z 的 单调 函数 , 则 f(z,y) 在 D 上 连续 . 
证 ” 任 取 (zo,y) € D, 对 任意 的 > 0, 由 f(z,y) 关于 z 的 连续 性 
知 ,存在 > 0, 当 |z 一 zo| 志 51 时 ， 
If(z,y0) 一 flzo,y0)| <e. 
特别 地 ， 
; |f(ze 十 iy0) 一 f(zo,go)| < es |flzo — 1,y0) 一 了 (zogo)| < es 
又 由 f(z,y) 关于 y 的 连续 性 ,存在 56> 0, 当 |y 一 yp| 三 5 时 ， 
[f(zo 十 23) — flzo t+ 5,y)| es 
[f(z0 — 618) 一 flzo0 — 6,y0)| < es 
从 而 当 |z 一 zol 过,1y 一 | 三 如 时 ,由 于 f(z,y) 对 固定 的 y 是 z 的 
单调 函数 , 便 得 到 
[f(z,9) 一 了 (zogo)| CS max{ fzo — 61,9) — fz0,y0)|, 
|f(z0 十 6r,9) 一 f(z0,90) |} < 2e. 
故 f(z,y) 在 区 域 D 上 连续 . 
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§ 2 多 元 函数 的 微分 法 
内 容 提 要 


1. 一 阶 偏 导数 
设 函 数 z = f(z,y) 在 含有 点 (zo,yo) 的 某 一 区 域 D 内 有 定义 ,如 果 
极限 
lim f(zo+ 全 一 了 (zoygo) 
存在 , 则 称 此 极限 值 为 函数 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 对 z 的 偏 导数 , 记 作 
(zygo) Zs (roygo)、 (多 ) owew 或 ( 闭 ) op 
同样 , 若 极限 
lim {3% 十 多 一 了 (zeoygo) 
存在 , 则 称 此 极限 值 为 函数 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 对 # 的 偏 导数 , 记 作 
负 (aog)、 (ago)、( 训 )eome 或 (型 )ooor 
2. 高 阶 偏 导 数 
如 果 二 元 函数 z= f(z,y) 的 偏 导数 所 (z,?) 与 有 (zy) 仍然 可 导 , 那 
么 它们 的 偏 导数 称 为 f(z,y) 的 二 阶 偏 导 数 . 记 为 
让 (让 ;二 二 2 fas 区) 各 -上 三 7 


a az 、 也 
加 (一 


仿 此 ,可 以 引入 z= f(z,y) 的 # 阶 偏 导数 , 即 z 的 一 1 阶 偏 导数 的 偏 导 
数 


车 在 点 (zo,y) 的 邻 域内 ,函数 > = f(z,y) 的 二 阶 混合 偏 导 函数 
人 《zs9) 与 有’:(z,y) 都 连续 , 则 必 有 
和 (rzoy3yo) 一 f(z0s¥y0). 
3. 全 微分 
如 果 函 数 z = f(z,y) 在 点 (zo*go) 处 的 全 增 量 可 表示 为 
一 Ha 一 
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4f(zovyo) = flzo 十 4zy3o 十 Ay) 一 f(zo,yo) 

一 44z 十 BAy 十 op)， 
其 中 4,B 是 与 4z, 4y 无 关 的 常数 , p = VY (4z)? 十 (4y)*, 则 称 f(z,y) 
在 点 (zo,%) 处 是 可 微 的 : 式 中 线性 部 分 44z 十 B4y 称 为 函数 f(z,y) 的 
全 微分 , 记 为 

dz = 4dz 十 Bdy. 

显然 , 当 f(z,y) 在 (zo,yo) 处 可 微 时 , 偏 导数 f(zo,yo) ,f(zo,yo) 必 存 
在 , 且 f(z0,y0) 一 4,f1 (zosy6o) 一 B, 所 以 有 

dz = f(zos¥0)dz 十 fr (zosyo)dy, 
或 dz 一 冯 d 十 ey. 


4. 二 元 函数 在 一 点 的 连续 、 可 导 、 可 微 的 关系 
(1) 可 导 不 一 定 连续 ，; 
(2) 可 导 不 一 定 可 微 ; 


y 


(3) 可 导 且 偏 导数 f7(z,3)， P(xo + Ax,yo + Ay) 
提 (z,y) 连续 则 可 微 . 1 

5. 方向 导数 与 梯度 

如 果 极限 Po(xo.yo) 


i flzot Ar,yo 十 Ay) 一 f(zo,yo) 


pm p DO 
存在 , 称 此 极限 值 为 函数 4 一 f(z,y) 沿 1 
方向 的 方向 导数 , 记 作 ( 务 ). zo,y0) , 即 


lim {Co 十 4zygo 十 Ay) 一 f(zosy0) 
em p 


一 


图 7.2.1 


Ed 
(S$) 
其 中 p= [PoP| = V (4z)? 十 (4hy)?. 
对 于 二 元 可 微 函 数 , 有 
(种 )covo = Ff Geo) eosa + 也 (zasgo)cosp， 
其 中 cosa,cosp 为 1 的 方向 余弦 . 
对 于 三 元 可 微 站 数 uw 二 f(z,y,z), 有 
(Ym = #7 Geeryos 0)cosa + FY Cs0r80,2) cop 
2 寸 开 (rorgevza)cosy， 
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其 中 a,8,y 分 别 是 /与 zy、z 轴 正 向 的 夹 角 ,cosa、cosp、cosy 是 1 的 方向 余 
弦 


设 f(z,y) 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 矢量 
怠 二 区 或 过, 弛 ) 
称 为 函数 f(z,y) 在 Plz,y) 处 的 梯度 , 记 为 gradf. 

8. 多 元 复合 函数 的 微分 法 

设 函 数 4 二 p(z,9),v 二 %(z,g) 在 点 (z,y) 的 偏 导数 存在 ,函数 一 
flwu,v) 在 对 应 点 (u,v) 有 连续 的 偏 导数 , 则 复合 函数 z= f[p(z,y) ,yz， 
引 ] 在 点 (z,y) 对 z 及 y 的 偏 导 数 存 在 , 且 


加 
EE 
多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 也 叫 链 琐 法 则 、 
[推广 ] 
(1) 有 两 个 以 上 中 间 变 量 
设 4 = g(x.9) 9 = p29) = Or,Y) 32 一 了 Guyuyu)， 
则 对 z= f[p(z,y) ,pbz,9) ,wz,9)] 有 


生 _ 人 | 
让 一 证 访 让 Bw 可 
FZ _Aa ,Hw fo 
Ee 


(2) 只 有 一 个 中 间 变 量 
设 w = w(z,g),z 二 uyzy9); 则 对 z 二 f[p(z,9),z,y] 有 
Ed a ofa af kd fm 下 of 
Na EE 
(3) 只 有 一 个 自 变量 
设 u= 9(0) ,9 = $0) ,z= v(t) ,z= f(y,v,w), 
则 对 z = fL9(D,%(D ,w(t)], 有 全 导数 


dz Fads ,Hdv ,Hd 
五 一 和 下 十 为 在 十 证 

7. 隐 函 数 存在 定理 及 其 微分 法 

(1) 风范 数 存 在 定理 


定理 1 。 设 给 定 方程 F(z,y) 一 0. 如 果 函 数 F(z,y) 满足 
1 在 点 (z0,96) 的 某 一 (二 维 ) 邻 域内 具有 连续 的 偏 导数 F(z,8) 与 
一 108 一 
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Py (rz,9)s 

2° F(z0,90) = 0; 

3° Fy (zye) A 0, 
则 方程 F(z,y) = 0 唯一 地 确定 了 一 个 定义 在 zo 的 某 (一 维 ) 邻 域 (zo 一 
9,zo 十 9) 内 的 函数 y 二 f(z) ,使 得 

1) f(zx) 满足 方程 F(z,y) = 0, 即 F(z,f(z)) 三 0, 且 yo = f(z0); 


2) f(z) 在 (zo 一 6,zo 十 5) 内 连续 ,有 连续 的 导数 , 且 


F(z,) 
FO) = pe 


(2) 隐 函 数 存在 定理 1, 可 作 两 方面 推广 : 

定理 2 设 给 定 方程 f(z,y,z) = 0. 如 果 函 数 F(z,y,z) 满足 : 

1 在 点 (zo,yo，zw) 的 某 一 (三 维 ) 邻 域 内 具有 对 各 个 变量 的 连续 偏 
导数 ; 

2° 1(zoygoyzo) = 0; 

3”F: (zo0,y0,20) 天 0. 
则 方程 F(z,y,z) = 0 能 唯一 地 确定 一 个 定义 在 (zo,yo) 的 某 一 (二 维 ) 邻 
域内 的 单 值 函 数 z = f(z,y) ,使 得 

1) f(z,y) 满足 方程 F(z,y,z) == 0, 邑 F(z,y,f(z))) 三 0, 且 z= 
了 (zoygo)5 

2) f(z,y) 在 (zo,yo) 的 上 述 邻 域内 连续 ,有 连续 的 偏 导 数 , 且 

二 下 纪 _ 一 本 


”到 为 Fr 
定理 3 设 给 定 方程 组 { 20 一 0 如 果 函 数 P(zvyvavo) 与 


Glz,yuv) = 0. 

G(z,y,4u,v) 满足 

1 在 点 (zo,yosuo,z0) 的 某 一 (四 维 ) 邻 域内 具有 对 各 个 变量 的 连续 
偏 导 数 ; 

2° Flzo,¥you0V0) = 0, Gzosy0suo0sv0) 一 03 

3° 偏 导数 组 成 的 函数 行列 式 ( 又 称 为 函数 了,G 对 wz 的 雅 可 比 
(Jacobi) 式 ) 
oar 
_ a9(F, CO) 
app) 


E23 
og 
E3 


i &|S 


2 一 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 


在 (zo,yo,uo,v0) 处 不 等 于 零 , 则 方程 组 F(z,y,4,v) = 0,G(z,y,u,v) 一 0 
能 唯一 地 确定 一 个 定义 在 (zo,yo) 的 某 一 (二 维 ) 邻 域 内 的 单 值 函数 组 
4 二 wu(z,9),v 二 v(z,y), 使 得 
(1) wu(z,y) 与 v(z,y) 满足 方程 组 F(z,y,wu,v) 二 0, 且 
Wo 一 u(xo,¥0) yzo 一 2(zoygo) 
(2) ulz,y) 与 v《(z,y) 在 (zo,y) 的 上 述 邻 域内 连续 ,有 连续 的 偏 导 
数 , 且 


a 1 AF,G) WW__ 1 aF,0) 
a Jaz,v)” tw J Avr)’ 
2 1NP,0) w 1 a(F,0) 
% J ab)” 四 J ay3)“ 


8. 变量 代 换 
(1) 自 变量 的 代 换 。” 若 在 微分 式 z=- PFCz,y,g ,go…) 中 作 变 量 代 
换 z = ”(0), 则 导数 由 下 式 确 定 : 
Wn 革 ,y 一 
于 是 , 原 微分 式 变 为 # = F(tyy,y ,ya…*). 
若 在 微分 式 4 == P(z,yzyzs ,zl ,Wz ) 中 作 变量 代 换 
z 二 7(s,l),y 二 y(s,l), 则 偏 导数 由 下 式 确定 : 


zi 一 zy 
St 


和 
EE 
do TA A 
a a a a a’ 


于 是 原 微分 式 变 为 u = Pi(s,t,z ,zl ,zz ). 

(2) 自 变量 和 函数 的 代 换 , 若 在 微分 式 4 二 F(z,y,y' ,六 ，…) 中 作 
变量 代 换 z = z(s,t),y 二 y(s, 四 ,其 中 s 是 自 变量 ,t 是 s 的 函数 , 则 导数 
由 下 式 确定 : 


tw ... 
zi 二 zt 
于 是 原 微分 式 变 为 * 一 Fi(s,t， ee *). 

车 在 微分 式 w 二 F(z,y,z,z ,2 ， …) 中 作 变 量 代 换 z = f(r,s， 
Dy= gr,st) ,z= Me 变量 ,是 、 s 的 函数 ), 则 偏 
导数 由 下 式 确定 : 

ens, ?8300 
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)， 


a 
Ea 
a 
E33 


); 


于 是 原 微分 式 变 为 u = PGr,sstyt ts, 
问题 与 解答 


1. 一 阶 偏 导数 
Ty 
7.2.1 设 fl(z,9) = nr tr 
0， 二 + 二 0， 
(1D) 求 和 (0,0),f (0,0); 
《2) f(z,y) 在 (0,0) 点 是 否 连 续 ? 


解 (1) 由 偏 导数 的 定义 
1 (0,0) = lim fC0+ — f(0,0) 


lim {0,0 4 4y) 一 7C0,0) 


f1(0,0) = 为 


二 0 4 -0 
2 
一 lm 二 (4y) = 0. 


(2) f(0,0) = 0， a) hy = -于 0) 时 的 极限 值 为 


tp im Pi ey 


此 值 随 % 的 变化 而 变化 ， 故 f(z,y) 在 (0,0) 点 的 极限 不 存在 ， 所 以 
f(z,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 


7.2.2 ”多 元 函数 的 偏 导数 记号 到 (或 至 ) 能 否 理解 为 2 与 之 
商 (或 z 与 起 之 商 )? 
解 一 元 函数 的 导数 生 可 以 理 旬 为 各 与 三立 商 ,可 是 在 多 元 函 
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数 中 至 就 不 能 理解 为 这 与 之 商 了 ,只 能 作为 一 个 整体 符号 实 来 理 
解 .例如 , 设 = = 芭 , 那 么 实 二 y, 主 二 一 率 , 昏 = 十 ,这样 就 有 


如 果 可 以 理解 为 记 与 二 之 商 , 冯 , 专 也 类 似 , 则 上 式 右 端 应 为 1. 这 
就 是 说 记号 宇 不 能 理解 为 az 与 z 之 商 . 


7.2.3 如果 在 点 (zo, 3o) 处 两 个 偏 导数 锯 ， 狗 都 存在 , 同 函数 


z 二 f(z,y) 在 (zo,yo) 处 是 否 连续 ? 
解 ”在 一 元 函数 中 ,如 果 函 数 y = f(z) 在 zo 处 可 导 , 那 么 在 zo 处 
一 定 连续 . 在 多 元 函数 中 就 不 能 由 偏 导数 的 存在 推导 出 函数 连续 的 结 


_ /1l, zy= 0; 
论 .例如 , 设 函 数 f(z,9) 一 {02 过 0 
Ea ， _f(0 二 4z,0) 一 f(0,0) _, 1—1 
Eg | 2 4z en dz 0, 
of f(0,0 + Ay) — f(0,0) oh eh 
WY | oo um Ay Ln, Ay 0 


这 说 明 函数 f(z,y) 在 (0,0) 处 的 两 个 偏 导数 是 存在 的 ,而 limf(z,y) 不 


pa 
存在 ,因而 函数 f(z,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 
7.2.4 若 在 某 一 包含 点 Pl(z,y) 在 内 的 区 域 上 f(z,y) 的 偏 导数 
fz, 四 ,f(z,y) 存在 而 且 有 界 , 则 它 在 这 区 域 上 连续 . 
证 4z= f(z 十 hz,y 十 Ay) 一 f(z,9) 
= [f(z + hz,yt hy) — flz,y + hy)] 
十 [Lflz,y 十 49) 一 fz,9)]. 
应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
f(z 十 dz 十 4) — flz,y + Ay) 
一 名 (z 十 bd4z,g 十 4g)4z， (0<%<<1) 
flzsyt 49) — fry) = fry O49)hy, (0<0<1) 
于 是 f(z 十 hr,y 十 hy) 一 f(z,y) 
= fi(z+ Odry + Ay)hz + fy (zy + Ody) dy. ce 
由 于 在 所 述 区 域 上 偏 导 数 有 界 ,所 以 存在 好 0, 使 
一 1802 一 
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[f(z+ Odryt+ 4D) SEM, Ifrlzy+ dy)| <M. 
故 1fGz 十 4 十 49) 一 fz,D| < MGOAdz| + 14y1). 
当 4z 一 0,4 一 0 时 ,上 面 不 等 式 右边 趋向 于 0, 由 此 推 知 
Ena 十 hr,y 十 hy) = f(z,y). 


所 以 函数 fy) 在 所 述 区 域 上 连续 . 
,r+r0 
bb seo -| 7 
0 2 十 护 一 0， 


证 明 :f(z,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域内 连续 , 且 有 一 阶 偏 导数 f(z,y)， 
到 (z, 办 ): 间 f(z,y) 在 点 (0,0) 处 是 否 可 微 ?说 明理 由 . 

证 当空 十 久 关 0 时 ,显然 f(z,y) 连续 ,而 当 p 二 Vr? 十 一 0 
时 


一 
fn — 60,01 = — < Yt 0, 


故 f(z,y) 在 点 (0,0) 也 连续 . 
又 当 雪 十 六 了 才 0 时 ,显然 有 一 阶 偏 导 数 
3 3 
fi(z9) 一 [Ee mn, f(z,y) 一 tm FD 
而 (0,0) 二 0, (0,0) = 0, 但 当 点 Plz,y) 沿 直 线 y = z 趋 于 (0,0) 
时 ， 
4f ~ [f: (0,0)4z + fr (0,0)4y] 
p 
Ar» Ay 4z。4y 1 
(4 十 07 Vr Cy Zr) 2 
它 不 随 p 一 0 而 趋 于 0, 故 函数 在 (0,0) 处 不 可 微 . 


VY lzy| 
7.2.6 设 flzsy) 二 in(z? 十 3g2)， z2 十 所 天 0; 


二 二 0， 


试 间 : (1)f(z,y) 在 (0,0) 点 是 否 连 续 ?为 什么 ? 
(2)f(z,y) 在 (0,0) 点 是 否 可 微 ?为 什么 ? 


解 〈D 因 并 因 入 半 二 1 所 以 iimf(z,y) 一 0 一 FC0,0). 故 
8 [ed 
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f(zy) 在 (0,0) 点 连续 . 
(2) £0,0) = lim {0+ 47,0) — f(0,0) 


2 i 0， 

fr(0,0) = lim 式 0,0 十 49) 一 f00) -0 

人 0 My 9 
Y |4r4y| 


4f= TE F Cy sin[ C4z)? + (4y)*]. 
当 点 P(z,y) 沿 着 直线 y = z 趋 于 (0,0) 时 ， 
4f — [fs (0,0)4r + fy (0,0)4y] 
p 

V lAzAylsin[ (4z)? + (Ay)? 

千代 CE C9) ] 
_1 .sin2(4z) 2 1 _ 0 
V2 2 Va 
故 f(z,y) 在 (0,0) 点 不 可 微 . 

?7.2.7 设 f(z,g) 一 |z 一 引 w(z, 所 ,其 中 m(z,y) 在 点 (0,0) 的 邻 
域内 连续 , 问 

(1) plz,y) 满足 什么 条 件 , 偏 导数 fr (0,0) ,有 (0,0) 存在 ; 

(2) plz,y) 满足 什么 条 件 ,f(z,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 . 

解 (1) 
fC0 十 z,0) 一 fC0,0) jim p20) 一 0 


lim 


dn 和 有 3 一 9(0,0)， 
lim {0+ 20) — {0,0) jim [~ gz,0)] =— (0,0), 
-0 -0 

lim 区 0,0 十 妨 一 也 0,0) - lim p09) 9(0,0)， 

ot 3 mt 乡 

lim Ff(0,0 二 站 D 一 了 (0,0) _ 


lim [一 g(0,y)] 9(0,0). 


0 3 7 一 
容易 看 出 , 若 (0,0) = 0, 则 偏 导数 fC0,0),f(0,0) 存在 且 刀 (0,0) 
= f/(0,0) = 0. 

(2) 4f = fF(0 + 4z,0 + 4y) — fF(0,0) 

= |4z 一 hylp(4z,4y), 
显然 Ee 
VAz)+ ag) VC4z): 十 (402 
一 4464 一 
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故 若 w(0,0) 二 0, 当 V (4z)? 十 (4y)*=p 一 0 时 ,有 
A= [fi (0,0)4r + fC0,0)4y] _ 14z — ylp(4zr,dy) ,0 
V (4z)2 + (dy)? V (4z)2 + (My)’ 
所 以 当 p(0,0) = 0 时 ,f(z,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 . 
7.2.8 研究 函数 
(P+ sin i (2 # (0,0); 
0， (z,y) = (0,0) 
在 点 (0,0) 处 的 可 微 性 与 偏 导数 的 连续 性 . 
解 (1) 先 求 函数 f(z,y) 的 偏 导数 : 


z= f(z,y) = 


a 1 2 1 
2zsin 二 十 殉 一 tt (z,9) 天 (0,0); 
fe 一 (4z)?sin 一 一 < 起 
Jm 一 一 一 0， (z,y) = (0,0). 
同 理 ,有 


2 1 
I ge TF -Fr (z,9) 天 (0,0)3 
(z,g) = (0,0). 
(2) 再 证 明 ft (z,y) 在 点 (0,0) 处 不 连续 . 


当 点 (z,y) 沿 着 + 轴 ( 即 y = 0) 趋 于 点 (0,0) 时 ， 
limf (z,y) = limf: (z,0) = lim(2zsin -二 二 Zc0 1), 
< 0 0 Es x zx 


因为 im2zsin 点 = 0, 而 当 z 一 0 时 ,之 cos 点 的 极限 不 存在 , 所 以 当 


z 一 0 时 ,族人 z,0) 一 2zsin 吉 一 之 cos 古 的 极限 不 存在 ,于 是 当 (z,9) 一 
(0,0) 时 ，f: (zsy) 的 极限 不 存在 ,从 而 可 知 f (zy) 在 点 (0,0) 处 不 连 
续 . 

《3) 最 后 证 明 f(z,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 . 

事实 上 ,z = f(z,y) 在 点 (0,0) 处 的 全 增 量 

Az = f(0+ hz,0 + 4y) — fF(0, 0 


1 Ee 
De "TO dy de 


= 
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其 中 p= 二 VY (4z)? 十 (4y)?, 则 有 


prsin 上 
lim 2 
p00 


1 
Pe a 
impsin 挛 0， 


即 psin 方 是 比 2 高 阶 的 无 穷 小 ( 当 p- 0 时 ), 记 为 prsin 二 oCp). 
所 以 4z 一 04z 十 04y 十 ol(p). 
根据 全 微分 的 定义 ,函数 z= 二 f(z,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 . 

本 题 说 明 , 偏 导数 f(z,y) ,f(z,y) 存在 有 旦 连续 并 非 函 数 f(z,y) 可 
微 的 必要 条 件 . 

7.2.9 计算 下 列 各 题 : 

(1) 设 flz,y) 一 z 十 一 Vx 十 六 , 求 f1(3,4)， 


(2) 设 z= ln(z 十 吉 , 求 于)ai 


(3) 设 z 一 (1 十 zj)5 求 (于 on 及 (法)ans 
(4) 设 x 一 in(1 十 z 十 六 十 za), 当 z 一 g 一 2 一 1 时 , 求 妈 十 好 十 央 ， 


解 〈1 因 太 (z 人 ) =1 一 一 -一 一 ,所 以 
MY 妇 十 防 
3 3 2 
(3，4 1 = » 
OT RT 5 
% 1 1 1 村 
人 所以 
?十 2- 
2 
E23 1 2 
0 2 二 0 一 了 


(3) 因 对 =y(1 二 Dy = (+ zy ', 


和 = + [Tn + 9)]， 


为 I 十 
所 以 Caw=FXU+tD) =1, 
(us =2xX [到 十 In2] 一 1 十 2In2. 


《4) 因 we/ 
一 E106 一 


1 由 2y 
1+z+y ia T+ziy a 
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Pe 3z22 
“TT TFTr+tr+ia 
PE 1 
Wty tw Titria 
所 以 [w+ 几 二 woro= 芋 = 壮 


7.2.10 解 下 列 各 题 : 
(了 D 设 z= 二 sin 广 cos 二 , 求 在 (2,m 点 的 一 阶 偏 导数 ， 


(2) 设 f(z,g) 一 z 十 V3 一 larcsinA/ 村 , 求 在 (3,4) 点 的 - 阶 偏 导 


数 . 
解 (1) 因 实 1 oos 王 cos 纪 十 多 sin -sin 二 
a y y 法 zx 
zz z 者 y 和 
十 一 cos 一 cos -一 sin 一 sin 一 ， 
% ¥ y z z 3 
故 ee 人 sin 三. 
(2) 地 1 Vy 。 |E ] 
z 
ja 
y 
ey Ww A es 
2 Vr(y— 7) 


af i pr 
多 2vy—1 2y Vy—2z 


3 
arcsin 和 | 一 
故 (对 )ao 一 卫 ， (站 N43 


2 Cy ee 襄 - 
zcosg 一 
i 求 儿 | oo 
as E44 
解法 1 因 志 


(1 sinz 十 sing) * (1 » cosy 十 ysinz) — (zcosy 一 geosr) “cosz 
(1 十 sinz 十 sing)* 


=— 1107 一 
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所 以 衬 | ,一 
zz d d z 
解法 2 |。 0) s=0 (TT ns eg 
_ (1 十 sinz)。1 一 z。cosz 和 
加 (1 十 sinz)? a 
7.2.12 设 w= 二 Vsin?z 十 sin’y 十 sin?z， | 
0.0.7) 
EE 二 过 一 Vain 一 忆 2 
解 生 |。 ,= az(0°0,0D = Sie) ET ey 
7.2.13 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 . 
(GD) z 一 动 十 二 (2) z= —— 
， VE 
2 
(3) = 一 地 了 (4) = 一 arctg 二; 
(5) z= x; (6) z 一 (a 
人 
(7) 一 2 (8) 4 = 7. 
加 1 z z 
解 0 二 二 了 r 
(2) 空 1 a 2z，z y 
m Vair r+ (+ 
过 
% 《2Z2 十 a 
A 瑟 本 cz a 
WET Py 
2z 下 y y 
(4) 
ET Tt 
上 1 i 区 
YF tn 
(5) 由 = 一 了 一 om 得, 中 ye en .lnz 一 vinz. 
a i 
(6) = ry y= FR 
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au 2 5 E24 了 工 
人 (一 )n 
% 3 yy  % y 
ba | i / am_ 1 ulnz 
CF Ea 过 2 Es > zz lnz 
学 本 区 jnz = Vulns 


(8) 问 = yr 全 全 一 ynz); 洋 = rylnzlny. 
7.2.14 证 明 :f(z15) = 让 [F(z,5)]. 


证 ”由 定义 得 #(z)) = [lm 了 土生 于 一 了 及] 而 
d _ ,f(z dr,b) — f(z,6) 
五 [f(z5)] = lim A 


因 y 与 4z 无关, 所 以 
flz 十 hr,y) 一 f(a] 
dz 


lim f(z+ Ar,b) 一 fb) 
0 


im 4z 


Az0 


故 f(z,5) 一 [f(z,0)]. 


7.2.15 设 f(zy9) 一 z 十 (一 Darcsin A/ 三, 求 有 (zy1). 
解 ” 先 求 f/(z,y) ,再 将 (z,1) 代 入 求 f(z,1) 较 繁 , 如 根据 上 一 题 
的 结论 , 则 有 
如 GD 一 总 [fc,D]= 空 =1 
a i a 
7.2.16 曲线 4 ， 在 点 (2,4,5) 处 的 切线 与 z 轴 的 正 
8 一 4 
向 所 成 的 角度 是 多 少 ? 
解 ” 设 所 求 的 角 为 a, 由 偏 导数 的 几何 意义 知 ， 


ta 一 实 
B80 ar 


一 1 
(2,4,5) 


7. 2. 17 出 线 {7 一 Y 1 十 二 十 六 ， 在 点 (1,1, V3 ) 处 的 切线 


z 一 1 


一 阳 的 :一 
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与 y 轴 的 正 向 所 成 的 角度 是 多 少 ? 
解 ” 设 所 求 的 角 为 ,由 偏 导 数 的 几何 意义 知 
多 LS | 
Wlau, v5) V1i+ 到 十 扩 |o VT) V3 
所 以 一世. 


7.2. 18 已 知 函 数 PC(z,9) 一 一 去 *, 如 果 z 和 y 以 同样 的 速度 
变化 , 则 当 z = 3,y = 2 时 , 哪 一 个 函数 增长 得 比较 快 ,是 固定 y( 只 变动 
z) 时 由 所 得 的 函数 增长 得 快 呢 ? 还 是 固定 z( 只 变动 y) 时 由 得 到 的 
函数 快 ? 

解 ”引进 参 变量 4, 则 由 题 意 有 z 一 (0, WOD; 且 到 = 他. 

辕 定 y( 只 变动 >) 时 ,由 所 得 的 函数 在 (3,2) 点 的 变化 率 为 ， 


地 | ,= >-: 一 宝 | -3 至 = [ylnz 一 A 
= (23n3 一 3) 吧 ， 
固定 z( 只 变动 y) 时 ,由 所 得 到 的 函数 在 (3,2) 点 的 变化 率 为 : 
| :3 多 | :=34=2° 和 [zy 一 Seine]e ss : 虹 


二 (12 一 9in3) 委 
= (12 一 了 in3) 学: 


因为 ,名 一度 ,所 以 12 一 也 In3 > 2nn3 一 3, 故 当 z = 3,y 一 2 时 , 因 
定 z( 只 变动 y) 由 所 得 到 的 函数 增长 的 比较 快 . 


ha RRRs 
7.2.19 设 R 一 记忆 二 Rh 二 ?其 中 RR1>> Rs>>0. 问 改 


变 中 ,Ba,Rs 中 哪 一 个 对 R 的 变化 影响 最 大 ?何以 见得 ? 
98 _ (RR RaRst RsRI) » RRs — RiRsRs(R; + R:) 


解 坎 (RiR, 十 RoRs 十 RaRi)? 
RIRS 
~ (RR + RoRs + RR): 
RiRsRs 3 


1 
(KT BR, TF i? 
由 对 称 性 ,可 得 


一 110 一 
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-1L。( PRzR: ) 
3aR: RB RR RoRst RR 
aR 1 . RiRsRs )z 
oRs Ri RiR: 十 RzRs 十 RsR 
| aR 3R aR 
由 题 设 如 之 尼 祁 > 0 可 得 , 育 二 将 二 元 ,从 而 入 二 瑚 : 反 琉 ， 
即 改变 Rs 对 R 的 变化 影响 最 大 . 
7.2.20 设 u 二 f(z,y,z) 为 次 齐 次 通 数 ,就 下 列 各 题 验证 关于 齐 
次 函数 的 欧 拉 定理 : 
(Du= (z 一 2y 十 3z)23 《〈2) x 一 


z 

pr 

(3) 一 (于 

证 ”关于 = 次 齐 次 函数 的 欧 拉 定理 如 下 : 

设 ”次 齐 次 函数 f(z,y,z) 在 域 4 中 关于 所 有 变量 均 有 连续 的 偏 导 
函数 , 则 下 述 等 式 成 立 

zf (zyg2) 十 JJ (T9952) 十 zz gz2) 一 nf (zy,2). 
(1) 由 于 (tz 一 2 多 十 3tz)? 一 tzu, 故 4 为 二 次 齐 次 函数 ,又 因 


党 = 2C 一 罗 十 39 一 一 一 4 一 四 十 39， 


E33 
对 一 6(z — 2y + 32), 
故 得 

= 全 + 有 +z 汪 = (z -一 2yg 十 32)(2z — hy + 62) 一 2u， 
即 函 数 * 满足 欧 拉 定理 . 

(2) 由 于 对 任何 的 :> 0， 


E24 z 0 
VF HED) Vty+e y 
故 4 为 零 次 齐 次 函数 ,又 因 
十 2 


人 


(t+ 
上 2 
G++ 


Ra 
[2 


JERE 


et 
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E23 bE Gu 
故 得 z 广 十 ?页 十 到 


一 zz2) 一 0。a， 


运 干 FF PBA 
即 函数 “满足 欧 拉 定 理 . 
(3) 由 于 ( 怎 翰 一 (到 省 一 由 at > 07, 故 函数 * 为 零 次 齐 次 函 
数 ,又 因 


$e 
= 
久 = (Fn 三 (一 喜 ) 一 做 in 三 ， 
故 得 。 + 癸 +y 锡 十 :党 
一 二 D 一 2 号 mn 本 一 0 
即 函 数 x 满足 欧 拉 定 理 . 


7.2.21 证 明 : 若 f(z,y,z) 是 可 微分 的 a 次 齐 次 函数 , 则 其 偏 导 函 
数 反 (zy,2), 扩 (xz,y,2) ,fi (zwy,z) 是 (一 1) 次 的 齐 次 函数 . 
证 等 式 f(tz, 志 ,tz) = ff(z,y,z) 两 端 分 别 对 z,y,z 求 偏 导数 , 则 
得 
tfi' (tz ,ty,t2) = fi' (x,y,2), 
tf (tz ,ty,t2) = Pfs (zy,2), 
tfy (tz,ty,t2) = Ffy (zy,2), 
其 中 所 G9， ,4(，，，*) ,fr(*，,*，*) 分别 代表 开 *，*,*) 对 第 一 
个 、 第 二 个 、 第 三 个 变量 的 偏 导数 . 于 是 ， 
fy' lz,ty,tz) = FIfY (ry,2), 
fi (tz ,ty,tz) = Ff (zy,2), 
fy (tz,ty,tz) = Ff (zy,2), 
即 偏 导 函数 六 (z,y,z) ,f(z,y,z) 及 天 (zz2) 均 为 一 1) 次 的 齐 次 函 
数 . 


— MS 
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2. 高 阶 偏 导数 

Fe 
7. 2. 22 Wiewn -人 FF 十 六 关上 0; 

0， zr 十 六 二 0， 

证 明 : 扬 ,(0,0) 天 Jr(0,0). 
22 一 护 
一 0 

i FOND FOOD_ I SFT 
证 ”由 于 lm 一 > lim z =—y, 


故 友 (0 = 一 岂 从 而 (0,0) 一 匣 [f 60s)]11-o 一 一 1， 
同 法 可 求 得 f(z,0) = z, 从 而 
Ar(0,0) = Ef (5,0)] eo = 1, 


于 是 所 ,(0,0) 天 所 ,(0,0). 
7. 2. 23 ” 求 下 列 函数 的 高 阶 偏 导数 : 
Fz Fz Fz 
(1) z= zin(z 二 办 , 求 Bi 二 
(2) z = zising 十 yine, 求 336; 


中 
如 2 

解 DE=n+D + Fy 
Fz 1 ed De be ole BR 
a z+ty (+t (z+ 
Fz 1 re (一 2 Es i 
ay z+y (z+ (z+ 
a 
a z+y Ww (r+ 


bE ¥ 
(2) 元 一 3zzsiny 十 gcosz; 3 = 6zsiny 一 y'sinz; 


= 6zrcosy 一 3y’sinz. 
一 2 
(3) 于 = 2zaretg + LE 


二 二 
: 送 挛 丙 数 中 将 + 换 为 y, 同 时 把 指 为 :时 ,本数 表达 式 不 恋 , 则 称 . 


Ea 
zy 


一 1118 一 
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函数 对 <,y 有 轮换 对 称 性 ,对 具有 轮换 对 称 性 的 函数 ,只 要 在 宇 的 表达 
式 中 将 : 换 成 y, 同 时 将 y 换 成 就 得 到 狗 , 妈 


El :人 一 内 
3 = 2yarctg 于 + mF! 
Pz 1 .1 jj 十 护 )(3z 一 她) zr — y)27 
从 而 2y 五 “了 (22 十 i) 


_ z+ 6 二 y 
(mtn! 
FF 2 十 3 
用 = 2arctg Y 2zy 志 二 3 
和 用 物 扩 对称 性， 可 得 


二 37 
过 一 2arctg 3 2zy seis [二 十 2 
7.2.24 (1) f(z,y,2) = em， 玉 雹 包 ， 


(2)u= in 


1 
er Ra 


(3) wx = (z 一 zo70Gg 一 go 天 妆 。 


六 
于 jem， 村 ys ed 
解 (由 去 一 Ye™， BN + ye™ = ze™(l + zy2), 
= em(1 十 3zyz + zzg2z2)， 
(2) 设 >= V(Gz 一 纺 :十 G 一 人 25 则 一 一 Inr， 
了 1 s—& Fu = 2 EYED 
Es ”a 7 ay 于 
Pu 2(G 一 幼 Ey 8(z— Oy— WD 
EE r 78 MM 
于 是 Btu 2 8G@ 一 7D: 8Cz 全 二 48(z 一 人 2 一 9 
dNEN 7 7 76 7 
十 48(z 一 0 二 
6 


(3) 里 = pl * Cy — yo)', ,于 是 下 二 ?191， (p,9 均 为 自然 数 ). 


| 一 4 一 
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F(D , 式 中 上 = zyz, 并 求 函 


7.2.25 证 明 : 若 x fr , 则 3 


数 下. 
解 时 -210， 惑 =oap@ :map(D, 于 是 
iu gape2 pr(t) 十 2zgzjz(D 十 FD) + ya lt) 


EE 
= z2g2z2zfo (1) 十 3zyzf"(t) + fF Ct) 


= 8" (0) + HP + fF OO. 


故 FC) = FD + 3tr(D + tf C0). 
7.2. 26 ”已 知 函 数 z 二 uiDertw, 且 人 二 0, 试 确定 常数 a,5, 使 


函数 < 一 z(z,) 能 满嘴 方程 23 一 实 一 疾 


解 疙 =( 作 ++eDem， 旬 = (他 十 bet 
Fz Fu Ee bE 
By (aytiagt st 
二 eo 
一 @ 旦 十 e 信 十 oo)ertw， 
代入 方程 ,得 
[Go 一 D 浊 +Q@ 一 D 台 + 思 一 一 5 De 
故 a = 1,6= 1. 
Fz 


i 和 C 和。 
7.2.27 ”验证 函数 z 二 f(z)gly) 满足 方程 直 Wy “Ky 
证 因 吝 一 PoG)， 训 一 fg CD 和 一 了 (DO9 (GD， 
所 以 左 端 = 定 宇 = [fa)9GD]LfCzy (9] 


= [fovCD]If (D9 CD] 一 = 一 有 六 


7.2.28 验证 画 数 2 一 zy 满足 3 一 292 
证 译 - 2o， 芝 -2r， 汪 = 


a 
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3 Fz Fz 
全 -36y， 67 
ER 
a 天 
= 12z， Es 12. 
Fz Fz 


s+ 
7.2. 29 设 fc = ed 求 凡 (1,2)， 到 (1,2)，frs(1,2)， 
了 rn(CL2) ,fl1,2). 


2 到 + 到 
解 ” 因 f(z,y) = edt = fe + edt, 


所 以 fC 一 一 上 十 ee 2z， f/(z9) = etr .2y, 
fz) =— eetr(2 十 4z2)， 
f(z19) = te(2 十 by), 
fry) 一 rye + 
将 (1,2) 代入 , 便 得 到 
f'(1,2) = e(2e: — 1), f/(1,2) = 4e5, 
fr.(1,2) = e(6e: 一 1)， fl1,2) = 18es， 
fa(1,2) = 8e5. 


3. 全 微分 
7.2.30 求 下列 函 数 的 全 微分 ， 
CD z 一 于 十 六 一 2， dan (2) z=arctg 
(3) z= arctg = 吉 ; (Du= Vit 
(5) z= (1 + Inzy)’; (6) z= ps 
2 s+ 
CT (8) z= (z+ ye 
V+ 
解 (0D 多 lw = (2 一 21s = 一 2, 


鲍 la.» = (3 一 2z)|u,» = 10， 


4 


一 di 一 
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所 以 dz|o,> 一 (Sar 十 让) fas =— 2dz + 10dy. 


为 
E44 E44 = 攻 2 一 gdz + zdy 
(2) dz + En Fi ta 本 二 
二 1 zy 
de 
1—zy 
wy QC— 7) .1— dr Oo— D+ (ro dry) 
[SE (1 一 zy)” 


再 一 护 )dz 十 (于 一-1)dy 
(1 一 239)2 十 (z 一 9)2“ 


(0 竹 一 ( 空 十 扩 十 区 二 二 2 十 芝 十 轩 ) 


1 
一 (z 十 轧 十 22) 三 (zdz + ydy 十 zdz). 
(5) dz = 3(1 十 Inzy)?dinzy = 3(1 十 inzy)! Bday) 


dy 


二 3(1 十 Inzy)*( 空 十 笠 ). 
z y 


(6) 因 滞 = yf » coszlny, 各 一 sinsy™-!, 


dz = coszlngdz 十 re lsinzdy. 

Vr +d — Ad( Vr +¥) 
(Vr+ 
/a 
Vr+y 
(于 十 所) 

_ (z+ ¥)dz — z(zdz 十 ydy) 
(TT : 

B25 s+ 
e wT 2(zdz + ydy) + (z* + yde ” 
= [2zdz + 2ydy] + (十 的 。 

2zy(zdz 十 ydy) 一 (2 十 ¥)(ydz 十 zdy)] 
zy 


(7) du = 


I 


(8) dz 


= eay) Ly2zy + zs — ydz 
从 + ssp' vt y — say]. 


一 请 一 
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7.2.31 求 函 数 4 一 zryz 的 全 微分 . 
解法 1 先 求 偏 导 数 , 根 据 求 导 法 则 可 以 得 到 


= yiyz + ryrinz = tyr( + Inz)s 
2 


= zyzlnz + sy! 一 yr 二 Inz); 


Ra Sa Bl 


= zyrzdlny + zyrzz-1 一 yz( 二 十 Iny). 


故 du = zyz[( 志 十 nz)dz 十 他 十 mnz)dy + (+ ing)da]. 
解法 2 ” 先 对 函数 关系 式 4 = zz 两 边 取 对 数 ,得 


Inu = In(zyz) = ylnz 十 zlny + zlnzy 


再 对 此 式 两 端 求 微分 ,有 


笃 = d(ylnz 十 zlny + zlnz) 


= Inzdy 十 ar 十 Inydz 十 地 听 十 Inzdz 十 uz 


= ( 刀 十 nz)dz 十 ( + Inz)dy 十 (二 + Iny)dz; 
最 后 ,两 边 再 同 乘 以 4, 就 得 到 
da 一 z[( 业 十 Inz)dz 十 他 十 Inz)dy 十 (二 十 lny)dz] 


一 oa[( 世 十 Inz)dz 十 地 十 Imnz)ay 十 (二 十 Iny)dz]. 
7.2.32 求 函 数 z= 二 In(z? 十 y?) 当 z 从 2 变 到 2.1,y 从 1 变 到 0.9 
时 的 全 增 量 与 全 微分 . 
解 4z= (2.1,0.9) 一 了 (2,1) 
一 In(2.1: 十 0.9?) 一 in(2: 十 12) 一 Inl.044 = 0.0431. 


E44 E22 2z 2y 
dz 让 和 十 HW r+atp 
令 z== 2,4r = 0.1;y 二 1,4y 一 一 0.1, 则 有 
2X2 2 Xl 大 
= 和 Xt 和 niX (一 0.D 一 0.04. 
7.2. 33 利用 全 微分 计算 下 列 各 式 的 近似 值 : 
(CD ss (2) 1. 024o5; 
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(3) 4. 02arctg0. 97; (4) V1.047% + Inl. 02. 
解 ”与 一 元 函数 一 样 , 解 题 步 又 是 : 先 选 函 数 ,再 选 (zo,yo) ,最 后 
代入 下 述 公 式 计算 
f(z,9) A fro,Y0) 十 fi (roygo)(z 一 ze) 十 fy (x0,y0) (¥ 一 go). 
(1) 选 画 数 f(zwy) 一 和, 选 ma 一 0, 加 一 oz 一 一 0.07， 
y 一 0.02, 则 


1 用 1 

(0,0 » » 
工 十 

=、 1 ,二 (1 十 z) < 

有 (0,0) 2 CG 寺 轨 | oo 一 一 2， 
下 汪汪 

f(0,0) = 1. 

代入 公式 得 
0. 93 LL 1 
To 人 1+ 0.07—0)— 330.00), 


0. 93 
即 二 05 祥 0. 955. 


(2) 选 函数 f(z,9) = myz 一 1, 和 一 40z 一 1.02,9 一 4.05, 则 
让 (14) = yaa.w 一 4 有 (4) 一 zinzloo 一 1.inl 一 0， 
f(1,4) 一 1, 代 入 公式 得 
1.0245~ 1 十 4X0.02 十 0X0.05， 
即 1. 024w = 1. 08. 
(3) 选 函数 f(z,y) = zarctgy,ze = 4,yo 一 1,z 一 4.02,y 一 0.97， 


则 
2 ee 
1+¥ la 


(4,1) = arctey | to 一 本 ,到 (4,1) 一 
f(4,1) = x, 

代入 公式 得 
4. 02arcte0. 97 ~ # 十 地 (4.02 一 4) 十 2(0.97 一 1) ~ 3.142. 
(和) 选 函 数 fz,y,z) 二 YH 十 Inzy 选 二 1, 二 2, 加 一 ji 


a 
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r= 1.04,y= 1.99,z= 1.02, 则 
df = — [yd + mmzdty + 2], 


2 Vz 十 lnz 


将 z= 1 加 一 2,z 一 1,4z 一 0.04,4y 0.01,4z = 0. 02 
代入 得 df = 讨 [2 X 0.04 十 0 十 0.02] = 0.05, 又 f(1,2,1) 二 
Y1 二 inl 一 1, 从 而 V1.045%9 十 lnl1.02 汪 1 十 0.05 一 1.05. 

7.2.34 假定 |z| < 二 1,1y| << 1( 即 zy 的 绝对 值 均 很 小 ) ,对 
下 列 各 式 推 出 其 近似 公式 ， 

(CD (1 十 zD"(1 十 力 9 (2) arctg 秤 芝 


解 (1) 选 函 数 f(z,y) = (1 十 z)"(1 十 站 ,zo = 二 0,yo 二 0, 则 
fC(0,0) = m(] + 2 (1 + io = m, 
和 (0,0) = a(] 十 z)"(1 十 有 一.o 一 ay 


f(0,0) = 1 
代入 公式 得 (1 十 z)"(1 十 扩 "1 十 m(z 一 0) 十 naGy 一 0)， 
即 (十 zD"(G1 十 和 1 十 maz 十 号 . 
(2) 选 画 数 fk) = aretg 正 下 区 ,mm 一 0 一 0, 则 
(0,0) = dy 1， 


TF GF yl 
好 (0,0) 二 1, (函数 f(z,y) 有 轮换 对 称 性 ) 
f(0,0) = 0. 
代入 公式 ,得 。 arctg 了 生生 区 
7. 2.35 ”求证 : 两 个 近似 数 的 乘积 的 相对 误差 等 于 两 个 近似 
数 的 相对 误差 之 和 . 
《2) 两 个 近似 数 的 商 的 相对 误差 等 于 这 两 个 近似 数 的 相对 误差 之 
和 . 
证 (1) 记 z 的 准确 值 为 z = zo 十 4z, 加 的 准确 值 为 ?一 加 十 4y， 
则 w == zoyo 的 准确 值 为 x = zy. 


Vd 
由 Wo uo we | 得 
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Ss 和 
re or 十 zo4y) 一 可 二 ii 


其 中 书 是 点 (zygo), 从 而 可 知 | 包 | < | 笠 | 十 | 他 ,这 就 是 说 ,mm 的 相 
对 误差 等 于 zx 和 m% 的 相对 误差 之 和 . 

(2) 同样 记 zo,y 的 准确 值 分 别 为 z 一 z 十 4z,3 一 加 十 49， 则 
i 


vo vo 
1 1 ,名 
高 rm = 贡 ( 时 lmt 十 ER Er 号 人 
一 生 _ 乌 
可 yo” 
从 而 可 知 | 公 [ 生 1 人 | + 1 一 钳 | = | 符 | + | 鱼 |, 这 就 是 说 ,w 的 


相对 误差 也 等 于 zo。 和 yo 的 相对 误差 之 和 . 

7.2.36 一 直角 三 角形 的 斜 边 长 为 2. Im, 一 个 锐角 为 29", 求 这 个 
锐角 的 邻 边 长 的 近似 值 . 

解 ”如 图 ,现在 要 求 邻 边 * 由 于 


4 二 2. 1cos29°, 所 以 设 f(z,y) 一 zcosy， AN 
令 mz= 2, 一 30 二 吾 ， 
as 
4z = 一 0.1,4y 一 一 了 一 180， 
利用 近似 公式 得 
和 | 7.2 .36 
f(2 十 0.1， TT 2.36 颗 误 
f+ (2,§ C0. 1) 十 如 (2 于)( 一 rr 
因为 f(z,y) = cosy, (zy) 二 一 zsiny, 故 有 
4 = 2. leos29" ~ 2eos 于 十 cosg| a°* (0.1) 
= sing) | 4 -1 
xy 
V 3 十 (0. D+ 而 = (1.05) vY 3 十 


一 上 05 X173+ 0.02 2 1.82+ 0.02 ~ 1.8. 
故 所 求 边 长 # 的 近 航 值 为 了 .8Bm.， 
一 1121 一 
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7.2.37 ” 当 圆 柱 体 的 半径 RR 由 2cm 增 到 2.05cm, 高 五 由 10cem 碱 
到 9. 8em, 试 用 公式 4v = dv 求 体 积 V 的 近似 变化 . 
解 ” 体 积 V = xR?H， 
A Eg Ea 
VT I+ 


aR 
= 2xRH xX 0. 05 十 xR 22 X (— 0.2) 
一 40r X 0.05 一 4r X 0.2 = 1. 2xcm’, 
即 体积 地 的 近似 变化 为 1. 2rem:. 
7.2.38 扇形 的 中 心 角 = = 60° 增加 4a = 1°, 为 了 使 扇形 的 面积 
仍 保持 不 变 , 则 应 当 把 扇形 的 半径 从 20cm 减少 若干 ? 


解 ”扇形 的 面积 3 = 到 0. 要 使 48 = dS = 0, 必 须 有 : 


a=2dH 
a=10 


a 
| 4AR=— |*-240, 
eo- B24 4 
一 ~ plcv -2 
即 ms et a er 
4R = (~ 200) -2 x -3 一- 工 (om) 
180 X 207 一 cm) 
1 
即 半径 必须 减少 二 cm。 
4. 复合 函数 微分 法 


7. 2.39 ” 求 下 列 复 合 函数 的 偏 导数 : 
(Du= In(e te), y= 2, 求生 


(2) 4 二 有 2 十 玉 十 各 ,2 一 sint,y 一 0， 求 2. 


(3)u= zy oost 一 ssint, 求 型， 全 
(4) 4 = arctg srty,t 工 y 求 多 ,党 . 
Es 一 六 ,em)， 求 鱼 ， 旦 
(5) 2 = f(z’ 妨 ,e")， 求 元 ， Ea 
(6) w = F259,2), 2 = ly,t), t= ¥(y,7), 求 镶 ， 多 


: 


| 


ee 
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解 () 设 s=e,t=@=e 


du 39 as 9 a 
Fe EG | 3 LG 二 +)] 震 
和 | 3 1 
Ee e+srr FFo + 30"). 
(2 和 理 一 一 .至 十 鱼 . 昌 一 (2z 十 gcosl 十 (2 十 ae 


= (2yz 一 妨 )cost 十 (zx? 一 2zy)sint 
= 3s?costsint(cost 一 sint) ， 
WN 
a 


= (2zy 一 y’)(— s* sint) + (z? 一 2zy) * s + cost 
= s (sinst 一 2sin?teost + cost 一 2sintcos2t). 
2 A 
(人 上 4 一 和 
4 水 人 
Ee 
+e 


= Et + 


[tdz + dy) — s(dz — dy)] 


所 以 对 一 和， 各 -= 
(5) 邻 s=z 一 y,t= ew. 则 w= f(s,0). 
du = fids+ fidt = f: (2zdz — 2ydy) + fier(ydz + zdy) 
= (fr2z + fle °» ydzr 十 (一 28 + zewf! )dy, 


所 以 对 一 2zf. 十 ye 了 fl， 名 一 一 2gf 十 ze™f!. 


0_ 对 了 f( 站 .强加 
(0 EE 方 十 方 )， 
加 _ 对 | 半 色 部 
此 G3 ag. 


7.2.40 设 2 一 f(z 一 yz 十 攻 ), 求 总 
解 令 s=z 一 yo 二 =z 十 六; 则 
= 
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EE Ea 


7.2.41 设 z== f(z 十 y,zy), 其 中 了 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 求 


Fz 
my 
解 


令 z= 二 z 十 y,v 二 zy, 则 

庄 一 货 全 十 宫 多 一 完 十 1 总 ， 

六 一 邵 [ 合 ]+ 交 +y 记 [ 实 ] 
= 爱 + 严 = 十 证 十 红 上 + 区 
= 爱 + G+D 玉 + 于 + 入 


7.2.42， 设 z= fayiz 十 乓 几 = 9 ,和 9 均 可 微 , 求 此 ， 


dz 
dz 


令 4= zy,2 三 碌 十 六 , 则 


二 去 中 全 本 过 对 
一 各: 关 十 南 " 呈 = 入 9 十 碟 ) 十 入 (2z 十 2gy). 


7.2.43 设 z 一 yw(z, 妨 ,其 中 y 一 fGz), 试 求 玫 . 


7.2.44 ， 设 < 一 f(z, 杷 ,zz), 且 了 具有 二 阶 连 续 偏 导数 , 求 玫 22， 


Fu 
raz 


虹 _ 姑 | 如 笋 
dr da Wd’ 


9 


di adi dW dr Wr NW dr Wd 
Fu 


将 z,zy,zyz, 分 别 编号 为 1,2,3, 则 
多 = fi! + yf: + yzfy， 


pt y+ Ps + Fs + Prise + ef 


+ paprn + Hzfre 十 pss, 


一 4134 一 
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= fit 好 ja 十 yf 十 2yf"2 十 2yzf"s 十 2g2z7rasy 


F: 
= WP + Pn 十 oz + yfy. 


7.2.45 设 4 = f(z: 一 护 ,en) ,其 中 了 有 二 阶 偏 导数 , 求 闻 2 


解 训 一 一 2880 十 zeof， 
节 一 tp ep + ey 
十 2ziewf, 十 zye’™ fg. 
7.2.46 设 z 一 {LP 5 一 纠 , 其 中 了 具有 连续 的 二 阶 编导 数 ,9 
fn E44 ’ 
具有 二 阶 导数 , 求 多 与 2 
解 器 =f1sy (一 开 ， 
BE = gLeprip + spa + fr] 一 [pag + Fr] 
= fg p+ Fialag — 9) — fr fy 
.2.47 由 w= 言 [pz 十 只 十 plz 一 oD)] 十 喜 ]y(9) 才 ,其 


中 与 9 分 别 具 有 连续 的 一 、 二 阶 偏 导数 , 求 玫 一 严 下 


解 党 = 了 [py (2+) 一 ya] 
十 二 [yz + at) 一 %(z 一 cat)]， 
又 一 于 [wd 十 at) 十 wr(z 一 at)] 
十 [Ye + ao) — yz— at)], 
=v tad + — a] 
十 击 [ycz 十 四 一 wz 一 a0]， 
= [ge + on) + p(s — ob)] 
十 去 [yGe 十 四 -YD 。 
一 1125 一 
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故 有 膏 -“ 训 -0. 


7.2.48 设 岂 = f(z,2y,z), 而 z= 二 plzy 十 9), 其 中 具有 连续 二 
阶 偏 导 数 ,9 二 阶 可 微 , 求 于 ,2 


解 问 = 所 十 扩 W = 提 十 Wp 拉 ， 
吏 =P2tP 二 D+ 扩 二 IW 二 DD: 开 


+ yp [fr 2+ fs * (z+ 1)] 
= 2 (z+ Dy :fst yp fy + yp' :fss) 
+ wp * fy + 29 fy. 
7.2.49 设 z= 二 gl(z 十 y,z 一 9 VCzy, 卫 ), 求 衬 
解 ” 先 用 乘法 公式 ,得 
全 = (p= 二 (1) 
对 于 及 ps! 再 用 复合 函数 偏 导数 公式 . 
令 * 一世 一 二 , 则 有 


名 一 各 十 型 (一 妆 )， 


再 令 @=z 十 bt 一 z 一 3 四则 有 


三: 记 直 凶 
9 一 十 广 - 


多 
' 久 - 


Go 


代入 (1) 式 并 整理 ,得 


这 = poDG 红 一 冯 弄 ) 二 Waso (名 十 名 ). 


同 理 可 得 


3 于 1 弹 好 a 
二 pw,t) (zr ER 半 二 Eb 十 gx) 3 E22 


7.2.50 设 * 一 lay 二 ), 求 并 


§ 2 多 元 函数 的 微分 法 


上 式 中 的 全 ,会 仍 是 中 间 变量 st 的 函数 , 故 得 
uy) 
一 让) 一 (i ) 
和 Pu 3s a 
“i 


=s[ 加 一 志和 ] [一 部 多 + 训 g 力 

Fu Fo 2 A F 
= astza 所 十 雪 攻 
注 “ 若 各 .号 均 连续 , 则 对 应 的 两 项 可 合并 , 原 题 没有 给 此 条 


件 , 故 不 能 合并 项 . 
72.51 设 * 一 好 Ge 十 yzy), 其 中 为 二 阶 连续 可 导 , 求 滞 ， 


ba 
EZ 
解 ” 令 :十 y= s,z3y = 用 链 锁 求 导 法 则 ,得 


人 二 
=y( 六 RB Ya + 2 


多 王 一 好 
En ftyR 人 + Ed f+y3 十 z 光 高 


求 二 阶 偏 导数 时 应 注意 上 式 中 的 过 及 舍 都 仍 是 .1 的 函数 ,而 s、 


! 又 是 zy 的 函数 , 故 得 
ES 已 和 Ez 
+2gy 汪 十 2y( 站 "多 + 对. 匀 ) 
+ + 2 
+ 和 +2g 于 
= 过 + 人 于 + 可 


= 苷 上 + 2 
于 an 于 
十 (2zy 十 zy) E53 十 2z3y2 区 


注 “由 题 设 了 为 二 阶 连 续 可 导 ,所 以 = 迁 , 帮 售 两 个 二 阶 温 


SY 
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合 偏 导数 经 与 竹 的 项 可 以 合并 . 
7.2.52 设 fz,g 一 bh A AR 
与 WCy) 分 别 是 .9 阶 可 导 函 数 . 求 世 也 2 2 在 (a 十 1,b) 处 的 值 
解 ” 求 阶 偏 导 数 ,要 寻找 求 各 阶 导 数 后 的 规律 ,然后 写 出 4 阶 偏 
导数 的 一 般 形 式 . 先 求 对 y 的 g 阶 偏 导 数 . 
全 gz — a)rti(y— b+ yyy), 


wy 
过 gg 一 DG — Ortily — br? + py), 
功 = g(qg— 1)(g— 2)°%1* (z— a)’t!+ yr (y) 


= ql(z — a)rtl+ $y), 
再 求 对 z 的 ? 阶 偏 导数 , 积 上 面 类 似 地 可 得 
2 = (十 DIqglGz 一 0)， 
将 (a 十 1,6) 代入 上 式 , 得 在 (a 十 1,6) 处 的 偏 导数 值 为 
ED - (p+ 1)!gq!. 


7.2.53 设 4 = zf(z 一 y,zy), 其 中 f 具 有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 求 


Fr 
a ’' my 
解 设 z 一 ! 一 sz 好 一 局 则 
和 于 二 
witaty a 
9 Ff% FFR 
志 一 襄 全) 一 考证 十 吉 语 十 zx 蔽 广 圭 站 刘 
af Ffa Ff a 
十 23 tam + Ea EY 
F 
ty + 
yy Bu 
7. 2. 54 要 Ac ro 一 冰雪 + 入 + 这 十 和 
atu 
ECE 
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a RW RM RN: RWNM' 
Gu 0 Bf of 
amra RAMW MRM: MWMW RWNM' 


7.2.55 车 z 二 二 f(z 9) 十 闻 (z 十 办 ,其 中 f 为 二 次 可 向 连续 函 
数 , 试 求 有 


经 1 RE 
解 多 于 f(Dy + fy) 二 十 好 C 十 人 ， 


解 (1) 令 R= 一 ygV=y—zW=t—2z, 则 w= f(R,V,W), 
多 _ 人 FIR_Y 
a Ra oR’ 
针对 
BW Ra WA aR” W’ 
本 一 竹下 十 开 弄 下 才 
WR W MW’ 
wm_HMW YH 
a MHR MW’ 

-am mm 

故 充 十 页 十 到 十 充 一 0 

Wm_H Ru Ff Ff 

(2) ER ES hi + kW’ 
ou _ Ff PF FF of 


六 = 寺 [f GD + g(a] 一 各 P ay) 
+ yp(z+ y+ f(y) 
= gf (z + Pz+ I+ Fz+). 
7.2.58 设 z 二 f(z 十 gly)), 其 中 p 是 可 微 函 数 ,f 是 二 阶 可 微 渗 


Ce 由 一 由. 红 一 绒 
A 码 一 页 Ei 
zz Fz Fz 

EA 
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Fz & ¥ 
即 有 二 过 
7. 2. 57 设 函数 = 一 PC 一 arcetgz,zg) ,其 中 为 二 阶 可 微 函数 ， 


Fz 
求生 
解 ” 设 z= 2 arcctgz,2 = zy, 则 | z 一 F(u,v), 
kd a dy EF. 
ES 十 2 六 一 PP CT s+ Fo'(u,v)y, 


Fz y 1 ， ， 
下 一 (Po of tr) TH Ce 


ar 
+ Cp vs + Pr vi)y 
i 一 2 
Tt 


本 "Ti? + FP" y)y 


= (Fr" 


1 La wy 
= TF + Ta 


2 


”CT 十 名 mt PY 


yo 
1+z’ 

1 pe ee 
TF + Ta + Ta 

2 一 2 
十 tr 

注 “其 中 [站 Pr 与 7" 一 般 不 能 合并 为 了-aP'., 只 有 

当 "与 PF”, 连续 时 ,才能 合并 ,本 题 不 具备 这 个 条 件 . 


7.2.58 设 z=(z? 十 ¥)F(Qn Vx 十 十 六 ,于 一 aretg 二 z), 其 中 有 
eg Pz 
二 阶 连续 偏 导数 , 求 元 和 

解 ” 设 w= In VE 十 六 ， ?二 也 一 arctg 立 , 则 


z= (z+ y)F(u,2), 
多 p+ [Fu + FL :vl] 


如 


| 一 旺 36 一 
| 
| 


| 
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= 2zp + (zz 十 EP: = 十 有 a 
Pu 
Ey 


2z[F, 二 十 FY 二 3] + 2y[LF. Fy 


y 
PF Fi 十 (到 十 的 [Pr ry 
+ rt tt 
et "7 FY 


ee 于 一 六 jn 
= ztr tt 


Em a 
元 十 Ft 


7.2.59 若 在 偏 微分 方程 吕 十 路 一 0 中心 可 以 表 为 一 
VE 十 六 的 函数 :u = f(r). 求证 :此 时 偏 微分 方程 可 化 为 常 微分 方程 
dw 1 四 二 0, 并 求 出 4 = f(7) 的 表达 式 . 


dr? 7 dd 


故 旨 + 一 0 可 化 为 罕 + 工作 = 0, 再 化 为 二 到 全) = 0. 解 


之 得 zx 一 Oe 十 cz, 其 中 ciyecz 为 任意 常数 . 
7. 2. 60 人 的 二 阶 偏 导数 存在 ,证 明 :u(z,y) = f(z) "9(z) 


的 充 要 条 件 是 20 一 主人 


解 必要 性 . 若 x(z,D = 二 了 (2) .9CGD, 则 ...,， 
一 1131 一 
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EE 加 
FD, HNO, my FO OW), 
故 “全 一 foD)P D9 yD 一 名 .总 
Cs - 凤 . 凤 , 令 鱼 aa 
充分 性 . 若 “元 为 二 入 , 令 居 一 嘱 代入 得 “如 ,多 ,或 
4s 旬 一 。 多 
- 主 主 -0 才 关 0), 亦 即 县 (二 ) 一 0, 于 是 有 了 一 ply), 即 
bE 


一 各 一 一 p09) ,或 高 (nw) 一 90). 故 mm 一 Ga 十 wa 所 以 


冯 一 dr 。 er = f(z)g(y). 


7.2.61 设 函 数 x = f(r), 其 中 > = In Va 十 六 十 忆 满 足 方程 
内 + 条 十 贱 = (2 十 十 到 -4. 求 f(r) 的 表达 式 . 


和 
解 ” 评 


% z 
(7) 到 =f (FF 
Ea 
癸 = fr)( 立 ) 十 也 Cr) 下 
六 二 2 一” 


zr? 
Jr) 二 十 直下 37 十 卫 () [阁下 三 十 汪 5， 
由 zy\z 的 对 称 性 可 得 


Fu - i 
oy POFy Ta tf ty 
Fu 用 2 

六 = +) [ 革 装 赴 光 i 


Pu gg fr) 十 pr)  ，， 时 
从 而 有 2+tata rr tr to), 
即 “rr) 十 了 一 t+ (CD 
解 P(r) 十 PCr) = 0, 得 v = or 十 cxe-". 再 求 (1) 的 特 解 , 设 
2 二 hre-… 代入 (1) 中 求 得 4 = 一 1, 故 。 = 一 re-… 则 (1) 的 通 解 
为 


一 c 十 ce 一 re 


所 以 f(r) 的 表达 式 为 f(r)》 = ci 十 cze- 一 re 一 
一 482 一 
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7.2.62 已 知 z 一 zf( 刀 ) 十 29p( 志 ,其 中 也 9 均 为 二 次 可 微 函 


数 . 
CD 求 朗 2， 
(2) 当 了 一 9, 且 站 和 | .一 一 好 时 , 求 XG)， 
(其 中 .5 都 是 大 于 零 的 常数 ) 
yp 工 
解 〈1) 末 一 了 二 ) 一 二 (和 二 ) 十 2 (了) 
Fz 


y y 2z zx 
Es PC) FP) 
Fz y 区 2a a 
(2) 让 | -一 者 P( 二 ) (= 一 Wy， 
因为 了 = 9, 则 扬 = 7, 故 
Ym) Lm ) 一 一 
az) Ff = Wy’, 


令 y = or, 则 蕊 PrGo) 十 PP( 工 ) 一 or, 即 
WP) 十 2P( 工 ) = ou 
在 (1) 式 中 以 十 换 ,得 


1 1 1 
fa 十 2F'(u) = Cr 
即 2D) + up) = 20% 1. 
(1) 式 减 (2) 式 ,得 
一 3apr(a) = abut — 2u-D， 


3 
所 以 。 Po = 守 ( 训 一 中. 


2 Db 2 
两 边 积分 ,得 (x) = [Ee wadu (— us 
再 积分 ,得 f(x) 一 学 二 一 蕊 ) 十 cm 十 cz， 


gb a 
故 得 。 f(D 一 时 名 一直 + 二 +a 


(1) 


(2) 


号 ) 十 ou， 


一 1133 一 
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= 全 去 一 P+ oy + 
7.2.63 设 f(z,y) 有 连续 的 偏 导数 , 且 f(z,z) 一 1, 及 (zz 一 
求 如 (zyz2) 
解 ”由 链 锁 规则 有 


所 (zyz2) 十 2zf; (zzz) = 0， 
于 是 有 z[1 + 2f; (z,z2)] = 0. 
因此 , 当 z 天 0 时 ,fr (zyz?) 一 一 去 ,再 由 如 的 连续 性 , 便 知 恒 有 


有 (zyz2?) 一 一 玛 


7.2.64 设 P(z,y,z) 一 SE + Q(z,9)2, 有 By = y(z),z = z(z) 
所 出 现 的 函数 皆 为 连续 可 微 的 ， 求 党 羡 (2)， 


(去 
ap _ oP Ea 下 、 
解 = Es 十 z(z) 二 动 ， 把 二 Q(z, 四 .所 以 
译 [Q(z,D] 一 各 + 加 y. 
gp dap, gp, 80 2 20 
于 是 务 一 站 (六) 一 务 + 机 a Wy 
= 入 一 绊 十 区 [ec — y (2)]. 


7. 2.65 ry 其 中 glz 十 9 站 及 Ylz 十 
y) 均 有 二 阶 连续 偏 导数 , 试 证 ， 


证 令 z+y 一 5, 则 于 二 9 十 zp; 十 各 /， 
F 
关 - = 9 + p+ z+ yy = 29: + zg + W's 
芒 =w 


om 
Ee 十 区 十 yy， 


+ 


Fu 
Ea 
7. 2. 66 


Gu | Fu 


2 于 = 


所 以 0. 


Pu 
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已 知 * 一 p( 立 ) 十 zy( 之 ), 求 证 


?加 + 六 +r 轨 - 


证 先 求 各 阶 偏 导数 


y y 
和 pC) 十 YOY) 


1 1 


eg 了 并)( 一 部 
二) 一 ) 二 了) 十 2 (二 )( 一 区 


) 


y 已 
2 


y 
V+ = 


We | y 
Wt ps 


] 


= yy 
) = Hy (二 ) 


yc)— 
十 着 # (二 ) 


Ep ) 
和 


y EE 
z+ yr 


7 


yr) 
Ly (— 者 


= pL) + EL) 十 EL), 


Ea Ea 


= py) + + 


于 wT). 


yy 1 CY 
+P) 


3 y y 
冀 ) 十 六 ( 立 )( 一 去 ) 


1 
9 (TL) 一 和 ) 


yO), 


32 nC ¥ 
rv z ) 
1 


2 pv 也 
一 ne 


a loz) 
p+ yl). 
所 以 


z t+ 


2 
VC 


y、l1 
z 十 六 (二) 一 ， 


7.2. 97 设 函 数 wz, 六 满 尼 拉 普 拉 斯 方程 癌 十 党 = 0. 证 明 , 函 
数 。= x(z: 一 ,2zy) 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 一 


=— 
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证 ” 设 : 一 也 一 所 s 一 2zg, 则 由 已 知 条 件 知 函 数 x(t,s) 满足 方程 


Pu Fu wm _mA, ms E23 E23 
如 二 天 一 外 由 于 直 一 训 丰 二 识 丰 22 


注意 ,多 的 结果 中 含有 变量 z.y.t.s, 而 为 中 间 变 量 ,它们 是 zy 
的 函数 , 故 


各- 
2 旬 二 杞 要 二 和 要 十 志 瑟 + 位 话 ， 
名 = 一 2 对 +2z 宝 ， 
茵 = 一 2 这 一 2 党 是 + 本 更 ) + 2z( 吕 这 十 全 多 ) 
2 匀 十 久富 公公 dzy 十 4 守 ， 
所 以 。 号 + 笋 = 4 十 疙 ( 当 + 喇 ) = 0 


7.2. 88 设 画 数 * 一 u(x) 满足 方程 下 一 0 以 及 下 列 条 件 ; 
MU(zy27) 一 zu (zy2z) 一 72) 求 w(x,27) ,as(zy2z) 及 ,7,27). 


解 令 5 一 一 2 一 z 十 加 则 = 一 2 二 和 一 2 本 人 于是， 


天才 可 一 
由 于 天 一 茧 一 0, 故 Er 0. 由 此 可 得 
uo= 9p(6) + pn = gl(z—¥) + y+ 
其 中 wp 和 有 二 阶 连续 导数 . 


由 于 x(z,2z) = 二 zz 及 ww!'(z,27z) 二 z?, 故 


p(— 7) 十 %3z) 一 zy 区 和 
Ws’ (z,2z) 一 1 (— 71) 十 %(3z) 一 2 (2) 

对 (1) 求 导 , 得 到 
一 g (一 z) 十 3#W(3z) 一 1 (3) 


联 立 (2)、(3), 解 之 得 
一 113%6 一 
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以 z 代 替 一 z 得 


Er 二 


wz) = 一 (一 于 十 了 = 十 9 一 
D+ 
以 :代替 3z 得 ¥(z) = 2 一 一 一“ 故 


(CO— 
4 


s 
二 wz) 一 于 一 二 z 十 e 


+3 , 
i 


uz,9) = pz — y+ yr+d+y) = 一 上 (一 D+e 


过 (十 六 十 Cz 十 及 
4 
FD (D+F) + G+] 


十 


ms 


从 而 可 知 wz,2z) 一 wr,(z,27) 一 一 要 Wz,27) = Be. 


7.2.69 若 f(z,y,z) 便 满 足 关系 式 f(tz,ty,tz) = tf(z,y,z), 则 于 
称 为 上 次 齐 次 函数 ,证 明 : 次 齐 次 函数 f(z,y,z) 满足 关系 式 ， 
* 当 +? 党 +* 导 -好 
证 ”由 ftz, 包 ,tz) = 4f(z,y,z) 可 得 
了 (aypyzp) 一 EF(z,Y,2)» (1) 
其 中 zx = tp 一 已 , 妈 一 巡 . 将 (1) 式 两 边 对 :上 求 偏 导 , 得 
和 六 十 训 豆 十 剖 训 二 从 (zy)2)， 
se 中 y 才 区 一 tf(z,Yy,2), 


十 刀 作 二 twf(z,g,2)， 


对 of 尝 汪 
亦 即 要 十 名 而 十 如 Bi 二 村 (lz, 要 ,tz). 
令 红 二 X, 雪 二 了 , 刀 二 2, 则 有 


对 yz 
Xt+Y 广 +2 二 (X,Y,2). 


= 
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7.2.70 设 函 数 x 二 f(z,y,z),z = rsingcosp ,3 


rsinGsing ,z 
rcosg, 证 明 : 


CD 若 z 尖 十 ?合十 z 吾 = 0, 则 "是 与 无 关 的 函数 ; 


衬 , 则 + 仅 是 y 的 函数 . 
证 (D 采 = 尝 守 + 训 吉 十 到 主 
一 singeosp 例 十 singiny 于 十 ooeg 包 


E33 


土 (z 凶 +y 奖 +z 滞 ) = 0， 
这 表明 函数 4 与 + 无 关 , 所 以 u 仅 是 9 和 gp 的 函数 . 


y A 2 
这 Easy 十 sin2p) 多 Sinbcosb | 
名 


E33 六 免 二 党 祝 十 党 器 一 reinbeinp 鸳 十 rsinbeosp 名 
ea Ea ee Eb 
一 Tesinxgsingcosy 方 于 Tsin gsinyxcosy 为 Se 
» y 
这 表明 函数 4 与 9. 无关 ,所 以 4 仅 是 7 的 函数 . 


7.2.71 若 z.y 是 s.t 的 连续 可 微 函 数 ,s.t 是 wv 的 连续 可 微 函 数 ， 
证 明 


Ds) .DGs:D _ Dry) 
Dlsst) Dlu,v) Dlu,v)” 


证 ”由 雅 可 比 行列 式 的 定义 及 行列 式 的 乘法 规则 ,有 


一 1138 一 
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多 二 | | 他 字 
Dz) Dsst) |I% a a 
DD) Dn) | 为 为 a a 
EE E73 
a 人  H 红 a A 
_ amta'm EE 
a a agas,w al’ 
喜庆 十 过" 色 训 " 而 2W' 久 
根据 假设 和 链 锁 法 则 可 知 ,z.y 对 wv 的 偏 导 数 均 存在 , 且 
站 站 
a Sa EM Sa 2 2 
站 让 
% as 2 Di” 3 加 2 
由 此 可 得 
证 
D(z,y) . Ds,t) a 和 D(z,y) 
Dl(sst) Dl(u,v) 为 NW Dl(u,v)” 
E73 
5. 隐 函数 及 其 微分 法 
(1) 一 个 方程 的 情形 


7.2.72 设 方程 z 一 3zyz 一 0 确定 z 为 zy 的 函数 , 求 狗 .多 
解法 1 令 P(z,y,z) = za 一 3zyz 一 a?, 求 得 


,一 一 3yz, FF, 3zz， FF, = 32 一 3ry. 
当 有 取 0 时 ,由 隐 函 数 求 导 公式 得 
a __PF/ 一 3yz yz 
二 FP, yy 
Et ee 
a PF 2—zy 


解法 2 在 方程 一 3zyz 一 中 ,把 +.y 看 作 独立 变量 ,z 是 zy 的 
函数 ,两 边 对 = 求 导 ,得 32 到 一 3 四 到 一 3yz 一 0. 由 此 求 得 


同 再 可 求 得 。 党 = 二 放 


> 
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解法 3 令 F(z,y,z) 一 际 一 3zyz 一 a? 二 0, 两 边 求 微分 ,得 
3zzdz 一 3yzdr 一 3rzdy 一 3zgdz = 0， 


二 < 四 
即 得 dz 一 去 一 ps 十 豆 dy, 


7.2.73 设 z( 如 十 37) 十 和 一 0, 求 歼 ++ 带 


解法 1 整理 得 十 3zz 十 3y = 0,z 是 z.y 的 函数 ,两 边 分 别 对 z、 
y 求 偏 导数 ,得 


Ed o E44 sa 
32 计 十 3z 十 3 二 一 0， 寺 一 再 
2 wg 一 1 
3z 训 十 3z 训 十 3= 0， i 
zz 
Fz = 全 (十 四 十 z(2z 多 十 1D 
2 \A 二 z (2 十 2)2 
Ed 一 3 
(22 一 如 一 z) 直 十 a py 
(2 + 2): (2 + 2): 
_ 2zz 
二 
Gz __—2z 
十 2)” 


Fz Fz _ 2zs(z — 1) 
有 所以。 十 一 二) 
解法 2 在 台中 3 让 0 两 边 对 z 求 两 次 偏 导数 ,得 


32 衬 十 3z 十 3z 衬 一 0 a 
6z( 到 ) 十 3z2 王 4 十 3 你 十 3 合十 32 多 琵 一 0， 
2z( 空 ) 中 2 空 
gz z E23 
所 以 有 ， TF (2) 
E4 
由 (1) 得 mt 二 二 
Fz 2 z 2zz 


FB- t? Fr Ga 
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同 理 ,在 原 方程 中 对 y 求 两 次 偏 导数 , 即 可 求 得 3. 


7.2.74 设 z= Vz 类 .加 竹 


解 令 Flz,y,z)= Vr 一 ytg 一 2, 则 
3 FE 
] i z 3 有 2 3 
VE VE 
ie 一 -一 + = 2 
J /rr—y Ee /ri — y? 


PF, = sec’ ky 


Fs 


Fy = 


他 


,将 上 
由 条 件 tg 一 -一 -一 5 将 上 式 化 简 为 
本 一 Ps = 


yz 
ie i — yD) ny 


ry 
x % Fe 22 Ed 

所 以 。 tr 罗 一 二 天 
再 对 3y 求 偏 导 , 得 


E44 
Fz ry 一 ¥) 十 2zyz 


Fz yz Fz 2Zz 


同 法 可 求 得 一 -Gry 时- 


7.2.75。 求 由 方程 y 一 2aaretg 了 所 确定 的 隐 函 数 ， 的 导数 全 、 
dy 


dz*” 
解法 1 由 二 = 2aretg 二, 显然 有 二 六 1, 两 端 微分 得 


2d( 也 ) 
ba 
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六 
将 上 式 对 = 求 导数 , 即 得 5 全 一 


解法 2 令 F(z,y) 一 2rarctg 二 一 y 一 0, 则 


y 1 y y 
PF = 2arctg -一 十 2r 《 3) = 5 
2 yy z 3 zy 
1+ Cr) 
1 1 Es 
有/ = 2z 一 .一 一 1 
CD 于 二 
rz 
由 隐 函 数 求 导 公式 ,得 
加 
az FE 2 
解法 3 将 ?看 成 是 z 的 函数 ,由 复合 函数 的 求 导 法 有 
z 虹 yy 
四 y 1 dr 
i 2arctg 十 2z 由 


整理 可 得 全 一 二 . 


Fz Fz F 
7.2.76 设 守 十 彤 十 了 一 0, 求 六 
解 等 式 两 端 微分 得 

2zdz 十 2ydy 十 2zdz = 0， 


再 微分 ,得 dz? 十 dy? 十 dz? 十 zd?z 一 0， 


由 (1) 得 dz =— Ldzr — dy, 
z Bh 
2 
家 有 本 
由 (2) 得 Bz = Ldr + dy + dr) 
1 1 1 
dr dy 二 (二 dz 十 ay)? 
1 2 2 1 2 
一 二 十 误 )dz dzdy (1 十 各 )ay， 
Fz _ 1 2 + 
散 有 和 


(1) 
(2) 
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ow 加 
7.2.77 解 下 列 各 题 : 
(1) 设 〈cosz): 一 Csinyg)…, 求 型， 


(2) 已 知 | 二 Jineosue, 求 型 
解 ” (1) 两 边 取 对 数 ,得 ylncosz 一 0 时 得 


y lncosz 一 yi 一 Insing 十 了 可 Eg » 


dy _ lInsing 十 ytgz 
解 之 ,得 y 二 dz 一 jncosz 一 zctgy” 


(2) 两 边 对 z 求 导 , 得 er * 2y*y 二 Incosz, 由 此 解 得 
pi lncosz 


2ye” 
注意 :不 要 遗漏 2y 或 y. 
7.2.78 。 设 方程 PC 三, 业 ) 一 0 确定 了 函数 > 一 f(z,, 求 至 ， 


SR 


解法 1 NAS = 一 画 ， 
设 u 二 三 ,= 也 . 注意 在 求 P! 时 要 把 yz 看 成 常数 ,在 求 FY 、P; 
时 分 别 把 z.z 及 zy 看 成 常数 , 则 PP/ 一 Fw 十 Pioy ,而 w 一 十 ， 
ww 一 0, 所 以 有 FP/ 一 二 1 
同样 有 PY/ 二 Po ew 十 PI w= 上 Pp,， 


有 = Pu + Pv — iP 一 长 Po， 


代入 公式 得 
zz 了 2 下 下 2 
E3 F!' zz 十 3F ”办 xzF. + yp 
解法 2 两 边 导 ,注意 :是 zy 的 函数 ,也 就 是 在 求 本 数 了 对 :或 
# 的 偏 导 数 时 ,z 不 能 看 成 常数 ; 谭 坟 将成 是 2 了 的 函 效 ， 江 1 祝 汪 


区 


wr ee 
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方程 F( 三 , 世 ) 一 0 两 边 对 z 求 偏 导数 ,得 


8 (三 ). 十 PE) 一 0， 


[ me 甸 开 ss y 译 

即 FP, 空 十 权 二 一 一 0， 
E44 ZF 

由 此 解 得 Ek 
加 Zh, 

同样 可 求 得 Ee 2 


7.2.79 ” 设 z(z,y) 是 由 方程 f(y 一 z,yz) = 0 所 确定 的 隐 函 数 ,其 
中 函数 了 对 各 自 变量 有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 求 2 


解 ” 设 v=y 一 z,v = gz, 由 复合 函数 的 求 导 法 则 ,将 方程 
f(y 一 z,yz) 二 0 两 边 对 z 求 导 , 得 
fu! 十 fv 二 0， 即 一 ff 十 fyz “= 0. (1) 
(1) 式 两 端 再 对 z 求 导 ,得 
一 (fr 十 fv ) + Ps 十 fv )32 + fy = 0， 
fr 一 Df ys! 十 ry C2) 十 fy 一 0. (2) 


从 (1) 中 解 得 ao 一 劳 ,代入 (2 得 


法 网 去 
了 了。 2f ny fr + rs 十 fo 一 0， 


Fz Pf) Pf + Pa) 
3 yf ) 


或 直接 对 a 一 六 求 导 , 亦 可 得 出 Ze 

7.2.80 设 的 入 全 一 2z, 护 一 2) 二 0, 其 中 了 具有 二 阶 连续 偏 导 
数 , 且 F 关 0， 求 名 第 : (其 中 Fs 表示 FY ,Fs 表示 Proz-。r， 其 余 类 
似 ). 

解 ”所 给 方程 对 y 求 导 , 得 


Fs + PQy — OM) = 0. 
由 此 解 得 党 25 十 与 .再 对 9 求 导 ， 得 
一 94 一 
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Fw 1 oF: 38 
Wi 2 + hit EE PF, Ea (1) 
这 里 Ps、P 仍然 应 看 作 是 zy 与 z 的 复合 函数 ,因而 


县 = Pa 十 Pul2y 一 ) 一 mo 一 Pr 全， 
于 二 Pat Pu 一 名 ) 一 Fa 一 Fu 各 
代入 (1) ,整理 可 得 
合 一 2 十 BLPO Ps 一 2FupsPps + (PIP. 


本 题 所 给 方程 的 左 端 是 用 一 般 形 式 的 函数 关系 表示 的 . 一 般 说 
来 ,由 它 所 确定 的 函数 ,既是 隐 薄 数 又 是 复合 函数 . 因此 在 求解 这 些 问 
题 时 ,重要 的 是 要 分 辨 清楚 自 变量 .中 间 变 量 、 隐 函数 以 及 它 是 通过 怎 
样 的 复合 关系 隐 含 在 方程 之 中 的 , 搞 清 了 这 些 ,问题 就 迎刃而解 了 . 

7.2.81 设 PGz 十 y 十 2 于 十 咏 十 2 一 0, 且 了 二 阶 可 微 , 求 
Fz 
Ez 

解 ”等 式 两 端 对 z 求 偏 导数 (分 别 用 Pr ,Fs ,表示 F's45+:， 
P22402+2， 其 余 类 似 ) ,得 


PI 十 党 ) 十 Fy(2z 十 2z 妾 ) 一 0， 


% Fy 十 2zF, 
于 是 Ei 328 (1) 
(1) 式 两 端 对 y 求 偏 导 数 , 得 


~ 1 k 
a ie Rr Fp yi FP 十 2zFz )[(CP ), + 2zCPF2 7) 器 


一 ( 严 十 2zFz' ECF), 十 2zCF2), 十 22, Fs J} 
ER zc 一 aopry 
= tr Ta (2 PY Ps), 

十 2(z — z)F2 (F), 一 2[PVY PR 十 z(P2 )?]z,} 
2(z — 2z) 
= pr (Fi) — Pe (PI) } 
2Fy (Fy! 十 2zPy) (Fr + 2yPs) 
Fr 十 2zpy 5 i 
现在 分 别 求 (FD! 及 (Fz 2 : 
(FFI), = Pull + #1) 十 Pria(2y 十 2za'7， 


一 4 一 
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(Pa = Prall + #1) 十 Praz(23 + 2zzy ). 
2 — Py _ 2G@ 一 za 本 


注意 到 1 十 一 敌 寺 区 ,9+ 2 一 名 二 2 
即 得 Fv (Fo) — Ps * (Pi'), 
= rn PT + rm HF 
Py PF" 六 2 Fy Fn 28 二 2 
志和 rr )2p",s 一 2PY Fy Ps + (Fs 27 } 


{ (Fy )2Pw2z 一 2F1 Fy P's + (Fs )2P™,, )}. 
2F2 (Fi + 2zFs) (Fs + 2yFy D: 
(Fi' 十 2zF2 5 


7.2.82 设 F(z,z 十 y,z 十 y 十 2z) = 二 0， , 且 f 二 阶 可 微 , 求 尝 ， ,至 和 
Fz 
Br 

解 ”等 式 两 端 分 别 对 z 及 y 求 偏 导 数 , 得 

P+ 十 Fs (1 二 党 ) 一 0， 本 十 Pa 十 全 ) 一 0. 
于 是 “ 训 = 一 (1 十 全 击 Z9)， 译 = 一 (二 名 
再 将 党 对 z 求 偏 导数 ,得 

Fz 


1 E42 
和 1 十 实 ) 
十 Pra 十 Pr 十 Frasl1 十 池 )] 


— Cp + PAIL 十 prs + prall + 灾 )]). 


将 党 代入 并 化 简 整 理 得 
Ee — thy PY YP™ 十 2Fma 十 P's) 


— 2(F1 + Pz)Fy (Fs 十 Pas) 十 《BPY Py )2Pwss). 
“di 
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7.2.83 设 P(zz,yz) 一 0, 且 二 阶 可 微 , 求 图 
解 ”等 式 两 端 对 z 求 偏 导数 ,得 
Pr 十 z 衬 ) 十 Pyy 宇 二 0. 


上 ZU 

于 是 要 一 一 识 i 这 再 对 z 求 偏 导数 ,得 
Fz ' 辣 
一 Gr + yF2 ) EF! 


% ba 
十 zi(z 十 下 z) 十 Py 家)] 一 [PY 十 z(Pm*(z 十 z 尝 ) 
二 Pry 疾 ) 十 YPmabz 十 z 衬 ) 十 Prony 光 )JePv). 
% 
把 地 代入 并 化 简 整理 得 


Ee 二 or a 一 2F1F2 Pi 
+ (Ps YP ] 一 2z(Pi 2(zP + 9Pz ) 

7.2.84 证 明 :由 方程 @(z 一 az',y 一 bz) 一 0 (1) 
(其 中 0(u,v) 是 变量 u,v 的 任意 可 微分 函数 ,a 和 5 是 常数 ) 所 定义 的 函 
数 z = zlzwy) 是 方程 。 半 十 4 定 = 1 的 解 ,并 说 明 曲面 (1) 的 几何 性 
质 . 

解 ” 由 于 Or ， (1 一 a。 实 ) 一 by 全 =0， 


Edd Ed 
Di Gi’(1—b 0， 
"Ya 为 十 2 ( Ed 
E44 DI kd DBD, 


故 有 oa oag: 十 bx ” YW ab + bp 
将 上 面 两 个 等 式 依次 乘 以 a.5, 然 后 相 加 , 即 得 


这 +5 训 一 1， 
这 就 说 明 = 一 zz,y) 是 方程 a 多 +b 多 一 1 的 解 . 
等 式 。 衬 十 b 宪 一 1 = 0 表示 曲面 (1) 上 任 一 点 Pi(z ,ynvz) 的 法 


Es 
向 量 mm 一 ( 守 |，, 守 |，， 一 !} 甸 与 向 量 re,6,1) 垂直 ,过 点 己 作 


2 
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平行 于 7 的 直线 4: 
一 IT _ A /A | 
Ce Br 
易 知 4 上 的 点 皆 在 柱 面 (1) 上 ,于 是 曲面 (1) 是 母线 平行 于 m, 的 柱 面 . 
7.2. 85 证 明 : 由 方程 
mr 十 一 十 oz 一 gz 十 六 十 芒 (1) 
(其 中 BCw) 是 变量 zx 的 任意 可 微 函数 , a.8 和 < 为 常数 ) 所 定义 的 函数 = 
二 z(z,y) 满足 方程 (cy bz) 于 十 az cz) 空 = bz 一 ay. 并 说 明 曲面 


为 
(1) 的 几何 性 质 . 


解 ”由 于 ate 这 = (2z 十 22 党 )， 
5 十 6 于 一 几 一 (2 十 22 癌 )。 


故 有 之 2 一 se， 多 2 一 5 
az c 一 2z2p， % c 一 2zg 
将 上 面 两 个 等 式 依次 乘 以 (cy 一 5z) 及 (az 一 cz) ,然后 相 加 , 即 得 
人 一 中 训 + (一 四 高 
(2zg 一 a)(cy 一 bz) 十 (28 一 5)(az 一 cz) 
c— 220 
(c— 2z8) (br — ay) _ 
c—2z0 人 


br ay ， 


本 题 获 证 . 
设 Pslzs,ys,zs) 是 曲面 (1) 上 任意 一 点 ,并 记 rs = {4,65,c). 由 于 曲 


面 Q) 在 户 点 的 法 向 量 为 wm 一 { 守 | ，, 襄 | ， 一 1】, 故 由 方程 


(CE 中 名 (tay)=0 


知 ,ns 上 (ps X ra) ,其 中 Ps 一 {zs,y3,23). 
设 由 原点 到 P; 的 距离 为 4, 即 强 十 闪 十 如 二 4d7, 考 虑 平面 
I: art+bWy+t+c=d 
和 过 点 Ps 的 球面 8: ?十 六 十 民 二 ,并 设 平面 工 与 球面 8 的 交 线 为 
c; 则 
1) 由 点 Ps 在 曲面 (1) 上 可 知 
azs 十 bys 十 ca 一 人 B( 夺 十 关 十 对 )， 
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即 4= 9%(e2). 这 表明 曲线 c 上 的 点 的 坐标 皆 满 足 方程 (1), 即 曲线 位 于 
曲面 (1) 上 . 

2) 由 工 为 平面 ,S 为 球面 可 知 , 交 线 。 为 一 圆周 曲线 . 

3) 圆 c 的 圆心 2 即 为 由 原点 到 平面 工 的 垂 足 , 故 @ 点 位 于 过 原点 
且 与 平面 【 垂直 的 直线 /上 . 

综 上 所 述 ,可 见 曲 面 (1) 是 以 直线 


AS 
Ll: 


为 旋转 轴 的 旋转 曲面 . 

7. 2.86 ”函数 2 二 z(z,g) 由 方程 开 十 六 十 二 sf) 所 给 出 ,证 
EA 
Es” 
证 由 于 2 十 2z 光 = 了 (二 ) 你, 故 有 
2z 


明 : 全 一 六 一 区 于 十 2 一 2s2. 


(2 一 pp 一 力 锋 +29 况 


2 十 有一 2) 十 2zy (7 一 六 十 一 zf) 
y(2z—) 
— 2zyz(2z — f) 
y(2z— f) 


7.2.87 设 * 一 ef, 其 中 y 是 由 方程 ?一 二 siny 一 z 所 确定 的 = 的 
函数 , 求 * 对 = 的 全 导数 从 及 2 


解 ”这 是 复合 函数 的 隐 函 数 求 导 问题 , 设 w(z,7) 一 y 一 二 siny 一 


xz 一 0, 由 隐 函 数 求 导 公式 有 


¥ 2 du 2 
和 = 一 et i 


= 2zz. 


-i 
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du 2 2 2 


a 人 
一 2siny 
2 一 cosy 
+ 
Ee (2 一 cosy)’ 
er+ 叶 (4 一 cosy)*(2 一 cosy) 一 4siny] 
(2 一 cosy)2 
7. 2.88 设 u 二 f(z,y,z),z 二 pl(z,9), 其 中 f.p 具 有 二 阶 连续 偏 导 


Fu 
数 , 求 如 
解 ” 设 6=z,7= 二 y, 则 
WNW HE HN HR) ， 
WB aim mi 
人 
EE 
9 , Pp 
tC EE 让” 让 FP + 
= fr fp + Pri fap I pr + fi ye 
又 因 和 一 z,7 二 y, 所 以 


= Fl 十 pe0) + Pst Pp Py + fp 
7.2.89 ” 设 函 数 u 一 f(z,y,z) 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,又 


2z 一 In YVz 十 及 求 这 ,和 ， 


Au E23 
解 法 = 芝 + 问 - 主 ， 外 
Fu of | 2 .也 9 | 开放) . 严 十 吉 . 瑟 
K+ + + 为) ER 
(2) 
而 宇 z Ed y Fz 一 2 
x zr 本 Pd E33 zr 十 了 ?7 may 《22 十 )” 
代入 (1)、(2) 式 ,有 
鱼 一 考古 才 六 
a a 3 +’ 


人 
Hy yt Tt yt 


| 一 50 一 
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-2 .Ff 
(+): a 
7.2.90 设 z 二 zlz,9) 由 F(z 十 zy 十 z) = 二 0 确定 , 且 FCw,v) 二 


阶 可 微 , 试 求 2 
解 ” 设 4 二 rz 十 z,v= 二 y 十 z, 由 于 z= 二 z(z,y) 是 由 方程 F(z 十 z， 
y 十 z 二 0 确定 的 隐 函 数 . 所 以 这 个 方程 的 左 端 是 由 FCu,v) 与 4 二 z 十 
z,0 三 y 十 2 以 及 z 二 zl(z,y) 复合 而 成 的 zy 的 复合 函数 .于 是 对 方程 
Fluv) 二 0 及 uw 二 f 十 2z,v 二 yy 十 z 关 于 z 求 导 ,得 
oF WU ,8 Ww 
EE 
由 此 可 得 。 革 十 定 ) 十 于 .至 一 0， 
ap 


由 上 式 解 得 ”党 一 一 而 = 


au E93 
必须 注意 ,上 式 右 端的 两 个 偏 导 数 仍然 是 wu 的 函数 ,而 wu.v 又 分 别 是 
z.y.z 的 函数 , 且 z 又 是 zy 的 函数 .由 复合 函数 求 导 法 则 ,有 


E03 & Ea Ed 
0%， 灵 = 1 十 下 ， 录 = 二 


9 ,9 、gP dB gap-3g ,ap D ,9B 
pz。 一半 (人 (全 十 守 ) 十 们 [ 半 ( 各 ) 十 昌 (2] 
a aF oF 
(+m 
oF 9 9F oF 39 .gp 
_ 于 ( 入 ) 而 广 ( 讽 ) 
ve Ea oF 
T+SY 
FP A PEO) PIF .了 FP ow) 
oA 上 bo EN Na oar 
oF ar i 
(+ 


Ba 3 3z 
将 示 . 去 ` 去 代入 上 式 ,并 整理 得 

oP ,FF aa FF ap, FP 

Pz (Wtmna mW) 


a oF ,PF,s ’ 
7 


m= 
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车 对 复合 函数 求 导 十 分 熟悉 , 且 引 进 PY ,Ps 分 别 代 将 客 , 移 ， 
Pis Pss Pr 分 别 代替 35 ,32 ,35, 则 简洁 的 书写 方式 为 
3 Py 
Ea 
Fz _ ~ (FY)? Fr 十 2FY PY PF" — (Fy YP 
二 (Fy 十 Fy) 


7.2.91 设 w= f(z,y,4), 其 中 f 具 有 二 阶 连续 偏 导 数 ,4 由 方程 
_ SR F 
ws 一 5zy 十 5u 二 1 确定. 求 邯 ,3 

解 w 是 z.y.u 的 函数 ,而 uw 是 由 方程 w 一 5zy 十 5u 二 1 所 确定 的 
zy 的 隐 范 数 , 所 以 本 题 是 隐 范 数 的 复合 函数 求 偏 导数 的 问题 . 

将 方程 好 一 5zy 十 5 一 1 两 端 对 z 求 导数 ,得 5utuy 一 5y 十 5u' 一 
0 从 而 解 得 w 一 工 共 二, 故 


w= 

在 上 式 对 = 求 导数 时 ,应 注意 其 中 的 也 ,fy 仍 是 xys 的 函数 .而 
“又 是 zy 的 函数 , 故 

wa = ft Pa + Pat Pa) Tt 


yf"'s yf"y yf — Auiy:fs 
1mtitrt tet Fw) 
2yf"'s 二 -Pu huiy’fy 
1+w (1 十 xz)2 (C+) 
7.2.92 设 z 一 ztz, 六 , 且 有 吧 十 二 十 术 一 了 试 求 训 .下 及 
Pz 
爱 . 

解 ”将 方程 yz 十 zz 十 zy 二 1 两 边 分 别 对 zy 求 偏 导 , 得 

十 D 这 十 z 十 y 一 0， 


一 Ausu! 
Ka 


= 十 


一 Pi 十 


+ 罗 间 ++ 十 :一 0 
故 多 -Ytz， 宇 zz 


$ 2 多 元 函数 的 微分 法 


将 上 面 第 一 式 两 边 分 别 对 xz.y 求 偏 导 数 , 即 得 


E44 
E23 A Rah 22 
am (z+ (z+ 
E44 
因 G 二 有) 填 一 人 十 人 y+ 
Es (z+ )’ (z+ DD 


7. 2.93 已 知 f(z,y,z) 一 zag2z2 ,其 中 z 一 z(z,g) 是 由 十 六 十 有 2 
一 3zyz 二 0 所 确定 的 隐 范 数 , 求 f' (一 1,0,1). 
解 本题 是 隐 函 数 的 复合 函数 求 偏 导数 的 问题 . 
将 妆 十 录 十 了 一 3zyz 一 0 两 边 对 z 求 导 , 得 
3 十 32 实 一 3 一 39 将 一 0， 
由 此 解 得 。 实 一 吕 二 3 
A 2 


又 yD 一 32 乡 三 二 ， 


故 名 (一 10D 一 0+0' 卫 :=0. 

7.2.94 设 flz,9,2) = 二 zy 及 2 十 六 十 2 一 3zyz 二 0,(#》 

(1) 设 z= zlz,y) 是 由 (* ) 所 定义 的 隐 函 数 ; 

(2) 设 y 二 y(z,z) 是 由 (* ) 所 定义 的 隐 函 数 ， 
分 别 求 fC1,1,1). 

解 f 是 zy.z 的 函数 ,而 z 和 y 又 是 zy 和 zz 的 函数 ,所 以 在 (1) 
中 把 < 看 成 中 间 变 量 ,在 (2) 中 把 y 看 成 中 间 变 量 . 

(CD 儿 一 者 十 者 刘 一 后 十 Sa ae 


为 了 求 ,对 ( * ) 两 边 求 导 ,得 


' Ri 2z 一 3yz 
2z 十 2zzu 33z 一 3zgzu 0， za 一 27— 3zy’ 
故 1 = yn + 3 种 = 11(1,1,1) =1—3=—2. 


02) 用 同样 方 法 可 得 到 (TD 二 
7.2.95 设 z 一 e 十 mg 一 和 一 局 , 求 其 反 函 数 的 偏 导数 包 。 
解 用 复合 函数 求 导 的 链 锁 法 则 对 = 求 偏 导 , 得 

= 
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1 = ev + 3wiw,, (1) 
0 = eu’ 一 3v’v,, (2) 
由 两 式 可 解 得 
”= (et" 十 9uzz2)2 
(顺便 也 可 看 出 , 雅 可 比 行列 式 /一 3 区 处 处 不 为 0 ,从 而 有 
2 一 (et? 十 9u2o2) 一 1. 
7.2.96 已 知 函 数 f(z,yz) 一 zy?z 及 方程 
z 十 y 十 z 一 3 十 er-3 一 ee+I+o9) (1) 


《D 如 果 = = z(y,) 是 由 方程 (1) 确定 的 隐 务 数 ; 求 型 1o 
(2) 如 果 = = z(z,2) 是 由 方程 (1) 确定 的 隐 函 数 , 求 寻 [law 
解 (1) 依 题 意 ,于 为 f[z(y,z),y, 习 对 y 的 偏 导数 ， a 


六 一 赣 多 二 新 富 二 rm (2) 
因为 (1) 式 确定 x 为 y,z 的 隐 函 数 ,所 以 在 (1) 式 对 y 求 导数 时 应 
成 常量 ,从 而 有 
详 +1 一 一 和 ro( 训 十 1 ,或 (这 十 UDCe-etrto + 1) = 0， 
故 有 人 一 一 1, 将 此 代入 (2) 式 ,得 
加 一 一 3z2g2z 十 2z3gz， 
所 以 ln = 一 3 十 2 一 一 上 


(2) 同 (1) 一 样 求 得 
Ee 


把 (1) 式 对 y 求 导 ,将 z 看 成 党 量 ,可 得 去 一 一 1, 故 有 


3 Dr ye 


所 以 la =2—1=1. \ 
7.2.97 设 4= 了 f(z), 其 中 z 是 由 方程 z==z 十 yp(z) 所 定义 的 z 和 
一 1154 一 
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y 的 隐 范 数 ,f(z) 与 pz) 均 可 微 .求证 : 入 二 p09) 人 . 


证 由 z 一 z 十 yp(), 及 宅 二 1 十 py (家 , 有 
ba 


Ee 又 xs = 了 f(z), 所 以 

光 7 四 到 =T 2 (1) 
又 由 史 一 9(z) 十 yy (J 澡 , 有 名 一 了 0 
故 多 2 (2) 


比较 (1)、(2) 得 , 渴 一 9(2) 于 
7.2.98 ”证 明 : 由 方程 组 
人 十 ysina 十 Inz 一 f(a)， 
一 zsina 十 ycosa = f(a) 
(其 中 a = a(z,y) 为 参 变数 ,f(a) 为 任意 可 微分 的 函数 ) 所 定义 的 函数 
z 二 z(z,y) 满足 方程 式 
(这 7 十 ( 癌 7 一 
证 方程 zeosa 十 ysina 十 Inz 二 f(a) 两 端 对 z 求 偏 导数 ,得 
Cosa zsina 于 十 ycasa 到 十 二 证 一 卫 (q) 匀 . 
把 一 zsina 十 ycosa 二 所 (a) 代入 上 式 , 即 得 


cosa 十 二 证 一 0 或 先 一 一 zeoso， (1) 
同 法 可 求 得 各 一 一 zsina. (2) 


将 (1),(2) 两 式 平方 ,然后 相 加 , 即 得 ( 宇 )? 十 《 旦 六 一 过 
7.2.99 设 z 二 十 ,其 中 y= 二 y(7) 为 由 方程 2 一 zy 十 六 二 1 
所 定义 的 函数 , 求 伴 及 2 
解 ” 先 由 # 一 地 十 一 1 求 开 及 铝 
22—y—zy +2 一 0， 
Ca 
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2 一 2y — zy + 2y? + 2yy" = 0. (1) 
于 是 dy _ 2r—y dy _ 6(z— zy+t+y) 6 
dr zz—2y’ dz? (z — 2y): (z 一 2y)” 
d. da’. 
再 求 冬 及 555， 
名: 22—y_ 2 —y) 
人 =2+ 2 一 2z 十 29 7 — ay ny 和 
将 上 式 对 z 求 导 ,并 由 (1) 式 得 
+ + 28 = 2y 十 zy， 
将 y ,如 代入 ,得 


二 yy + Gy 
7. 2.100 若 x = f(z,y,z), 又 g(z,y,z) 二 0 和 4h(z,y) = 0, 其 中 
不 y 和 均 可 微 , 且 如 gt 天 0, 试 求人 
解 ” 因 函数 4(z,y) 可 微 ， 县 天 0, 所 以 由 hl(z,y) = 0 确定 隐 函 
数 y 二 y(z)， , 且 有 Y(z) 一 一 入 (1) 


将 上 述 的 y(z) 代入 g(z,y,z) 二 0, 得 9[z,y(z),z] = 0, 又 由 gCz,y， 
z) 二 0 可 微 , 且 9g; 闯 0, 故 存在 z= z(z), 且 有 


gs 十 gry (7) 二 g: 至 一 0， (2) 
a / 
故 CE et 6) 
将 (1) 代入 (3), 得 
dz hg — gh 
Te 一 ， (4) 


再 将 上 述 的 y(z),z(z) 代入 xz == f(z,y,z), 得 二 f[z,y(z),z(z)]. 由 于 
了 可 微 , 故 


= f+ fy (2) + fz (2) (5) 
将 (1)、(4) 两 式 代 入 (5) 式 中 ,得 
Bg gb) 
Fe Pr 
7.2.101 ， 设 函数 == z(z,y) 满足 方程 f(z 十 吝 , 十 三 ) = 0, 证 
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明 :z 训 十 ?各 一 2 一 下 
证 令 u==z 十 三 ,v 一 y 十 万 ,将 方程 分 别 对 z,y 求 导 ,得 


rE A 
or,l oo aF 1% 
和 (一 训 ) 二 多 + 二 必 ) 一 0， 
从 上 面 两 式 解 得 
z ,ap_op zp_ 观 
mm EE 
x I IR VW 1 
yatem ratrm 
故 有 
oF ap zoF oF 
可 (Te y 太 ) 
am 了 工 .第 + 工 名 
y % +h 
oF oar aF 9 
zz ym) zz + Y 太 ) 
oF Ea 
zt 


一 2 一 2 

7.2.102 设 由 F( 三 ,之 ) 一 0, 确定 z 一 f(z,y), 其 中 f,P 均 有 二 
阶 这 续 人 村 下 话 同 ， 

(1) z 衬 十 y 到 一 2 


2 
Fz 
CD) 十 护 吕 +a 人 + 加 = 0 
证 〈D 因 且 (二 一 专 训 ) 十 下 (一 电 ) 译 一 0， 
Se 二 
(一 竺 ) 交 十 PY( 士 一 雪 冤 ) 一 0 
所 以 多 -2 ， 


om zpr+yPs’” WW zsFr + yp 
上 面 两 式 分 别 乘 以 > 和 y 然后 相 加 , 即 可 得 证 . 


a 1 一 
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(2) 利用 (1) 将 z 宅 十 y 狗 一 :分别 对 :及 y 求 偏 导 ,得 


Fz 由 F: 
守 ++1- Es 四 六- 0， 


:六 + 名 +s 侣 -多 ， 即 :总 +y 宫 
机 将 上 而 第 一 式 乘 以 加 第 二 式 乘 以 z. 妈 可 得 证 
注 若 先 求 王 3, 汪 2 再 整理 , 则 计算 较 条 
7.2.103 设 y 二 f(z,), 而 i 是 由 方程 F(z,y,t) = 0 所 确定 的 z、 

y 的 函数 ,其 中 了 都 具有 一 阶 连续 偏 导数 . 证明: 


0. 


证 法 1。 此 题 实际 上 是 求 由 方程 组 (9 0 所 确定 的 


y 三 了 (z) 及 上 一 7(z) 中 前 一 个 函数 的 导数 ,对 方程 组 关于 z 求 偏 导数 ， 


得 
已 
tt Es 
业 _ 对 _ 引 二 -0 
dr da Adr 
HB _ HAP 

dt dy _ Aaa Ha 
消去 冰 得 ， dz oF | 9f op 


证 法 2 ”可 以 不 借助 方程 组 ,直接 用 隐 函 数 求 导 法 , 令 8(z,y,t) 一 
3y f(z,) 一 0, 则 


一 开 一 开 . 台 过 ifs 
ne 去 ( 视 t 是 z,y 的 函数 ),8, 一 1 一 训 坊 ? 
直 十 对 衬 
7 
于 是 7 @ Fa (1) 
a% 


(1) 式 中 的 豆 , 台 可 由 PCz,g,D 一 0 求 出 . 即 有 
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Ea E24 
o FP._ a PF 为 
EE 到 2” % F, EM 
元 E 
代入 (1) 式 即 可 得 证 . 


证 法 3 ”用 全 微分 法 证 明 , 视 上 一 tCz,y), 则 
y= f(z,t) = flz,t(z,y)], 
对 此 等 式微 分 得 
dy 一 Maz 十 Hu, (2) 
式 中 的 dt 可 由 f(z,y,t) 一 0 确定 ,对 它 微分 得 
dz 十 Ema + 守业 =0. (3) 
由 (3) 式 解 出 &s, 代 入 (2) 式 并 整理 即 可 得 证 . 
证 法 4 用 复合 函数 的 链 锁 法 则 求 导 , 得 


dy of aa of ady 
dz Btartasd’ 
4 Ed 
将 鲍 一 一 千 ， 是 = 一 党 代 入 并 整理 即 可 得 证 . 


a 
7.2.104 设 z=z(z,g) 是 由 az 十 妈 十 cz 一 gp(z2 十 所 十 22) 定义 
的 函数 , 其 中 p(w) 可 微 , a, b,c 是 常数 , 证 明 :z = z(z,y) 是 方程 
(cy 一 bz) 生 十 (az 一 cz) bz 一 ay 的 解 . 


证 方程 两 端 对 z.y 求 偏 导 ,并 将 z 看 成 是 z.y 的 函数 z= zz,y)， 


得 
a ce 党 = (2z 十 2z 至 )， (D 
5 外 
or hat 27 十 223)- 《2) 
由 (1)、(2) 解 得 
和 _ 二 十 2zwy 外 ”二 8 十 2ggy 


E3 cp WY 二 2zw 


于 是 人 一 四 妾 二 一 四 训 


oe 
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(cy — b2)(— a 2z9 ) + (az — cz)(— b+ 2yp) 
C 一 22p 

_ (zz 一 号 (一 2z) __ 
co— 227 br — ay. 
7.2.105 设 z(z,y) 是 由 方程 f(y 一 z,yz) = 0 所 确定 的 隐 函 数 ， 


其 中 函数 了 对 各 变量 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 求 经 . 
解 ” 设 4 一 y 一 zo 一 妈 , 则 方程 为 f(u,0) 一 0, 将 其 两 端 对 求 z 导 ， 


得 
Fa Ho 
tw 
% 
Ff .( 对 昱 = 0, 故 噬 = 上 洋 . 再 对 
即 问 "(一 上 D 十 器 y 闭 一 0, 故 全 一 广 蕉 -再 对 < 求 偏 导 , 有 
w 
9 (HAYA 9 
EE EE 
4 (2 
1_ /rf a, Ff mH Fm, FFI 
新-{[ 席 实 + 问 " 详 ] 六 [3 辣 才 十 开交 到 
yy) 
于 (YF): 
__ wl Ei 
,过 Bo a (BF) yy: 


7.2.106 证 明 : 由 方程 y = zp(z) 十 %(z) 所 定义 的 隐 函 数 


z 二 z(z,y) 满足 方程 
os Fz So Fz Fz 
(Wm- 2 Ha (Ew 0. 


证 .将 y= zp(z) 十 %(z) 对 z 及 y 分 别 求 导 , 得 


0=p() sy 蜂 +y 实 ，1 一 zp 多 +W 光 
EA 2(2) 了 1 
整理 得 化 一 一 Py 守 一 太 于 7, 故 有 
EE (GD 
将 此 式 再 分 别 对 = 及 y 求 导 得 


一 ltd 一 
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Fz zz 中 Fz 
hE (2) 
Fz 2 Fz 

Eve “Om 9(z) Ex (3) 


(2) 乘 ( 完 > 减 (3) 乘 实 光 为 衬 , 并 利用 关系 式 CD) 即 可 得 证 . 
于 107 设 z== f(z,y),p(z,9) = 0, 其 中 f 和 yp 对 z,y 具 有 二 阶 


连续 偏 导数 , 且 py 天 0, 求 = 对 z 的 二 阶 导数 
pp 


解 去 一 开 十 彤 让 pr 
dz _ 9 9 fp 
环 一 遍 (f) 一 让 C58) 
和 8 证 fp ) — fp 二 (9) 
本 Yar (gr )’ 
,Pf [pe + wor( 一 下) 
for np 网 
~- 9p, (9) 
pr pe Lf" + 有 7( 一 2)] ee 
-一 ro] 


= tp) 2p Cp) — fy Cp pe 
+ 29, 9 Fp" + (pp fr 一 Fp) pm"]. 
7.2.108 证明: 当 1 十 zy 二 k(z 一 y)( 式 中 为 常数 ) 时 ， 
一 上 
1+r 1+ 
证 ”将 等 式 1 + zy = kz 一 y) 两 端 微分 ,得 
zdy + ydz = k(dz — dy), 
故 (z 一 (zdy + ydz) = k(z — ¥y) (dz— dy) = (1 + zy) (dr — dy), 


化 简 即 得 Ts= TI 
7.2.109 证 明 : 若 z 妨 十 于 十 妨 一 1 一 0, 则 当 z>0 时 ， 
和. 
YL 一 到 1—# 


证 将 所 给 等 式 两 端 微 分 ,得 
一 1161 一 
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2zy’dz + 2z?ydy 十 2zdz 十 2ydy 一 0 
即 zy + 1)dz 十 3(z 十 1)4y = 0. (CD 
由 z 池 十 如 十 六 一 1 一 0 可 解 得 


3 1—y 1 一 2 
禾 士 Vi 2， y 土 Ni 寺 去 (2) 


因为 区 >> 0, 故 知 zy 应 同时 取 正 号 或 同时 取 负 号 ,不 论 取 什么 符号 , 当 


用 (2) 式 代 入 (1) 式 后 均 可 得 到 
dz 十 dy 二 人 
V] 一 了 V1I 一 六 


7.2.110 证 明 : 由 方程 y = zp(z) 十 %(z) 所 定义 的 隐 范 数 > = 
zz, 人 满嘴 方程 ( 狗 )* 问 一 2 实例 六 十 ( 衬 )* 客 一 0 


i :了 由 Fz Fz Fz 
证 记 方 am" 
将 所 给 方程 两 端 分 别 对 z 和 y 逐次 求 偏 导数 ,得 
9(2) 十 [zg (z) 十 名 (2z)]p = 0, 
[zw (z) + yz 一 1; (#) 
29 (2)7 十 [zywm"(z) 十 2) J 十 [zw (z) 十 多 (z)]r 一 0， 
8 (z)9 十 [zw"(z) 十 2) Jpg 十 [zg (z) + yz2)]s = 0, 
[zw"(z) 十 如 (z)]92: 十 [zg (z) + ¥ (2) = 0, 
将 后 三 个 式 子 依次 乘 以 q?, (一 297) 及 严 , 然 后 相 加 ,并 注意 到 zgp' (z) 十 
水 (z) 天 0( 因 为 (* ) 式 ), 即 得 
rg’ 一 2pgs + tp*: = 0,， 


此 即 所 要 证 明 的 方程 

7.2.111 设 函 数 z= z(z,y) 由 隐 浮 数 荆 一 p( 苹 ) 所 确定 ,其 中 
二 阶 可 微 ,证 明 :z(z,y) 满足 关系 式 zz 一 (za 一 0. 

证 “二 = 9w( 世 ) 两 边 分 别 对 z,y 求 导 ,得 

z 一 z 空 本 a 


Wy 
此 y 3 、 史 欠 y % 
PC (一 去 ) 讲 ， EA 
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~ 区 
站 
一 

和 y (二 )] [1 一 gp"( 世 )( 一 才 ) 这] 
一 fz — yp 2) 
— yg) 
[一 oo CE 
We 
y yy 了 % 
一 [9 (二 ) 到 十 帮 ( 二 ) 一 二 旦 ] 
四 [z — yp CZ) 
2 
sp (也 )[w (CE) + gp) — ze] 
[yw (二 ) 一 可 
2 y 
Fz — zp ) 
整理 得 “下 = 一 一 一 一 ， 
[yp 
y 
Fz zyp"(-2) 
同 理 可 得 为 一 一 
[z — yp 


故 as"am 一 (za022 一 0. 
7.2.112 设 " 一 wp( 世 ) 十 友 ( 世 ), 其 中 9 与 9 是 任 给 的 二 次 连续 


可 微 数 ,证 明 :下 十 2 十 号 一 0 


: bE 外 3 EA EA y 
证 T=?)+ $s ) Cs 


ey 本 lry 区 局 
办 (52 Cz)， 
> 
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Fu _ ny) y yy 

Ea Cn twGs ) 2 娃 十 名 二) 后， 

加 一 ww( 辽 ) 工 rl 

Er A 

Pu y y yy 1 引 nr 
Ee WT PF 和 过 A x) ze) 


将 上 面 三 式 分 别 乘 以 z?、y、2zy, 然 后 相 加 , 即 得 
开交 2 号 + 全 = 0 
7. 2. 113 设 二 一 In 地 ' 求 dz 及 dz 
解 对 三 一 -In 地 两 端 求 微分 ， 得 


和 yl 
zd 去 dz 2 部 外 十 3 Pi 


即 闪 寺 兴 = 综 二 各 ， 由 此 解 得 z 一 2 二 剖 01) 


由 (1) 可 得 (z 十 2)dz 二 zdz 十 三 dy, 再 微分 ,得 


(dz 十 dz)dz 十 (z 十 z)dzz 一 dzdz 十 Eady 一 gy, 


整理 得 
(z+ 2)dz 一 一 dz 十 Edy ay (az — Zay)? 
2[ (ydz + zdy) — (z+ 2)dy]’ 
Fz TF 2)7 
_ 2(ydz — zdy)? 
3 所 (z 十 z)2 ” 
好 (gdz 一 zdy)’ 


本 
于 是 ,ae 一 一 -六 G 干 可: 
7.2.114 设 w = wlz,y,2) ,gw 一 zs22 一 也 i2 一 22) 一 0 证 明 ， 


证 设 e 一 好 一 zz 一 妇 一 扩 y》 一 好 一 字 , 故 
pO— mn 2) = 9(a,p,y) = 0, 
于 是 pa 十 py Bs + 9/y 


一 了 84 一 
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二 gi 和 多 TC ES (中 。 鱼 

一 9 (页 EE + 去 ) 十 9 (Bw E 直 成 4 和 EE 

= Vo (uu -一 2z) 十 Py (Quus') + pi (2uu') 一 0， 
即 Tu Cp, 十 ol 十 97 ) 一 lp.. 
同样 可 得 二 (9 二 9) 二 97) 一 二 py， 

Tu (oo 十 91 十 my) 一 二 wy 
将 三 式 相 加 ,得 
Cw * Tw + Tw) Cpe + 91 十 ol) 一 二 (ov + pr + 9p)) 


DE Ml Ee es eh Le 
即 eA 
7.2.115 已 知 z 严 十 开 十 护 二 1, 证 明 
dr dy 
+ = 0, (zy> 0). 
V1—2 1i—y 


证 ”将 方程 zy 十 z? 十 六 二 1 两 边 求全 微分 ,得 
2zy’dz + 2yz’dy 十 2zdz 十 2ydy 一 0， 


整理 得 ”zx(1 十 ydz 十 y(1 十 zdy 二 0， (CD 
由 zz 十 十 六 二 1 有 1 一 z= 六 (1 十 z)， 

于 是 1 一 z==y(1 十 z2)?, 从 而 y(1 十 z) = 二 土 V1 一 +z， (2) 
同样 可 得 z(1 十 六 ) = 土 VY1 一 灵 . (3) 


由 区 之 0, 有 zy(1 十 z)(1 十 芒 ) > 0, 于 是 (2)、(3) 式 有 边 的 符号 应 相 

同 , 代 入 方程 (1) 时 由 于 右 端 为 0, 不 妨 在 根 号 前 面 同 取 “ 十 ”号 , 则 有 
Vl—ydz+t+ V1— zdy= 0, 

所 以 Me ge 

有 

7.2.116 已 知 z 二 zw), 且 # 二 p(w) 十 | p(Dd, 其 中 zw) 可 微 ， 


VW Ca) 存在 , 且 (Cw) 天 1,z(0) 连续 , 求 p(y) 诗 十 7(z) 问 . 


解 z 是 的 函数 ,而 # 又 是 z,y 的 函数 (以 隐 函 数 形式 给 出 ), 所 以 
+ 是 中 间 变 量 . 


= 
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李 一 宇 台 ， 鱼 一 mw 于 十 Fa， 


即 鲍 = 了 26y (在 来 Je 时 ,? 看 成 常数 ) ,所 以 


本 二 和 
a aa wl— op (uu) 
了 了 了 下 一 ?9 
同 理 Er 二 


& EE 
于 是 p(y) 示 十 PCz) 太一 克 了 一 Bc Lr) Pe) plz)p(¥)] = 0. 


注 因 z= A 二 放生， 和 加 所 以 


外- 下 碟 外 一 下 由 | 严 
下 一 名 冯 ' 而 不 是 元 一 克 充 十 让 
史 _ 多 史 _ 多 和 | 中 
杷 一 耐久 ' 而 不 是 二 EE 
7.2.117 求 由 2zz 一 2zyz 十 In(zyz) 二 0 确定 的 函数 z== f(z,y) 


的 全 微分 . 
解法 1 方程 两 边 对 z 求 偏 导 数 ,得 
2z 十 2zz.' 一 23yz 一 2zyzs! 十 去 十 zyz') = 0. 


a _ _(2zyz 一 1)z 
故 z 三 一 二 ,同样 可 得 ”二 TT 一 myz)]' 于 是 
(2zyz — 1)z 
dz 一 一世 dz 十 MTree er 
解法 2 由 全 微分 形式 不 变性 有 
2(z4z 十 zzz) 十 2(adz 十 xz 十 yoi) 十 至 十 二 二 十 二 几 一 0， 


由 此 解 得 ”dz 二 一 宇和 z 十 i 1 Dy 
(2) 方程 组 的 情形 
7.2.118 设 w* 为 zy 的 隐 函 数 ,它们 由 方程 组 
wv 二 r= 
信 二 上 二 0 砚 定 ， 求 吕 ， 多 ， 号 ， E2 
解法 1 直接 用 公式 , 设 
F(z W039) 二 一 VD 十 x， Gzy9 0) 一 上 十 志 一 各 
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Ei 
AF,G) 名 2x 一 1 
则 7 一 一 |aa 1 | ts 
EE 
PE 
Aa(F,G) 加 | 一 1 加 
9Czyz) 3a0 3 0 2v 
广 而 
PP 
AF,G) .| 为 | 0 一 1 了 
ay,v) |a0 a0 -1 22| 
Ev 
开 绒 
APO) _ laa|_ |2u ,| =-1 
az) |aal 11 0| 
7 
Ed 
AF,GO) _ Iam|_ |2 0 |-=-> 
EC a0 3 1 一 1 
mm 
代入 公式 , 即 得 
2 1 9F,0)_ —2 om _ 1 AF,0) 1 
& Tarv) dwt1’% J ago) du 十 1 
wW__ 1aC,c) 1 Bo 1 3CP,G) 2u 
Er 一 4 如 十 1 1’%y J 9(u,9) 4up 十 工 


解法 2 ”公式 一 般 不 易 记 ,多 采用 下 述 方法 ,将 wx. 看 成 zy 的 函 
数 ,分 别 将 方程 两 端 对 z 求 导数 ,得 方程 组 


Ei Ea 
2 于 一 她 十 1=0， 
二 
解 此 方程 组 ,可 得 党 二 4， 实 一 二 


Tmt KY dw tT 
同 理 ， 分 别 将 方程 丙 端 对 y 求 导数 ,得 方程 组 


-a 
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oa 
J 


a ow 
E33 和 2 十 1 二 0. 
解 此 方程 组 ,可 得 
a 1 2 2 
WW w+] % 4 十 工 
7.2.119 ”车 wv 是 由 方程 组 z= weos 卫 ，y 一 wsin -所 确定 的 z、 
Co. 了 
y 的 反 函 数 . 求 去 ,去 ` 丰 ` 而 
解法 1 设 F(z,y,u,v) 一 ueos 了 —+= 0,G(z,y,4,9) 一 wsin 一 
y = 0. 于 是 wx" 就 可 看 成 由 上 面 方程 组 所 确定 的 隐 函 数 , 由 陷 函 数 求 导 
的 方法 ,将 方程 组 分 别 对 *.y 求 导 ( 这 里 要 注意 ,uv 是 zy 的 函数 ), 可 


co 也 .党 zsin 二 证 证 " 字 ) 一 1 
sin 也 党 十 weos 也， 二 (uw 多 v 全 ) =0. 
eos 十 况 usin 2 “二 锡 "名 0， 
si 二, 鱼 十 aos 也 ,二 (wx 生 一 主 ) 一 1 
2 % 2 0 党 
上 面 两 个 线性 方程 组 具有 相同 的 系数 行列 式 
es 二 十 一 sin 二 一 sn 二 证 
二 cos? 卫 十 sin? 卫 了 0， 
， vv 了 2 u 站 
sn in Cs 
解 这 两 个 方程 组 就 得 到 所 求 的 结果 : 
四 v 区 
a 1 Fe a 0 一 sin 一 A 
0 co 2 1 co \ 
ui u 


一 
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也 
6og -一 十 一 0 一 
名 u uy ¥ 1 二 
如 也 了 u u ry 
一 一 一 0608 一 .0 
u u 
vy py 也 
0206 一 十 一 一 
人 u u v 区 ， 2 
一 = = 008 一 十 一 sn 一 - 
外 png, v 也 四 u 加 
一 一 一 008 一 上 
如 uy u 


解法 2 对 原 题 所 给 方程 的 两 端 分 别 求 微分 ,得 
| 2 du — Lsin (udv — viu), 


dy = sin du 十 To08-? (wdv 一 vdu). 
La a u 


也 也 


(ecos 卫 十 二 sin 卫 )du — sin dv 一 dz， 
u u 3 u 
也 v 

I pd TS 不 cos Td = dy. 


从 上 面 线性 方程 组 中 解 出 du、dv, 可 得 
du = cos 二 dz 十 sin dy, 
La a 
L = (eos w 一 sin 也)dz 十 (cas 二 十 二 sin 一 )dy. 


与 微分 式 


比较 ,可 得 澡 、 光 ,多 、 锡 同 解法 1 
7.2.120 知 函 数 xz 二 u(rz,y),v 二 v(z,y) 由 方程 组 
z= chucosv, 
y= shusinv 
Bu Fu ow 
确定 , 求 志 、 吉 去 


解 ”将 原 方 程 组 对 z 求 导数 ,得 
一 1169 一 
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和 
这 a chusinv 二 1， 


a oo 
chusinu 法 十 shucosv 元 一 0. 


所 以 ， 
wm_ shucosv (1) 
A shiwcosiv 十 chiwsinio’ 
多 一 Chu » siny (2) 
a shiucos’v 十 chivsiniv’ 
将 方程 (1) 对 z 求 偏 导 , 并 利用 (1)、(2) 的 结果 ,得 
Fu __ shuchu(ch?usin?y 一 sh?ucos’v 十 2sin2ucos2o) 
Ea (sh?ucos’p 十 sin?vch?wu)3. 
z 一 38 十 2 十 3， 
7. 2. 121 y 一 yz) 是 由 方程 组 位 一， 二 和 所 确定 的 隐 函 


dy 
数 , 求 zl -ve 

解 y 与 z 的 函数 关系 是 通过 两 个 方程 表示 的 . 如 果 从 其 中 一 个 方 
程 解 出 it, 代入 另 一 个 方程 , 即 可 得 到 y 与 z 的 一 个 关系 式 ,这 样 做 既 麻 
和 烦 又 没有 必要 ,而 把 1 看 作 中 间 变 量 ,直接 用 复合 函数 的 求 导 公式 比较 
简便 . 


外 时 
dr dt dz， 
dy _ dy dt dy dt dy,dt dy , dt 
dz2 (zt 六 dz 半 dt dz2 daz) + dt ddr? 
dat dzt 
现 求 页 | -oz| -ev 
第 一 个 方程 两 边 对 z 求 导 ,得 1 一 6 到 十 2 至 ， (CD 
再 求 一 次 导数 ,得 0 二 6( 开 ): 二 62 十 2 开 (2) 
dz dz2 dz2 
一 0 时 和 工 3 
当 ! 一 0 时 ,由 (1) 得 去 一 到, 由 (2) 得 jz 一 4 
a: a’ 
再 求 双 | -5 第 二 个 方程 对 + 求 导 ,得 
int 二 ecost 一 全 一 0. (3) 
再 对 + 求 导数 ,得 和 rt 证 


人 
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dy ss dy dy 二 
eR) sint 十 所 sint 十 2 ecost esint — 3 = 0. (4) 


当 4 一 0 时 ,由 第 二 个 方程 得 y = 1, 代 入 (3) 得 ,e 一 和 = 0, 即 时 一。 


再 把 (一 0 一 1 全 一 。 代 入 (人 ,得 下 一 2e 


dt dzt = dy 
把 至 |- 一 南 ,器 ls= 3 侣 |o=。, 忽 1，= 2e7, 代 入 名 的 表 
达 式 中 ,得 


gt a at qd du 
和 l= ll 十 本 | 入 I 


= 2e( 二 ): 十 e 二 2 一 号 一 号 一 22 一 纪 . 
7.2.122 在 zoy 平 面 上 怎样 的 区 域内 ,方程 组 
Z 一 4 十 b， (1) 
| 一 好 十 妇 (2) 
Zz 二 名 十 沪 (3) 


可 定义 :为 <.y 的 函数 ?( 其 中 参数 we 取 一 切 可 能 的 实数 值 ) 并 求 空 、 
EA 


各 
解 ” 由 0D、(2) 式 得 2 一 2 二 (一 :之 0, 即 y 之 于 . 故 在 y 之 
2 
豆 的 区 域内 z 可 定义 为 z,y 的 函数 . 
由 (1), 有 (zx 十 2: 一 妇 2, 即 好 十 2up 十 夺 一 2 
由 (2), 有 ww 二 去 (z 一 办 ,代入 (3) 得 
z= 十 二 (uw 十 (一 wv) 


z[y Ce )] 232y 二 
az 3 2 3 
故 ES ZY 2Z2)， EE 到 
4 = f(z,9), 
7.2.123 设 函 数组 4g(z,y,z) 一 0， 
h(z,2) = 0 


es 
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确定 "是 = 的 函数 , 且 ir 天 0,0f 天 0, 求 党 


解 ” 由 hz,z) = 0 和 如 天 0 可 得 到 一 一 短 , 再 由 h(z,z) = 0， 
g(z,a 一 0 和 gy 头 0 确定 y 是 z 的 函数 , 且 g 十 gr 型 十 到 = 0， 


dz 有 Mg hg 
将 厂 he 代入 得 生 交友 ' 于 是 
CT Fig + fg — hg) 
wt We 
7.2.124 设 w = ulz,9) ,0 二 i 有 连续 偏 导数 , 且 
a 多 挛 
EE | 多 机 
w 和 天 0, 求 yy 
EE EE 
解 ” 将 4 == zlr,y),v = v(z,y) 对 xz 求 偏 导数 , 则 有 方程 组 
移交 1 
am Wa 
WE 
ty 
多 红 
owWv) I 由 
因为 xz 一 wy 天 0, 则 方程 组 有 唯一 解 
下 和 为 
T 9 
为 EE 
0 凶 多 多 0 -名 
a Ey EE 肝 _| 六 3 
mA) 90)’ a(u,20) Quyv) 
A(z,y) a(z,y) 9(z,9) d(x,y) 
辐 理 ,将 4 = u(z,y),v 二 v(z,y) 对 > 求 偏 导数 , 解 方程 组 可 得 
起 a 


和 为 外 EE 
加 az)” WW au) 
A(z,y) Az,y) 
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引 此 多 = 

Em 1 % a|__1 
帮 外 和 [| 加 四 | uo) 

Mm 加 A(z,y) 如 a A(z,y) 


7.2.125 设 w 二 u(z,y) 由 方程 组 x = f(z,y,2,1),g(y,2,t) 二 0， 
hzw4) 一 0 所 确定 ,其 中 了 ,9,4 为 连续 可 微 画 数 , 且 六 21 弛 地 0, 求 型、 
解 ”由 全 微分 基本 定理 得 


du = frdzr + [f; 一 Fi FM — fh ) dy, 


A(z,t) 
Wo) Fh) ,Agsh) 
由 此 不 难得 到 。 一 一 万 一/ 3 全/ 玫 风 . 
7. 2. 126 ” 设 zx=- x(z,g,z),z= (zyz) 连续 可 微 ,z= 二 +z(s,1),y 二 
(st),z 一 z(s,1) 连续 可 微 . 证 明 : 
ausv) _ auy8) ITY) ，aGuz) OY,2) ，a(uyb) 9(z,7) 
sst) 3(z,g) IS) Oy»s2) Nsst) Nz,7) 30s 0 


证 记 U= (w,v),X== (z,y,z),S 二 (s,), 则 有 宫 = 叙 " 吃 , 再 
由 行列 式 的 柯 西 定理 , 即 有 


A bu bz 
| 1 a2 中 he 
G2 G22 G23 b. 


31 ba2 
| az| 网 2|+ ao as| jb | 
qa azz bz pa U2 G23 bs bsz 
+ | |. |。 上 
23 gzl bi: bz 


将 缴 及 对 的 行列 式 代入 即 可 得 证 . 
7.1127 设 方程 二 glu,?),y 一 (u,v),z 二 wlusv) 定 义 z 为 z、 


解 ”对 z 求 偏 导数 ,得 ，: 


= 173 = 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 


二 信守 -多 
la (人 
一 台 是 台 红 
0 一 各 声 十 和 讲 ， 人 
om ,bm 
赤 一 到 于 十 为 天 全 
由 (1) 及 (2) 解 得 
a_ ls wm__ ly (4) 
EE Ta” 
名 如 
_ Agp,y) am 和 名 玉 _ PY 
其 中 7 No) = | y= % Ww" 再 将 (4) 的 结果 代入 
EE 
(3), 即 得 
Ap, 0) 
E23 1 ( 缉 和 PW) 一 ECR7) 
E3 Ta 1 
a(9,0) 
Ed 1 ,ap 9 ap ao adGu,b) 
同 理 可 得 Ei Le 
7.2.128 已 知 x = f(z,yzyt) 关于 各 个 变量 都 可 导 , 而 其 中 由 方 
程 组 


二 如 一 水 二 0， (1 
te+z*sint= 0 


确定 zt 为 y 的 函数 , 试 求 总 党 - 
解 ”容易 求 得 , 洋 = 并， 
2 
Ea (9 


对 方程 组 (1) 分 别 在 等 式 两 端 关于 y 求 导 , 整 理 得 
dz a 
29+ z= (6— 9) 二 + zo, 
a “ (3) 


0 一 (十 sinb 至 十 Ce 十 most) 和 . 
y dy 
2 0 二 
解 此 方程 组 得 喜 二 子 ， 夏 二 了 .其 中 ， 
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BB—y 3t2z -| 342z 
如 十 sint er 十 zcostl” 0 ee 十 zeost| 
pe Bo—y 2y 十 z 
” | 十 sint 0 
LH LF 
代入 (2) 式 ， 得 入 一 于 十 rati a 
1 1 1 1 1 1 
7.2.129 设 * 一 羡 十 二 ,3 一 天 十 责 ,z 一 市 十 页 十 er 
3z 红 
求 为 , 古 ， 


解 本题 看 起 来 函数 关系 比较 复杂 ,但 只 需 将 z.z、u, 看 作 是 自 变 
量 "y 的 函数 , 按 隐 函数 求 导 的 三 种 方法 即 可 求 出 结果 


1 1 1 
解法 1 设 F=z 二 市 天 ， 
1 1 
H=z— i er 
代入 隐 函 数 求 导 公 式 , 经 整理 后 即 可 得 
a(F,G,H) 
9(v,7,u) ed 
四 一 HPG 一 We 
A(z,7,4) 
a(F,G,H) 
7 _ 3 了 
Ei 
Q(z,7,8) 
解法 2 ”对 已 知 方程 的 两 端 分 别 求 微分 ,得 
3 3 - 1 
dz 一 一 机 和 nk EA + edr, dz 一 一 并 er We 
2 2 
dy 一 一 一 we 


从 后 两 式 解 出 各 二 一 ( 世 )do 一 区 由 ,dz 一 上 二 2ao 十 总 由 ,代入 第 一 


式 , 再 经 整理 后 得 
3 
d+ ( 训 十 六) 才 ， 
av 3 _ 3 2 一 22， 3 wu AN 
故 得 Bm Wt ym 四 a ; A 
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Ge 
加 um i | ey 
2%_ 2 et 2 
0 人 
挛 < 二 加 交 __ 上 多 
2 好 和 区 EE 
从 册 人 六 本 租 中 分 列 洲 
es 也 _uv gg _3 3 A 
元 vm mw vw 03 
au 0 E43 u E44 3 uw 
及 Ei 3 可 pi Ze 
dr dy dr d’ 


7.2.130 设 2 十 六 一方,z 十 y 十 2 二 2， 求 到 、 开 、 乱 ` 我 在 
z= 1y= 一 11,2 二 2 点 的 值 - 

解 把 ?看 成 自 变量 ,yz 看 成 是 z 的 函数 ,它们 的 函数 关系 由 方程 
组 给 定 , 对 z 求 导数 ,得 


2 全 十 2 型 一 2 (1) 
至 十 型 +1=0. (2) 
2( 估 二 27 宫 十 2 型 十 2 型 一 1， (3) 
守 + 代 = 0. 4) 
将 z= 1,y = 一 1,z 二 2 代入 (1),(2) 式 , 解 得 
至 =0， 开 =-1 


将 上 述 结果 及 zy 值 联 同 (4) 式 所 决定 的 式 子 经 = 一 下 一 起 代入 
(3) 式 , 即 得 


7.2.131 设 zw 一 yp 二 0, 十 zo 1 求 龟 、 淆 .多 名- 
解 ” 将 上 面 两 方程 微分 ,得 


一 it9?6 一 
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(2 — ydv = vdy — udzr, 
ydv + zdv = — udy — vdz. 


于 是 有 
We = (za 十 加 )dz 十 (zo — yu)dy], 
mm__mty 由- 了 邢 一 狼 
EE 
同 法 可 得 
mW yu 和 ZU 十 yo 
FP WW + 
7.2.132 设 u 十 v= 二 7 十 = 过 可, 求 du do 、d2u 、d2p. 
2 十 一 z 十 
解 ”将 原 式 改 写 为 人 ”微分 得 
人 (1) 
sinudy 十 ycosudu = sinvdz 十 rcosvdv. 《2 
联 立 求解 ,得 
(sinv 十 zcosy)dz — (sinu 一 zeosv)dy 
du 
zcosv 十 yCosu 
4 (ycosu 一 sinv)dz 十 〈sint 一 yeosu)dy 
lv = 
ZCeosv 十 ycosu 


对 (1),(2) 式 再 微分 一 次 ,得 
du 十 dz 一 0， 

fr 十 2cosudydu 一 ysinudu? 
= zcoszndzr 十 2cosvdzdv 一 rsinvdv’. 


联 立 求解 ,得 
二 (2cosvdzr 一 zsinvdv)dv — (2cosvdy 一 ysinidu) du 
Zeost 十 ycosu 
div 一 一 du. 


7.2.133 设 r== ucosv,y 二 wsinv,z 求 下 .和 


解法 1 对 已 知 方程 的 两 边 求 微分 ,得 
dz = cosvdu 一 usinvdy, dy = sinvdu 十 ucosvdv. 
联 立 求解 ,得 
lu = cosvdz 十 sinvdy, dv 一 二 (一 sinodz 十 cosvdy). 


Se 
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udv 一 一 sinvdz 十 cosvdy. 


对 上 式 再 微分 一 次 ,并 利用 du 的 结果 ,得 


ud?v 十 dudv 一 一 cosvdvdr 一 sinvdvdy dudv, 


于 是 ， wz = dz 一 一 了 ea 
一 一 了 (cosodz 十 sinvdy) * (— sinvdz 十 cosvdy) 
让 


一 和 Csinvcosodzz 一 cos2vdzrdy 一 sinzcoszdgy2) ， 


从 而 有 
Fz _ 2sinveosv _ sin2v Fz _ _co2 Fz sin2v 
EH 到 Ww’ Ay rr 天 pe 
解法 2 消去 u,v, 由 z 二。= arctg 二 可 得 
bE 区 如 2 
Ee 
Fz 2zy 
ar? (z2 十 3 加)27 
Fz 1 2y’ PE fen 
ooy zy (二 yz 二 
Fz 2zy 


Wt 
7.2.134 设 z 二 zl(z,y) 是 由 方程 组 z 二 et',y 二 ez 二 uv(w 及 
v 为 参数 ) 所 定义 的 函数 , 求 当 w = 0 及 v == 0 时 的 dz 及 d?z. 
解 dz =ertr(dut dv), dy = er-"(du — dv), 
dz = udv + vdu, dz = wd’v + 2dudyv + vdiu. 
当 w 二 v 二 0 时 ,dz = du 十 dv,dy 二 du 一 dv,dz 二 0, 由 此 可 得 
如 二 此 十 中， 入 二 


2 2 
故 dzz 一 2dudy 一 到 Ca 一 dy). 
7.2.135 证 明 : 由 方程 组 
(区 故人 人 (1) 
[z — f(@]F (a) = oz (2) 


所 定义 的 函数 = 一 z(z,y) 满足 方程 至 党 一 2 {其 中 a 是 =, 的 函 


a 1 
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数 ). 
证 (1) 两 端 分 别 对 z,y 求 偏 导数 ,得 


Ea a aa 
[z fa][ 误 f(a) | z(¥ — 0)— ra 3 (3) 


,fr aa aa 
和 [z— f(a)] [3 了 (a) 证 ] zy oF (4) 
将 (2) 式 代 入 (3) 和 得 
区 二 TO] 衬 元 一 z( 妨 一 上 2)， (5) 
将 (2) 式 代入 (4) 趟 并 此 理 ,得 
[z 一 f(o)] Es = zy. (6) 
(5)、(6) 式 相 乘 , 再 利用 (1) 式 , 即 得 
EE 
Ei 
7.2.136 设 ccos 卫 一 一 ,esin 卫 = 一 一 , 求 desdp dmd 
y /2 y /2 
当 z 二 1.y 一 lu = 0ww 一 地 时 的 表达 式 . 
解 设 6= 芯 ,7 = 广 , 则 原 方程 组 化 为 
escosn = 一 一 ， essin7 = 一 上 
V 2 双 汉 
2 2 
解 之 ,得 = 二 In 于， 7 = arctg 二 
zdr 十 ydy zdy 一 ydr 
B=, 科 一 2 二 ， 
du = édr + zdé, dv = my + ydn. 
当 z= 1 一 1 一 0 一 于 时 .一 09 一 卫 ， 
dz dy dy — dr _dz+dy 
dé 2 一 ， 中 3? = 
加 一 于 四 十 乍 于 宪 一 一 二 十 (于 十 寺 ) 四 
人 十 妨 ) 一 (zdz 十 ee 
(z+ ¥)’ 


一 -1179 一 
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[e+ 7) ~ (eds + wd) 2y Jay 
《二 并 
+ y dr + dy) 一 2(zdz 十 ya) 
(+ 


过 dy(z? 十 ¥) — (zdy 一 ggz)2z]dz 
2 CE 
下 [一 ez(z: 十 护 ) 一 (zdy 一 ydx)2y Jdy 
(z+ )? 
二 2(zdy 一 gdz)(zdz 十 ydy) ， 
(z+ 扫 2)2 
diu = d(édzr) 十 d(zde) = 2dédzr 十 zd?é, 
dv = dOndy) + dlydy) = 2dndy + yd?n. 


当 z=1y=1w=0.v= 子 ,$==0,7 于 时 ， 


a = 2 + dy 下 2(4 + dy) gogy, 


yp), 


故 du = dz? 二 dzdy — dzdy = dr’, 
dv 一 dy 一 dzdy 十 去 (da 一 dj) 一 去 (y 一 各) 
7.2.137 设 w = f(az,by,cz), 求 dru. 


解 ” 设 4=ar,y = by,6 = cz, 则 dé = adzr,dn 一 bdy,dé = cdz, 
de=d= 0 = 0, (i> 2). 


= (dQ 了 了 )， 
故 人 一 ( 息 黄 十 和 而 十 卜 英 2 了 79) 


= (otz 问 十 地 如 十 是)(5,0,6). 


6. 变量 代 换 
7.2.138 把 y 看 作 自 变量 ,变换 方程 y 一 3y 吧 一 了 
解 ”函数 ?= y(z) 的 各 阶 导 函 数 y ,yr',y”,… 与 其 反 函 数 z 二 z(y) 


的 各 阶 导 函数 xz ,z',z",… 间 有 以 下 关系 : 
y= 消 ， (CD 


了 .1 Ea 
多 


-= (2) 


A . 
= Ey 


一 liaa 一 
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2 了 SC asl 
"= (YY) [Leal 刀 : 2 ， (3) 


把 (1)、(2)、(3) 式 代 入 所 给 方程 ,化 简 整理 即 得 
z9 十 z(z')5 一 0. 


7.2.138 设 w 一 In VF 十 六 ,v 二 arctg 了 ,把 方程 (十 办 ) 疾 一 
(z 一 办 史 一 0 变换 为 自 变量 wv 的 方程 
解 由 = iIn Vr +,v = arctg 上 得 ,z = e'cosv,y = e'sinv. 


XR aa rN EE az zz 
则 En EE 让 Be 十 为 esiny sty (1) 
同 理 有 训 = 一 ?这 十 = 名 (2) 
(1) 一 (2) 得 


7.2.140 ” 取 z 作 函数 ,t = zy 作 自 变量 ,变换 方程 
+2 +y= 0. 
解 ” 将 t= i(z) 看 作 z 的 函数 ,在 t= zy 两 端 对 z 求 导数 ,得 


dr 
a 
dt _ dz _ 1 df ja 
五 一 ?十 开 , 由 于 均 下, 故 得 站 -五 又 天 一 28 + zy 
dz a 
da dé? dt 
由 了 ,代入 得 一 -二 一 一 2 十 zy， 
7D (机 入 
dz 


整理 得 六 一 一 二 一 型 . 将 上 式 代入 所 给 方程 ,得 
a 


Rs 
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dz 
一 时 + 坟 ( 委 》*=0， 


dz 


即 7 ea = 0. 


7.2.141 ”利用 变量 代 换 1 = In|z| ,变换 常 微分 方程 yw* 一 色 . 


解 ”应 用 复合 函数 求 导 公式 ,有 


ly layd_ de d 
zr dt sd 


1 dy dy dt 2 
六 拓 从 -多 关 - > 从 - 白 ] 


二 二 [ 针 的 2 自 ]， 
将 y” 代入 所 给 方程 , 即 得 


7. 2.142 ”利用 z = cost, 变 换 微 分 方程 
(zy —zy+ny= 0. 


ddy dt 


” PB dr 


一 1182 一 . 


(1) 


(2) 
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dy dz dy ,dz 


二 de dt 了 dt de (3) 
(PY: 
a 
将 (1) 代入 (2)、(3) 式 有 
, 全 sint » 党 十 cost 。 和 
了 sn 一 sin¥ le 
将 yw, 及 z 代 入 所 给 方程 , 即 得 
党 + ny = 0. 
7.2.143 ”利用 + 二 e',y 一 we* 变换 微分 方程 ziy” 十 zyy 一 2y* = 0， 
其 中 二 uC). 
gy 


eutw) 
解 ?一 再 一 一 一 一 “2 十 w)， 


a _ em 十 3w + 2u) 
丸 一 去 一 了 oj 十 3uw 十 2u, 


a 
其 中 w 及 wr 表示 4 对 :的 一 阶 及 二 阶 导 数 ,以 下 各 题 类 似 ,不 再 说 明 . 
将 y ,六 及 z,y 代入 所 给 方程 ,化 简 整 理 ,得 
十 (uw 十 3)w 十 2u = 0. 
7.2.144 ”利用 z = tgt,y = 变换 微分 方程 (1 十 25 一 y, 其 


中 = u(t). 


dy weost 十 asint 


解 v = 她 = 一 佬 = woost + wint, 
dt Cos 入 
EE 
"= 和 (wr 十 zcosxt. 
二 cos’t 


将 y ,六 及 z,y 代 入 所 给 方程 ,整理 即 得 wr 二 0. 


一 1183 一 
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7. 2.145 利用 z==thi,y 一 二 变换 微分 方程 (1 一 zy 二 一 y, 其 
中 =u(0). 
dy weht— usht 
dt ch 


9 
解 y= 到 及 全 weht 十 usht, 
a ch’t 
dy 
a _ wcht 一 ucht 克 s 
= 二 一 工 (wu u)ch. 
dt ch 


将 y* 及 z,y 代 入 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 wr = 0. 
7.2.146 利用 z= 十 4,y 二 wu 一 4 变换 微分 方程 
w+ (z+ (ll+y):=0. 


岂 
dt w— 1 
解 vy Tx Fi 
7 
dy ww + 1) ~ ww CO— 1) 
ee CF 1 2u 
六 一 在 一 wt1 Ca 


将 y,y" 及 x,y 代入 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 wr 十 84Cw) = 0. 
7.2.147 利用 + 一 二 及 y 二 苹 ( 其 中 == u(z)) 变换 微分 方程 
i -z+ry —y= 0. 


2 Re om 
解 y 0 i 名 tw， 


i = 一 4(3u" 十 tu) 
a Ee 
将 y ,yr,y" 及 zy 代入 所 给 方程 ,化 简 整 理 即 得 
tw(34 十 Dwr 十 = 0. 


EE 
3 fur 
下 


”一 484 一 
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7.2.148 ”利用 x 二 = 也 一 和 | 二 引 , 变 换 斯 托 克 斯 方程 
We 
7 
(其 中 4 = 4(0)). 
解 ” 由 于 i=1nlz 一 a| 一 In|lz 一 58|, 故 有 
dt 1 1 a—b 
dr z 一 0 z—b (rz—a(r—6b)’ 
de (sos—) 
即 Ds (1) 


3 二 二 芋 - 一 这 二 
又 因 5' 故 Y az 一 


du 
y= (rz—b) 可 十 一 (rz 一 0) 十 zx 一 二 十 ay CE 
a 
dy 
abdw ,abd 
六 于 工 一 @ 十 (rz—a)? dt 
dt 
b—a (a—b)’(w— w) 
‘GoD GT 全 
人 5 Ca 关中、 


7.2.149 证 明 ， 若 方程 开 十 za) 下 y+ qlz)y = 0 用 代 换 
z = 9%(4) 变换 为 方程 党 十 PC 四 + Q(8)y = 0, 则 
[2P(é)@(8) 十 @ CS)]、 J 全 


= [2p(z) .9(z) + 9 (2)]: [g(a)] i 


dy dy 
证 估 =w 人 0, 宫 =v, 和 =- 玫 - 才 , 
在 7.2.142 题 的 (3) 式 中 ,将 1 换 成 4, 即 有 了 
cz kr 


一 1185 一 
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代入 原 方 程 ， 两 端 同 乘 以 [gC6) 玫 , 即 得 


和 
器 + {PLp(® Jy (5) — ga} ae + op (6)]: Ly (Sy = 0. 


于 是 ， PO 一 my — GF, 0(8) = q+ (5 


CE) = 9) 2 9 
从 而 得 知 


[2p(6)9(5) + @ (8)] + [oc] 


= (2(py — Bg FY + P+ 2 [a (F)] i 


一 [2z9 (py)+¢: (gyi) 
= [2z(z)e(z) + g (Ie). 
7.2.150 将 方程 式 全 一 三 十“ 变 为 极 坐 标 > 与 9 所 表示 的 方程 


( 即 令 z = rcosgp,y 一 rsinp). 
解 ” 当 z= rcosgp,y 二 Tsinp 时 ,有 


Ee i CS 2 十 rcosg 
dp pap ps dp nap ， 
Ce COs' a 2sin rcosg 
pap ?ap " 
dy ad 
pi = sing 7 + 2cosy 3 一 rsing. 
于 是 ， 
gy 
罗 
i (1) 
帮 cosg 三 rsing 
dy ,dr dy ,dr dr dr 
dy dp pap "+ ag ap 让 
dr? ( 虹 )3 (cos 和 )3 
放 pap 一 rsiny 
将 (1) 式 及 zy 代入 所 给 方程 ,化 简 整理 即 得 
全 二 + 或" 一 >. 


以 下 各 题 中 , 红 乞 玉 区 均 简 记 为 及 下 
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7.2.151 把 式 于 5 如 变换 为 极 坐标 的 形式 . 
rsing 十 rcos9 
解 太一 一 oosy comp raingp 
T(r'singcosg 十 rcoszg 一 msingcosy 十 rsin’p 

fi cosy 一 Tsing 


rsing 


人 2 
一 mcosy 二 rsing’ 
ER rsing Psing 十 reosp 
r'cosg 一 rsing 
_ rr'cos’p 一 r’singcosg 十 rr'sin’g 十 7’singcosg 
rT'cosgp 一 rsing 


mr 
We: r'Cosg 一 rsing” 
将 (1)、(2) 式 代入 所 给 式 子 , 即 得 并 工 。 


7.2.152 将 方程 组 


至 =? 十 如 (十 扫 ， 


村 一 一 = 十 急 守 十 的 


变 为 极 坐标 方程 的 形式 、 
解 ”由 原 方程 组 得 
cosp 守 一 rsing 到 一 rsing 十 trxcosp， 
sinp 字 十 reosp 到 一 一 rcosy 十 trxsing. 
联 立 解 之 , 即 得 


全 一 二 [reospCrsing 十 kricosgp) 

— (— rsing)(— rcosy 十 trxsingp)] = tr 
多 一 工 [cosp( 一 7cosy 十 trssinp) 

一 sinp(rsingp 十 hricosp)] 一 一 1， 


原 方程 组 即 化 为 


(1) 


(2) 


=" 
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和 
名 1. 


at 
7. 2. 153 ”在 勒 让 德 变换 中 ,曲线 y = y(z) 的 每 一 点 (z,y) 对 应 于 
点 (X,7), 其 中 X= 二 y==zy 一 疡 求 Y,Y" 及 Y*， 
ad ddr _ zw zy 
解 六 = 让 = 五 到 XxX 


2 


三 
dr" 二 疙 
ye 一 此 一 - 妥 = 二 六 
ax pn a 
dr 
7.2.154 引入 新 变量 及 7:6 二 +z 十 y, 7 二 7z 一 yy. 解 方程 

二 了 器 
Ey 


解 ”在 仅 作 自 变量 代 换 ,引入 新 自 变量 $= 二 5(z,y) ,二 nCz,y) 这 
种 最 简单 的 情形 时 ,只 要 把 4, 看 作 中 间 变 量 , 用 复合 函数 求 偏 导数 的 
公式 , 即 可 求 出 : 


2 _ | 稀有 _ 史 EE| 史 反 
Ei 
代入 原 方程 , 即 得 变换 后 的 方程 . 本 题 中 ， 
站 E_n ml 
去 一 己 为 
Ed EF-4 E44 ;4 E24 
于 是 ， Ea 
代入 原 方程 ,得 


zz 它 此 EA Ed 
Ed 
即 有 z 一 9(5) = w(z 十 们 ,其 中 9 为 任意 的 一 阶 连 续 可 微 函 数 . 


7.2.155 令 一 z 吃 一 于 十 护 ,变换 并 求解 方程 


一 1488 一 
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CA 
1 
区 | 区 _0 多 on 
解 迷 =1, 问 ==0, 复 一 2, 旬 一 29, 于 是 
2 2 x 
Ei 
代入 原 方程 ,得 
E44 Ed E4 此 
多 天 十 27 轴 ) 2 一 二 0 或 ? 赤 0. 


由 于 y 天 0, 故 变 = 0 , 即 z 一 pC 一 pl 十 六 ), 其 中 为 任意 的 一 阶 


连续 可 微 函数 . 

7.2.156 “利用 变换 = z,7 = y 一 bz, 变 换 并 求解 方程 
o 侈 +5 交 = 1 (a#0). 

解 。 当 变量 间 的 变换 关系 比较 复杂 时 ,用 全 微分 法 较 好 , 首先 , 根 
据 新 旧 变 元 之 间 的 关系 , 求 出 它们 微分 之 间 的 关系 

de =dr, dn=dy— bdz (1) 

其 次 ,将 所 求 得 的 微分 式 代入 表示 新 变 元 关系 的 全 微分 式 , 并 按 旧 变 元 
关系 重新 整理 ,得 


E43 bd E44 & 
d: d = s 
2 区 中 EW + EE bdz) 


3z 2 Ed 
整理 得 (1 十 WE = ES 十 EA 


即 得 


代入 原 方程 ,得 


a 
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2 ,a zz | 
se 站 +b 名 一 1+4 地 或 亲 一 万 ， 


于 是 z 二 记 十 pWD 二 三 十 ply 一 bz), 其 中 为 任意 的 一 阶 连续 可 微 


函数 、 
7.2.157 ”利用 变换 6 二 z = 之 ,变换 并 求解 方程 


z 闻 十 y 交 一 
3 个 加 3 四 1 
解 全 一， 公议 EE 2 
和 1 
& EC Fm WW zm’ 
Ea 


解 之 ,得 z= ép(n) = zp(). 
7. 2.158 取 4 二 Inz,v 二 In(y 十 V1 十 六) 作为 新 自 变量 ,变换 方 


程 z 实 | VTT 划 宅 


一 2y. 


E33 % 
a_ 1 a wy | 
Nr 
w_ 1 Ea 
ww zm A 
注意 到 z= er 及 y = shv, 代 入 原 方程 , 即 得 
这 十 学 二 eshv. 


7.2.159 取 *= 了 二 光一 2 十 Vz 十 六 十 2 作 新 自 变量 ,变换 方 


程 = 革 十 ?至 一 = 十 V 妇 十 力士 对 
解 ”本题 用 微分 法 较 好 . 


而 二 班 二 王 ， 
区 
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dz 十 ydy 十 zdz zdz + ydy 十 zz 
dv 二 dz 十 2 dz 十 
Vz 十 六 十 zz 村 
(r= Yz2 十 六 十 22)， 
各 二 妆 和 十 实 do 
史上 ydz E44 z y 敌 
Cz 2 十 吉 ( 巡 十 六 dz 十 了 十 本 dz) 
于 是 ， (1 一 部 一 二 到)dz 
= (一 者 汪 十 三 理 )iz 十 (二 让 十 二 理 ) 友 ， 
全 (一 时 多 二 于 让)(1 一 和 一 名 多 )- 
w= "4 Es rh 
上 将 这 j(1 二 本 -三 本 )- 
Wsmt rm Do 人 
代入 原 方程 ,得 
ps 和 
和 2 2 7 Wm tI mt 
E43 2% 
= (2 二 (1 一 宁 一 芋 况 )， 


整理 得 2(z 十 7) 守 二 z 十 7. 如 果 z 十 7 二 0, 则 可 推 得 开 十 六 一 0, 但 


由 于 z 天 0, 所 以 于 十 妨 不 可 能 为 零 . 于是,z 十 7 天 0, 从 而 得 
Ea 


1 
wm 2 
7.2.160 取 6= 二 y 十 ze-',n 二 z 十 ze-!' 作 新 自 变 量 ,变换 式 子 


G 十 四 台 + 十 四 台 一 人 一 er 


Ed & 
解 dz= E34 十 EY 
= 于 + edz 一 ze 一 dz) 
站 衬 » (dz 十 erdz 一 ze rdy). 


于 是 ， 


《1 一 训 一 o 训 ) 


i Se 
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= ( 幸 一 zx- 各 如 二 (二 se! 侨 )dy， 
吝 = (这 zl 呈 雪 人 
CC RA 
为 一 (天 2m 区 
代入 原 式 ,化 简 整理 即 得 
碌 关 于 二 
1 er 
站 6 


7.2.161 邻 z 二 wy 二 二 一 加) ,变换 式 子 ( 字 )? 过 (各 六 
解 dr = vdu 十 udv，dy = wdu 一 vdv, 解 之 ,得 


et 
于 是 ,dz Ee 十 do 去 十 Loar 十 wdy) 十 至 Godz 一 vay)]: 
到 二 GO 委 十 w 他 )4z 十 Gu 党 一 v 闫 )ay]， 
(过 十 (各 7 
~ 全 十 w 全 ?十 Gu 交 一 。 染 ) 


i 
-stam + (wm 
7.2.162 引入 新 变量 www, 其 中 四 = wlw,v). 令 =z 十 六 
"= 二 + 十， w= Inz 一 (十 人 ,变换 方程 ?下 一 = 训 一 人 一 z)2 
解 du = 2zdr + 2ydy, do 一 一 二 一 去 外 ， 
dw = Ta — dr dy. 
另 一 方面 ,dw = 名 du + dv， 


故 有 az —dr—dy= (2rds 十 2ydy) 十 0 as 一 去 0 


a E23 有 
整理 得 ”dz = (2zz 况 = 吝 侨 十 2D 和 十 C2yz 多 一 训话 十 Dy 


也 


将 由 上 式 所 确定 的 衬 及 锋 代入 原 方程 ,得 
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yz(2z 于 一 志 剖 十 D 一 一 玫 
a 1 au 
Rt, 
即 名 = 
7. 2. 163 和 ve”,z 一 we” ,变换 方程 
二 2 多 多 
(Gz 全) 十 完 )* 一 ?二 


解 dz = edu werdw, dy = edv + ve"dw, 
dz = edw + we"dw. 


po i 
于 是 ,有 ed = I 十 md 


erdu 一 dz — we"dw = dr — Ta 
edv =dy— verdw = dy 一 了 wi 
在 全 微分 式 tu = 2du 十 名 tw 的 两 端 条 以 。", 并 将 上 述 结果 代入 ,得 
dz dw u [2 
TT E60 [十 dz) 十 Pay 到 ni) 


或 GQ+w 训 +v 人 Rd 一 (1 Fe (1 + 0) Way. 
将 由 上 式 确定 的 定 及 多 代入 原 方程 ,得 
[edl 十 四 型 十 [aerG + w) RF = Ce") 十 加? 
消去 [e"(1 十 w) 了 , 即 得 
i(202 十 zz 一 好 于 这 
7.2.164 假定 zx 一 ze,o 一 gero 一 zer, 其 中 必 = oz) ,变换 式 
ba E23 
子 4 二 去 ' Ey 
: Go; 


解 如 一 “1 十 ax 一 eis + + 他 


Te 
和 


3 


一 
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Dun Bn 
= 去 Cedz 十 zedz) 十 页 (edy 十 yerdz). 


Don Bo oo Bo 
于 是 ， +z 一 fz 丽 一 == 而 玫 十 而 娄 ， 
C2 E24 
Ed bo 到 ou 
加 i ww 
1 十 z xz 页 Vy 1 十 z z+ y 友 


7.2.165 《1) 利用 变换 上 一 > 十 mg, 3 一 xz 十 py 变换 方程 
Fu Pu Fu 
六 + 5 六 ++ 喧 =0， 
并 适当 选取 wp 的 值 使 变换 后 的 方程 为 总 二 0. 这 里 假定 所 涉及 的 4 


的 偏 导数 都 连续 ; 
(2) 求 出 满足 (1) 的 z,y 的 函数 的 普遍 形式 . 
解 (1) 利用 复合 函数 求 导 法 ,得 


< 全 + + 有 D 然 +p 并 
代入 原 方程 即 得 
GT+5o+ 四 匡 + +5+50+2o0 2 


F 
十 G+56+ 站 入 =， 


为 使 总 $ 一 0, 应 选取 w.p 值 ,使 1 + 5a 十 中 一 0， 1 十 58 十 不 一 0 成 


立 , 即 得 a= 8 二 支 (一 5 土 V21). 


(2) 对 和 一 0 关于 上 和 1 两 次 积分 ,再 换 回 原 变量 *`.y, 即 得 满足 


(1) 式 的 zy 的 函数 uz,y) 的 普遍 形式 
4 = 9(€) + $7) = pr ay) + ya py) 


— i194 
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即 u(z,y) = pz 十 ayg) 十 %z 十 5g)， 
其 中 a= 8= 羡 ( 一 5 士 V21).g,p 是 二 阶 可 导 的 任意 函数 . 
7.2.166 ”将 方程 
?+++2 史 ++= 训 +5 党 
按 z 一 wy = yz 一 二 变换 成 关于 新 变量 t,u,0 的 方程 . 


解 ”由 变换 式 z = uv,y 二 vi,z 一 也 求 得 zi 二 vx 一 zz 一 0， 
二 09 二 49 一 bz 二 4,21 一 0,21 一 az 于 是 有 


0， 


Bo Bo Bo Bo 
同 理 却 “ 十 mW m= + 刺 4 
Fw 3 Fw Fw 
及 Wi hr + 2 a + Bit 
Fw __ Fw Fw w 


将 上 面 三 个 等 式 分 别 乘 以 ww、v*、#, 然 后 相 加 并 利用 关系 式 x = wv， 
y 二 vi,z 二 妃 ,可 得 


-20 效 +7 办 +2 玫 +w 共 += 淆 +4 加 ) 


故 所 给 方程 变换 为 
a 
7. 2.167 证明 :利用 线性 变换 4 二 zz 十 ay,7 二 z+ 十 外 ,并 适当 选取 
a.5 的 值 ,可 将 方程 双 十 4 于 十 3 型 一 0 化 为 品 0. 


a ow 
解 ”由 变换 式 求 得 6 二 1,5 = a,n4 = 二 1, 二 5, 于 是 有 


xa Rata tm a tm 
Fu Fu Fu Fu 


Ee .200-2u 十 .02 
及 Ea 2+ 于 Es En 十 5， 
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代入 所 给 方程 ,得 
这 十 4 二 二 十 33 


ZF Ea 
一 (1 十 4 十 300 短 十 (2 十 如 十 和 十 600) 加 


+ C++4+30) 喇 一 0 
为 使 变换 后 的 方程 不 含 全 强项 , 令 1 十 各 十 3 一 0 及 1 十 亿 十 3 
二 0, 分别 得 a = 一 1 或 a。= 及 1 或 5 言 ,而 当 a= 一 1， 


= 一 去 或 4 二 一 言 ,b 一 一 1 时 ,有 2 十 4 十 旬 十 6 加 头 0, 所 以 用 变 


de “一 z 一 辽 ， 
换 六 | 
n=7 


7 一 z 一 3 
可 将 方程 器 二 1 匡 十 3 各 一 0 化 为 2 一 0 


7.2.168 设 函 数 z = z(z,y) 满足 方程 :名 十 2 衬 一 二 , 试 以 


$= 二 ,7 二 y 为 新 的 自 变量 ,一 yz 一 + 为 ,7 的 函数 ,把 方程 变换 为 4 


二 ul,7) 所 满足 的 方程 . 
解 本题 是 自 变量 和 因 变 量 都 作 变量 代 换 的 问题 ,在 zx = yz 一 zx 
两 端 对 z 求 偏 导数 ,得 


ME NM 
tna rl 
Sy 
而 芝 一 一 亏 , 印 = 0, 代 入 上 式 ,得 
y A E44 


wm_l1 Nm 
吉 站 YE 一 1 即 芝 = 了 (1 去 中 
将 上 式 再 对 z 求 偏 导数 ,得 

Fz 1 r2zy A y ,Fu a Fu mM 

El B+ tm] 


一 it 一 
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1 2 ,Fu yy Pu 
YE t+- El 多 3 革 十 z1 2 
Fu 
专攻 = 0, 或 线 = 0. 故 原 方程 变换 为 2 一 0. 


代入 原 方程 并 化 简 , 得 专 
7.2. 169 


设 ulz,y).vlz,y) 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 作 变 换 


z 二 rcosy,y 一 rsing ,证 明 等 式 


am_w vw_ a 
Ee 让 一 信 (1) 
站 和 -了 由 =- lo 
成 立 的 充 要 条 件 是 方 一 于 击 ， 方 一 一 元 而 关 0) (2) 
证 ”必要 性 . 
和 一 出 下 十 型 入 一 型 
| 
二 名 = 这 (一 siny) 十 之 cosp， 
CA Pe 
方 一 cqs9 sing, 
一 二 光一 一 十 [ 装 ( 一 rainp) 十 全 reosp] 
au % DB lo 
由 (1)、(3) 得 芝 一 趣 品 这 区 
充分 性 . 由 (2) 式 及 (3) 式 得 
E23 十字 加 oo ， 
Et Ei Eee msinp, 
cop 十 3sinp 一 二 [ 妥 ( rsing) 十 更 rcosp]， 
即 (他 一 入 )cosp + ( 辣 十 鸳 )sing 一 0， 
( 渴 十 鲍 )cosp 他 sing 0. 
因 cosy 与 sing 不 能 同时 为 零 ,所 以 
ww 鱼 十 本 
EE |_o 
Ww A 
Ei 一 人 二 一 坷 ) 
生生 多 二 多) 
即 (人 


eh 1 
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We 1 
故 TW” WW . 
7.2. 170 假定 “一 坟 ,v = 三 , 试 以 w2 为 自 变量 ,改写 微分 方程 
器 一 记 器 0, 并 求解 
aa az Gg_w ,gw 
解 二 atmy' 到 一 到 ?十 页 ( FF 
三 F bz 1¥ 
站 2 六 关 ' 
Pz_ gz 2z Fz | 到 zz ，2z 3 
i a ¥ mm ya Rm 
F Fz F 2r z ~F 1% 
1 
Fz 1 _ 
故 原 方程 变 为 0 
Fz 1 % gr Zz 
因为 Er 
1 包工 一 
所 以 Es pr 


其 中 mw 为 任意 函数 , 解 该 方程 ,得 
: 二 di [owe lea + yw) | 


1 
= vr[Je® “+ wo |， 
由 于 p,» 是 任意 函数 ,因此 适合 方程 的 函数 的 形式 必 为 :z = fh(w) 十 


Vu fo(v), 其 中 五 ,f; 为 任意 二 次 可 微 的 一 元 函数 ,而 适合 原 方程 的 函 
数 取 如 下 形式 : 


z= f(z + zf). 


7.2.171 车 z.y 是 uw 的 连续 可 微 函 数 ,反之 sv 亦 是 z.y 的 连续 
Du,v) Ee D(z,y) 1 
可 微 函 数 , 且 Cs55 天 0 证明: pes 一 Dao 


D(z,y) 


证 取 w=z,v 一 y, 则 有 
Ds) Dlsst) D(z) 


Dd Dm” De 


— 1¢98 一 
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ww Dlu,v) 
将 变量 。4, 改 换 成 ww, 由 题 设 82 2 天 0, 有 


Dz) 1 
Dluyv) Dlu,v)” 
D(z,y) 


7. 2. 172 作 变 换 z = pcos9,y = psin9, 将 曲率 公式 
K= TH 用 p.9 表示 出 来 . 


解 2 dy _ d(psing) _ sinbdp 十 pcosbdb 
dz d(pcosg) cosbdp 一 singd5” 


ddy _ diydr — drdy 
= ry 


2(dp)’d0 一 pd’pdo + p*(d0): 
(cosgdp 一 psingdg)3 和 
其 中 dzz = cosbd?p 一 2sinbdpdbg 一 pcosg(db)2， 
d?y = sinbd2p 十 2cosgdpdb 一 psing(db)2. 


于 是 有 
2(dp)’d0 一 pdzpdb + pr(d0): 
K= (cosbdp 一 psingdb)3 _ 2(dp)’ 一 pdzpdb 十 p2(d0)3 


> 厅 十 Csingdp 十 pcos0udg)2]a ~ [Cp + pa 
cosbdp 一 psinbd0 


将 分 子 分 母 同 除 以 (db):, 整 理 可 得 


kK = Ie + 2p’ 一 pp 
(PP 二 + PJ 


7. 方 向 导数 与 梯度 
7.2.173 ” 求 函 数 z== z? 一 灭 在 点 P(1,1) 沿 与 z 轴 的 正方 向 成 
a 二 60° 的 方向 导数 . 
解 z=2z， zaw=2,5 = 一 2y， a 1a,w =—2, 
V3 
2 ， 


cos60 一 去， cos30° = 
所 以 ”党 law= 1 一 V3. 


7.2.174 求 函 数 fz,y) 一 ne- 二 三 ) 沿 方向 (0 的 让 向 
数 . | Ni i 


一 119 一 
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1 2z、_ 一 十 2zer 
解 “因为 光 i ty Ta 
y 
L 型 2 
Wo pT 
y 
whea a a b 
Ma 十 本 Ye 十 本 
HF_H of 二 . 2re—¥y_. a 
所 以 李 Hcosa 十 yp TE TY b Fe Fy 


7.2.175 求 函 数 f(z,y) 一 In(ce 一 十 过) 分别 沿 方向 一 (1， 0)》， 


2 一 {0,1) 及 4s 二 ol 十 bs 的 方向 导数 ， 其 中 a、 6 为 正 实数 ,y > 0. 
解 4 二 {1,0} 的 方向 余弦 为 cosa = 1,cosp 一 0, 故 
po 
b a a 于 yy 2z 一 je- 
人 


已 一 {0,1) 的 方向 余弦 为 cosa 二 0,cosp = 1, 故 


Af_a 一 zx 
a YY et 


4 二 ql 十 如一 (a,5} 的 方向 余弦 为 


a ， cosP 一 [2 有 
Ve+b Vat+b 
故 = Heosa + Heosp 
2 


7 ye 

7. 2.176 求 隙 数 z 二 zz 一 zy 十 在 点 人 (1,1) 沿 与 oz 轴 的 正 向 

组 成 a。 角 的 方向 :上 的 导 函 数 ,在 怎样 的 方向 上 此 导 函 数 有 : (1) 最 大 的 
值 ; (2) 归 小 的 但 ， (3) 人 


解 到 | 1,* ES »= 1, 于 是 - 


8 2， 多 元 函数 的 微分 法 


= cosa 十 cos(90° 一 a) = cosa 十 sina 
= 2 sinCa 十 也). 
(1D 当 sin(a 十 于 ) 一 1， 即 o= 于 时 ,全 最 大 ; 


人 至 | wu D 


(2) 当 sin(a 十 卫 ) 一 一 1, 即 o 一 到 工时 , 匀 , 最 小 ; 


3: 7: ba4 
(3) 当 sin(o 十 于 ) = 0, 即 oa 二子 或 4 一 字 时 , 凶 一 0 


7.2.177 ”研究 函数 
中 + 


f(z'9) 一 Var 十 到 十 芒 


0， 
在 (0,0) 处 的 偏 导数 和 方向 导数 . 


_ ， f(0 七 4z) — f(0,0) 
解 (0,0) = 0 


m lim 二 (4 举 


十 六 天 0， 


r+ 二 0 


(4z) 


-) 
VC4zj 十 (4 


Ar 
i rr 
Ar-0 14zl W (4z)2: 十 
， ,0 0 + 4y) — fC0, S 
f1 (0,0) lim 人 
(Ady)” 访 
a 


)， a 


fl 
呈 
十 


一 lm(4y 二 


= lim(1 于 

即 f(z,?) 在 (0,0) 点 处 不 可 微 

记 4z = peosa,4y = pcosp, 其 中 ,8 分 别 为 有 向 线段 /与 z 轴 , y 轴 

正 向 的 夹 角 , p 二 V(4z)? 十 (4y)?, 则 f(z,y) 在 (0,0) 处 沿 任意 方向 4 
二 {cosa,cospB} 的 方向 导数 ,根据 定义 直接 计算 得 


疝 | 


of Et lim fpeosa, pcospb) 一 f(0,0) 
A tr p 
= lim 二 [meosa 十 pcos 十 te 
ptcos'a 十 prcqsio 十. pe 


A 
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1 


= lim(cosa + cosp 十 ) 一 cosa 十 cos5 十 1. 


V pzcos4 十 
即 f(z,y) 在 (0,0) 处 沿 任意 方向 ! 一 (cosavcosp} 的 方向 导数 存在 . 
7.2.178 求 函 “= 一 二 二 一 = 在 点 M(1,2, 一 2) 处 线 
求 呈 数 如 十 六 十 民 人 


一 22,z 一 一 24 全 放 站 下 的 时机 天 
了 x “+2 
(+ 二 2) 入 (z+ PE 于 
和 
更 


r= 


ZZ 
下 
在 点 MC1,2, 一 2) 处 它们 的 值 分 别 为 蕊 ,一 萝 , 闸 


又 曲线 在 该 点 处 的 切线 的 方向 余弦 分 别 为 二 ,二 ,一 号 . 于 是 ,所 
汪汪 全 
a CA 8 16 
ml 妆 + (3° ey 
7.2.179 如果 天 (zo0,y0) ,f(zo,yo) 存在 , 且 在 点 (zo0,y0) ,f(z,9) 
的 各 方向 导数 均 存 在 ,又 Df = fcosa 十 fsina, 问 f(z,y) 在 点 (zo0,y0) 


是 否 可 微 ? 
解 不 一 定 ,如 在 点 (0,0) 考察 函数 
1l,y=2,2> 0, 
f(z,9) = 


0,y 关 或 :之 0. 
我 人 有 fC0,0) = (0,0) 一 0， 
而 沿 曲 线 y = z?(z > 0), 有 
Az | 
= 万 0 当 p 一 0 时 ). 
7.2.180 设 Po 为 单位 球 内 一 
点 ,从 Po 向 单位 球面 的 切面 作 垂 线 ， 
可 得 垂 足 P, 当 切面 变动 时 ,P 点 的 轨 
吉成 一 封闭 曲面 . 
(1) 求 此 曲面 所 围 成 的 体积 3 
2 他 洽 毕 么 方向 要 动 时 ， 此 体 …、 
积 的 变化 率 最 丈 %: -+ 、: 


图 7.2.180 
3 四 


$2 多 元 函数 的 微分 法 


解 (1) 如 图 , 选 Po 点 在 oz 轴 上 , 设 Po 点 的 坐标 为 (0,0,0) ,所 得 的 
曲面 应 为 一 对 称 于 oz 轴 的 旋转 面 ,以 oz 轴 与 PoP 之 间 的 夹 角 9 为 参数 ， 
则 

IPoP| = 1 一 acosb， 

从 而 P 点 坐标 满足 参数 方程 


(0<0<n). 


{ = (1 一 acosg)sing， 
z= (lO— acosg)cosb 十 a, 
或 化 简 为 
z= Sinb 一 了 sin20， 
(0<o0o<7) 
z 一 cosg 十 与 (1 一 cos20)， 
于 是 所 求 的 体积 为 


7 一 7 上 《sing 一 羡 sin20)2( 一 sing 十 asin20)d0 


= 《sinb 一 已 sin20)?(sinb 一 :sin20)d0 一 条 sl 十 时 )… 
(2) 由 上 可 见 , 在 一 般 情 况 下 , 设 Po 点 的 坐标 为 (X,Y,2), 则 体积 V 
为 - 
v= 生 rGl 十 天 十 妆 十 22). 
在 Po 点 处 沿 方 向 {cosa,cosB,cosy} 的 方向 导数 为 
W 


可 = 条 n[2Xeosa 十 2Ycosp 十 2Zeosy] 


8 8 A 
一 本 (op "n)= Blopolcos(op,n). 
其 中 ne {cosa, cosp, cosy}， 显然 当 n 与 ops 方向 一 致 时 (这 时 
coslopo,n) 一 1) ,体积 了 有 加 大 的 变化 率 : 


7.2.181 求 函 数 f(z,y) = 1 一 全 幸 
“ 7 
曲线 至 十 所 二 1 在 该 点 的 法 线 方向 上 的 方向 导数 . 
Ed b 
解法 1 函数 f(z 二 1 ~ FF 


一 3203 一 
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微 , 其 偏 导数 为 


fi 


和 V2, PCa 5 ) V2 
yy VY "V2 V2 2 
问题 的 关键 在 于 由 所 给 的 条 件 确定 方向 上 


由 微分 学 可 知 ,所 给 椭圆 的 切线 方程 下 十 多 = 0, 其 中 (z, 妨 是 本 

圆 上 任 一 点 ,由 此 圆 在 点 (一 一 ,一 一 ) 处 线 方向 上 
可 知 视 "了 三) 处 的 内 法 线 方向 上 的 单 
位 向 量 为 


l= {cosa,cosp} = { 


bp _V2 4 V2 a 


于 是 可 得 ,Df( 一 一 ， = 二 
V2 V2 ® Vats 2 Vatv 
A 
解法 2 由 于 函数 f(z,y) 的 梯度 gradf 一 (所 ,fi ) 的 方向 是 等 位 线 
f(zwy) 二 c 的 法 线 方向 ,而 椭圆 丕 十 落 二 1 是 f(z,9) 一 1 一 (所 十 亲 ) 
在 zoy 二 的 守 NS 故 有 
WC 所 记 )- = || gradf | 短 - 与 
EN PE VER 
7. 2. 182 设 了 Co 全 为 可 撤 分 两 次 的 民国 车 cosascosp,cosy 
为 方向 /的 方向 余 东 , 求 迪 一 了 包 ( EE 
解 党 Seoso 十 多 eosp 十 Scosy, 
这 Ce 十 od 求 邓 eoso 
十 i * a 十 如 eosy)eosp 
t+ 十 3 oosp 十 opsy)eosy ;i pe 


§ 2 多 元 函数 的 微分 法 


a 十 cos’p 十 到 cr 二 


Fu 
十 2 六 gospeosy 十 2 天 三 cosycosa. 


7. 2. 183 求 函数 ， 一 十 六 十 了 过 在 沿 棋 贺 球面 瑟 十 新 十 亏 一 
1 上 Ms(zovyoyza) 点 的 外 法 线 方向 上 的 导 函数 
解 n 一 (中 ， 殉 ， 丈 })， 此 法 向 量 的 单位 向 量 为 


"= { 苏 痪 ' 襄 ), 基 中 


4= A/ 末 + 瘟 十 号 
a 二 二 
于 是 “于 四 = 区 2 十 高 2 十 一 2 = 了 (号 十 章 十 妃 ) 
2 
四 Em 
本 十 六 十 三 


7.2.184 求 函数 = zx 十 y 十 z 在 沿 球面 衬 十 护 十 妈 一 1 上 点 
Mo(zoysoyzo) 的 外 法 线 方 向 上 的 导 函 数 . 在 球面 上 怎样 的 点 使 得 上 述 的 
导 函 数 有 :(1) 最 大 值 ; (2) 最 小 值 ; (3) 等 于 零 . 


解 = V 下 十 名 十 如 = 1, 则 在 Mo 点 处 球面 的 外 法 线 单位 向 
量 为 {型 ,到 ,名 } 一 《zyayzo). 于 是 


ro 70 
EE 
一 zo 十 十 2zo 
(1) ze 十 加 十 az 一 1"zo 十 1" 加 十 1，z 


<V3 Va+nR+a3= V3, 


i NA 


1 
4 一 一 一 ,一 ) 点 清 取 得 大 
i A 
《2) 同 法 可 得 ,一 (ze 十 四 十 ao) 一 一 1"zo 一 1 所 一 1 zsVvV3 


0 
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1 


或 zo 十 加 十 之 一 Y 3 , 故 在 点 ( 
最 小 值 . 


点 为 由 方程 
{Ed 
开 十 六 十 2 二 1 
所 确定 的 解 (z,y,z) , 它 在 单位 球面 与 过 圆心 的 平面 z 十 y 十 z 二 0 的 交 
线 一 一 圆 上 面 . 
7.2.185 设 f(z,y,z) 二 ee 7 一 Vz 十 六 十 逐 ,9 为 可 微 函 
数 , 求 梯度 gradf. 


rp (7r2)2z 一 p(72) 三 
四 3 元 [2r?gy (r2) 一 p(72)]， 


of 

解 地 
同样 可 求 得 者 = 着 [2r2g (r2) 一 wp(r2]， 
冲 二 盏 [2r'g (7?) 一 or5]， 

2r2g! (72) 一 g(r?) 
A 


7 


于 是 grady 一 (三 十 好 十 葡 ). 
7.2. 186 求 消 数 4 二 2z2y 一 3yz 在 点 P(1,2, 一 1) 处 的 梯度 及 其 


a WW | 
于 是 gradf = 12i 十 14i 一 12k， leraaf| = 22. 


7. 2. 187 求 函 数 u(z,g,2D) 一 一 1 
E Vz 二 + 十 2 
度 的 大 小 与 方向 . 
a 


解 一 2 CH 1 
Er 了 /2 


在 (1, 一 1,0) 处 的 梯 


ba = Ca 1 
En CG i 2 FH 
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EE i nm 
加 (z+ 十 2) 挛 {a.-u0 


故 在 (1, 一 1,0) 点 处 ,有 | gradzx | = 艺 
又 记 a,B,y 分 别 为 梯度 与 zy、z 正 向 之 间 的 夹 角 , 则 有 


0. 


cosa 了 cos 一 ， cosy 一 0， 
VY 2 
于 是 = 一 下， = 子 ， ry 一 子 : 


7.2.188 已 知 标量 场 s==Inr, 7 二 Vz 十 六 

(1) 求 出 使 lz,y) 二。 的 等 值 线 (其 中 c 是 常数 ); 

(2) 求 出 gradu; 

(3) 求 出 满足 jgradu = 1 的 点 . 

解 (1) Inr = cr = er >> 0, 其 图 形 为 一 个 圆 . 

(2) 本 一 二 ,四 一 考 ，grady 一 十 (zi 十 好 )， 

(3) | gradx | = 1, 即 7+ = 1. 

7.2.189 求 函 数 4 一 十 (其 中 "二 VE 十 六 十 万 ) 在 点 Molzo， 
yo,20) 处 的 梯度 。 

om 


zz y u Zz 
解 E33 rm rd 7 于 是 
gradu 一 一 二 ( 开 十 姬 十 双 )， 


或 简 记 成 gradu = {一 二 ,一 首 ， 一 雷 }), 在 点 Mo 处 的 梯度 为 


ny Ro 
gradu 一 《 i 


其 中 7 二 Vz 十 六 十 2. 从 而 得 


/ Zo yo 20 eb 
|gradu| ( mt 条 关闭 《 i 
ts 
A FP- re Th 0 
Cos(grad 2 一 T 一 Fay 
7 


0 
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A 
cos(grad u,y) 一 站 二 一 四 
> A 
7 
名 
ES 
cos(grad zy 全 i 


7 

7.2.190 求 函数 z = In(z: 十 好 ) 在 点 (zo,y) 沿 与 过 这 点 的 等 位 
线 垂直 的 方向 的 方向 导数 . 

解 ”因为 函数 z= in(z: 十 妨 ) 的 梯度 gradf = { 志 ,万 的 方向 是 等 
位 线 f(z,y) 一 “的 法 线 方向 , 而 z = f(z,y) = In(z? 十 妨 ) 的 等 位 线 
In(z? 十 好 ) 一 “是 一 族 以 原点 为 中 心 的 同心 圆 ,与 这 些 圆 垂直 的 方向 
就 是 圆 的 法 线 方向 , 它 即 是 函数 mn(z: 十 妨 ) 的 梯度 方向 . 


由 于 gradf 一 大 (z,g) 十 有 (zy 了 一 二 十 Es 
所 以 CG 他 yewsw = 土 lgradf| oso 


=+ VR TR) + G+ (本 各 让 


二 土 2 v 
V+ 
7. 2. 191， 求 函数 4 二 zyz 在 点 用 (1,1,1) 处 沿 方向 /= {cosa,cosp， 
cosy} 的 方向 导数 ,函数 在 该 点 的 梯度 的 大 小 等 于 什么 ? 


解 这 | .w= cosa + cosp + cosy, 


I /se 


7.2.192 在 点 (4,2, 一 1) 处 ,计算 函数 f(z,y,z) 一 z Vz 一 护 沿 
方向 t= {2,1, 一 1) 的 方向 导数 竹 . 
解 ! 的 方向 余弦 为 
2 


2 
V4+1+1 Ve 


cosp 


Ve” 
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机 z ， 六 lo- 5 
22 一 护 V 12 
对 z —¥ » 142.-» < 3 
% ry ~ /12 
= 到 一 妨 ， EAM 12 
A = (Ycosn 丰 Cn a cosy) KEY 
< 
= + Vi 
VIi2 V6 > V6 v 
te Rf 
/2 5 


7. 2. 193 。 求 函数 w = cos?(zy) 十 各 在 P(0, 一 19, 一 24) 沿 直线 


Zz 


一 地 =1， 


:的 计数 ,站 中 为 | 2 ,在下 加 sty 一 < 一 5 上 的 
投影 . 


可 得 


y 一 2z 十 4== 


sd 一 11 
可 (的 方向 人 站 为 |- 亡 款 - 亡 下 


| 0.19.—20 1 十 二 0. 2 
24 V186 24 Vige 6912 V186 
7.2.194 - 求 z== ye* 在 点 (2, 一 1) 的 方向 导数 的 最 大 值 ,并 求 指 


au 

二 2c0s(zy) * sin(zy) "3 一 一 ysin(2zy), 

去 1%- 19,-24 一 一 19sin0 = 0; 

Es 一 一 2cos(zy) * sin(zy) 十 去 一 一 zsin(2zy) 十 喜 ， 
| a 

Wl = a4 

a 2 | 38 

证 Fr Ed 245 

ao 

a 


向 这 个 方向 的 单位 向 量 . 


解 、grad(y* ,ez Fo. = 2 er ,39er}| ,2 一 -一 20,309). 
= 0 = 
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所 以 max 宇 一 |{ 一 2e4,3e4 | = V 13e4， 
一 2e! 3e4 3 上 


， 上 ， . 
V13e' V13et V13 3 


单位 向 量 为 a = { 


8. 综合 问题 

7.2.195 已 知 方程 f(z,y) = x? 一 六 一 外， 又 8 一 3(z)， 一 co<z 
二 十 co ,是 满足 该 方程 的 函数 , 问 

(1) 有 多 少 连续 函数 满足 该 方程 ? 

(2) 有 多 少 可 微 函 数 满足 该 方程 ? 

(3) 若 (iD) y(1) = 1,(ii) y(0) 一 0, 分 别 有 多 少 连续 函数 y 满足 该 方 
程 ? 

(4) 设 %1) 一 1, 5>> 0 充分 小 , 满足 该 方程 的 连续 函数 y 一 y(7) 
(1 一 5<z<<1 十 6) 有 和 多少? 

解 ”答案 是 显然 的 

(1) 四 个 :y= zy zy = |z| ,3 1zl; 

(2) 两 个 :y 二 z,y 一 一 zz; 

(3) Qi) 两 个 :y= zy 二 |z|; 

(ii) 四 个 :y= 二 zy = 二 一 zy = |z)yy 一 一 |z|; 

(4) 只 有 一 个 ,y =z. 

由 此 不 难看 出 ,对 于 使 fy 关 0 的 点 (1,1), 只 在 它 的 充分 小 的 邻 域 
内 ,方程 有 唯 - -连续 解 ; 若 在 大 范围 内 ,过 该 点 的 连续 可 微 函数 不 唯一 ， 
而 在 使 入 = 0 的 点 (0,0), 即 使 在 它 的 任意 小 的 邻 域内 ,方程 都 有 四 个 
连续 解 ,这 也 说 明 , 对 于 隐 函 数 存在 定理 的 结论 , f(zo,yo) 去 0 的 条 件 
是 何等 重要 ! 然 而 也 应 指出 , 它 并 非 必要 条 件 , 例如 对 于 方程 f(z,y) 
一 zx 一 如 一 0, 刀 (0,0) = 0, 过 点 (0,0) 的 点 仍然 有 唯一 解 (而 且 是 大 范 
围 的 解 )y = z43( 一 ce < z< 十 co). 

事实 上 ,尽管 (0,0) = 0, 但 f(z,y) 关于 y 是 严格 单调 下 降 的 , 那 
么 自然 要 问 ,这 种 严格 单调 的 性 质 是 否 是 必要 的 ?回答 也 是 否定 的 . 不 
妨 考 察 方程 f(z,y) = (y 一 x)? 二 0. 显然 有 (0,0) = 0, 而 且 对 于 任意 
4 关 0,f《z,y) 关 于 y 无 单调 性 ,但 f(z,y) 一 0 却 有 唯 "ee 
z<+ 0%). 四 

2 286 设 画 数 .cy 六 于 条 形 域 :之 < 之 6， 一 9 芝 y 守 十 必 

一 dan 一 
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上 关于 z 连续 ,F， 处 处 存在 且 有 常数 m, 使 得 0 二 m 二 PJ, 证 明 方 程 
F(z,y) = 0 在 区 间 (a,b) 上 存在 唯一 的 连续 解 . 

证 ”对 任意 的 zo€ (a,8), 需 证 存在 %%E (一 co, 十 ce), 使 PCzo， 
yo) 二 0. 任 取 刀 , 记 g(9) = PCGzogD 十 my 一 加), 则 由 F(zos9) 二 g(y1) 
和 


总 [rcop gD)]= Pry) — m0 
全 gD yn 
F(zo, 
可 知 (mn | gy> 如- 
于 是 易 见 lim Flz0s 8) 一 十 oo， ,了 ) PCro3) 一 一 ce。 


由 介 值 定理 ， 必 有 yoE (一 co， 和 co) 使 F(zo,yo) = 0, 这 样 我 们 证 明了 
y 二 y(z) (a 之 z 达 5) 的 存在 性 .唯一 性 不 难 由 F; > 0 看 出 ,至 于 连续 性 ， 
对 zeE (a,6) ,对 任意 的 。 0, 有 
F[zosy(z0) — ej] <0 < P[zo,y(zo) 十 二 
由 下 关于 z 的 连续 性 ,有 6> 0, 当 |z 一 zol 过 6 时 ， 
F[z,y(z0) — e] < 0< Flz,y(z0) 十 可 ， 
据 介 值 定理 , 便 有 |y(z) 一 yzo)| 二。, 即 y(z) 在 zo 点 连续 . 
7.2.197 设 f(z) 于 [a,b] 上 连续 ,k(z,y) 是 三 角形 区 域 D= {(z， 
四 ;a 芝 z 芝 53a 二 y 三 +z) 上 的 连续 函数 ,证 明 : 对 任意 参数 ,方程 


p(z) = f(z) 十 2 | xz,pwcow 


在 [a,b] 上 有 唯一 连续 解 p(z). 
证 设 |k(z,D)| 过 MM,1f(z)| 过 N, 在 区 间 [a,5] 上 定义 


qz) = f(7), 

plz) = f(z) 十 2 [ie Dp (Way = 23%). 1 (1) 
由 归纳 法 可 以 证 明 

lwsa(z) 一 % (21 < 二 lal — a):. (2) 


于 是 w(z) 一 致 收敛 于 p(z),p(z) 即 为 所 求 之 解 . 
为 证 唯一 性 , 设 5(z) 是 另 一 解 ， 令 gz) = wp(z) 一 ?0 则 
yp(a) 一 0, 且 


Ne 
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$(z) = 2 scespyas. 


设 1%(z)| 过 工 ,反复 应 用 上 上 式 ， 便 有 
1%(z)| SLMIAG 一 oa) < 关 Aelalz 一 o)? 


< 和 击 I2h(s Se 路 入 二 ax 一 4)" — 0. 


当 ”~> co 时 ,有 %z) 二 0, 即 pg(z) = 3(z). 唯一 性 证 毕 . 
7. 2. 198 ”车 在 某 一 包含 点 PCz,y) 在 内 的 区 域 上 f(z;3) 的 偏 导 数 
如 (zf (zy) 存在 且 有 界 , 则 它 在 该 区 域 上 连续 . 
证 4z= f(z hr,y + dy) 一 了 (zy) 
= [f(z+ Az,y + 49g) — flz,y + dy)] 
+ [f(zyy + 4g) — f(x,9)], 
应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
f(z 十 4z, t+ Ay) — flzsy + Ay) = fi (zt driyt Ay)dr, (0 
<h<1) 
flzy t+ Ay) — f(z,9) = fz,9 + O04y)Ay, (0 < 0 < 1) 
于 是 f(z 十 dry + hy) — flz,y) 
= fi/(z+ dry hy)hz 十 有 (zy + 02hy) Ay. 
由 于 在 所 述 区 域 上 偏 导数 有 界 ,所 以 存在 M > 0, 使 
fi(z+ odryt A SM, lf'(lzy+ 04y)| SM 
故 fz 十 zy 十 4) 一 fz,D| < Maz| + 14y|). 
当 4 一 0,4y 一 0 时 ,上 面 不 等 式 右边 趋向 于 0, 由 此 推 知 
lmfCz 十 hz,y + Ay) = f(z,9), 


所 以 函数 f(z,y) 在 上 述 区 域 上 连续 . 
7.2.199 设 F[z,y(z),z(z)] = P[z,y(z)] 十 Q[z,y(z)]…z(z), 其 
Ns pi En 


9P 
解 入 = 于 +z) 强 ， 于 - 0 
do、 a0 Ee 


Rs 三 让 二 (2) a 


Eq 一 下 (下 ) = my 县 十 [z(z) 一 ”GD] 及 . 
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7.2.200 ”证 明 在 (-- co, 十 cc) 上 存在 唯一 的 函数 y(z) ,使 y(z) 
二 z 十 去 siny(z), 且 y(z) 无 穷 次 可 微 . 


证 记 F(z,y)=y 一 z 二 siny, 则 Py 1 一 eosy > : Ss 


由 此 可 得 y(z) 在 (一 co, 十 co) 上 的 存在 唯一 性 . 再 由 隐 函 数 微分 法 ， 
y(z) 连续 可 微 , 且 
Lad 1 


#7) = 一 二 = 
™ 1 一 于 cosyCz) 


而 此 式 说 明 阶 导数 y"(z) 连续 , 则 y+?(z) 必 连 续 . 故 得 欲 证 的 结 
论 . 


7.2.201 设 x 一 


3 3 y = Zz 
可 十 六 十 及 玫 十 六 十 2 十 六 十 六 


二 


A(u,v,w) 
解 ” 注 意 到 J 一 区 可 tr 于 


(2 二 六 十 2) 一 2z2 一 2zy 一 2zz 
一 2zy (22 十 铸 十 22) 一 2 所 一 2yz 
一 2xx 一 2yz (22 十 护 十 22) 一 22z2 
2zr: 2zy 2zz 
记 ) 一 好 十 护 十 了 ,4 一 |2zy 2y 2yz|, 则 有 
2zz 2yz 22 


J 一 和 411 一 4| = 2-4f(2), 
其 中 了 (4) 一 太一 o 入 十 4 一 是 4 的 特征 多 项 式 ,于 是 wkt = 1,2， 
3) 是 4 的 所 有 上 阶 余子 式 之 和 ,显然 一 141 = 0, 而 4 的 所 有 二 阶 余 
子 式 均 为 0, 即 o = 0, 又 有 am = 24, 故 易 见 
了 = 一 = (w+ 二 wi) 
(zy,2) 1 
由 此 便 得 Ho) FT 
7.2.202 设 F(z,y) 的 偏 导数 存在 ,f(z) 可 导 且 所 (z) 天 0， 
求 lim F(z¥y + 2) — F(z,y — 2) 
~ f(z+e)— f(z—e) 


“l= 
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Flzy 十 z) — F(z,y) 十 
e 
解 。 原 式 Im) 二 7) FF 
£ & 
m fu 十 — F(z,y) 


F(z,y) 一 F(z,y — 2) 
€ 


F(z,y — 2) — F(z) 
bs 
Fz )—fz)  “ 


ee 


对 i 


f(z 十 5 — f(s) 


十 lim 
em 


y Pago Pes op 
所 以 en fst oO— fd = 


7.2.203 设 f(z,y) 一 人 "> 0;( 这 样 的 函数 在 zoy 平 面 的 
0， y= 0. 
闭 上 半 平 面 有 定义 ), 又 设 v(z) 一 f(zwy)y, 求 Cz) 及 人 epw 


解 ” 因 号 o 7 当 y> 0 时 是 y 的 连续 函 教 (固定 =,z 可 任意 ). 
又 im Fe 7 一 0, 故 f(z,y) 对 于 固定 的 z (z 值 可 任意 ) 在 区 间 


[0,1] 上 是 y 的 连续 函数 ,于 是 "(z) 有 意义 ,并 且 Jrepa 是 常 义 积 
分 ,不 是 广义 积分 . 


取 函 数 h(z,y) 一 ee 7， > 04 同样 ,h(z,y) 对 于 固定 的 z( 其 值 
» 3 一 0 

任意 ) ,在 区 间 (0, 十 co) 是 y 的 连续 函数 . 又 kz, 在 0 委 y<< 十 co 时 

可 对 xy 求 偏 导数 .事实 上 ， 当 y>0 时 ， 


-Fi 
hb!' (ry) = 总 ce- 多 一 ze ? 束 一 Fe 
h(z,y) 一 7 NR 


又 bz,0) lim 
f(z,9) ,9 > 0, 辐 此 可 得 “ 
.9(z) 一 h(z,y) [Se ze — 0 = ze-*, 


= lim ye 了 二 0, 所 以 ,hj (z,y) 一 


.9 (7) = e+ re"(— 27) = el 一 2z). 
上 述 结果 对 一 se 过 + 过 十 ce 成立 ,包括 z = 0 在 内 . 
一 4234 一 
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另 一 方面 , 取 函 数 
Po 他。 一 ,> 0 
0 y= 0, 
这 个 函数 与 h(z,y) 有 些 不 同 , k(z,y) 对 于 固定 的 x (要 求 z 关 0) 在 
[0, 十 ceo) 上 是 y 的 连续 函数 ,但 是 


_ /1,y> 0; 
k(0,y) = 0 二 水 
为 不 连续 的 函数 ,容易 验证 , 当 z 关 0 时 有 
ey>0 
bry) 一 "yy Pe? 村 了 
一 0. 


注意 上 述 yi (z,9) 的 结果 仅 对 z 天 0 才 成 立 ， 又 对 于 任意 的 z 的 值 都 
有 


Se 人 2), > 0 
0， y= 0. 


即 有 (zy) = f(z,9) ,x 0,y 之 0. 
于 是 当 z 关 0 时 ,有 


1 1 
[x (z,9)dy = | hi (z,9)dy = kz | 全 ,一 -7(1 一 2z2). 
0 0 


1 1 
当 z 一 0 时 ,有 [f(D 一 | om = 0, 所 以 


e-20 — 220) ,#0; 
a 
js (0s z= 0. 


注 ”本 题 说 明 , 常 义 积分 与 微分 运算 不 能 无 条 件 换 序 . 

7.2.204 设 f(z,9) 一 In Vz 十 六 ,又 设 gly) = | f(z,g)dz (BY 
关 0 时 ,gly) 是 常 义 积分 ,而 当 y 二 0 时 ,g(y) 是 收 合 的 广义 积分 ), 求 
9 ly) 以 及 [ER 


解 ”当天 0 时 ,0 一 are 二 二 | 用 Ga 
wb RA 


= db 
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| rc,oe 二 0, 9 (0) 不 存在 . 
0 


事实 上 ,gly) 在 y = 0 处 的 右 导数 为 3, 左 导数 为 一 也. 

7.2.205 设 w= F(z,y,z) 三 次 可 微 ,y.z 是 z 的 二 次 可 微 函数 . 试 
证 : 老 对 任意 逐 段 光滑 函数 f(z) ,都 有 [于 一 总 ( 癌 )]7(Daz 一 0, 则 
对 [zo,z1] 上 的 所 有 = 都 有 


Bo Fw Pw dy Fw dz 
WN 


: > Bu doo 

证 首先 证 明志 一 去 () 二 全 

对 任意 的 =E [zo,z], 由 题 设 可 知 ,党 一 其 ( 党 ) 为 连续 卫 数 .车 在 
[zza] 上 某 一 点 z 有 并 一 蔡 ( 总 ) 关 0, 不 妨 设 其 大 于 零 , 则 由 函数 的 
连续 性 ,在 包含 x 的 某 一 确定 区 间 a < 之 z<<。([e,5] C [zu,za]) 上 有 


一 0. 


Go dao 

EE 

_ /0, z 在 [zo,z1] 内 但 不 在 [a,6] 内 ， 
LL 一 人 orc a<zr<b, 


显然 这 样 的 f(z) 是 光滑 的 . 对 这 个 f(z) 将 有 
[Me |[ 才 一 时 人 rou> 0， 


% dz a 
7.2.208 设 flz,y) 是 可 微 函数 ,证 明 :f(z,y) = 。c 是 微分 方程 


Plzy)dr 十 Q(zwy)y 一 0 的 解 的 充 要 条 件 是 :P 攻 = 0 于. 
证 由 f(z,y) 一 “对 z 求 导 得 


A d ,aw 
这 与 题 设 矛盾 , 故 坝 时 下 (下 ) = 0. 
Bo d ,Do ow Fu Fw dy Fwdz_ 
而 (&) W dar Wd Wd 2. 证 毕 


FF 
Ee 0 (CD 
必要 性 : 若 f(z,y) = “是 微分 方程 
Plz,y)dr 十 Q(z,¥)dy 一 0 (2) 


一 4246 一 
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的 解 , 则 由 (2) 得 ,和 = 一 竹 史 ,代入 GD 有 


Q(z, 
5 HF. P(z,D) 
Ei A gtr) 0， 
地 -0 对 
即 P 广 一 4 赤 
充分 性 : 若 P 弄 -9 型 , 则 由 (CD 得 ,型 一 一 井 , 故 ?满足 2), 即 


f(z,y) 二 < 是 (2) 的 解 . 
7.2.207 ”假定 f(z,y) 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,又 


2 
uCziyz2y73) 一 上 了 (zi zcosp ,zz 十 zssinp)dp， 
且 号 = fC 十 zacospyzs + zssing)d 
县 去 ,Bf 十 zxcosg ,2 Pp)dp, 


2 
玫 = | Bf 十 zacosyzz 十 zssing)dp， (i 一 1,2,3) 


Pu Pu Pu aa 
试 证 :zs(B 十 a3 一 寡 ) 一 下 = 
证 设 z = zi 十 zscosp,y 二 十 zssing, 由 
FH_AHa, HA (i 
六 (= 1,2,3) 
HH HF YF bi 
得 Ei 天 一 方 ， 耳 cosp 十 siny 双 ， 
zf FF Bf Ff 


Bat a a oy 


Ff 也 地 了 
项 一 ,CCosp EE + FE EM 
a 35coszp 十 singeosp 站 Msingeosp 响 Hsin pp 


故 a( 阁 + 到 一 鸭 zx w+ hip — 


2x 
[| (Geos zp 十 2 singeosp 十 Hsin 2p)dp] 
2 
| Ci 2 十 全 me pdp, 


Ff 2 2 af 
.一 二 | (cosyg 二 十 siny 二 于) 一 Em ) — | ug ) 
A b 所 | a -| 名 rs 


一 了 
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ee 
+ 和 

一 一 [sn 一 rssing Ee 十 zco8p 2p 
员 er 人 ning 2 十 zeosp HE)ap 


a es a 
»| Gein'y sin2p 元 为 十 Hie 'P) dp 
Fu 
故 z(t+ 
7.2.208 已 知 * 一 x( VI 十 六 ) 有 连续 二 阶 偏 导数 , 且 满足 癌 十 


络 一 + 六. 试 求 4 

解 ” 设 z= VYz 二 yw 二 sw[z(z,9)], 则 
% x de om _ 多 二 
Vnitr dz” mW Vat dz 
加 | 2 | 
E32 Vit+y dz (z+ ¥)Y? 


2 di 
Pu _ dy y 汉 du z? (2) 
WW dz Vri+y dz (z? + 扫 )302 
Pu | Pu Tu du 1 
故 十 十 
a WY: dz dz erp 
， du | du 1 du 1 du 
由 假设 可 知 , 3 十 权 区 卫 十 并, 即 球 十 二 下 二 人 


令 P= 至, 则 上 式 可 化 成 双 十 二 = 志 解 之 得 
P=e 和 [aa =dz 十 a]= 所 十 了 立 ， 
训 4 一 萄 十 clnz 十 oa 即 一 喜 ( 全 十 ?十 cn V+ or 
7.2. 209 。 设 函数 一 f(r) ,其 中 + 二 In V 宁 十 闻 十 到 满 中 方程 
— 128 一 


8 2 . 多 元 函数 的 微分 法 


合十 器 二 器- (e 十 天 十 -9, 试 求 f(r) 的 表达 式 . 
au ba z 
解 fa- FF 
轴 


z 护 十 好 一 于 
Bf) TT tf tt a 
由 对 称 性 可 得 
Pu _ yf 好 十 碚 一 纺 
WV mt tf trie 
0 SE Ne 寺村 六 
Zw- rmFriaitf yi 
Fu Pu Pu _ PTPGT) 
从 而 有 mtyta- Fr tr+ Wn 
即 fr(r) 十 了 Cr) 二 e". 解 之 得 f(r) 一 cl 十 ce 一 一 re 下 
7.2.210 已 知 函 数 P(z) (i 二 1,2,3) 可 微 ,4= |a,| 是 一 个 三 阶 
函数 行列 式 , 其 中 二 F(z)) ,i,j 二 1,2,3, ma 是 由 方程 区 十 zs 十 sinzszy 


= 1 所 确定 的 隐 函 数 , 求 问 , 关 在 z= 0,z 一 0,z = 0 处 的 值 . 
解 令 G(zrs) 一 码 十 zs 十 sinzxzs 一 于 , 则 


20 
dn 

ds 0 

as 


而 守 = 2zs 十 racoszzzs 所 一 1 十 zzcoszzzs, 故 
2 3 


dzs __ 2z: 十 zcoszazs 
dzz 1 十 zzcoszszs“ 


3 
当 za = 1,2 = 0 时 , 织 == 一 1 而 4= Dods,， j= 1,2; 


imwl 
Fi(z) Fi(z2) F(zs) 
Fa (zD) Pa(zz) Fz(zs) 
Fy(z) F(zs) Fs(zs) 
PF!'(0) PIC) F,(0) 
Fz (0) Fs(1) F,(0) 
Fy(0) Fs(1) F:(0) 


当 z = 一 0,z 一 lz 一 0 时 ,一 一 


pr 
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a4_3 ~ _a _ a EE 
瘟 一 襄 2 一 2 总 (o24) 一 > (P+ az es) 
3 3 
= 》 Paps + > oo2de 
i=l1 2 = 2 


il) Pm) Pr (zy) 公 
F(z1) Fr(zs) Pi(zs) 
Folz.) F(z2) Falzs) 
Fs(z1) Fy (zz) Fs(zs) 


+ | Pa Plss) PYG) |. 
2 


Piz) Pe) Py (9 个 
当 z = 0,z: 二 lz 一 0 时 ， 
Pi(0) Pr) Pi(O) 
Pa(0) Fy(1) F:(0) 
PO) Py(1) PaCO) 
PC0) PD) Pri(O0) 
Fa(0) Pa(1) Py (0) 
FO) PAll) Py C0) 

7. 2. 211 ”一 正 圆 锥 的 半径 以 7cm/ 分 的 速率 增 大 ,而 它 的 高 以 
20cm/ 分 的 速率 减 小 , 求 当 半径 > = 45cm, 高 4= 100cm 时 ,该 正 圆锥 体 
积 的 变化 率 , 这 时 体积 是 在 增 大 还 是 减 小 ? 

解 ” 正 圆锥 的 体积 V = rrzh/3， 


94 


F,(0) Fs(1) By (0) 
Fs(0) Fs(1) Fy.(0) 


牛人 《一 3 


F.(0) F,(1) 2 


34 


Ari | oo0)… 


全 一 芝 作 二 计生 一 呈 mm 攻 十 二 mr 全 
又 名 三 7Cm/ 分 )， 又 一 一 20(Ccm/ 分 ), 故 当 7 = 45(em)， 
和 二 100Cem) 时 ， 
雪子 X45X 100X7 十 于 X45: X (一 20) 
一 7500(cma/ 分 
这 时 体积 是 在 增 大 、 
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§ 3 ”多 元 函数 微分 学 的 几何 应 用 
内 容 提要 


1. 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 
(1) 设 空间 曲线 的 参数 方程 为 
z= q(t),y = (1) ,2 = w(t), 
且 p(t) ,yp(2) ,wlt) 都 是 上 的 可 微 函 数 , 则 曲线 在 参数 上 = 的 对 应 点 
Po(zo,yoyz) 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 分 别 为 


2 
Ph) YU) w(t) 
和 
Pto) zo 2z0) + Wt) YO— yo) + iw to)(z— 20) = 0, 
其 中 (to),% (ia) ,w (to) 不 全 为 零 . 
(2) 若 曲线 方程 为 
y= pz),z= wz), 
并 设 $(z) ,wlz) 都 是 可 微 函数 , 则 曲线 在 点 Polzo,yo,zw) 处 的 切线 方程 
和 法 平面 方程 分 别 为 


zz 二 zi? 一 加 2 一 2 


1 pl) w(t) 


和 (Cz 一 zo) Yl) yO— Yo) w(t) z— 2) = 0. 
(3) 若 曲线 方 程 为 
F(z,y,2) = 0, 
(oe = 0, 
假定 


PF, F, F, 网 了 
| G 的 Gy | Gls 
不 全 为 零 , 且 F.G 均 为 可 微 函 数 , 则 曲线 在 点 Ps(zo,yo,) 处 的 切线 方 
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程 和 法 平面 方程 分 别 为 


fr EE od: . PRI Peed 
F, F. FP. F. F. F, 
G Gl lo. 中 G. Gle, 


和 

di + | | ed )=0 
省 :二 | 一 = 0. 

GG, 可 PP 多 G G. Sa G. a, ro 


2. 空间 曲面 的 切 平面 与 法 线 
(1) 设 空间 曲面 的 方程 为 z = flz,y) ,其 中 f(z,y) 为 可 微 函数 , 则 
曲面 在 点 Pobzo,yo,zo) 处 的 切 平面 方程 和 过 点 Re 的 法 线 方程 
分 别 为 
2 一 2 一 有 (zeoo) 十 有 (zeygo)， 
和 Tz yy _ 2 一 和 
Fy) 一 Fy) 二 1 
(2) 若 曲 面 方程 为 F(z,y,z) 一 0, 它 在 点 Po(zo, 因 ,2) 处 可 微 则 曲 
面 在 点 Po 处 的 切 平面 方程 和 通过 点 Po(ze,y,zo) 的 法 线 方程 分 别 为 
Fs! (zoygoy2zo)(z 一 70) 十 Fy (zo,¥0,20) (¥ — ‘Yo) 
十 Fs (zo,yo,20) (2 — 20) 一 0， 
和 PF, er TF Cre TF i: 
(3) 若 曲 面 方程 为 z 一 plu,v),y 二 (4,0),z 二 wlu,v) ,并且 9,y， 
2 都 是 可 微 函 数 , 则 曲面 在 点 PoCzo,y020) [ze 二 p(w0sv0) ,yo 二 (10,00)， 
z 二 w(wosv0)] 处 的 切 平面 方程 和 通过 点 Pu(zoyyo,zo) 的 法 线 方程 分 别 
为 


2 一 的 3 一 加 2 一 2 
uv0) Buoyv0) wuo,v0) 


Plu v0) ee Ww, (wo, V0) 


一 0， 


党 二 4 二 2z 一 2 
和 办 = w Pe - 
. LR 0 ww Ploww “|p 办 Cpe) 


0 
一 1822 一 
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问题 与 解答 
1. 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 


7. 3.1 求 曲线 z = acosa cost,y 一 asina cost,z 一 asint 在 点 上 一 如 处 
的 切线 与 法 平面 方程 . 
解 ” 设 曲线 z = pC2),y 二 $(),z 二 w(t) 在 点 1 二 4 的 切 向 量 为 
s(to) = {9 (4) (60) sw (to)}. 
在 本 题 中 ,曲线 在 参数 上 一 4 的 对 应 点 Po(zo,yo,zw) 处 的 坐标 及 曲 
线 在 该 点 的 切 向 量 分 别 为 
zo0 = p(to) = acosa costo, 
3 一 p(to) = asina costo, 


2 = w(to) = asinto, 


s(to) 一 《一 acosa sinto, — asina sinto ,acosto}. 
于 是 ,所 求 的 切线 方程 为 
Z 一 Xo ep y— 加 2—% 
一 acosa sinte — asina sint。 acosto’” 
即 (cls NR nd.) 二 二 一 和 


一 cosa sinf sina sint costo 
法 平面 方程 为 
《一 acosa sinto) (z 一 zo) 十 〈 一 asina sinto) (3y 一 yo) 十 acosto(z 一 20) 一 0， 
以 zo、yo、zo 的 值 代入 上 式 ,化 简 整 理 得 
zcosa sintor 十 sina sintoy 一 costoz = 0， 
即 法 平面 通过 原点 . 
7. 3.2 ” 试 写 出 曲线 z = asin2z,3 = jsintcost,z = ccos2 在 已 知 点 ! 一 


也 处 的 切线 和 法 平面 方程 
解 ”曲线 在 t= 于 的 对 应 点 P 的 坐标 和 在 该 点 的 切 向 量 分 别 


TT_b 
cs 本 = 了 了， 


， 3 一 {a,0, -一 c} 
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于 是 ,切线 方程 为 
a C 
人 二 十 二 = 1， 
3 一 一 。 ,或 a C 
sb. y 一 亏 ， 
了 
法 平面 方程 为 az 一 也 ) 十 (一 9)(z 一 号 ) = 0， 
即 一 cz 一 寺 吧 一 o. 


7.3.3 求 曲线 y = zz 一 字 在 点 M(i,1,1) 处 的 切线 与 法 平面 方 
程 . 
解 ” 取 z 为 参数 , 则 曲线 方程 为 
z 一 Zog = 7,2= 2 
于 是 ,曲线 在 点 M 处 的 切 向 量 为 s 二 {1,1,2} ,切线 方程 为 
2 一 1 一 刘 和 
i 
法 平面 方程 为 (z 一 1) 十 作 一 D) 十 2(z 一 1)=0， 
即 z 十 y 十 2z 一 4. 
7.3.4 求 曲线 z2 十 好 = 10,y¥ 十 zz 二 10 在 点 MM(1,1,3) 处 的 切 
线 和 法 平面 方程 . 
解 ” 当 曲 线 以 两 个 曲面 方程 
F(z,y,2) = 0,G(z,y,2) = 0 
的 交 线 形式 给 出 时 ,可 先 求 出 两 曲面 在 交点 处 的 法 向 量 
m= {P,P ,P!},G = {G6, ,6G, ,0 }, 
则 曲线 在 该 点 处 的 切 向 量 为 
S 一 mL X ma 一 {| a chale | 上 
G, G.|’l|G. 6G. G. G, 
本 题 中 ， 
ni= {2,0,6}, nz= {0,2,6}, 
s= {2,0,6} X {0,2,6} = {— 12, — 12,4}. 
于 是 ,在 点 M(1,1,3) 处 的 切线 方程 为 
es pt Pra WS 2 


eT Ta | St Wt 
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法 平面 方程 为 12(z 一 1 一 12G 一 1) 十 4z 一 3) 一 0， 
即 3z 十 3y 一 z= 3. 
7.3.5 求 曲线 xz 十 严 十 一 6,z 十 y 十 z 二 0 在 点 M(1, 一 2， 
1) 处 的 切线 和 法 平面 方程 . 
解 了 一 对 十 所 十 好 一 6 一 0,G 一 z 十 y 十 z 一 0， 
nti= {2, — 4,2}, nz = {1,1,1}, 
s= {2,— 4,2} Xx {1,1,1} = (一 3,0,3}. 


于 是 ,在 点 M 处 的 切线 方程 为 
= ss 2 
y=—2 y 十 z= 二 0; 
法 平面 方程 为 


(zx 一 1 一 (z 一 了) 二 0 或 :一 z= 0. 
7. 3.6 在 曲线 > 一 刀 y 一 2,z 一 如 上 求 出 一 点 ,使 在 该 点 的 切线 平 
行 于 平面 z 十 2 十 z 一 4. 
解 ”曲线 在 所 求 点 处 的 切 向 量 为 s(t) = {1,2t,32}, 已 知 平面 的 
法 向 量 为 n = {1,2,1). 按 题 意 , 应 有 
sn= {1,2t,30}* {1,2,1} = 1 二 4 二 38 =0. 


解 上 式 ,得 :一 一 1 及 ! 一 一 部 . 于 是 ,所 求 的 点 为 
Pi 一 1 一 上, Ps( 一 告 ' 言 ,一 阔 ) 
7.3.7 ” 求 曲线 
(tn 
2z 一 3y 十 5z 一 4 一 0 
在 点 (1,1,1) 处 的 切线 与 法 平面 方程 . 
解法 1 设 
F(z,y,2) 一 22 十 护 十 到 一 3z,G(zgz) 一 2z 一 3 十 5z 一 4， 
则 在 点 (1,1,1) 处 可 求 得 
Pp, F, 2 :72 
| 人 | 引 - 1467 
i 
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nA 2 
人 


G Gu |5 2 

rn| 1-1 

G Gapb | 2 一 3 
故 所 求 的 切线 方程 为 


所 求 的 法 平面 方程 为 
16(z 一 1) 十 9 一 1) 一 (z 一 1 一 0. 
即 16z 十 9y 一 z 一 24 一 0. 
.解法 2 ”直接 对 所 给 曲线 方程 两 端 微 分 ,得 
全 一 3)dz 十 2ydy 十 2zdz = 0. 
2dz 一 3dy 十 5dz 一 0. 
解 上 面 方程 组 可 得 
2y 2z 2z 2z 一 3 2z 一 3 2 
w= | 5| |5 2 |， 2 加 | 
一 (10y 十 6z) : (4z— 10z+ 15): (9— 6z— 4y). 
而 曲线 在 点 (1,1,1) 处 切 向 量 的 方向 数 之 比 为 
dzr:dy:dz= 16:9: 一 1 
故 所 给 曲线 在 点 (1,1,1) 处 的 切线 方程 为 


eit WE Bo WR ed 


16 9 —1! 
法 平面 方程 为 
16z 十 9y 一 z 一 24. 
7.3.8 求 过 直线 (7 1? 3 二 0 的 平面 使 之 平行 于 曲线 


| “2 在 点 (1, 一 1,2) 的 切线 . 
z 十 y 十 2z 二 4 
解 ” 设 过 直线 的 平面 束 方程 为 

(z 十 2y 十 z 一 1) 十 2Xz 一 gy 一 2z 十 3) 一 0. 

其 中 4 是 待定 的 系数 . 该 平面 束 的 法 向 量 为 
Rn 二 (1 十 22- 一 和 1 一 22) 
而 曲线 在 点 (1, 一 1,2) 的 切线 的 方向 向 量 为 
一 到 2 一 
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1 2 |- |2 


2z -| } 
1 1 《1 一 1,2) 
一 (一 2, 一 6,4}， 


由 条 件 m vs 一 0 得 多 十 10 = 0,) 一 一 号 . 故 所 求 的 平面 方程 是 
3z 一 9 一 12z 十 17=0. 

7.3.9 求 曲线 二 一 z= 二 0,3z 十 2y 十 1 二 0 上 的 点 (1, 一 2,1) 处 
的 法 平面 与 直线 9z -- 7y 一 21z 二 0,z 一 y 一 z 一 0 间 的 夹 角 . 

解 ”所 给 曲线 方程 为 两 曲面 的 交 线 ,用 参数 形式 表示 为 

z 一 z 少 一 一 去 (3z 十 1),z= zz. 
而 它 在 定点 (1, 一 2,1) 处 的 法 平面 方程 为 
(z 一 1) 一 六 + 2) + 2(z—1)=0, 


2: < 2: 
人 人 和 | z 2z 


， 
《一 12) 


即 人 
又 知 所 给 直线 的 方向 数 为 | 一 ee 本 国民 


即 一 14, 一 12, 一 2. 
设 所 求 夹 角 为 6, 由 空间 解析 几何 知 
|2X( 一 14) 十 (一 3)X (一 12) 十 4X( 一 2)1 
MY (一 14)2: 十 (一 12)2 十 (一 2)2。，W2: 十 (一 3)2 十 生 
故 9 = 0, 即 此 法 平面 与 所 给 直线 平行 . 
7.3.10 已 知 曲线 
一 Z0 2 一 加 


z= f(z,9), i 


其 中 了 为 可 微 函数 . 求 曲线 上 Molzo,yo,zo) 点 的 切线 与 ozy 平面 所 成 角 
的 正切 . 
解法 1 将 曲线 看 作 由 参数 方程 
T=7,9= $7) = + (z— zo)tga,z = wz) = f[z,¥(z)] 
给 出 , 则 切 向 量 为 
s= {1,¥ (70),w (zo)} 
= {1,tgas fs [zo pz0)] 十 有 [zos $70) J (zo)} 
= {1,tga,f: (z0,y0) + tga * f: (zo,¥0))}. 
于 是 ,曲线 上 M。 点 的 切线 与 ozy 平面 所 成 角 9 的 正切 为 
一 1227 一 
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Wp w (zo0) fi (x00) + tga * Ff (zo, Yo) 
V1 十 wz(zo) V 1 tga 


= f(z0,¥0)cosa 十 天 (zoygo)sina. 
解法 2 将 曲线 看 作 两 曲面 
F(x,y,2) = z— f(z,y) = 0,G(z,9,2) es ee 
的 交 线 , 则 该 交 线 在 点 Mo(zxo, Yo, 20) 处 的 切线 方程 为 


z 一 zo y— yo 
1 —f/(z0,y) 

0 二 

cosa 


— fi(ro,y0) 1 


Sina 
2 一 20 
| — Fy) — Fzoy) | 
L 
cosa sina 
即 Ei = 2 一 yo 2 一 Zo 


sina TF (zoygo)cosa 十 fy (zo yo)sina’ 
问题 要 求 的 是 这 条 切线 Mo7 与 直 
线 Wowe 的 交角 的 正切 tgw( 见 图 ) ,而 


直线 MoNe 的 方程 为 
0 
Cosa sina We 


把 原点 移 到 Mo(zo,yo,0), 且 将 平面 
= 与 zoy 平面 的 交 线 作 


Cosa sina 

为 u 轴 ,这 里 MN 与 oz 轴 的 夹 角 为 a， 
过 M 且 平 行 于 z 轴 的 直线 作为 4 办 ， 
于 是 切线 MoT 落 在 平面 zMz 上 ,因此 
在 平面 xMz 上 tgw 就 是 直线 Woz 的 斜 
率 . 设 v 轴 上 的 点 NN 关于 4 轴 的 坐标 为 / 
4, 而 关于 zoy 平面 的 坐标 为 (z,9), 则 
Teosa = 


故 在 平面 wMz 上 ,Mo7 的 方程 为 
人 站 
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zz 


Ff! (zoygo)cosa 十 fi (zo, Yo)sina’ 
即 z— z= [f(zo,yo0)cosa 十 fy (xo,y0)sina] .ay 
由 此 得 tgw = f(zo,y0)cosa + fy (zo yo)sina. 
7.3.11 求 函 数 
EE 
zyz 


在 点 人 (一 1,3, 一 3) 沿 曲 线 z 二 一 2,y 二 38,z 二 一 38 在 该 点 的 切线 
方向 上 的 导数 . 
解 所 从 同 级 在任“ 襄 / 的 切 并 的 方向 数 为 


dr 鱼 he 
后 2 = 4 学 9P， 


故 在 点 M( 一 1,3, 一 3) 处 的 方向 数 为 Si 一 9, 因 此 在 点 用 的 方向 
余弦 为 


cosa 一 :25087 Cosy 一 一 
1 My 11 
又 NE Ve /din i 
二 ， 
pT 
1 
YW zz V+ 2 
Yr+y 
EM Fd 
bE bE Bo 
于 是 忱 |。= 有 于 ema 十 吕 | ,esp 十 吴 | Cosy 
1 .2 1 6 | M10 .9 
Vi0 11 27 V10 11 27 11 
__ 50 
99v10 


7. 3.12 证明 :(1) 螺旋 线 z 二 acost,y = asint， “一 以 的 切线 与 oz 轴 
的 夹 角形 成 定 角 ;(2) 车 螺 族 线 与 吕 轴 的 夹 角 为 如 时 ,确定 的 -组 


值 . 
证 CD 地 放 线 上 任意 点 处 的 切线 的 方向 向量 为 “ 
一 1229 一 
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S = {zr/,¥ ,2 } = {— a sint,acost,b}, 
而 oz 轴 的 方向 向 量 为 s: 一 (0,0. ,1}. 


设 螺旋 线 的 切线 与 oz 轴 的 夹 角 为 7, 则 
一 asint 。0 十 acost*0 十 5 .1 
cosy 
VC— asint)? 十 (acost)? + Be VO 十 0 十 1 
b 
故 cosy 为 常数 , 即 y 为 常数 ,于 是 ,曲线 的 切线 与 oz 轴 形 成 定 角 . 
V3 b 
(2) 因 cos 下 2 
De 
所 以 得 ”a=1,b= V3. 


7. 3.13 ”证 明 :曲线 


x = ae'cost,y = ae'sint,z 一 ae! 


与 锥 面 ?十 六 二 z* 的 各 母线 相交 的 角度 相同 . 


证 圆 欠 * 十 y= 之 的 顶点 在 原点 ,过 圆锥 上 任 一 点 P(z,y,z) 的 
母线 也 过 原点 . 因此 ,母线 的 方向 向 量 为 s = {z,y,z}. 
曲线 在 点 P 的 切 向 量 为 


$1 = {rz,y ,2) = {ae'(cost 一 sint) ,ae'(sint 十 cost) ,ae'} 
一 代 一 加 pz 十 32 


于 是 ,曲线 与 锥 面 各 母线 相交 的 角度 便 是 它们 方向 向 量 s 与 切 向 量 s; 
相交 的 角度 , 即 


A 
Si!* S2 
cos(s1,s2) 一 


EE 


z(z 一 2) 十 gz 十 2) 十 到 
Ye 二 六 十 有 Vz 一 站 ?十 (z 十 拉 ? 十 忆 
222 g 


a 


故 交 角 相同 . 
7.3.14 设 u(z,y) 二 01,v(z,y) 一 cz: 是 平面 上 两 曲线 族 ,cl,c: 是 任 
意 常数 ,而 且 对 于 平面 上 任何 点 (z,y) 有 
A 
EM Es 
证 明 这 两 族 曲 线 是 正 交 的 、. 


一 4280 一 
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证 设 如 是 两 族 曲 线 在 任意 点 P(z,?) 处 的 切线 斜率 , 则 
au Ea 
a: ga qi E24 
4= 萤 |， EVE kh |; %|» 
四 加 
于 是 由 题 设 即 知 hk 一 一 1, 即 两 条 切线 互相 垂直 . 由 点 P(z,y) 的 任意 
性 , 故 两 族 曲 线 正 交 . 
7.3.15 ”证明 :曲面 Fi(z,y,z) 一 0,Fs(z,y,z) = 0,Fs(z,y,2) 一 0 
切 同一 直线 /于 Po(zo,yo,zo) 点 的 条 件 是 函数 Fi,F;,F, 的 函数 行列 式 
Ps Ps “Fw 
Fa Fa Fz 
Fs Fy Fs 
证 设 直线 ! 的 一 组 方向 数 为 {4,B,C} ,曲面 Pi,F2,Fs 在 Polzosyo， 
2) 的 法 线 的 方向 数 分 别 为 
{Fis Pigs Pis}po (Fass Par Poe}, {Ps Psy, Fs}p. 
由 于 各 曲面 的 公 切 线 与 各 曲面 在 该 点 的 法 线 均 垂直 , 故 
{a0 *» {FisPiss Fis} 一 0， 


= 0. 


{4,B,C} » {Fos, Fa,P2) = 0, 
{4,B,C} » {Fas Fy, Ps) = 0. 
AFis + BF + CP = 0, 
即 人 十 BF 十 Cs = 0， 
APs 十 BFs + CFs = 0. 
要 使 上 述 方程 组 有 非 零 解 ,必须 
Fi 1 Pu 


问题 得 证 . 


2. 空间 曲面 的 切 平面 与 法 线 

7.3.16 求 曲面 = 一 aretg 二 在 点 Mol1,1, 也 ) 处 的 切 平面 与 法 线 
方程 . 
解 ” 因 曲面 由 显 式 方程 z= f(z,y) 给 出 , 则 其 法 向 量 为 n 二 {f， 
,1}. 


= 一 


第 七 章 “ 多 元 函 孝 微 分 学 


在 本 题 中 心 一 (一 二 半 天 ,到 二 一 1 一人 (全 去 ,去 ,一 路 于 
是 ,在 点 M。 处 的 切 平面 方程 为 


1 1 
z 了 到 一 D 十 去 乡 一 D， 
或 、 = 一 于 一 去 c 一 ) 
过 点 M 的 法 线 方程 为 
2 
se fe mtd 4 
二 
2 2 
ee 
即 Ci I Le ” 夺 


7.3.17 求 曲面 2 十 25 = 8 在 点 Mo(2,2,1) 处 的 切 平面 与 法 线 
方程 

解 ” 令 f(z,y,2) = 2 十 2 一 8 二 0, 则 切 平面 的 法 向 量 为 m 一 
{FP ,Fs }. 

本 题 中 ,在 点 Mo 处 的 法 向 量 为 


一 《二 in2, 二 25n2,(z + y 2 Ing}, 
一 4ln2{1,1, 一 4}. 
于 是 ,在 Mo 处 的 切 平面 方程 为 
人-2) 二 一 2) 一 4z 一 D =0， 
或 z 十 一 4z 一 0; 
过 We 的 法 线 方程 为 


2 
1 1 一 4 
7.3.18 求 曲面 z= ae",y = ze,z 一 az 十 在 x 一 > 一 0 处 的 切 平 
面 方程 . 
曲面 由 参数 方程 给 出 ,可 用 三 种 方法 解决 该 问题 . 
解法 1 ， 直 接 用 公式 求解 
当 # 二 9 二 人 时 ,2 二 $= 二 z= 0, 又 
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le ve 1 

。 本 | 一 e"(z 一 D | wo= 一 本 
加 和 | 00,0) e 11|oo 

2 2 1 e 

Ne =e(u— 1) 一 一 1 
|: Te | oo | We” | oo hes ， 
Zr @” ve 
EL 一 = er+"(1 — ww) | .w= 1, 

ze 了 oo |uer eeoo 


故 所 求 的 切 平面 方程 为 z 十 y 一 z= 0. 
解法 2 ”利用 微分 求解 . 
dr = edu + we'’dv 
dy = ve'du 十 erdu 


dz 一 du 十 dz 
由 (1)、(2) 式 解 得 
二 edz 一 we'dy _ 二 zerdz 十 erdy 


er ww) 7 Er 
将 du,dv 代入 (3) 式 ,得 
1 
dz Fm = mle 2)dz + er(l — wdy], 
Ea e(l —v) tl= 
于 是 PO BW) 
当 w= 二 v= 0 时 ,z 一 y= 二 z= 0, 所 以 


CP 
a "oy 
故 所 求 的 切 平面 方程 为 
z—0=1.z++1.y, 
即 z 二 I 十 y. 


解法 3 将 z 看 作 是 z,y 的 函数 ,u,v 是 中 间 变 量 , 则 
由 


EE 
又 在 原 方程 的 一 、 二 两 式 两 边 分 别 对 zy 求 导 , 得 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


二 2 = 
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1 一 e 问 十 wr 多， 
0= ve 党 十 ee 淘 ， 
0=e 久 ++w 多 
1 一 we 渴 十 多， 


从 中 解 出 侄 . 沟 , 滞 ,多 ,然后 代入 (4) 式 求 出 定 , 到 ,再 将 * 一 "一 0 代 
入 ,同样 可 得 切 平面 方程 为 
2 一 Z 十 3 
7. 3.19 求 曲 面 z 二 wcosv,y 二 xsinpz,z 一 ap 在 Mo(uoyzo) 处 的 切 平 
面 及 法 线 方程 . 


解 ”容易 求 得 
zr | w= coszo， zo | ww 一 一 uosinvo, 
yi |u= sinv, yw = wocosvo, 
a | w= 0， io | w= a. 


曲面 上 对 应 于 参数 wo,vo 的 点 Mo(zoygoyzo) 为 (uocosvo,uosinvo,avo) , 故 在 
Mo 处 曲面 的 切 平面 方程 为 


Z 一 tocosyo yO— wsinvo 2z— avo 


Cosvo sinvo 0 一 0， 
一 wosinvo UoCOSvo a 
即 (asinzo)z — (acosvo)y 十 woz 一 auovo = 0; 


法 线 方程 为 
Z 一 WoCcOSvo 3 一 uosinvo zo— avo 
asinvo — acosvo uo 
7.3.20 求 曲 面 z = acosycosgp,y 一 bcosy sinp,z 二 c sing 在 点 
Mu(9o, 因 ) 处 的 切 平面 方程 及 法 线 方程 . 
解法 1 曲面 由 参数 方程 
z= z(u,v0) ,9 = yu,v) ,2 = z(u,v) 


给 出 时 ,在 曲面 上 分 别 令 = = mw, 二 vo, 得 到 的 两 条 曲线 的 切 向 量 分 别 
为 


一 1234 一 
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$= { 朗 , 旬 , 奖 )， ss = { 侈 , 久 ,这 )， 
则 切 平面 的 法 向 量 为 
外 玫 | | 和 之 | | 之 名 
EE ET EE | 
n= 二 SIX%= » » 
外 多 | | 衬 详 | | 外 
动力 EE WwW 2p 
本 题 中 ,4 = wz 二 四则 
31 一 (各 , 避 ,至 )m 一 { 一 acos¥yosingo, bcosypocospo, 0} 
= cospo{ — asingo, bcosgo, 0}» 
Sz 一 《( 生 , 避 ,到 ju = {— a sinpocospo, — b singosingpoyc cosyo}. 


有 一 SI X sz abe{ ooosge, cosyosinge Sinpo). 
于 是 切 平面 方程 为 
Seshaeospe(» 一 acosyucosyo) 十 esinpe(y — pcosyosings) 


+ (zs 一 osin 和 ) = 0， 


即 cos, + me, 半 Se 二 和 


法 线 方程 为 
zsecposecpo 一 a ”3Sec 和 cscqyu — b zcscpo—e 
bc dc 


ob 
解法 2 将 曲面 方程 消去 p 和 yw 得 


2 Ea 坟 
ntinta=1l 


上 式 两 边 对 z 求 偏 导 , 得 所 十 互 实 = 0, 则 


CE 
看 azz" 
Cs 
同 理 可 得 Er 
故 得 E24 ccospocospo 引 € Cosyocospo 
| oinpo ” oY |, 6 singo 


于 是 , 切 平面 方程 为 
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2 一 2 一 一 ee 3(z 一 zo) ency 3o)， 
即 op, + comeing 天 风 = 
法 线 方程 为 
Zsecposecpo 一 a _ ysecyocscpo 一 b __ zcscpo — oe 
be ac wm “ 
7.3.21 过 直线 


从 
z 十 yy 一 z 一 0 
作曲 面 3z2 十 六 一 学 二 27 的 切 平面 , 求 其 方程 . 
解 ” 设 Flr,y,z2) = 一 3z: 十 妨 一 妈 王 27, 则 
Ps = bz,Fy = 2y,F: 一 一 2z， 
过 直线 的 平面 束 方程 为 
(10z 十 2 一 2z 一 27) 十 MGz 十 y 一 2) 一 0， 
其 法 向 量 为 m 一 (10 十 2,2 十 和 ,一 2 一 分 . 
设 所 求 的 切 平面 之 切 点 为 M(zo,yo,z0)，, 则 过 切 点 的 曲面 F(z,y,z) 
二 0 的 法 向 量 为 ns 一 {6zo,2yo, 一 2zo} ,由 ni// nz, 点 以 在 曲面 及 平面 
束 上 ,于 是 有 
10 十 2 十 2 一 2 一 和 
6zo 2yo — 2z0 ” 
3z%+y 一 2 27=0, 
(10+ z+ (2 yo (2 2% 27 = 0. 
解 此 方程 组 ,得 zo 一 3,yo 二 1, 二 1,4 二 一 1, 或 zo 3,y = 一 17, 
加 二 一 17, 和 二 一 19, 故 所 求 的 切 平面 方程 为 
18(z— 3)+209—1)—2(2— 1)= 0 


或 -18(z 十 3) 一 34(y 十 17) 十 34(z 十 17) = 0， 
即 9rz 十 ! 一 2 一 27=10. 
或 9z 十 17y 一 17z 十 27 = 0. 


7.3.22 在 曲面 > 一 zy 上 找 一 点 ,使 这 点 的 法 线 垂直 于 平面 z 十 
3y 十 z 十 9 二 0, 并 写 出 该 法 线 的 方程 . 
解 ” 设 Molzosyo,zo) 为 所 求 之 点 , 令 Flz,y,2) 二 zy 一 z, 则 
FR Iu= yosFy | Mo 一 Tos Fs [PR | 
即 法 线 方向 向 量 s = {yo,zo, 一 1}. 和 
一 186 一 
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而 已 知 平面 的 法 向 量 n = {1,3,1), 因 要 求法 线 垂直 于 平面 , 即 要 
求 s/n, 故 


3 和 z_ 二 1 
be nd a 


I 3 了 
于 是 得 mm 一 一 3, 加 一 一 1,z 一 3, 故 所 求 的 点 为 Mo( 一 3, 一 1,3). 且 
所 求 的 过 Mo 点 的 法 线 方程 为 


7.3.23 ” 求 平面 以 十 my 十 nz 二 p 与 曲面 4z? 十 By? 十 Cz 二 1 相 
切 的 条 件 . 

解 。 设 平面 与 曲面 相 切 的 切 点 为 P(zoyyo,zo), 则 在 P 点 它们 的 法 
向 量 共 线 , 且 其 坐标 满足 两 方程 , 即 


lzo 十 myo 十 nzo 一 ?， (1) 
Ari+ Bi 十 Ci 一 1 (2) 
{l,mn) = k{2Aro,2Byo,2Cz0} ， (3) 


用 {zo,yo,zo) 与 (3) 式 两 边 作 数量 积 ,得 
lzo 十 mdo 十 nzo 一 24(z 十 旭 十 双 ). 
将 (1)、(2) 式 代 入 上 式 ,得 2 = p, 于 是 (3) 式 写 为 
{lmn} = p{Aro, Byo,Cz0} » 


{ m n 
即 有 ey 加 一 75， 二 (4) 
将 (4) 式 代入 (1) 式 , 则 得 所 求 之 相 切 条 件 为 
22 m2 及 2 
te 


7.3.24 求 曲 面 zz 十 28 十 3z2 二 21 的 平行 于 平面 
z 十 和 乡 十 62 = 二 0 的 各 切 平面 . 
解 ”曲面 上 和 任 一 点 (z,y,z) 处 的 法 向 量 为 nm = {2z,4y,6z), 已 知 
平面 的 法 向 量 为 n 二 (1,4,6). 按 题 设 ,应 有 n, // nz, 即 
和 -全 - 玫 2 
1 4 8 
I 二 Ay = 24,2 = 2 
将 zy.z 值 代入 方程 z? 十 2 十 32 一 21 中 ,得 1 一 土 1, 故 曲面 上 满足 
要 求 的 切 点 为 ( 士 1, 士 2, 土 2). 于 是 ,所 求 的 切面 方程 为 
(一 D) 十 4G 一 2) 十 6(z 一 2) 一 0， 


"13237" 
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及 (z 十 1) 十 4 十 2) 十 6(z 十 2) 一 0， 
即 z 十 4 十 6z 一 土 21. 
7.3.25 求 曲面 < 十 六 一 逐 二 1 的 与 平面 z 十 y 十 z 二 0 平行 的 
切 平面 方程 . 
解 ” 设 F(z,y,z) = 二 式 十 六 一 逐一 1, 则 过 曲面 上 点 MoCzo,yo,zo) 
的 切 平面 方程 为 
Fs (zoygyoyzo)(z 一 70) 十 FY (xo,¥y0,20) (Y 一 go) 
十 Fw (zoygoyzo)(z — 20) 一 0， 


即 zz 十 go 一 zz 一 1 一 0. 
要 使 此 平面 与 已 知 平面 平行 ,必须 
zo 一 3o 一 一 2o0 

将 此 关系 式 代 入 曲面 方程 ,得 

zoo 二 二 一 w 二 土 1. 
故 所 求 的 切 平面 方程 为 

z 十 y 十 z 一 1=0， 
或 z 十 y 十 z 十 1== 0. 


7.3.26 在 曲面 z? 十 2 十 32 十 2xy 十 2xz 十 4yz 一 8 上 求 出 切 
平面 平行 于 坐标 平面 的 诸 切 点 . 
解 已 知 曲面 的 切 平面 的 法 向 最 为 
n= {2(z+ y+ 2),2(z+ 2y++ 2z),2(7 二 2y 十 32)}. 
由 题 设 知 , 当 


z 十 2 十 2z 一 0， 
fT 27 十 3z 二 4， 
时 , n 与 & 二 {0,0,1) 平行 , 即 切 平面 平行 于 zoy 平面 . 解 上 述 方程 组 ， 
得 z= 0,y 一 一 和 ,> 一 人 将 求 得 的 z,y,z 值 代入 所 给 的 曲面 方程 ,得 2 
= 土 2 V 2 .于 是 , 切 平面 平行 于 zoy 坐标 平面 的 切 点 为 (0, 干 2 V 2 ， 
士 2 V2). 
用 同样 方法 可 求 得 切 平面 平行 于 oyz 坐标 平面 及 ozz 坐 标 平面 的 诸 
切 点 分 别 为 ( 干 4, 士 2,0) 及 ( 干 2, 士 4, 于 2). 
7.3.27 ”圆柱 十 六 二 与 曲面 和 2 二 zy 在 公共 点 和 HoCzo,yo1z6) 相 
交 成 怎样 的 角 ? 
一 18 一 


{tr 
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解 ”两 曲面 在 M。 点 的 法 向 量 分 别 是 


m= {2z0,2y0,0) ,nz = {yoro, — b}. 


于 是 ,交角 wp 满足 
won ni nz 27oyo + 2zoyo 
imlinsl Van+ a “VR 十 组 十 如 
Abzo 
2a». Va+b a 和 wm 
2 
故 9 一 arccos 一 一 一 一. 


a Va 十 攀 
7.3.28 证明: 曲面 > 一 zf( 世 ) 上 任 一 点 P 的 切 平面 都 通过 原 


证 ” 设 曲 面 上 任 一 点 P 的 坐标 为 (zo,yo,zo), 则 z 一 zof( 回 


好 | 一 eh 如) = (加) wp a), 


? zo zo 


太一 za (如) .十 二 了 (加) ， 
故 曲 面 在 任 一 点 P(zo,yo,zo) 处 的 切 平面 方程 为 
= 一 和 一 [f( 拓 一 六 ( 轨 )](z 一 z) 十 (a)(y — yo) 


Zo 


yo Yon Yo yo 加 
EC) zof Co +t FC)Y + yof Ce) 


各) 一 2 
of zy ) zafCz) 


Frr 如 yo yo yo 
Tf) zof (zo +t fm)Y 2 


即 [FO 回 ) 一 各 pC 加 )]z 十 (加)y 一 2 0. 
故 切 平面 通过 原点 . 
7. 3.29 ”证 明 :曲面 (5 二 5, 了 ) = 


证 设 4=54，。 一 = 也 , 则 曲面 上 任 一 点 的 法 向 量 为 


"a 
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no (i te Ft G6]), 
于 是 切 平面 方程 为 
dt- 
— Of — Df 
(zr 2 二 )F (2 
即 [(z 一 ec)(X 一 z) 一 (z 一 ao)(2 — zf 
+[Gz 一 oOGY 一 人 一 一 DG 一 2]fr = 0， 
不 论 (z,y,z) 如 何 (当然 要 以 满足 曲面 方程 为 前 提 ), (X, 了 ,Z) = (a,b， 
<) 都 满足 切 平 面 方程 , 即 切 平面 都 通过 定点 . 
7.3.30 ”证 明 : 锥 面 z 二 Vz 十 ¥¥ 十 3 的 所 有 切 平面 都 通过 锥 面 
的 顶点 . 


证 有 = 三 1 二 一 ， 
锥 面 上 任 一 点 (zo,yo,z0) 的 切 平面 方程 为 


2) 一 0， 


Xo Yo es = 
Ei zo) Ti ) 十 (2 一 2%) 二 0， 


其 中 Vz 十 奴 = zw 一 3, 代入 上 式 整理 得 
zz — yoy + (20 — 3)(z— 3) 0. 
因为 顶点 (0,0,3) 满足 上 面 方程 , 故 得 证 . 
7.3.31 证 明 :曲面 字 十 芳 十 笃 一 zz 十 1 一 0 的 切 平面 不 平行 于 
直线 


人 
z 二 29 十 z 一 8 二 0. 
证 ”直线 的 方向 向 量 为 
i 了 了 大 
s=nXn= |1 1 1|={ 一 1,0,1)， 
二 
而 曲面 上 任 一 点 (z,y,z) 的 切 平面 的 法 向 量 为 
n= {2z 一 2,2y,2z 一 z}. 
车 过 点 (x,y,z) 的 切 平面 与 直线 平行 , 则 应 有 
S "人 一 一 1。(2z 一 2 十 0.273 十 1。(2z 一 z) = 0, 
一 ?249 一 


| 


| 
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即 应 有 z 一 二 将 z 一 z 代 入 曲面 方程 中 ,得 
也 十 纺 十 1 = 0， 
显然 在 实数 范围 内 ,上 述 方程 无 解 , 故 曲面 的 切 平面 不 平行 于 直线 . 
7.3.32 证 明 : 曲 面 
Vz+YV3y+Vz=Va, >0) 
的 切 平面 在 坐标 轴 上 割 下 的 诸 线 段 的 和 为 常量 . 
证 ”在 曲面 上 任 取 一 点 PoCzo,yo,zo), 则 曲面 在 该 点 的 切 平面 方程 


为 


1 1 
(z 一 zo) 十 (一 %) 十 
2 V za 2 V 3 2 Y za 


(~ 2) = 0. 


即 


则 此 切 平 面 在 坐标 轴 上 所 割 下 的 诸 线段 ( 截 距 ) 分 别 为 Vazo， om 
Vazo, 其 和 为 


Val(Vawot+ Vwt+ Va Va.Va=a, 
因 “ 为 常数 , 故 问 题 得 证 . 
7. 3.33 ”证 明 两 曲面 f(z,y,z) 二 0,G(z,y,z) 一 0 在 其 交点 Mo(zo， 
,2zo) 处 正 交 的 条 件 为 
(Fs | uO) CG | wo) 十 (Puwo)CGY wo) + CFs uCG: | w) 一 0， 
并 验证 曲面 ?十 严 十 有 二 az 与 十 六 十 忆 二 by 互相 正 交 . 
证 “所谓 两 曲面 正 交 是 指 两 曲面 在 它们 交点 处 的 法 线 互 相 垂 直 . 
设 在 点 Mo(zoyyo,z) 处 曲面 F(z,y,z) = 0,G(z,y,z) 一 0 的 法 向 量 分 别 
为 mm: 与 nz, 则 
m= {Fs | uo Fy | vos Ps | wo}， 
nz 一 《G2 | wyGy | woG2 | wo . 
因为 两 曲面 正 交 , 即 nm L nz 所 以 nm nz 二 0, 即 
(Fs [ol tbe + lo | i 
故 问题 得 证 . 


一 询 仁 一 
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对 于 所 给 两 个 球面 , 令 
及 (zygZ) 一 22 十 近 十 好 2 一 az 一 0， 
C(z,gz) = 二 二 2 一 by = 0, 
在 其 交点 Mo(zo,yoyzo) 处 ， 
Bi | au) CG | wo) + CPi |) CG | so) + CF | wo)CGv | wo) 
= (270 — a)2zo 十 2yo(2yo 一 5) + 2z0 * 220 
二 2[(zh 十 姓 十 如 十 azo) 十 ( 吾 十 颖 十 难 十 好)] 二 0. 
可 见 这 两 个 球面 相互 正 交 . 
7.3.34 ”证 明 球 坐 标的 坐标 曲面 开 十 六 十 有 2 二",y 二 ztgp， 及 
十 六 二 ztg%0 两 两 直 交 . 
证 ”各 曲面 在 其 交点 P(z,y,z) 处 的 法 向 量 分 别 是 
ni= {2z,2y,2z} ,nz = {tgp, — 1,0}, 
ns= {2z,2y, — 2ztg20}. 
由 于 ni*n:= 2rtgp— 2y=2y— 2y=0, 
ni*ns= prt dy 一 42t80 = 422tg20 一 4z2tg20 = 0， 
n° ns= 2ztgp — 2y = 2y— 2y = 0, 
故 知 这 些 曲面 在 其 交点 处 分 别 两 两 直 交 . 
7. 3.35 证 明 : 曲 面 Rnrz 一 Lz,ny 一 mz) 二 0 在 任 一 点 处 的 切 平面 
都 平行 于 直线 


(其 中 处 处 可 微 . ) 
证 令 &6= 二 z 一 lz，7 二 区 一 mz, 则 
Ps = np 一 0.Py = nape 
FP/ = 0° Fnp, = ap,, 
Fy 一 一 LBs — mF , 
因 LR/ 十 mPy' + nF = MPe + mapy 一 AP 一 maFy = 0, 
故 曲面 的 切 平面 平行 于 所 给 直线 . 
7. 3. 36 ” 试 证 曲面 zyz 一 a*(a >> 0) 的 任 一 切 平面 与 三 坐标 面 所 围 
成 的 四 面体 的 体积 为 常数 . 
证 设 Flz,y,z) = zyz 一 a’, 则 
一 1842 一 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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有. = yz, F, = zz, F: = 7y. 
设 (zo,yo,z0) 为 曲面 上 任 一 点 , 则 曲面 在 点 (zo,yo,zo) 的 切 平面 方程 为 
3ozo(z 一 zo) 十 zozol¥ 一 go) 十 zoyolz 一 20) = 0， 
TE Ne fe 
即 3zo 出 3yo + 3z 1 


它 与 三 坐标 平面 所 围 成 的 四 面体 的 体积 为 
一 于 lan 。 3yo* 3z0| 一 De. 

7.3.37 设 g(z 一 az,y 一 bz) 二 0 确定 的 z 是 z.y 的 函数 ,p 可 微 ， 
试 求 ,及 ,并 证 明 曲 面 pCz 一 az,y 一 bz) 二 0 上 任 一 点 处 的 切 平面 与 
直线 二 = 志 = z 平 行 (其 中 a 为 常数 ). 

解 ” 设 w=z 一 az,v = 二 yy 一 bz, 则 plu,v) = 0. 将 方程 两 边 对 z 求 
偏 导 , 得 

pu! 二 Pv = pi (1 一 oz) 十 mo (— bz') = 0, 
- i 2 
解 之 得 i 


同 理 可 得 2 一 二 
因为 曲面 p(z 一 az,y 一 bz) 二 0 上 任 一 点 M(z,y,z) 处 的 切 平面 的 
法 向 量 为 n 二 {9 ,9 ,9 ) ,而 
p= p09 = pp! = op — bp 
又 直线 二 = 也 = = 的 方向 向 量 为 s 一 {a,4,1). 因为 
TS 一 09: 十 8 十 1 9 一 ago 十 bp 一 agov — byv = 0, 
即 m | s, 故 曲面 上 任 一 点 的 切 平面 与 直线 二 一 机 二 z 平 行 . 


7. 3.38 已 知 平面 点 十 my 十 uz = ? 与 权 球 面 亏 十 所 十 瑟 一 1 
相 切 ,证明 azl 十 bzm? 十 cznz 一 有. 

证 ” 设 上 述 平面 与 椭 球 面相 切 于 点 Mo(zo,y。o,zo), 由 于 切 平面 的 
法 向 量 为 nm 一 {4,m,}, 椭 球面 上 点 Mr, 处 的 法 线 向 量 为 n; 一 222,2m 


va 
蜀 }, 而 m 与 加 共 线 ,于 是 有 ns 二 hmi(2 关 0, 实 教 ), 即 


一 1243 一 
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Ma? 
2 n= 
2 _ Amb? 
Be = hm, 或 加 一 -7 ， 
丈 = xn， “= <， 


Na? Amb? ne? _ 
3 +m 2 十 a- 了 一? 


1 Mr 1 Mt， 1 ae， 
训 ( 从 ) 十 让 Co) 十 直 Co) 一 1， 
或 
(Co 十 bm2 十 co 六 一 CD) 
2 
Ci (2) 


01) 式 除 以 (2) 式 可 得 ，- = 7, 故 有 
az2l2 十 52m2 十 czn2 一 全 一 及. 


7.3.39 ”如 果 z 二 f(z,y) 有 连续 偏 导数 ,是 在 各 点 处 的 法 向 量 相 
同 , 则 z 一 f(z,y) = 0 必 是 一 平面 . 
证 设 z= f(z,y) 在 各 点 的 法 向 量 为 
了 一 (有 和 有， 一 1)， 
由 题 设 ,f:' ,fy 均 为 常数 , 令 大 = ao = az, 由 中 值 定理 得 
fz,9) 一 flz0y0) = ai(z 一 zo) + azly — yo) 
一 oz 十 qzg 一 aize 一 azgoy 
于 是 
2 f(z,y) = 2— f(r0,y0) — aiz — azy + aizo + asyo = 0, 
即 2 二 zo 十 qzyo — f(xo,y0) 一 0， 
或 Az 十 By 十 z 十 0=0. 
其 中 4 aB=— qc = 1,D = are oro ~— f(z0,90), 
故 ”z 一 f(z,y) = 0 是 一 个 平面 . 


一 4244 一 
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$4 ”二 元 函数 的 泰勒 公式 
内 容 提 要 


设 z 二 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 一 邻 域 内 连续 且 有 直到 ”十 1 阶 的 
连续 偏 导数 , (ze 十 和 ze 十 昌 为 此 邻 域内 任 一 点 ， 则 有 二 元 函数 的 泰勒 
(Taylor) 公式 


flzo 十 hyo k) = f(zoyyo) 十 (4 是 十 上 一 )f(zoygo) 


四 
1 9 
十 下 ( 吉 十 4 晤 )ofGoog) 十 
二 十 (是 十 k 旺 ) f(sy) +R, 
其 中 记号 
9 9 se 
(4 训 十 k 部 )f(zowyo) 表示 好 (zow40) 十 Kf,(z0s40)， 


CE 部) "free) 表示 


ar 
好 fs(zoygo) 十 2hkfss (rosy0), 二 kfy,(To,y0)» 


(4 旺 十 她 )%f(zooyo) 表示 De 


r= 


2 了 
By [eo 


1 a 2 
而 R= ee EE Df(zo + Oh,yo + Ok), (0<0<1) 


称 为 拉 格 朗 日 型 余 项 . 


车 取 zo = yo 二 0, 将 hk 分 别 改 写 为 z.y, 即 可 得 到 有 阶 麦克 劳 林 
(Maclaurin) 公式 
f(z 二 了 00,0) + (z 卫 十 y 襄 )700,0) 
+ 机 (cc 训 + 训 )of(0,0) 十 …- 
十 去 二 +y 总 or700,0 


= dD. 
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9 9 
村 G+yy) "f(r,0),(0 < 0 < 1). 


| 
(十 1)1 


问题 与 解答 


7.4.1 在 点 4(1, 一 2) 的 邻 域内 根据 泰勒 公式 展开 函数 
f(z9) = 27— 71—y br 3y++5. 


解 ¥ 4z 一 一 6， Af z— 2y— 3, 


% 
人 gf _ 
二 = 4 访 1 了 = 一 2 


而 所 有 三 阶 偏 导数 均 为 零 ,因此 有 Rs(z,y) = 0. 
在 点 4(1, 一 2) 处 ， 有 


2 = fe 
f(1, 一 2) =5, 0, 入 一 0， 
Ff Ff Ff 
4 1, 于 = 一 2. 


于 是 ， 
fz) = 5+[(r—1).0+ (y+2).0] 


二 到 [Gz 一 ?一 2(z 一 DGy +2) 一 20y 十 2)] 


=5++2(z—1)— 2 DG+2)— (+ 2). 
7.4.2 当 z 二 1,y 一 一 1 变 到 z 二 1 十 hy 一 一 1 十 4 时 , 求 函 
数 f(z,y) = z3y 十 zy 一 2zy 的 增 量 . 
解 记 4(1, 一 上 ,PQ 十 4, 一 1 十 及 , 则 
fla= (2zy + ¥ ~ 29))4= 1, 
fr l= (z+ 27y — 27)14 =— 3, 
f."|4 = 2y|4 2, ol4= 2zl, 一 2， 
fl 一 (2z 十 2y 一 2)| 一 一 2. 
Ff Ff 0 Ff Ff | 
ai|, ow’|, ” dimg|, za， 
而 所 有 四 阶 偏 导 数 均 为 零 ,因此 Mr 二 0, 于 是 , 按 泰勒 公式 得 
Af= f(P) 一 了 (4) 


SS 


一 12%6 一 
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一 (一 3k) 十 到 2 妇 一 4h 十 2) 十 Gh 十 6h2k) 
二 (有一 3k) 十 (好 一 2 大 十 要 ) 十 觅 (hk 十 此). 
7.4.3 ” 依 4 的 乘 竹 把 孙 数 
Fe = f+ ho + fGeny + D+ fz — hy) 
+ fi 一 站] 一 了 zz) 
展开 ,准确 到 太 . 
解 FGzwy) 一 村 {[fGz 十 已 D) 一 fo] 
十 [flzsy +h) ~ fr,9)] + [flz 一 Ag) 一 了 (zy) 
+ [f(z,y ~— 1) — f(z,9))} 
根据 泰勒 公式 求 上 式 右 端 每 一 个 方 括号 内 的 函数 增 量 ,于 是 得 
F(z,y) ~ 了 {I 和 十 了 于 十 + 到 2] 
十 区 于 十 和 到 + + 本 


of 
[= 
iF 13 ， 13 
+ [一 4 过 十 到 2 有 一 计 2 玫 十 到 2】 
hr ,Bf Ff. Mm of 对 
1 和 十 冲 ) 十 相信 1 十 于) 
7.4.4 已 知 中 心 在 点 PC(z,y), 半 径 为 p 的 圆周 , 设 f(P) = f(z,y) 
及 P(xisy)(i-= 1,2,3) 为 已 知 圆周 之 
内 接 正三 角形 的 顶点 , 且 z =z 十 py 
= 如 依 的 正 整 数 宕 把 函数 


Pp) = 村 [fCPD + JP) 十 7CPD] 


展开 (准确 到 p?). 
解 ”如 图 所 示 , 三 角形 P,PP; 的 


沪 


| Pp 
三 个 顶点 分 别 为 | 
Pi(z + ps) ,Palz ,十 2 PEACE 3 p). 


二 是 ,根据 泰 莹 公式 ,有 
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Po) = 言 LfCPD 十 XPa) 十 XCP9] 
十 刁 Hf] 


2 i 
十 [fCP) 十 (一 和 ) 半 十 将 并 


一 言 ([fKCP) +o 型 十 


Pp 久 坏 
+ 路 车- UY 著 ]+ [P+ (一 各 ) 效 
本 A 

-fp + H+. 


7.4.5 依 2 的 乘客 把 函数 
2 
F(p) = 二 下 [f(z 二 pecosp,y 十 psinp)dp 
展开 . 
1 2 
解 F(p) 一 于 [fcz,y) 
pcos"gpsin’ "gy Ff(r,y) 
+ . ET 


总 p f(z,y) 
f(D + DD Dre ra 


1 pein"—m 
po cos"gein dgp. 


"n=ln=0 


1 a 上 人 
一 于 上 cos"gsin "gdy 十 一 和 ecr 一 9)sin "(x 一 9)d9 
法 去 er 十 p)sin "(zx p)dp 


十 也 Efeosr Car gp)sin" "(27 一 p)dp 


= 去 [1+ (一 DD 二 (一 D+(+ DJ 上 cosrgsin' "gugp. 
当 m,n 中 至 少 有 一 个 为 奇数 时 , 显 见 上 述 积分 为 零 . 当 ma 均 为 偶数 
— 1248 一 
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时 ,有 
coopeinn pep = A [ecorgsinn -rgdg 
2 .x(2m)!(2n— 2 ! _ (2m)!(2n 一 2m)! 
开 22+timln!l(n Oo— m)! 22mlnal( — m)!” 
代入 原 式 , 由 于 mn 上 只 能 为 偶数 ， 适当 改变 一 下 指标 的 编号 , 即 得 
本 Pf(z,9) 
Pp) = fz) 十 2 沁 OT 
, (2m) 1 (2n 一 2m) ! 
27minl (n — m)! 


p > nl FP"f(z,9) 
fn) rp DA 


二 Ry TR 
= f(z + 3 (名)*( 太 十 入 "f(z,9). 
到 x(2m) 1 (2n 一 2m)1 
注 er dg 一 55 timl (nr — m)!(m++ no— m)! 


 _T(2m)1 (2n 一 2m)! 
22 .2min! (ns— m)!’ 
积分 过 程 中 ,利用 尤 拉 公式 将 被 积 函数 变形 . 
7.4.6 根据 麦克 劳 林 公式 展开 函数 
jz) 一 VI— ry 


到 四 次 项 为 止 ， 
解 ”由 于 
本 一 上 二 二 二 0 
《1 十 2z) 1 十 本 7 十 2 学- 二 51 


故 得 ”flz,) = Vi 一 [1 十 (一 开 一 六 于 
一 1 一 言 呈 十 站 一 到 呈 十 的 : 
7.4.7 将 函数 f(z,y) 二 (1 十 z)"(] 十 y)" 展开 成 麦克 劳 林 级 
数 i be 4 
一 1249 一 
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解 flz,g) 一 (1 十 z)"(1 十 杂 * 


一 [1 十 mz 十 + [1 十 碟 十 2 D 
二 1 十 (mz 十 ny) 十 二 Cn 一 1)z2: 2mnzy 十 n(n 一 1)y°] 
十 …(|lz| <1,ly| < ). 
7.4.8 ” 设 z 是 由 方程 * 一 2zz 十 y= 二 0 所 定义 的 z 和 y 的 隐 函 数 ， 
当 z 二 1,y = 1 时 它 的 值 为 z= 1, 写 出 函数 z 按 二 项 式 z 一 1 和 vy 一 1 


32 十 …] 


的 升 竺 排列 的 展开 式 中 的 若干 项 . 
解 ”对 原 方程 微分 一 次 ,得 
3zzdz 一 2zdz 一 2zdz 十 dy 一 0 (1) 
再 微分 一 次 ,得 
(3z2 一 2z)dzz 十 6z(dz)* 一 4dzdz = 0 (2) 


以 z= 1,y = 二 1,z 二 1 代入 (1)、(2) 两 式 ,得 

dz 二 2dz 一 由， 

diz 一 (4dz 一 6dz)dz = (4dz 一 12dz 十 6dy)(2dz 一 dy) 
16(dz)? + 20dzdy 一 6(dy)’, 


于 是 ,可 求 得 在 z= 1,y 二 1 处 ， 


囊 三 区 炙 二 一 
这 = 2, 生 = 一 1， 
Fz Fz _ Fz 
蜂 =-16, 芒 =10, 客 = 一 6 
从 而 根据 泰勒 公式 有 

z=1+ [2 D+ Dy D+ 二 [10(— 1 
+2x10— DG — D+ (~ 6 — 1)1] + ee 
1+ 2(2— 1) (一 1) 一 8(Gz 一 1)2 十 10(z 一 1 一 1) 
— By — 1)? 十- 


7.4.9 已 知 z 二 f(z,y) 在 点 (zo,y) 附近 的 两 个 偏 导数 都 存在 且 
连续 ,固定 ? 二 ww, 有 倾角 为 了 的 直线 与 z= f(z,yo) 相 切 于 横 坐 标 为 


= 一 am 的 点 ;固定 z 一 zo, 有 倾角 为 子 4 的 直线 与 + 二 f(zoy) 相 切 于 


| 一 250 一 
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纵 坐 标 为 y = 加 的 点 , 试 写 出 4z = f(z,9) 一 f(zoyy) 的 一 次 近似 式 . 
解 ”由 泰勒 公式 可 得 函数 > = f(z,y) 的 全 增 量 4z 的 一 次 近似 
式 
hz 一 f(z,9) 一 f(zoygo) A hf(zo,yO)h + kf, (zo yo) 
= 也 (zoygo)(z 一 zo) + f(zo,y0) (¥ 一 yo). 


由 题 设 知 。z |:-: 一 (zo0,y0) 一 地 于 一 1， 


太一 扩 (z0w9) 一 地 7 一 一 1， 
故 得 
4z = f(z,g) 一 f(zogo) 1。(z 一 zo) 十 (一 1)(0 一 3 加) 
(zs— 7) — (y— yo)= (zy)— (ro— yo). 
7.4.10 。 试 将 函数 = 一 f(zy, 二 ) 近似 地 表示 成 (z 一 z) 和 (y 十 1) 
的 一 次 函数 . 
解 ”由 泰勒 公式 可 知 ,函数 2 一 f(zy, 世 ) 的 一 次 近似 式 为 


全 = fy 二) 一 [2 (一 D ,与 时 


一 了 (一 2 一 到) 一 2) 十 下 一 2 一 于 )G 十 D. 
ee 
令 z = mg 一 时 , 则 
太一 有 (0 十 下 (oo 二 yf 一 各 f1， 


fr = fw 十 到 (ao)oy 一 zf 十 Ts.. 


于 是 
f= £2, 1)+ L/L 
(一 2 一 五 ) 一 一 下 (一 2, 一 去 ) 十 地 提 ( 一 2, 一 去 )， 
让 1 A 1 
抬 (一 2, 一 十 ) 二 244( 一 2, 一 去 ) 十 示人 ( 一 2, 一 十 ). 
a 1 1 
故 fzy) 守 (2 一)+ [fi(-2, 一 2)(z 一 2) 


十 用 (一 2 一 去 Jo 十 D] 


和 
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1 
2 


Dei.2, = LT 
— 4 2, 一 也 )](: ~ 2) 


2) [fC(—2, 3 


, i A 
十 [2f(—2,— 5) + of (2, FYy+ 1). 


7.4.11 ” 设 函 数 f(z,y) 在 原点 附近 二 次 连续 可 微 ,证 明 : 
了 (0,0) = lim fl2hres — 2f(hve th) 十 f(0,0) 


0 he 
证 ”由 泰勒 公式 ,有 
1 1 
f(2h,e 3) = f(0,0) 十 24f, (0,0) + e 3, (0,0) 


1 i Ek 
十 二 (207(200e 有 十 2he fC201hs 01e ) 


1 
十 eHfa" 20 ,01e #), 


2f (hye 1) = 27(0,0) + 24f (0,0) + 2e- tf (0,0) 
和。 
十 hf"(0zh,0zxe “) 十 2he-tfer( 0sh, 0 ) 
2 
+ ef"(0ah,00-t). 
注意 了 在 (0,0) 点 附近 二 次 连续 可 微 , 故 其 二 阶 偏 导数 在 (0,0) 点 附近 
有 界 ,因此 由 e 十 一 o(r) 便 有 


TC21e $) — 2fChse 人) + FC0,0) 
= [2fC615m) 一 frm J 十 (0,0)(e 20) 
+ 2[e fnG1 sm) 一 eFC ms) 
+ [于 eve — eFC62,m)] 
= [2f"(81,0) — for Cas mh) J + ohe). 
其 中 二 29h 让 二 Oe 直 , 全 一 0shy 宙 一 08(0 之 94,0 过 1), 由 于 天 


Es 
和 


的 连续 性 , 故 得 
2 三 
lim {C242e ™) 一 2f (se “) + 了 (0,0) 
-0 


be lim[2fa"(s1,m) — fa"(é2,1m)] = fC0,0). 
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§5 多 元 函数 的 极 值 
内 容 提 要 


1. 二 元 函数 的 极 值 

(1) 定义 

设 函 数 z = f(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 个 邻 域 内 有 定义 ,对 于 该 邻 域 
内 蜡 于 (zo,yo) 的 任意 点 (z,y), 若 都 适合 不 等 式 f(z,y) 过 f(zo,yo) , 则 称 
fz,9) 在 点 (zo,go) 有 极 大 值 f(zo,yo) ; 若 都 适合 不 等 式 f(z,y) 之 f(zo， 
yo), 则 称 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 有 极 小 值 f(xo,y0). 

极 大 值 和 极 小 值 统称 极 值 ,使 函数 取得 极 值 的 点 (zo,yo) 称 为 极 值 

(2) 必要 条 件 ” 若 函 数 z== f(z,y) 在 点 (zo,yo) 可 微 且 在 该 点 处 有 
极 值 , 则 必 有 

fi (ro,80) = 0,fy (roy0) = 0. 

(3) 充分 条 件 。” 若 函 数 z = f(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 邻 域内 连续 ， 
且 有 一 阶 二 阶 连续 偏 导数 ,又 f(zo,y) = 0,f1 (zo,y0) 二 0, 记 4 一 
fr zo.Y0),B = fr (zo0,90) ,0 = f(zo,yo) , 则 

1) 车 忆 一 4C < 0, 则 函数 z= f(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 有 极 值 : 当 4 
这 0( 或 二 0),f(zo,yo) 时 为 极 小 值 ; 当 4 二 0( 或 C 二 0) 时 ,f(zo,yo) 为 
极 大 值 . 

2) 车 BF 一 4C > 0, 则 函数 z == f(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 没有 极 值 . 

3) 车 忆 一 4C = 0, 则 要 用 其 他 方法 才能 确定 函数 z= f(z,y) 在 点 
(zos90) 是 否 取得 极 值 . 

2. 多 元 函数 的 极 值 

(1) 必要 条 件 。” 车 函 数 4 = f(riz,…z) 在 点 Po 可 微 且 到 得 极 
值 , 则 函数 在 Po 点 必 满 足 

六 (zibzzmz) = 0 (i = 1,2,° ,2). 

(2) 充分 条 件 ( 利 用 二 阶 微分 )， 若 函数 w= f(z1;z1,…; 志 ) 具 清二 

阶 连续 偏 导数 ,du 二 0 在 点 Po 处 成 立 ;区 在 典 点 处 , 当 du >50 币 wf(P0) 
一 1253 一 
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为 极 小 值 ; 当 dzw 二 0 时,f(Po) 为 极 大 值 . 

3. 条 件 极 值 

(1) 对 自 变量 附 有 条 件 的 极 值 , 称 为 条 件 极 值 . 一 般 形式 为 :在 m 
个 条 件 

PilT1sT29°" Ts) = 0,k = 1,2,.. ,mm < n) 

限制 下 , 求 函数 f(z,,z2,…,z.) 的 极 值 . 

(2) 拉 格 朗 日 乘 数 法 

设 函 数 f(z1,z2，… ,7,) ,i(T1,z2,… ,7.) 一 0 都 有 连续 偏 导数 ,引入 
拉 格 朗 日 函数 


F(z F290 Tas A Mas hn) 
= f(z19729°"° 5970) 十 DEAE 
解 P 取得 无 条 件 极 值 的 必要 条 件 所 得 的 方程 组 


op ” 
人 一 0， (= 1,2,.,n) 


部 = gzT29 1) 一 0， (j= 1,2,.,m) 
求 出 函数 的 驻 点 (zz2 ,zs 加, 加,… 加) ,而 (z1,z2，,…,z) 就 是 函数 
f 在 条 件 二 0 下 的 可 能 的 极 值 点 . 再 利用 前 面 的 方法 判断 极 小 值 或 极 
大 值 . 
4. 最 大 值 与 最 小 值 问题 
多 元 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 是 通过 求 得 函数 的 极 值 与 其 函数 在 其 
闭 区 域 的 边界 上 的 函数 值 相 比 较 而 得 到 


问题 与 解答 


1. 多 元 函数 的 极 值 

7.5.1 求 函 数 z 二 zx 十 y' 一 7 一 2zy 一 六 的 极 值 . 

解 ” 解 方程 组 
全 一 4z 一 2rz 一 2 一 0， 
/= 4 —27— 2y= 0, 

求 得 驻 点 PK 一 1, 一 1) ,Pa(0,0) ,Pa(1y1): 
:在 点 Pi( 一 1, 一 1》 处 ,因为 
| a854 一 


| 
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A=f"(—1,—1D)=10,B=f(—1,— 1)=—2. 
C=f1(—1,— 1= 10， 
B—ACc=—96<0, 且 4=10>0, 
故 函数 在 P,( 一 1, 一 1) 处 取得 极 小 值 z( 一 1, 一 1) = 一 2. 
在 点 Ps(1,1) 处 ,由 于 
A= Ff"(1,1) = 10,B = f°(1,1) 一 一 2， 
C= (1,1) = 10， 
BF—AC=--96<0, 有 A=10>0, 
故 函数 在 点 Ps(1,1) 处 取得 极 小 值 z(1,1) 一 一 2. 
在 点 Pz(0,0) 处 ,B: 一 4C = 0, 此 时 不 能 确定 是 否 有 极 值 . 我 们 直 
接 考察 函数 > = f(z,y) 在 点 Pz(0,0) 附近 的 变化 情况 . 
在 点 Pz(0,0) 的 足够 小 的 邻 域内 , 沿 直线 z= 一 y, 有 z= 4z 一 47? 过 
0; 但 当 z = 二 一 y 时 ,z = 2z1 > 0, 因 此 ,函数 在 P,(0,0) 处 无 极 值 . 一 般 
地 ,判断 驻 点 (zo,yo) 不 是 函数 的 极 值 点 ,可 以 过 点 (zo,y) 作 直 线 ( 或 曲 
线 ) ,如果 在 其 中 的 一 条 或 几 条 直线 (或 曲线 ) 上 靠近 点 (zo,yo) 充分 小 
的 邻 域内 函数 值 变 号 ,就 可 断定 点 (zo,yo) 不 是 极 值 点 . 
7.5.2 求 函 数 z 二 zy:(6 一 z 一 y) 的 极 值 . 
解 ” 解 方程 组 
位 一 zy(12 — 37 — 2y) = 0, 
ff/ = zy(18 一 3z 一 4)) = 0. 
求 得 驻 点 P1(2,3) ,Polz,0) 及 Pa(0,3). 
不 难 断 定 , 在 Pi 点 处 ,4 一 一 162,B 一 一 108,C 一 一 144,B? 一 4C 
去 0, 故 函数 > 在 点 Pi 处 取得 极 大 值 2(2,3) 一 108. 
在 点 P(x,0) 处 , 即 在 直线 y = 二 0 上, 当 z 天 0 及 z 天 6 时 ,z:(6 一 
z 一 y) 关 0, 在 确定 点 的 足够 小 的 邻 域内 也 不 变 号 ,但 六 可 正 可 负 , 因 
此 ,函数 z 变 号 , 即 在 上 述 情况 下 没有 极 值 , 当 z = 0, 及 z == 6 时 类 似 地 
可 判断 也 无 极 值 . 
在 点 Ps(0,y) 处 , 即 在 直线 z 一 0 上 .在 y= 二 0 及 y 二 6 点 的 情况 可 
类 似 地 判断 函数 无 极 值 .但 在 0 二 y 二 6 时 ,y*(6 一 z 一 妨 二 0, 且 在 所 
对 应 的 点 的 足够 小 的 邻 域内 各 持 正 号 ,因此 ,在 足够 小 的 邻 域内 ,z = 
zx(6 一 7 一 之 0 也 成 立 , 但 邻 域内 任意 近 处 总 有 z= 二 0 的 点 .于 是 对 
于 z 王 0,0<y 世 6 的 点 的 函数 z 取 弱 极 小 值 z== 0. 同 法 可 判定 ,对 于 
直线 =0 上 ?<<0 及 y>> 6 的 各 点 处 ,函数 :取得 弱 极 大 值 z= 二 0. 
- 1255 - 
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四 


7.5.3 求 函 数 z=zy 1 一 素 一 落 (a > 05 > 0) 的 极 值 . 
解 ”考虑 函数 
y= = zy 5 和 ,于 + 新 <1 
显然 的 极 值 均 为 4 的 极 值 . 解 方程 组 
人 2zg2(1 rE) Sey: 0， 


: 
ES 22y(1 一 握 一 其 ) 一 名 zp 一 0， 


得 驻 点 Po(0,0), Pi 一, 一), Pi 一 一 ,一 0), Pi 
3 3 


方 V3 V3 V3 V3 
b a 6 
一 ) 及 Pi( » ). 
V3 i 
由 于 z 在 点 Po 附近 变 号 ,所 以 z(Po) 不 是 极 值 . 又 
到 = 2 一 时 一 所 ) 
Fr 02 羡 ” 
癸 = 2zd 二 加 )， 
Pu 2z: _ 2y 
Ee ， 
在 Pi,Ps,Ps,P 各 点 ,得 
4 二 一 恒 如 ,BB 一 土 名 ab,C 一 一 号 


F—AC= ( 盐 es Ba < 0， 
故 函数 4 取得 正 的 极 大 值 . 于 是 相应 应 的 函数 z 在 点 Pi 及 P 取得 极 大 值 
z(Pi) 一 2CP2) = 一 
3 


V3 
在 点 P; 及 P 取得 极 小 值 
ob 
2(P3) = z(P4) 一 一 - 
3 V3 
7.5.4 求 函 数 
二 - 开 十 她 十 c_ se 
Zz 
1 


一 £856 一 
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的 极 值 . 
解 ” 令 +=rcospyy = 二 7sinp, 则 
arcosg 十 杂 sing 十 c 
1 


z(x,y) = z(r cosp,r sing) 一 


解 方 程 组 
1 二 和 coop bnp of 0 
(Vr+ 1)s > 
—arsing+ brceosp 一 0. 
Vr+1l 
设 a.6 不 同时 为 零 . 由 (2) 考虑 到 7 = 0 不 是 其 解 ( 因 7 二 0 时 ,q 为 任意 
值 都 不 满足 (1) 式 ), 故 有 a sing = 5 cosg, 于 是 对 该 式 运算 可 得 
土 a 十 b 
， 一 (3) 
Vn 
因为 由 (1) 式 有 acosp 十 bsing = 0, 由 (3) 式 得 a 二 b= 二 0, 与 a.6 不 同 
时 为 零 的 很 设 矛盾 . 显然 , 当 c = 0 时 ,方程 组 无 解 . 当 c 头 0 时 ， 


cos + bsing 一 十 Vat+h 
C C 


es 
zy 一 


(2) 


为 保证 7 > 0, 在 cosy 及 sing 前 取 与 “一 致 的 符号 . 此 时 ,有 


a b 
ay A 
由 于 这 时 
C1 + 3r2) : 
“0, 


(29")? 一 zzoo" < 0， 
故 当 。> 0 时," < 0, 函数 < 在 点 (上 ,七 ). 取 得 极 大 值 = 一 
YE 十 太 十 0; 当 e< 0 时 zx” > 0, 函 数 z 在 点 ( 竺 ,二 ) 取得 极 小 值 
z=— Met 
设 a.b 同 时 为 零 . 由 假设 十 太 十 关 0, 知 c 关 0, 此 时 解 方程 组 


(1)、(2) 得 + 一 0,p 任 意 , 即 z= 0,y 二 0. 此 时 2 一 一 二 一 一， 
了 9 任意 , 即 3 由 于 Ze 
故 显 然 得 知 ; 当 。 之 0 时 'z 在 点 (0， 0) 取 极 天 值 z 二 名 当 <0 时 ,z 在 


一 287 一 
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点 (0,0) 取得 极 小 值 = 一 <- 
综 上 所 述 , 车 。 > 0 时 , 则 4 在 点 (所 ,之 ) 取 极 大 值 > = 


VE+ 如 二 6; 著 c < 0 时 , 则 :在 点 (和 ,二 ) 取得 极 小 值 > 一 


一 Ve 十 避 十 ,车 c 二 0( 由 假定 ,这 时 a 十 如 去 0), 则 z 无 极 值 . 
7.5.5 求 函 数 z = e*+%(8z? 一 6zy 十 3y) 的 极 值 . 
解 解 方程 组 
2 一 2ez+s(8zz 一 6zy 十 3 + Br CO— 3y) = 0, 
4 = 3e*ty(87? 一 6zy+ 3y: — 27 + 2y) = 0, 


得 驻 点 Po(0,0) 及 Pi( 一 本 ， 于 去 ). 又 
2 = 4ez+9(8z2 一 zy + 3y + 16z — 6y + 4), 
er 一 6y 十 3y 一 杂 一 物 十 子 )， 


2 = be*t+y(8z 一 6ry 十 3 6r—y— 1). 
在 点 Po(0,0) 处 ,4 二 16,B== 一 6,C 二 6,B? 一 AC 二 一 60 过 0, 故 函数 


z 在 该 点 取得 极 小 值 (Ps) 一 0; 在 点 Pi( 一 地, 一 于) 处 , 4 一 16e-*， 


B= 一 9e-%,0 一 误 e 及 所 一 4C = 60e-' 之 0, 故 函数 在 该 点 无 极 
值 . 
7.5.6 求 函数 > = sinr 十 cosy 十 cos(z 一 办 (0<<z 之 F'0<y< 


去) 的 极 值 . 
解 解 方程 组 
人 (1) 
3 一 一 siny 十 sin(z — y) = 0. (2) 


由 (1) 十 (2) ,得 cosz 一 siny, 由 于 z,y 均 为 锐角 , 故 y= 于 一 z, 代 入 (1)， 
得 
3z 


cosz — sin(2z — 记 ) 一 cosr + cos2z 一 2 cos 地 cos 也 二 0. 


但 co 条 天 0, 故 cos 学 一 0, 则 得 驻 点 Pu( 所 ,名 ). 由 于 
M658 Ee 
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zz 一 一 sinz 一 cos(z — ¥), zy" =— Cosy 一 cos(z — y), 
ze 一 cos(z 一 3)， 
且 在 Ps 点 处 ,有 
1 十 Y3 V3 it v3 
4 ，B "C= » 
2 2 是 
可--12V3 0, 


故 函数 在 点 Po 取得 极 大 值 Po) 一 于 V 3 . 
7.5.7 求 函 数 z = sinzsinysin(z 十 y) (0 委 z 迄 ,0 委 y 魏 r) 的 


极 值 . 
解 ” 解 方程 组 
从 一 sinysin(2z 十 3y) 一 0， (1) 
2 = sinz sin(z + 2y) = 0. (2) 
它 等 价 于 下 面 四 个 方程 组 
位 = 0， 人 一 0， 
“lsiny 一 0; “lsin(2z + y) 一 0; 


(是 一 0， | 

‘lsin(z + 29) = 05; ‘lsin(z + 2y) = 0. 
考虑 到 0 过 +z 过 7,0 之 y 过 7, 于 是 得 到 原 方程 组 (1) 与 (2) 的 六 个 
解 . 


sin(2z + y) 一 0， 


P1(0,0),P2(0,7) ,Ps(x,0), 
Pur) ,Ps( 于 ,村 )，Pe( 全 全) 
由 于 所 考虑 的 区 域 是 闭 正 方形 0 过 xz 二 x,0 过 y 志 7, 故 点 PisPz,Ps,P 
都 是 此 区 域 的 边界 点 ,因此 P,P;,P;,Pi 不 是 函数 z 的 极 值 点 (根据 极 值 
的 定义 ,首先 要 求 函数 在 所 考虑 的 点 的 某 邻 域 中 有 定义 ). 由 于 

2 一 一 2siny cos(2z 十 y), 2 = sin2(z + y)» 

2 = 2sinz cos(z 十 2y). 


在 点 户 有 下 一 如一 (一心 3):-(- V3 V3)= 一 了 <0， 
且 4 一 一 V3 <0, 故 函数 :在 点 Ps 取 得 极 大 值 z(Ps) 一 襄 V3 1 在 


se 
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点 Ps 处 有 一 AC 二 (3) 一 (V3)(V3)<0 且 4= V3> 


0, 故 函数 :在 Ps 处 取得 极 小 值 :Po 一 一 2， 
7.5.8 求 画 数 一 z 十 甘 十 全 十 之 (z> 0 > 0z> 0) 的 极 
值 . 
解 和 a 一 (一起)4z 十 (二 于 ) 和 y 十 ( 艺 2)dz. 
令 亲 一 全 一 鲍 一 0, 解 方程 组 
1 一 起 =0， 
去 一 各 =0， 
至 一 二 = 


得 驻 点 Pu( 支 ,1,1)， 
du 一 ee 一 冯 dzty 书 去 十 ay 
一 Saydz + (全 二 各)az， 
在 点 Ps 处 ,有 
du = 4dz2 一 ddzdy 十 3dy: — 4dydz 十 6d22 
= (2dz — dy)? + dy: + (dy — 2dz)? + 2dz2 > 0, 
( 当 dz? 十 dy 十 dz? 关 0 时 ). 故 函数 4 在 点 Po 取得 极 小 值 a(Po) 二 4. 
7.5.9 ” 求 由 方程 十 六 十 zz 一 2z 十 2y 一 42 一 10 二 0 所 确定 
的 函数 > = f(z,y) 的 极 值 . 
解法 1 对 方程 两 边 微分 ,得 
(一 1)dz 十 (8 十 1)dy 十 (z 一 2)dz 一 0. 
显 而 可 见 , 当 z= 1,3y 一 一 1 时 , dz 二 0. 代 入 原 方程 可 解 得 z 二 6 及 z 
二 一 2. 又 z 一 2 时 函数 不 可 微 . 
求 二 阶 微分 ,得 
dz + dy + (2— 2)0z+ dz = 0. 
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以 z= 1,y 一 一 1,2 一 6 代入 上 式 ,并 考虑 刀 一 0, 得 
= 一 计 (d 十 弛 ) 之 0,( 当 dr 十 dy 天 0 时 ) 
故 当 z= 1,y 二 一 1 时 , 隐 函 数 z 取 得 极 大 值 z = 6; 
同 法 可 判定 , 当 z = 1,y = 一 1 时 , 隐 函 数 z 也 取得 极 小 值 z = 一 2. 
不 难看 出 ,z= 2 是 球 的 切 平面 平行 于 oz 轴 的 地 方 ,因此 函数 z 不 取 


得 极 值 . 
解法 2 ”将 方程 两 边 分 别 对 z,y 求 偏 导数 ,得 
2z 十 2zz/ 一 2 一 4z/' 一 0， (1) 
2y 二 222 十 2 一 44 一 0. (2) 
由 此 解 出 = 


令 z! 二 0, 二 0, 求 得 z= 1,y 1. 将 它们 代入 原 方程 , 解 得 
2 一 6,z2 一 一 2. 
考察 函数 z= f(z,y) 在 驻 点 (1, 一 1,6) 和 (1, 一 1, 一 2) 的 邻 域 
取 值 情况 . 
令 F(zyy,2) 一 好 十 所 十 了 2 一 2z 十 2g 一 4z 一 10, 由 于 有 (一 1 
6) 天 0, Fs(1, 一 ]，, 一 2) 关 0, 所 以 原 方程 分 别 在 点 (1, 一 1,6) 和 
(1, 一 1, 一 2) 的 邻 域内 确定 函数 
z= f(z,9), z= f(z1,9). 
方程 (1) 对 z 求 偏 导 , 得 工 十 邓 十 zz 一 2x 一 0, 于 是 ， 
ao 一 6 一 本 ao 一 一 2 一 玫 . 
方程 (1) 对 y 求 偏 导 得 zzy 十 zzw 一 227 一 0. 于 是 
zr(1, — 1,6) = 0, zy"(1, — 1, — 2)=0. 
方程 (2) 对 y 求 偏 导 ,得 1 十 字 十 zz" 一 2z 二 0, 于 是 
ad 一 16) 一 一 了 ,ar 一 1 2) = 了 本， 
可 见 , 在 点 (1, 一 1,6) 处 ,有 
BP—AC= 再 <<0, 且 4= 
故 z= 6 是 极 大 值 . 
在 点 (1, 一 1, 一 2) 处 ,有 
眉 一 如 = 一 直 <0 且 4= 本 六 中 


< 


— 
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故 z= 一 2 是 极 小 值 . 

7.5.10 ” 求 方程 (z? 十 六 十 有 2)? = az(z? 十 一 z) 所 确定 的 函数 
z 的 极 值 . 

解 方程 两 边 微分 ,得 

2(z: 十 妃 十 22)(zdz + ydy + zdr) 一 az(zdz + ydy 一 zz)， 
令 好 = 0, 得 方程 
[2(z: 十 刀 十 22) 一 oa](zdz + ydy) = 0. 

解 之 ,得 z 一 y 一 0, 十 姑 十 好 一 3 

以 z==y 二 0 代入 原 方程 , 解 得 z= 0. 这 是 隐 函 数 的 一 个 奇 点 . 把 原 
式 看 作 z* 的 一 个 方程 ,会 去 增 根 . 可 解 出 

好 一 一 (o: 十 于 十 她 ) 十 We 十 3a7(z7 十 六)， 

显然 2 有 正 负 两 支 在 (0,0,0) 点 相交 . 因此 ,不 认为 = 在 (0,0,0) 点 取得 
极 值 . 


以 = 十 六 十 了 一 生 代入 原 方程 , 解 得 


为 考虑 极 值 ,将 一 次 微分 改写 为 
[2(z: + 二 2) 一 ao](zdz 十 ydy) 二 [2(z? 十 六 十 有 22) 十 a]zdz 二 0. 


将 上 式 再 微分 一 次 ,注意 到 dz = 0. 及 卫 十 六 十 了 = 气 , 即 得 
azzd2z 一 一 2(zdz 十 ydy)’ 
故 当 型 十 一 种 Wz 一 一 二 时 ， 02<0， 丽 数 :取得 驳 极 大 值 : 一 


2V2 
> 0, 函数 “取得 暗 极 小 
入: 


7.5.11 求 函数 w= sinz 十 siny 十 sinz 一 sin(z 十 y 十 z(0 委 z 执 
zi0 委 yy 委 ,0 入 >z 入 mn) 的 极 值 . 
解 对 函数 微分 ,得 
du 一 [cosz 一 cos(z 十 y 十 z)]dz 十 [cosy 一 cos(z 十 y 十 2)]ey 
十 [cosz 一 cos(z 十 #y 十 z)]az， 
一 1262 一 
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cosy 一 cos(z 十 y 十 2) 一 0， 
cosz 一 cos(z 十 yy 十 z) 一 0. 
注意 到 z.y、z 的 取 值 范围 , 解 得 驻 点 为 
Po(0,0,0) ,Pi( 也 ,于 ,于 ) ,P(r n,n). 


在 点 Pl, 有 
du 一 一 sinzdz2 一 sinydy’ 一 sinzdz? 
十 sin(z 十 8 十 z)[d(z 十 3 十 2 
一 一 dz 一 dd 一 dz 一 (dz 十 四 十 dz)2<0， 

故 函数 4 在 P, 点 取得 极 大 值 x(P,) = 4. 

由 于 Po 及 P, 是 所 考虑 区 域 0 二 xz 过 x,0y 才 ,0 三 z 芝 4+ 的 边 
界 点 , 故 函数 在 P 及 P 不 达到 极 值 . 但 如 果 放 宽 要 求 , 对 边界 点 , 仅 将 
其 函数 值 与 属于 所 考虑 的 区 域 而 与 此 边界 点 很 接近 的 点 的 函数 值 比 
较 , 则 在 边界 点 也 可 引入 达 强 极 值 和 达 弱 极 值 的 概念 ,对 于 Po 及 P, 的 
邻 域 中 且 属 于 上 述 区 域 的 点 (z,y,z) ,显然 有 sinz 之 0,siny 之 0,sinz 之 0. 
又 

sin(z 十 y 十 z) = sinz cosy cosz 一 sinzsinysinz 十 Cosz siny cosz 

十 cosz cosy sinz 
< sinz 十 siny 十 sinz 一 sinz Siny sinz, 

故 4 之 0. 而 当 z = y 一 0 时 或 z 二 y= r 时 伍 有 = 0. 因 此 ,函数 4 在 
Po 及 P: 都 达到 弱 极 小 值 (Po) 二 wu(P,) = 0. 

7.5.12 求 函 数 


{rsto 


“一 十 本 二 本 十 十 二 十 三 (za > 0.i= 12s 的 
极 值 . 
解 ” 设 y= zy 二 Ee 之 9 起-' 则 有 


一 1 
zs = gg Yi > 0 (k= 1,2,..,n), 
2 
且 二 
记 4 = yy2… 思 , 则 可 得 
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S 2 
du = > (1 一 于)dy 
汪 呈 多 转 7 


令 训 二 0, 得 方程 组 
2 = ‘0 
1 i 0 (k= 1,2,.,n). 
解 之 得 驻 点 Po 二 (yz 加) 其 中 
ES = 2 
在 Po 点 ,有 


RE 吨 立 二 寺 吉 十 坟 3( Dol, 
= EE + (Se >0, Dz 0 时 )， 
故 函数 4 在 P。 点 取得 极 小 信 ， 也 即 在 


= 2541 


处 ,函数 4 取得 极 小 什 # = Cn 十 D2r. 
7.5.13 证明: 函数 z= 二 (1 十 en cosz 一 ye* 有 无 穷 多 个 极 大 值 而 


无 一 个 极 小 值 . 
证 解 方程 组 
(es 
”=o(cosr— 1—y)= 10, 
得 z= 二 kx，y 二 (一 1 一 1] (4 二 0, 土 1, 土 2,*…). 
由 于 Zs 二 一 《1 十 er) cosr, Za" = 一 esinzy 


Zu" = er(cosr 一 2 — y). 
故 在 点 (2m”,0), (m 二 0, 土 1, 土 2,…), 4 二 一 2, B 一 0,C 一 一 1 及 
一 4C 二 一 2 < 0. 此 时 函数 z 取 得 极 大 值 , 且 有 无 穷 多 个 ; 而 在 点 


一 1364 一 
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((2m 十 Dz, 一 2), (m 二 0, 土 1, 土 2,…), A 二 1 十 e-!,B=0,C 
二 一 e? 及 B? 一 AC ==e-? 十 e- 之 0, 此 时 ,函数 z 无 极 值 . 

7.5.14 设 函 数 fr 人 ) 一 上 一 20)G 一 2z2) ,一 co<<z<< 十 co， 
一 epo<3y<< 十 co, 证 明 : 在 过 点 (0,0) 的 任何 一 条 直线 上 , f(z,y) 均 在 
点 (0,0) 处 取得 极 小 值 ,但 f(z,y) 在 (0,0) 处 无 极 值 - 

证 ”在 直线 z= 一 0 上 ,f(0,y) 二 六, 在 y 一 0 上 , f(z,0) = 2z4, 结 
论 均 显 然 成 立 . 

现 考虑 直线 y = 好 ,天 0, 函 数 f(z,y) 化 为 

9(z) = f(zytz) 一 z2(2z: 一 3kz 十 刀 )、 
求 导 得 9 (z) = 8zs -- 9ktz2 十 2Hz， 
p(x) = 24z 一 18kz 十 2k. 

因为 pg (0) = 0, (0) = 2 忆 宇 0, 则 当 关 0 时 ,gp(z) 在 原点 取得 极 小 
值 ; 当 4 一 0 时 ,w"(0) = 0, 显 然 无 法 判定 是 否 取得 极 值 . 但 这 时 w(z) = 
271. 对 z 天 0 均 有 mw(z) >0 王 mp(0), 即 mw(z) >>p(0). 可见 在 原点 处 仍 
取得 极 小 值 . 因此 ,在 y = 好 时 ,f(z,y) 在 (0,0) 点 处 取得 极 小 值 , 于 是 
在 过 原点 的 任何 一 条 直线 上 ,f(z,y) 均 在 点 (0,0) 处 取 极 小 值 . 

由 fi (7,9) = 2r(4z2: 一 3y°) ,有 (2,9) = 23 一 3r,fu"(7,y) = 6(47? 
— 9) ,f(z.9) 一 一 67,fn"(z,9) = 2. y 

因为 f1(0,0) = 0,f; (0,0) ==0， y=2x? 
所 以 (0,0) 是 函数 的 驻 点 . 而 在 (0,0) yx? 
处 一 4C = 0, 用 充分 条 件 无 法 判定 
《0,0) 是 否 是 极 值 点 ,但 由 f(z,y) 的 
表达 式 看 出 , 汝 之 y 过 22 时 ,f(z,9) 


三 0, 当 y27? 或 y< 时 ,f(z,9) > i 区 
0( 见 图 ), 因 此 f(z,y) 不 可 能 在 (0,0) 
取得 极 值 . 7. 5. 14 题 图 


2. 多 元 函数 的 条 件 极 值 
7.5.15 求 函数 > = zy 在 条 件 z 十 y = 1 下 的 极 值 . 
解 ” 设 Fz,y) = zy 十 4(z 十 y 一 1). 解 方程 组 
{> (z,9) = y+.4= 0, 
F/(z,y) =z+4=0, 


= 12065 -= 
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1 1 
得 唯一 驻 点 z 一， 一 一 2 一 坪 , 则 = 一 功 一 ( 瑟 ) = 本 


由 于 当 z 一 土 co 时 ,y 习 干 co, 故 = 一 忆 一 一 co 从 而 得 知 , 当 点 
(十, 十 ) 为 条 件 极 值 点 时 ,z 一 二 为 极 大 值 . 

如 果 将 = 一切 改 写 为 > = z(1 一 妨 , 则 成 为 普通 极 值 问题 , 易 知 极 
大 值 点 为 ?= 于 ,从 而 z 一 1 一 去 == 喜 , 即 极 大 值 点 为 ( 雪 , 二 》 

7.5.16 求 函 数 z== 民 十 玉 在 条 件 生 十 喜 一 1 下 的 极 入 


解 ” 设 F(zwy) 二 开 十 六 十 (三 十 也 一 上 D, 解 方程 组 


Pr =2z 十 之 ==0， 
二 
Rp 
a 十 b Sl 
ab’? a%b 
可 得 驻 点 i 一 到 十 天 


由 于 当 z -- co 消 -~ co 时 ,2 一 十 co, 故 函数 = 必 在 有 限 处 取得 最 小 值 . 
这 里 仅 有 一 个 驻 点 ,因此 , 当 = 一 二 呈 放 一 二 茸 太 时 ,函数 z 取 得 极 小 
什 


gb 
z 一 


到 十 这 
7.5.317 求 函 数 = = 4z: 十 2Bzy 十 Cy 在 条 件 z 十 六 二 1 下 的 极 
值 . 

解 ” 设 F(zyy) = 4z: 十 2Bzy 十 Cj 十 Xz? 十 六 一 1), 解 方程 组 
有 = 2Az+ 2By+ 2 = 0, (1) 
全 = 2Bz + 20y + 2%y = 0, (2) 
好 2 十 妨 一 |. (3) 

由 妇 十 妨 一 工 知 zy 不 全 为 零 , 故 和 必须 满足 方程 


| 入 
B 

当 (4 一 0): 十 4BF 二 0 时 ,所 研究 的 函数 为 常数 ; 当 (4 一 C)? 十 4 下 天 
一 #866 一 


B 
二 太一 —B)= 
| 一 (4 十 C4 二 (4C 一 B)=0. (4) 
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0 时 ,方程 (4) 有 两 个 不 等 的 实 根 , 记 为 2 和 ja(j > 各). 由 方程 组 (1)、 


(2)、(3) 可 解 出 
2 土 (4 一 4) 
T1,2 一 » 3 芒 ,2 » 
VB (ho— CC)’ VB (ho— A)’ 
士 (az 一 O) 土 (a 一 4) 
Z3,4 y: 


VFI ~ VFi— A 
相应 地 ,有 


z(z1191) = Az? + 2Bzriy + cf 
= (Azri 十 Byi)zi + (Bz 十 Cy )y. 
由 (1)、(2) 可 解 得 
4z: 十 By = hr, Br Cy 一 A 
故 得 zz) 一 29 十 1 半 二 和 (7 十 至) 一 和 
同 理 可 得 
2(72,82) = A zz3,93) = 2(74?94)》 一 ho. 
由 于 函数 z 在 单位 球面 上 连续 且 不 为 常数 , 故 必 取 得 最 大 值 和 最 
小 值 , 且 最 大 值 和 最 小 值 不 相等 . 这 里 仅 有 四 个 驻 点 (zi,9) (Gi 一 1,2,3， 
4) ,而 且 z(z 加 ) 一 z(zzygz) 二 为 ,zz35,93) 一 2(z49g4) 一 ho. 于 是 , 当 z 一 
Zw299 一 如 ,2 时 ,函数 取得 最 大 值 z = 入 ,因而 也 是 极 大 值 ; 当 z 一 za,ey 
三 ys 时 ,函数 取得 最 小 值 > = 和 ,因而 也 是 极 小 值 . 
7. 5.18 ” 设 函 数 z 一 cossz 十 cos, 求 函数 2 在 条 件 z 一 y 一 下 下 
的 极 值 . 


解 设 P(z,y) = cosiz 十 coszy 十 hz 一 9 一 林 ), 解 方程 组 
F.' 一 一 sin2z 十 和 一 0， 
F, 一 一 sin2y 十 和 一 0，. 
4 
CA A 
= kr 
< (二 0, 土 1, 土 2,…). 


应 地 ， 时 ,z 一 1 2 
相应 地 , 当 为 偶数 时 ,> 一 1 十 地 1 当 为数 时 ,+ 一 1 一 地 
由 于 所 给 连续 函数 = 必 在 任意 有 限 区 域内 取得 大 值 和 最 小 值 , 而 
且 z 又 是 关于 z.y 的 周期 (周期 为 =) 函数 , 故 当 上 为 偶数 时 ,函数 z 在 点 . 


= 一 
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(zs 如) 取得 最 大 值 :二 1 十 一 ,从 而 是 极 小 值 ; 当 * 为 奇数 时 ,函数 z 
V2 


在 点 (zn) 取得 最 小 值 2 一 1 一 -7 从 而 是 极 小 信 


7.5.19 求 函数 wx = x"yw 在 条 件 z 十 y 十 z= 一 am>0n>0， 
7 之 0,a 之 0,z > 0,y > 0,z 之 0) 下 的 极 值 . 


解 ” 设 Fry,2) 二 @ 十 9 十 2 一 和) ,其 中 避 二 Inu 十 minz 
十 njny 十 plnz. 解 方程 组 


有 0 
n 1 
0 
Ws ER 
Pe 下 ， 
z 十 yy 十 z 一 0 一 0. 


得 驻 点 P 的 坐标 为 


z 


相应 地 有 


am an a 
mm 十 十 PY pe 0 
OP 十 = 二 PnP 
ma pr 
连续 函数 “定义 于 平面 z 十 y 十 z= a 在 第 一 卦 限 内 的 部 分 ,边界 
曲线 由 三 条 直线 
人 2 a 全 a 全 a 
2 一 0， z 一 0， 3 一 0. 
组 成 . 当 点 ? 趋 于 边界 上 的 点 时 ,显然 有 % 一 一 co. 因 此 ,函数 w 在 区 域 
内 取得 最 大 值 . 由 于 仅 有 了 唯一 驻 点 , 故 当 z、y、z 取 值 为 (1) 时 ,少数 4 取 
得 最 大 值 


Cn 
mn Dr 
因而 也 是 极 大 值 . 
7.5.28 . 求 活 数 4 一 sinz * siny 。 Fe 在 条 件 = 二 二 肖 
> 04P De 世 0 下 的 极 村 . st . 
一 1858 一 
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解 ” 由 rz 十 y 十 z= 也 及 z 之 0,y>>0,z>>0 不 难得 出 
a x EL 
0<zz<F'0<y<s0<z< 5 
设 0@ = Inu = ln sinz + In siny + ln sinz, 
Ply h) = 0+ Mr+y+2— 


解 方程 组 
F’ 一 ctgz 十 和 一 0， 
F! 一 ctgy 十 人 一 0， 
1 一 ctgz 十 和 一 0， 


及 一 z 十 ?十 z 一 于 一 0 


并 注意 到 点 Pr,y,2) 在 第 一 卦 限 , 即 得 驻 点 Pu( 本 ,和 ,全 ). 


类 似 7. 5. 19 题 的 讨论 , 当 点 (>,y,z) 趋 于 平面 z 十 y 十 z 一 到 在 第 
一 卦 限 部 分 的 边界 时 ,u 一 0; 而 在 边界 内 部 “> 0. 因此 ,函数 "在 边界 
内 部 取得 最 大 值 , 故 在 点 P 取得 极 大 值 《Po) 二 二. 

7.5.21 求 (1) 函数 > 一 了 十 刀 十 1 的 极 值 ;(2) 函数 z= zx 十 
十 【在 条 件 z 十 y 十 3 = 0 下 的 极 值 ,并 说 明 其 几何 意义 . 


解 (1) 解 方程 组 {”… 一生 二 9 得 驻 点 z 一 0 一 0. 对 点 (0,0) 


2 一 23 一 


有 


4 一 aan|lioo 一 28 一 zoloo 一 0,C 一 zloo 一 2. 
BAC=—4<0,4=2>0. 
因此 (0,0) 是 极 小 值 点 . 其 极 小 值 为 z == 1. 
(2) 由 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 作 函 数 
F(z,3y) = 二 六 十 1 十 4(z 十 y 十 3)， 
F' 一 2z 十 和 一 0， 


解 方程 组 人 二 29 十 和 一 0, 得 驻 点 z 二 y 一 卫 , 即 (也 , 志 ). 于 是 
z 十 y 十 3 一 0 


3 ,3)- (3): (3 村 
ff) 一 (各 十 (了 二 1=5.5. 
通 数 z= 开 十 六 十 1 在 条 件 z 十 # 十 3 二 0 下 的 极 信 为 2 二 5.5. 
一 1269 一 
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几何 意义 :函数 z 一 好 十 好 十 1 的 
极 小 值 是 旋转 抛物 面 的 最 低 点 的 立 坐 
标 . 而 z 一 也 十 世 十 1 在 条 件 z 十 y 十 
3 一 0 下 的 极 值 是 旋转 抛物 面 z 一 于 十 
好 十 1 与 平面 z 十 ?十 3 一 0 的 交 线 ， 
即 曲线 
22 十 所 一 2 十 1 一 0， 
人 一 一 了 
的 最 低 点 的 立 坐 标 ( 见 图 ). 7. 5. 21 题 图 
7.5.22 ” 设 两 个 正 数 = 和 之 和 为 定 信 求 二 志 世 的 极 值 , 并 证 


明 ， 


纺 


> ("+ 为 正 整数 
解 ” 设 z* 十 ?一 az> 0.y > 0,o 为 正常 数 ). 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 ， 


令 


F(z,y) 一 


+ +9 9， 
解 方程 组 

/= 

F/ = +4=0, 


,i 
Bt 3 +4= 0， 
z+y=a. 
得 唯一 的 驻 点 > 一 ! 一 于, 即 ( 瑟 , 到 ). 而 
dF 一 Perdz2 十 aF sdzdy 十 Fdy? 
2 全 De + 1) 
+y 
2 


yy >0, 
故 flz,y) = 


在 (也 ,了 ) 点 达到 最 小 值 . 且 “ 


(G+) 
2 
7. 5. 23 六 mo 


一 20 一 


> 


ao。 ( 工 十 3。 
一 (7) = ) 
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zz 之 0 上 的 极 大 值 ,并 以 此 结果 证 明 : 对 于 任意 的 a.bc >> 0, 有 
abcs < 27(4 士 8 十 9 
解 ” 作 函 数 
F(z,y,2) = Inz + lny 二 3Inz 二 4(z? 十 六 十 2 一 57?)。 
解 方程 组 
已 = 二 十 2z= 0， 


Y= 让 十 2 和 y= 0， 


= 人 二 222= 0, 


xz: 十 六 十 有 2 一 5r? 二 0. 
得 唯一 解 z = y= 二 7,z 二 MV 37. 由 题 意 知 有 极 大 值 , 故 
jw = In3 V3r. 
因 f = nya = In Vi SIn3 W 3 Et tte), 
所 以 
V3 VI Ett 7 tt 
令 寻 = = 二 5b, 忆 二 c, 则 得 


abcs < 27(4 士 8 十 os 


7.5. 24 ”研究 多 元 函数 "一 寻 十 号 十 … 十 妇 在 条 件 全 十 要 … 十 
忌 = 1(o > 0,i 一 1,2,…,n) 下 的 极 值 . 


解 ” 设 Flasza0nim) 二 于 十 对 十 十 如 十 和 于 十 至 十 十 
1 2 


Ty 


地 一 DD. 解 方程 组 


a, 


Fs 一 2x 十 之 二 0G= 1,2, 0), 
人 


1 
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得 驻 点 Paiva,…n) ,其 中 
= 二 ( 台 吉 5) = 2) 
由 于 du = 28 = a 0 ( 它 不 受 所 给 条 件 的 限制 ), 故 当 
二 二 ( 页 时 , 夯 数 * 取 得 极 小 值 
“= Dt 邦人 了 = 3 言 ) 


7. 5. 25 着 Dn = 1, 求 二 次 型 4 = > co = oo 的 村 


解 设 Pz, = PT :+z 一 1D). 
解 方程 组 
J 


Py = Can Dat anrt "+ a = 0, (D 
Pa 0 €2) 
到 Po = 二 0， (CD 

有 一直 十 开 十 … 十 到 -1 一 0. (十 ]1) 


前 个 方程 要 有 非 零 解 ,必须 矩阵 (ov) 的 特征 方程 14-- 48| = 0 有 解 ， 
其 中 4 为 以 a 为 元 素 的 实 对 称 矩 阵 , 为 单位 和 矩阵. 由 线性 代数 中 关于 
网 氏 空间 的 理论 知 ,此 特征 方程 必 有 个 实 根 , 妈 入 宇和 三 … 达 称 满 
足 14 一 4E| = 0. 对 于 任 一 根 入 ,代入 方程 (1) ~ (n) ,可 求 得 (z1,72，…， 
z) 的 一 个 解 空间 , 解 空间 的 维 数 ,等 于 的 重 数 . 解 空间 中 的 单位 元 素 
即 方程 组 (1) ~ (n 十 1) 的 根 . 当 入 是 单 重 根 时 , 解 空间 是 一 维 的 ,单位 
元 素 只 有 两 个 . 当 和 是 多 重 根 时 ,对 应 的 单位 元 素 有 无 穷 多 个 . 

对 于 为 的 解 ,(z),z2,…,z,) ,显然 满足 方程 组 (1) ~ (x 十 1), 因 此 ， 


及 aw 二 hz; (i 二 1,2,…,7) ,从 而 得 
了 
MKCziyzzyw yze) 一 > orm = Da De) 
i=1 j=1 


jl 


一 4272 一 
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= Dh = DR= A 
由 于 函数 4 在 4 维 球面 zf 十 有 强 十 … 十 如 二 1 上 连续 , 故 必 取 得 最 
大 值 和 最 小 值 ,于 是 ,应 于 为 和 入 的 解 ,分 别 使 函数 取得 最 大 值 4 和 
最 小 值 和 ,因而 也 是 4 的 极 大 值 和 极 小 值 ,或 是 的 弱 极 大 值 和 弱 极 小 
值 , 视 丸 和 入 的 重 数 而 定 ( 多 重 时 为 妮 极 值 ). 由 线性 代数 中 把 2z 化 为 
标准 型 的 方法 可 证 ,对 于 不 等 于 入 和 入 的 ,二 次 型 不 取得 极 值 . 


3. 最 大 值 和 最 小 值 

7. 5.26 ” 试 求 函数 f(z,y) 一 cosr cosycos(z 十 y) 在 闭 正方 形 玉 ,0 过 
z 委 rw,0 委 ! 委 了 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 ”由 连续 函数 的 基本 性 质 知 ,f(z,y) 必 在 巨 上 取得 最 大 值 和 最 
小 值 ,如 果 它 们 在 巨 的 内 部 某 点 取 到 , 则 此 点 必 是 f(z,y) 的 驻 点 .因此 ， 
我 们 首先 在 正方 形 R:0 过 xz 之 *,0 二 y 过 + 中 求 出 函数 的 驻 点 . 解 方程 
组 


f' =— cosy* sin(2rz + y) 一 0， 
全 i 
它 等 价 于 解 下 列 四 个 方程 组 


全 一 0. 人 + = 0， 
cosy = 0; lsin(z + 2y) = 0; 
At sin(2z + y) = 0， 
sin(2y + zx) = 0; lcosr = 0. 
注意 0<z< 7 A 不 难得 到 f(z,y) 在 内 共有 三 个 驻 点 : 


( 持 ， 于 )、( 持 ,村 )、( 千 ,等 ). 其 相应 的 函数 值 为 fC 各 ,等 ) = 0， 


考察 f(z,y) 在 A 边界 上 的 情况 ,在 横 边 y= 二 0 及 y =x 上 ,有 f(z,0) 
二 f(z,z) 一 costz, 它 取 遍 从 0 到 ! 的 所 有 的 值 . 在 纵 边 z= 0 及 z= 二 
上 情况 完全 一 样 . 综合 上 述 情况 ,通过 比较 ,不 难得 到 

GD = £0,0) 一 0m = fr,0) 一 Tri 一 让 

和 


二 


ne 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 


7. 5. 27 ” 试 求 函数 f(z,y,z) 一 (az 十 她 十 cz)e “ 人 汪 的 最 大 值 
和 最 小 值 , 其 中 至 十 妇 十 后 > 0. 
解 首先 求 驻 点 . 解 方程 组 
fi =a— 2r(ar+ by cz) = 0, 
全 =b— 2y(ar++ by + cz) = 0, (1) 
f' =c— 2z(arz + byt cz) = 0. 
以 a.b.c 依 次 乘 上 面 各 方程 式 , 然 后 相 加 ,得 
2(oz 十 by 十 cz2)?= 二 a 十 了 十 0?， 


于 是 十 旭 十 = 圭 /+t， 


代 回 前 面 方程 组 ,并 记 R 一 V2(w 十 史 十 ,得 到 两 个 驻 点 (号 , 放 ， 


六 全 一 去， 一 叶 )， 而 函数 f(z,y,z) 在 这 两 点 的 值 分 别 为 


攻 一 以 ， 
于， 了 注意 ,在 以 原点 为 中 心 ,p 为 半径 的 球面 


sp:7 一 peosayy = peosp,z = peosy 
上 , f(z,9,2) = pe (acosa + beosp 十 ccosy)， 
所 以 


),(— 


IfCzs9,2)| SC Cel 十 15 + jcDpe-7 = 0. 
当 p 一 十 oo 时 ,存在 po 之 0, 使 


R 
Iflz,y,2)| = a 
由 此 可 见 ,f(z,y,z) 在 R 中 的 最 大 值 和 最 小 值 与 它 在 有 界 区 域 D= {(z， 
y,2)3z? 十 六 十 忆 信 p8)] 上 的 最 大 秆 和 最 小 值 相同 . 再 由 (2) 式 知 ,f(z， 
yz) 在 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 又 一 定 在 D 的 内 部 取得 ,因此 , 必 在 驻 点 
取得 ,而 f(z,y,z) 只 有 两 个 驻 点 ,由 此 可 知 f(z,y,z) 在 整个 空间 ER 空间 
中 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 


Cz 二 十 0 之 (2) 


到 ，minf(z) 一 一 和 » 
2Ve 2Ve 
7.5.28 求 函 数 fz,y) 二 式 十 3zy 十 2 在 十 二 1 上 的 最 大 
值 与 最 小 值 . 
解 ”根据 连续 函数 的 基本 性 质 知 ,所 求 的 最 大 值 和 最 小 值 是 存在 
一 4294 一 


maxf(z) = 


85 多 元 函数 的 极 值 


的 . 
先 求 函数 f(z,y) 在 于 十 六 < 1 中 的 驻 点 , 解 方程 组 
位 一 2z 十 3y 一 0， 
有 一 3z 十 4 一 0， 
得 唯一 驻 点 (0,0), 且 f(0,0) = 0. 
又 f(z,y) 在 单位 回民 十 y= 工 上 的 最 大 值 和 最 小 值 伦 好 等 于 矩 


3 
| 3 
4 一 


训 2 


AT EAT 


阵 


的 最 大 和 最 小 特征 值 一 一 一 “与 了 0， 0) 比较 可 知 ,所 求 


Sn HR Vi0) 和 二 (3 Vi10). 
7.5.29” 设 有 一 宽 为 24 的 长 


方形 金属 板 , 把 它 折 成 底 为 等 角 的 、 x 
模 ( 见 右 图 ), 若 要 使 槽 的 容积 最 大 ， AN 8 


试问 应 折 起 多 少 和 倾角 应 取 多 大 . 2(a— x) 
解 ” 右 图 示 其 横断 面 设 折 起 
的 长 度 为 x, 倾 角 为 9. 于是, 底 宽 为 7. 5. 29 题 图 


2(a 一 z), 槽 深度 为 x sin9, 槽 顶 宽 为 
2(a 一 z 十 zcos0)， 从 而 平均 宽 为 2(a 一 z) 十 zcos9, 由 于 村 的 容积 与 村 
的 模 断 面 面 积 成 正比 , 故 求 的 z.6 值 就 是 使 函数 
f(z,0) = x sinb[2(a 一 z) 十 zcosg] 
达到 极 大 值 的 > 和 6. 通过 计算 ,得 


LL = 2 sinb(a 一 2z 十 zcosg)， 


才 = z[2(a 一 z) cosg 十 zx(coszg 一 sin2g)]. 


使 上 面 两 式 为 零 的 (z,0) 是 f(z,6) 取得 极 值 的 驻 点 ,但 是 ,虽然 当 

7 二 0,9 二 0 时 ,使 f(z,9) 达到 极 小 值 . 但 不 合 题 意 , 应 合 去 . 故 令 
Ga (1) 
2(a 一 z) cosbg + z(cos’0 一 sin2g) = 0， 《2) 


er 


第 七 章 “多 元 函数 微分 学 


由 其 来 确定 所 要 求 的 =,2. 


. 3 
由 (1) 得 ,z= z= 55 代入 (2) 中 ,得 到 cos9 一 了 或 9 一 了, 从 而 
2 


z 一 了 4 


进一步 可 以 验证 ,在 (z,0) = ( 子 a, 持 ) 时 ,有 
Hf .Ho 0, Hd 
Es 于 二 0 琵 么 0, 新 二 (0 


于 是 , 按 此 方案 , 即 当 折 起 也 ,倾角 为 子 时 ,造成 的 模 的 容积 最 大 . 

7.5.30 求 函 数 z 二 < 十 六 一 在 区 域 |z| 十 ly| < 1 上 的 最 
大 值 与 最 小 值 . 》 

解 。 区域 如 图 所 示 . 

因为 zx 一 2z 一 加 zl 一 28 一 z， 

由 zi = 0,z! = 0 得 函数 唯一 驻 
点 (0,0). 其 相应 的 函数 值 z, = 0. 

考虑 函数 在 边界 上 的 值 . 由 于 对 
称 性 ,可 以 只 考虑 两 段 边界 z 十 y 一 1 
与 1 一 y= 二 1(0 之 z 达 1) 上 函数 的 最 
大 值 与 最 小 值 . 7. 5.30 题 图 

在 z 十 y= 二 1 上 ,z= (z 十 #)? 一 3zy 一 1 一 3z 十 3z,(0 过 zxz 过 1) 
由 z 一 一 3 十 6z = 0, 得 z= 言 ,其 相应 的 函数 值 a 一 二, 而 在 端点 处 
的 函数 值 为 as = 1,(z 一 0). 

在 zr 一 y= 二 1 上 ,z= (x 一 让 十 zy 二 1 一 2 十 z, (0 入 xz 入 1). 
由 z = 1 一 2z = 0, 得 z 一 支 ,其 相应 的 函数 值 x = 院 . 而 在 端点 处 的 
函数 值 为 1 和 0. 

比较 a = 0, 久 二 让 ,加 一 zt= 等 的 大 小 可 知 ,在 给 的 区 域 |z| 
十 jy| 夺 1 上 ,函数 z= 十 一 zy 的 最 大 值 为 1, 最 小 值 为 0. 

7.5.31 ”过 以 点 0(0,0),4(1,0). B(0,1) 为 顶点 的 三 角形 内 的 点 
PLz,y) , 引 O4,OB,4B 的 平行 线 , 作 以 P 为 顶点 的 三 个 三 角形 (如 图 .) 
其 面积 之 和 为 M. 


于 
(zw 


2 一 
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(1) 当 y 一 定 , 求 M 的 最 小 值 ; 
(2) 当 z,y 都 变化 时 , 求 W 的 最 小 
值 . 
解 显然 人 A408 是 -一 等 腰 三 角 
形 ,而 得 到 的 三 个 三 角形 (阴影 部 分 ) 
也 是 等 腰 三 角形 ,其 面积 分 别 是 


ded sp 


和 1 和 1 志 。 
于 是 MM pn 十 px + PR 了 
2 二 7. 5. 31 题 图 
(z L130 + 时 并 


(1) 当 y 一 定时 ( 即 视 y 为 常数 ). 按 一 元 函数 求 极 值 的 必要 条 件 ， 
则 有 Mz = 2(z 一 1 到 一 0, 即 得 x 于 守 故 当 z 一 2 可 < 时 , 必 取 
极 小 值 ( 即 最 小 值 ), 其 值 为 4 一 地 (3 一 2 十 1. 

(2) 当 zy 都 变化 时 ,由 二 元 函数 取得 极 值 的 必要 条 件 ,得 方程 组 

| =2(z— 1!)=0, 


2 
1 一 3 1 
Mr = 一 他 一 一 DrTr- 有 =0, 


得 + 二 y 一 地 (唯一 驻 点 ). 
由 问题 要 求知 ,MW 在 z 一 y 一 二 处 一 定 取得 极 小 值 ( 即 最 小 值 ), 其 
值 为 M 一 站. 


7.5.32 试 求 内 接 于 定 圆 的 三 角 
形 中 面积 最 大 者 . 
解 。 设 圆 的 半径 为 &, 其 内 接 三 角 


C 
形 为 4BC, 连 接 40,B0,C0, 其 圆心 角 分 
别 为 a,B,y( 见 图 ), 则 a 十 十 y= 2x. B 
而 


Asoc 面 积 - 于. 2Bsin 名 hoo 了 7. 5. 32 题 图 


4 


一 1277 一 
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= 到 让 sina, 


人 入 40C 面积 = 于 让 sinp, 


人 40B 面积 一 去 siny, 
则 A4Bc 的 面积 为 8 一 多 (sine + sinp + siny) 


一 全 Gina 十 sinp 一 sin(a 十 1)). 
解 方程 组 


a 
Bp 

得 “= p, 并 代入 多 一 0 中 ,得 
cosp — cos 28 = 0. 


解 出 6 = 等, 于 是 = 等 ,y = 等 .故人 4BC 为 正三 角形 时 面积 最 大 . 


注 ”本 题 亦 可 归于 使 5 一 学 (sina + sin 十 siny) 在 条 件 a 十 8 十 
» = 2 下 的 极 值 ( 即 最 值 ) 问题 . 用 拉 格 朗 日 条 数 法 可 得 到 coso = cosp 
= cosy, 由 此 推出 a = 6 = y= 子 x, 因 此 所 求 三 角形 为 等 边 三 角形 . 
并 六 汪 要 广汉 内 模 害 轩 的 。 边 珍 ( 之 中 国 积 最大 者 是 正 。 

7. 5.33 ”在 区 间 [1,3] 上 用 函数 a 十 3z 近似 地 蔡 代 函数 f(z) = 
也 ,试问 ,oa 应 为 何 值 时 ,可 使 积分 | (a 十 bz 十 zi 为 最 小 . 

解 “积分 式 可 看 作 是 。 和 4 的 函数 , 记 为 

1(a,b) = Pe 十 好 十 zz ~ 


2 
| -= 吨 [eosa 一 cos(a Pp)] = 0, 


和 [esp — cos(a + Bp)] = 0， 


按 二 元 函数 极 值 的 必要 条 件 2 一 多 一 0, 因 这 里 符合 积分 号 下 对 
a 和， 求 导 的 条 件 , 故 


一 
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县 一 2 tt ed 202o+ 如 十 5s 
各 了 3 


生 训 2 a+ t+ ear = 2(4e + 2 — 20). 
而 3 
于 是 得 方程 组 


3 
26, - 20 = 0, 


3 


2 十 全 一 26 0, 
4a 十 


解 得 。 = 一 号 必 一 4 


7.5.34 已 知 zy,z 为 实数 ,上 且 e' 十 六 十 1z| = 3, 求 证 :es?1z| 过 
1. 
证 设 f(z,g) = eg?(3 一 号 一 护 ). 由 题 设 e 十 六 十 1z| = 二 3, 而 
lz{ 宇 0, 故 zy 应 满足 十 六 过 3. 
jf’ 一 eg?(3 一 2e —y), f= 2ey(3— ee — 2y), 
令 找 = 二 0,f1 = 二 0, 得 驻 点 (0,1) 和 (0, 一 1). 
昌 因 y= 0 时 ,也 有 fi == 提 二 0, 但 y= 0 时 ,所 证 不 等 式 显然 是 
成 立 的 . 
又 由 
fu = ey'(3 一 de — y), 
fr = 2e'y(3 一 2e — 2¥), 
fu = 2e:(3 — er — 6y). 
而 4= fs"(0,1) = f(0, 一 1)= 一 2; B= f5"(0,1) 一 一 2， 
fu"(0, — 1) = 23c = fn"(0,1) = fC0, — 1) =— 8. 
可 见 一 4C 二 一 12 过 0. 又 因 A 二 0, 所 以 点 (0,1) 和 (0, 一 1) 均 
为 极 大 值 点 , 且 f(0, 士 1) = 1, 又 因为 在 边界 ee 十 六 二 3 上 ,有 f(x,y) 
二 0, 故 f(0, 土 1) = 1 为 最 大 值 ,由 此 可 得 f(z,y) 之 1( 其 中 ee 十 和 
3), 即 ez| < 1. 
7.5.35 车 ul(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ,在 了 的 边界 上 各 点 之 
值 均 为 0, 在 D 的 内 部 有 连续 的 偏 导 数 且 满 足 
对 十 各 +a 一 0， 
证 明 :x(z,J) 在 六 上 恒 为 零 . 


一 Ls 
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证 ulz,y) 在 有 办 闭 区 域 0 上 是 连续 函数 . 则 一 定 可 以 在 D 上 取 
得 最 大 值 和 最 小 值 , 若 最 大 值 最 小 值 是 在 D 的 边界 上 取得 ,那么 由 已 知 
条 件 可 以 肯定 其 值 为 零 ; 若 最 大 值 最 小 值 在 D 内 取得 , 则 最 值 处 必 为 极 
点 处 , 故 


又 = 0 名 = 0 
代入 开 十 总 十 w= 0 中 ,得 到 4 = 0, 亦 即 知 u(z.y) 在 D 上 人 恒 为 零 ， 


7. 5. 36 ”确定 一 点 ,使 它 到 个 已 知 点 的 距离 之 和 最 小 . 

解 ” 设 依 逆 时 针 方 向 ,这 # 个 已 知 点 Pi,P;,…,P, 的 直角 坐标 分 别 
为 (zai,91) (za)，…， (zs 如 ) ,而 所 要 求 的 点 了 的 坐标 为 (z,9). 则 点 忆 
到 "个 已 知 点 的 距离 之 和 是 


flr.) 一 2 Vr— r+ yy) = SP, 
i=l i=il 
f(z,y) 为 极 小 的 必要 条 件 是 


YF -三 一 五 十 一 卫 二 
户 二 Pp, a 未 


of 2 一 扩 re 
-+ Bl | 二 一 0. 
以 和 表示 z 轴 的 正 向 同 直线 PP,G = 1,2,…;n) 间 的 夹 角 , 则 
于 一 Dy eol,, 过 一 > ) sing. 
f(xwy) 为 相对 极 小 的 必要 条 件 为 上 面 两 式 等 于 零 . 于 是 ,点 Ptz, 纺 
可 由 上 面 两 式 的 解 确定 . 
函数 f(z,y) 在 平面 上 的 -- 切 点 连续 , 且 除 P,P,,…,P, 之 外 , 在 每 
点 的 一 阶 导 数 存在 , 如 果 用 -- 条 大 的 边界 线 把 多 边 形 转 起来, 则 函数 
f(z,y) 在 界 内 的 值 小 于 界线 上 的 值 ,因此 ,函数 f(z,y) 或 在 其 一 阶 导数 
等 于 零 的 点 上 ,或 在 Pu,Pz, 等 点 上 取得 它 的 绝对 极 小 值 . 
在 注 角 形 的 情况 中 ,车 它 的 任 一 角 都 不 等 于 或 大 于 120° 时 ,这 个 
点 是 等 分 角 点 之 一 ;而 当 一 个 角 等 于 或 大 于 120* 时 , 则 此 点 是 钝 角 的 
顶点 . 
在 四 边 形 的 情形 中 ,此 点 是 对 角 线 的 交点 . 
7.5.37 惠 更 斯 问题 . 在 c 和 4 二 正 数 之 间 插 入 a 个 数 ziyzay…yzr， 
使 得 分 数 a ; 
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区 
~ (at rz) (zz) (z+ b) 
的 值 最 大 . 
解 记 w 一 二 (十 za 十 至 )G 十 至)…(1 十 过) 
b 


“Ys 9 A ad J = 
英皇 二 ,并 记 4 二 yy 如 , 则 有 ee 


设 至 ,= 全， 
b b 
一 及 w= G+ A 十 y) (1 十 y2) 


a 十 立 , 则 有 


…(1 十 加)， 


又 记 严 一 
< wh dy 

dw 一 一 -一 一 4 一 一 Ee 
er mm4i 六 
四 
一 2 于 nA) i 


De 


Ww 
今 寺 二 0 得 方程 组 


2 


1l+ m 

解 之 得 驻 点 Poly,y2，…,y.) ,其 中 

如 = 
在 点 Po 有 
= 上 2) 
dul,. 加 wi Er ye er 

= wT) (和 e)1,. ar; wy 和 [a l SP 
Ea 和 1 十 4 0 


wlPo) 


x P S 
it (1 十 上 A)? 
yo 
b 


| 


DD Han,,, 


w(Po) —Pe) .T 
= + (Td) > 0， 
pT 十 yet > 2 9 
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( 当 > /4 临头 0 时 ). 
故 函数 ”在 点 Po 取得 极 小 值 , 从 而 函数 * 在 
b b b a 1 一 。 
n= = pe 
72 = z191 = ays, 
Zs = zzgz 一 0 如 
二 


即 数 wzivzz,…,z 沁 构成 公 比 为 gm 一 Js 的 几何 级 数 时 ,其 值 最 
大 ,并 且 * 的 最 大 值 为 


全 1 = (a + pti)-e 
er ee (ai+i 十 pT)~ + 


7.5.38 求 函 数 f(z,y) 一 于 十 12zg 十 2 妨 在 区 域 4z: 十 应 = 25 上 
的 最 大 值 . 
解 考虑 函数 f(z,y) 在 区 域 4z? 十 基 << 25 内 的 驻 点 . 解 方程 组 
作 = 一 2z 十 12y=0， 
四 一 12z 十 4 一 0， 
得 z= 二 0,y = 0, 但 因 f 一 2， fw 一 12 和 一 4, 且 
(fy) — f° fn = 144—8= 136>0. 
所 以 ,函数 在 此 区 域内 无 极 值 . 故 函数 f(z,y) 的 最 大 值 必 在 边界 4z? 十 
六 三 25 上 达到 . 
现在 我 们 求 函数 f(z,y) 在 条 件 4z2 十 六 = 25 下 的 极 值 . 设 
F(z,y) 一 于 十 12zy 十 2 所 一 24z 十 护 一 25) 


解 方程 组 


F! 一 12z 十 4 一 22 一 0， 


fr 
1 一 4z: 十 拓 一 25 一 0， 


一 2 一 
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得 4 == 一 2. 点 ,代入 分 别 求 得 


人 2 { 2 |s 立 z 一 3 
y=— 3,ly= 3, 


y= 4, 3 一 一 4. 


由 于 f(2; 一 3) 一 7 一 2,3) 一 一 50, 了 各 ,全 一 区 一 这 ,一 汪 
二 106 十 , 故 知 函数 flz,i 在 区 域 4 志 十 六 < 25 上 的 最 大 值 为 
1 
106 地 
7.5. 39 ”在 椭圆 节 十 基 二 1 上 求 一 点 (z,y) ,使 过 该 点 的 法 线 与 


原点 的 矩 离 最 远 . 
解 ” 燃 贺 在 点 (z, 处 的 切线 斜率 为 一 汪 ,法 线 斜 率 为 号 .原点 


到 该 法 线 的 距离 等 于 点 (z,y) 到 直线 了 型 z 的 距离 4, 即 
三 | 尾 王 aDzy| 
因为 志 一 ri( 各 十 如), 故 求 4 在 条 件 芭 十 区 一 1 下 的 最 大 值 ， 


相当 于 求 允 十 邱 在 条 件 bz 十 oz 一 a 下 的 最 小 值 , 用 拉 格 朗 日 条 


数 法 , 设 Plz) 一 所 十 忒 十 Xpzzz 十 oz 一 az). 解 方程 组 


4 
ps =— 2 + 2b27 = 0, 
z 
2 
FF + y= 0, 
Fy = br? 十 az — ab’ = 0, 
a bs 
得 ”z= 二 NaTt6'Y tNats 


按 符号 的 不 同 组 合 ,每 个 象限 中 各 有 一 点 适合 要 求 . 
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7.5.40 求 精 球面 所 十 区 十 二 一 1 在 第 一 卦 限 部 分 的 切 平面 ， 
使 它 与 三 个 坐标 面 转 成 最 小 体积 2 
解 ” 设 所 求 的 切 平面 在 点 (z,y，z) 与 粮 球 面相 切 , z > 0, y > 0， 
z > 0, 则 切 平面 方程 为 
喜 ( 一 要 十 着 尺 一 妨 十 襄 (G 一 2 一 0， 


人 
区 十 下 十 2 到- 
加 1 二 
: a 
于 是 ， "Try' 2 


则 。 在 条 件 于 十 其 十 亏 = 1 下 的 最 小 值 相当 于 函数 * 一 zyz 在 
同一 条 件 下 到 最 大 值 .用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 设 
F(z,y,2) = ryz 十 XA 所 + + 2 Es 


vo 
由 PF/ 二 0,F/ 二 0,F! = 0 得 到 一 组 方程 
22 2 2 


[ds 人 一 到 一 证 
三 个 方程 两 边 分 别 乘 以 x.y、z 然 后 相 加 ,得 


2 2 
3zyz 一 21( 互 十 末 十 扎 ) = 21. 


以 4 一 总 cyz 代 回 前 三 个 方程 , 解 得 

二 可 b c 
VE" VF VF 

故 所 求 的 最 小 体积 为 一 -3abe. 


工 


7.5.41 ”在 直线 + 十 y= 总 位 于 第 一 象限 的 那 一 部 分 上 求 ~- 点 ， 
使 该 点 模 坐标 的 余弦 与 纵 坐 标的 余弦 的 乘积 最 大 ,并 求 出 此 最 大 值 

解 ”由 题 意 知 ,问题 为 求 函数 = cosz cosy 在 条 件 z 十 y 一 下 
的 最 大 值 ,用 拉 格 朗 日 有数 法 , 设 


一 4284 一 


| 
! 
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F(z,y,4) 一 coszcosy 十 ACz 十 3 一 所)， 


解 方 程 组 
:二 一 Sinzcosy 十 和 二 0， 
,二 一 Cosz siny 十 和 一 0， 
4 =z+y 一 也 =0 
得 驻 点 > 一 本 :一 于 


因为 当 (z,3) 沿 直线 十 y 一 也 趋向 端点 (0, 如 ) 与 (也 ,0) 时 , 函 
数 « 趋 于 零 , 故 函数 «在 线段 内 取得 极 大 值 , 即 最 大 值 . 

于 是 , 当 z = 于 省 一 于 时 ,函数 "取得 最 大 值 w( 于 ,于 ) = 去 

7. 5.42 ”在 旋转 椭 球 面 2z: 十 刀 十 = 1 上 , 求 距 平面 2z 十 y 一 
= 一 6 的 最 近 点 与 最 远 点 和 最 近 距 离 与 最 远 距离 . 

解 ” 设 所 有 点 为 (z,y,z), 它 到 平面 2z 十 y 一 2 一 6 的 距离 为 4 一 
tl 为 计算 方便 ,考虑 函数 f(z,9,5) 一 (2 十 y 一 ~ 
6)*, 于 是 问题 化 为 求 函 数 f(z,y,z) = (2z 十 y 一 z 一 6)? 在 条 件 2z? 十 
六 十 二 1 下 的 条 件 极 值 .用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 作 函 数 

Flr,y,2) 一 (2z 十 8 一 2 一 6)2 十 X2z 十 护 十 2 一 1)， 
解 方程 组 

PF/ 一 4(2z 十 y 一 z 一 6) 十 4jz 一 0 
PP 一 2(2z 十 y 一 2 一 6) 十 22 一 0 
已 一 一 2(2z 十 y 一 = 一 6) 十 2 一 0 
Py 一 2z: 十 护 十 好 2 一 1 一 0 
得 z= 土方 一 土 去 ,7 一干 盐 . 
12 .去 十 去 一 (一 二 ) 一 6 
Ve 3 


di 


a 
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1 1 1 
| 个 
2 一 » 
/6 3 


故 最 返点 为 (一 ,一 去 ,十 ), 最 远 距离 为 和 V6 ,最 近 点 为 (二 ,十 ， 


一 二), 最 近 距 离 为 了 W 6 . 
7.5.43 经 过 点 (2,1, 寺 ) 的 所 有 平面 中 , 那 一 个 平面 与 三 坐标 面 


所 围 成 的 立体 的 体积 最 小 . 
解 ” 设 平面 的 截 距 式 方程 为 
X 站 工 村 也 一 1 
工 y Zz 
因为 (2,1, 计 ) 在 平面 上 , 故 
1 
2 
本 ls 
即 PI,Y,2) = 6yz 十 3z2 + zy — 3ryz = 0. 
平面 与 坐标 面 所 围 成 的 体积 为 


flz,y,7) 一 让 zy 


于 是 问题 是 求 函 数 f(z,y,z) 在 条 件 p(z,y,z) 二 0 下 的 极 值 . 应 用 拉 格 
朗 日 乘 数 法 , 设 


F(z,y,2) = Ey 十 和 (6yz 十 3zz 十 zy 一 3zyz》 
解 方程 组 
了 一 言 并 十 X3z 十 y 一 3yz) 一 0 
F, 一 证 2 十 4(6z 十 xz 一 3zz) 二 0 
F:! 一 证 民 十 Al(6y 二 3z— 3ry) 二 0 
Bg 一 byz 十 3zz 十 zj 一 3zgz 一 0 
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由 上 式 解 出 ， 

z= 2y,9 = 3z,z 一 62z. 
将 上 面 式 子 代 入 条 件 p(z,y,z) = 0, 得 z 一 1. 于 是 ,z 一 6,9 一 3. 故 所 求 
平面 方程 为 


xX ag 
Ge 
即 X+27+62—6= 0. 
7. 5.44 ”过 椭圆 3z? 十 2zy 十 3y 二 1 上 任意 点 作 椭 晤 的 切线 , 试 求 
诸 切 线 与 坐标 轴 所 围 成 的 三 角形 面积 的 最 小 值 . 


解 ”由 隐 函 数 求 导 法 则 ,得 y 一 一 汪汪, 设 (a,6) 为 楷 团 上 任 一 


点 , 则 在 (a,6) 点 处 的 切线 斜率 是 一 如 二 2, 故 切线 方程 为 
(34a 二 Bb)(z a)++ (a 3b)(y— 5b) = 0. 


一 1 


它 与 坐标 轴 的 交点 为 
(a 十 35)6 (3a + b) 
Ts + 0) 和 (0, t+) 


所 以 ,切线 与 坐标 轴 围 成 的 三 角形 面积 s 为 
_ 1 irCa 十 30)2 (3a 十 ba 
sl + 二 坊 
1 | (30° + 2ab + 3b')? 


2 (3 十 Do 十 3 “ 
因为 (ec,b) 在 椭圆 上 ,所 以 ,3a? 十 2ab 十 35 一 1, 从 而 


s 


十 6]| 


1 
313 二 6) Ca 二 35)1’ 
于 是 ,只 需求 (3a 十 5) (a 十 36) 在 条 件 3a 十 2ab 十 35? 二 1 下 的 极 值 即 
可 .为 此 , 设 
F(a,b) = (3ac 十 0)(a 十 35) 十 2(3a2 十 2 十 382 一 1). 
解 方 程 组 


Fy = 6b+ 10a + 2%0 + 6b4 = 0, 
Fi =3a+20b+3—1= 10. 

得 (3a 十 56)(a 十 35) 一 (35 十 5a)(3a 十 5b) 二 0， 

即 有 “一 士 5, 代 入 椭 图 方程 ,得 8 二 1 或 4 二 1 故 有 


全 二 64 十 105 十 6% 十 2b4= 二 0 
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长 4 十 去- 二 去 
由 此 分 别 求 得 二 眶 或 == 序 . 所 以 , 诸 切 线 与 坐标 轴 转 成 的 三 角形 面 
积 的 最 小 值 是 二 


7.5.45 求 抛物 线 ! = z? 和 直线 z 一 y 一 2 0 之 间 的 最 短 距 

离 . 

解 ” 设 (zi,y) 为 抛物 线 y = xz? 上 任 一 点 ,，(zz,y:) 为 直线 了 一 一 
2 = 0 上 任 一 点 , 按 题 意 , 我 们 应 求 函数 

7? = (72 一 zi)2 十 (3 一 加 )2 
在 条 件 y 一 z= 0 及 zs 一 yz 一 2 二 0 下 的 极 值 . 显然 ,由 几何 知 . 当 两 
点 (zigi) 和 (zz,yz) 至 少 有 一 伸 向 无 穷 时 ,> 也 必然 趋 于 无 穷 大 , 故 7 的 
最 小 值 必 在 有 限 处 达到 . 设 
Plz1T291992) = T+ hlys — 71) + hz2 — ys — 2). 

解 方 程 组 


有 一 一 2(z ~ 311) — 2h71 = 0, 
Fs = 2(z2 — 7)+h= 0, 

Po = 一 2 人 一 %) 十 和 一 0， 
Fi 一 20 一 jg 一 2 一 0， 
一 z= 0, 


z2—y—2=0. 
得 唯一 的 一 组 解 太一 去 ' 一 闻 如 一 四 ,和 % 一 一 二 


于 是 ,所 求 的 最 短 距 离 为 


is 5 
ro (守卫 +( 一 名 一 了 47 一 证 汪 2 


7.5.46 求 点 有 Mo(zo,yo,%) 至 平面 4z 十 By 十 Cz 十 D 一 0 的 最 短 


和 矩 离 . 
解 ” 按 题 设 ,我 们 应 求 函 数 
7 = (2 -707 (yO— 9)’ + (2 — 20)? 
在 条 件 如 十 By 十 Cz 十 D = 0 下 的 极 值 . 设 . 
Flz,y,2) = 7 十 4A(Az 十 By 二 Cz D). 
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解 方程 组 
F! 一 2(z 一 zo) 十 14 一 0， (1) 
By = 2(y— y) + 4B= 0, (2) 
F' 一 2(z 一 z) 十 MC 一 0， (3) 
4z 十 By 十 Cz 十 D=0. (4) 
由 (1)、(2)、(3) 可 得 
i B24 yo 言 48,2 za $c, (5) 
代入 (4), 得 
ins 2(Azo 十 Byo + Czo + D) (6) 
A 二 Bc? 
将 (5)、(6) 代入 7 表示 式 中 ,得 
ee |4ze 十 Byot+ Crt D| 
V 下 十 柬 十 号 


当 z.y.z 中 有 任 一 个 趋 于 无 穷 时 ,r 趋 于 无 穷 . 因此 ,在 区 域内 7 必 
取得 最 小 值 . 
于 是 ,点 Mo(zo,yo,20) 至 平面 4z 十 By 十 Cz 十 D 二 0 的 最 短 距 离 
为 
Ro |4ze 十 By 十 Cz 十 D| 
VRTB+IG 
7. 5.47 已 知 容积 为 了 的 开 项 长 方形 浴盆 , 当 其 尺寸 如 何 , 有 最 小 
的 表面 积 ? 
解 设 浴 盆 长 . 宽 、 高 分 别 为 z. yz, 则 问题 归结 为 求 函 数 s = 2(z 
十 3g) 十 2 在 条 件 了 一 zi (z>0g>0>0) 下 的 极 值 . 
设 下 = 2(z 十 )h 十 zy 一 A(zyh 一 六 ). 解 方程 组 


F! = y+ 24— yh = 0, Sn 
F! =z+2h— ih= 0, (2) 
本 一 2 十 妨 一 和 一 0， (9 
\ zyhk = V. 
(1)、(2)、(3) 式 可 改写 为 
Ds 


故 有 


2 
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a 
从 实际 问题 可 以 断定 , 一 定 在 某 一 处 达到 最 小 . 因此 , 当 长 宽 均 为 


27 ,高 为 -时 ,浴盆 的 表面 积 最 小 , 且 最 小 表面 积 * = 3 4 

从 数学 角度 考虑 ,应 讨论 z.y.4 趋 于 边界 的 情况 . 当 z.y.h 中 有 任 一 
个 趋 于 零 ,例如 ,4 一 十 0 时 , 则 由 二 zyh 即 可 断定 芭 一 十 co, 但 是 ,s> 
芭 , 故 s 一 十 oo. 当 z.y.h 中 有 任 一 个 趋 于 十 oo 时 ,一 定 引起 至 少 有 另 一 
个 趋 于 零 . 重复 上 面 的 讨论 可 知 ,s 一 十 oo. 因此 ,连续 函数 必 在 区 域 
内 部 取得 最 小 值 

7. 5.48 ”横断 面 为 半圆 形 的 贺 柱 形 的 浴盆 ,其 表面 积 等 于 s, 当 其 
尺寸 怎样 时 ,此 盆 有 最 大 容积 ? 

解 。 设 圆柱 半径 为 "， 高 为 b， 则 考虑 函数 Y 一 了 mr%h 在 条 件 
s 一 T(2 十 rph) (7 二 0 盖 0) 下 的 极 值 .为 此 , 设 丰 一 z 欢 一 (rz 十 m 
一 二)( 这 里 为 简单 起 见 , 忽 略 了 ， 一 去世 的 余数 二 

解 方程 组 


Fr = 2rh — A(2r + h) = 0, 
| 一 ?2 一 Mr 一 0， 


8 
?十 Th 二 一 
+ 开 


得 mo 二 和 总 ' 二 2 艺 , 于 是 及 = 去 zrdh = A/ 5 
由 实际 情况 知 ,r 一 定 达到 最 大 体积 . 因此 , 当 厂 = 2r = 2 和 /六 


时 ,体积 m = A/ 芝 二 最 大 . 

7.5.49 ”已 知 三 角形 的 周 长 为 2P, 求 这 样 的 三 角形 , 当 它 绕 着 自 
已 的 一 边 旋转 时 所 成 的 体积 最 大 . 

解 ”如 图 所 示 . 以 4C 为 施 转轴 , 取 高 4 及 二 角 a.p 为 参数 .考虑 函 


数 一 言 ri(tga 十 gp) 在 条 件 5 十 十 hCtBa 十 如) 一 2P 下 的 


一 198 一 
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极 值 .为 计算 简单 起 见 , 略 去 常数 -二 设 
下 一 ttga 十 tep) — A + -+ htga + htgp). 


cosa cosp 
解 方程 组 
Fr = 3k (tga + tgp) 一 A + Ey 十 tga 十 te 有 一 0， (1) 
no Msina ll 
P= mm M+ sm) 一 0， (2) 
hsinp 下 
Py = 二 入 一 Mo + sessp) 一 0， (3) 
Pap 7 = Pp 
Fy = ha + aesp + 89 + t8p) — 2P = 0. (4) 
由 (2) 及 (3) 得 = 及) 一 
i .a 
TS 代入 人, 得 p<c 
sina = sinp = 部. 于 是 , htga = 
和 h 3 
Beosa 代入 (4) 式 ,得 sos 一 二 
从 而 得 三 边 分 别 为 #4 
AB= BC 3 P,4C 2htga 一 7. 5. 49 题 图 


4 2 
讨论 边界 情况 , 当 h 一 十 0 或 一 P 时 ,显然 有 V 一 0. 对 于 二 角 a 及 
8 必 有 大 小 限制 :0 过 a。<< 也 ,一 a 莹 8 << a( 注 意 a.8 的 方向 规定 不 


同 ), 当 4。 一 + 0 或 4 一 子 一 0 或 8 一 一 a 时 ,同样 均 有 V 一 0. 于 是 , 当 
三 角形 的 三 边 分 别 为 也, 当 及 于 ,并 线 长 为 儿 的 边 旋转 时 ,所 得 的 体 
积 最 大 . 
7. 5. 50 在 已 知 的 直 贺 锥 内 敬 入 有 最 大 体积 的 直角 平行 六 面体 . 
解 。 设 直 圆锥 的 底面 半径 为 R, 高 为 4, 且 长 方 体 的 一 个 面 与 直 图 
锥 的 底面 重合 ,两 边 长 为 2z 和 2y, 四 个 顶点 在 直 贺 锥 面 上 ,高 为 z, 过 直 
国 俊 的 高 和 长 方 体 底面 的 对 角 线 作 一 夫 夯 ,如 图 所 示 * 则 CD 一 AvBK 一 


一 4191 一 
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C 
FG=z,AD= R, DE= Vr+t+y,(h 
一 2)R 二 hh Vz 十 六 (R,h 为 常数 ). 
由 题 意 ,考虑 函数 Y = 4zyz 在 上 述 
条 件 下 的 极 值 (z > 0,y>> 0,z>> 0)， 大 G 
为 计算 方便 简单 , 略 去 常数 4, 设 
F(z,y,2) = zyz A B 
— Ah Vr+y oo (hoz)R], BD 
解 方程 组 7. 5. 50 题 图 
二 (D 
1 二 yz— = 
”VE 
(2) 
F! 一 zz 一 和 0 
下 (3) 
1 一 2 一 人 R 一 0， 
(h—2R=h Vr +y. (4) 
由 (1)、(2) 得 z 二 y, 代 入 (3), 得 + 二 y 二 VY 对 .又 由 (1) 可 得 z= A 


也 
二 一 一 :将 zt,y,z 代 入 (4) 得 : 
W 2MR 
入 h 
h= 一 二 V24R， 
V2MR ® 


V2 Ue V2 
Bs 36 

显然 ,在 所 论 区 域 的 边界 上 ( 即 > 一 十 0,y 一 十 0, 或 z 一 十 0), 有 了 
一 0, 故 当 直 角 平 行 六 面体 的 高 等 于 坝 圆锥 的 高 时 ,其 体积 最 大 . 


7.5.51 求 平面 和 十 Bz 十 cz = 0 与 本 圆柱 面 瑟 十 将 = 1 相交 
成 的 本 加 的 面积 . 
解 ”只 要 确定 所 得 顶 轿 的 长 . 短 半生 zi 和 5, 即 可 按 公式 s 一 5 求 
得 本 图 的 面积 . 
一 地 9 一 


2 
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注意 到 原点 (0,0,0) 在 原 椭圆 柱 面 的 中 心 轴 上 , 截 平面 4z 十 By 十 
Cz 二 0 又 通过 它 . 因此 ,原点 是 截 线 椭 贺 的 中 心 ,从 而 长 短 半 轴 a 与 5 的 


平方 并 .如 分 别 为 函数 二 开 十 六 十 忆 在 条 件 代 十 By 十 Cz 一 0 及 于 
十 坦 = 1 下 的 最 大 值 和 最 小 值 . 设 
也 一 4 十 2X4z 十 By 十 C2) 一 十 六 一 1). 


于 是 ,达到 最 大 值 .最 小 值 点 的 坐标 必须 满足 方程 组 


去 P 一 (1 一 疙 )z+M= 0， 人 


土 PY = 一 其 +i=0， 
一 P" ==z 十 40 ==0， (3) 

Ar+ By++ Cz= 0, (4) 

2 2 

+ 

将 (1)、《2)、《3) 式 分 别 乘 以 z,y、z 后 相 加 ,得 
十 六 十 有 二 ps 

即 从 方程 组 可 解 得 uz,y,z) 二 4. 由 (1)、(2)、(3)、(4) 知 , 车 要 z.y.z 及 
4 不 全 为 零 , 4 必须 满足 下 列 方程 (同时 4 只 要 满足 下 列 方程 , 驻 点 (z， 
y,z) 也 一 定 有 解 ): 


1 二 种 0 0 4 
[a 
0 1 一 在 0 8|=0. 
0 0 1 C 
4 B Cn 


展开 后 ,得 
0? B’ A’ 0 C2 
大 人 一 (到 十 束 十 京 十 京 ) 十 ( 玫 十 邢 十 C2) 一 0. 


此 方程 有 两 正 根 . 显然 即 为 最 大 值 及 最 小 值 .如 ,由 书 达 定理 知 
0 


一 1293 一 
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故 椭圆 面积 ,xa5 = Yt (C#0). 


当 C = 0 时 ,平面 和 十 By 二 0 过 0 纹 轴 ,显然 得 不 到 椭圆 截面 . 
7.5.52 求 平面 zcosa 十 ycosp 十 zcosy 一 0 (其 中 cos?a 十 cos28 十 
cos'y 一 1) 与 椭 球 面 


相 截 所 成 截面 的 面积 . 
解 ”截面 为 一 椭圆. 我 们 只 要 考虑 函数 4 二 式 十 六 十 有 2 在 条 件 z 
cosa 十 ycosp 十 zcosy 及 各 十 产 十 务 一 1 下 的 极 值 (a > 0,6 >> 0,c 
二 00), 设 
=u 二 2X(zcosa 十 ycosp 十 zcosy) 一 je( 瑟 十 十 


解 方程 组 


党 
i 1). 


BF 一 (1 和 )z 十 Neosa = 0， oh 


2 
到 Pr = 1 y+ eosp = 0， (2) 
bP = (1 — s+ hcosy = 0, (3) 
C2 
zcosa + ycosh 十 zcosy 一 0， (4) 


互 十 于 十 执 =1 
a [2 ci 
将 (1)、(2)、(3) 式 分 别 乘 以 zy、z 后 相 加 , 即 得 
# 二 式 十 六 十 有 2 二 加. 
由 (1)、(2)、(3)、(4) 式 知 , 若 要 z.y.z 及 为 不 全 为 零 ,2 必须 满足 方程 
2 


(5) 


LS 0 0 cosa 
a 
和 
0 1 bz 0 cosp 二 
= 
0 0 1 5 cosy 
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‘Cosa , cos’p ，cos2y cos2a cosia , cos’p ，cos25 cos’y 
Ce + me 十 oF) 各 CE 未 十 ec 十 a’ a? 


十 en 二 1= 0. 
此 方程 有 两 正 根 ,显然 即 为 椭圆 的 长 短 半 轴 的 平方 a、 如 ,由 韦 达 定理 
知 


Tc 
人 az cosa 十 b? cosip 十 cz cos?y” 
于 是 ,所 求 椭圆 的 面积 为 
s = nab obo . 
Va? cos2a 十 b? cos28 十 cz cos2y 


7. 5. 53 利用 导数 证 明 周 长 一 定 的 三 角形 中 ,以 等 边 三 角形 的 面 
积 为 最 大 
证 如 图 ,三 角形 的 面积 。 一 《全 方 呈 , 周 长 为 
(十 o) 十 Y 妇 十 时 十 VY 有 十 哩 二 上 ,(k 为 常数 ) 
用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 设 


A 
FP(h,ai,a2) 一 名 22 二 Ma + 
十 VY 如 十 十 VY 如 十 一 上). 
解 方程 组 
h a 
Pi 二 二 十 (1 十 ) =0, 
2 Ve 二 af Ba a C 
Ee 2 一 
人 7. 5. 53 题 图 
al 十 az h h 
Fs = 十 X( 十 )=0 
VET VR 
FY 二 (ql 十 qz 十 VY 二 a?) 十 YVR 十 a 一 上 二 0， 
得 @ = 02， 让 = 让 = Y 3 , 即 人 B= LC = 60°. 所 以 面积 最 大 的 三 
角形 是 等 边 三 角形 . 


7.5.54 已 知 两 平面 曲线 f(z,y) = 0, g(z,#) = 0, 而 (a,8) 和 
(8,7) 分 别 为 两 曲线 上 的 点 .证明 : 如 果 这 两 点 是 两 曲线 上 相距 最 近 或 


-= 1296 .一 
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最 远 的 点 , 则 如 下 关系 式 必 成 立 : 
G 一 上 fli(ap) gL59) 
B—n Fila,p) 00) 
证 ” 设 pla,p,6,7) 表示 点 (a,P), 和 (6,m) 的 距离 的 平方 , 即 
pa,p,é,n) = (a— 6):+ (Bp — nD 
显然 p 的 约束 条 件 为 f(z,y) 二 0 和 glz,y) 一 0. 设 
F=9+ f+ nu.: 
因为 pla,B,6,7) 在 (a,B,5,7) 处 达到 最 大 值 或 最 小 值 ,所 以 ,应 有 
Fs = 2(a— €£) + Af: (a,p) = 0, 
Fy = 2(p— 7) + Afy(a,p) = 0. 
F: =— 2(a— é£) + pg: (£,7) 一 0， 


B,/ =— 2(p— 7+ pg (én) = 0. 
2 一 5_ 也 (ap) ao—6_ 9 (87) 
由 前 两 个 等 式 得 二 一 抬 2 扣 ,由 后 两 个 等 式 得 二 一代 (加 


因此 
4 一 5_ f(a,p) _ gs(6,7) 
1 一 7 f(a,p) gr (én)" 
7.5.55 ”把 已 知 正 数 a 分 解 为 4 个 正 因数 . 使 它们 的 倒数 和 为 最 
小 ， 


解 ”由 题 意 ,应 求 函 数 。 一 > 二 在 条 件 。 了 Jz 或 


Ina 一 > Inz (a > 0,z, > 0) 下 的 极 值 . 
im=l 


设 Plzisz2s**sz.) 二 4 十 Ma 一 Ina). 解 方程 组 


下 i i 
= (i= 1,2,°",n), 
= Tl 

i 


可 得 z 过 法 和 《一 1,2,…,n). 从 而 解 得 

2== 二 这 
i :i 
EM 一 
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当 点 PCnvza,… za) 趋向 于 边界 时 ,至 少 有 一 点 一 0， 即 十 一 
十 oo, 而 *>> 二 , 故 w 一 十 oo. 因此 ,函数 * 必 在 区 域内 部 取得 最 小 值 . 
于 是 ,将 正 数 。 分 为 "个 相等 正 的 因数 洲 时 ,其 倒数 之 和 nu 最 小 . 


7.5.56 把 已 知 正 数 < 分 解 为 "个 正 的 因数 ,使 得 它们 的 已 知 正 乘 
宪 的 和 为 最 小 . 


解 ”考虑 函数 "一 Drea> 0) 在 条 件 Ina = Sm (a>0,7> 
0) 下 的 极 值 , 设 了 = x 一 2 lnz, 一 Ina). 解 方程 组 
Ep 1,2,0% ,1) (GD 
[ (2) 
由 (1) 得 z= 局 半 代入， 得 
Ina 十 SIna =-m 立 二 


47- 袜 Lm CT 上 六 


- 袜 寺 =-w=( 立 车 (TI 


显然 ,函数 2 在 区 域内 部 达到 最 小 值 ， 于 是 ， 所 求 得 的 * 即 为 最 小 
值 . 


一 


第 七 章 ”多 元 函数 微分 学 


7. 5.57 ”在 求 面 开 十 六 十 z2 二 1 上 求 一 点 ,使 它 到 a 个 已 知 点 
M,(zioyi52) (i 一 1,2,…,n) 距离 的 平方 和 最 小 . 


解 ”考虑 函数 4 二 >)[(z 一 z)? 十 (9 一 y)? 十 (z 一 及 )] 在 条 件 


到 十 久 十 好 一 工 下 的 极 值 . 设 
(zz) 一 zx 一 人 (z 十 护 十 2 一 1). 
解 方程 组 


F/ =2[2) ms) m=2n Dr— Da]=0 (CD 
4 be 


F/ =2[0— Vy— Dn]=0, (2) 
{1 


FP! = 2 — Nz— >) 可 一 0， , 
bea 


FY 一 一 (22 十 护 十 了 2 一 1) 一 0. (4) 
由 (1)、(2)、(3) 得 


1 < 1 | 1 ~ 

i 
代入 (4) ,得 

DI= D+ OD + P= NN’, (N>0) 
于 是 ,得 

eae _l 1 < 

T 六 Zn y Wo 2 一 NW 

, 下 De 1 < 
及 = 方志 mr， 六 二 Nr” pp 
从 而 

uz sz) = DE — 2) + Cy — y+ (2 — 4)"] 

4 


二 n(x 十 ?十 2?) 2r Da, 2 Ds, 2z Ds 
ben i 


+ 2 十 天 下 齐 


一 41998 一 
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2 -到 ss 人 
=a— HO + COD + (2 


十 Dat 十 2) 
bea 


二 n 一 2N 十 So 十 于 十 如). 
同 法 可 求 得 
uz ) 一 十 aD 十 好 十 好 ) u(r ,yr ). 
由 于 沙 数 4 在 闭 球 面 + 六 十 忆 二 1 上 连续 , 故 必 取 得 最 大 值 及 
最 小 值 . 于 是 , 当 z = x ,y 一 y¥ ,z= 二 zz 时 ,4 最 小 (同时 也 证 明了 当 z 一 
wy 二 六 ,2 二 少时 wu 最 大 )。 
7.5.58 在 区 间 [1,3] 上 用 线性 函数 a 十 好 近似 地 代替 函数 fr) 
= z 癌 a.6 为 何 值 时 ,积分 | co 十 oz 一 sd 的 信服 小 ? 
解 积分 可 看 作 “ 和 的 函数 , 记 为 
L[a,0 = he 十 好 一 z2)2dr. 
由 二 元 数 极 值 的 必要 条 件 侈 一 多 = 0. 这 里 符合 积分 号 下 对 “和 4 求 
导 的 条 件 , 故 
了 26 
一 及 = ?| e+ 一 zz= 2(2o 十 甸 一 本 )， 


对 ?| (a + be — zdz = 2(4a 十 3 — 20). 
2a 二 40 一 字 = 0， 
于 是 得 方程 组 26 
4 十 各 5 十 20 一 0. 


由 此 解 得 a 一 一 时 履 一 4 


7. 5. 59 ”变量 z 和 y 满 足 线性 方程 y 一 oz 十 6, 它 的 系数 需要 确定 ， 
由 于 一 系列 的 等 精确 测定 的 结果 ,对 于 量 z 和 yy 得 到 ,4.(i 一 1,2,…， 
.利用 最 小 二 乘法 的 方法 , 求 系数 a。 和 5 的 最 可 格 数 信 ， 


i 
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解 ”根据 最 小 二 乘法 的 方法 ,系数 和 2 的 最 可 靠 数值 是 这 样 的 : 
对 于 它们 误差 的 平方 和 M 二 > (az, 一 5 一 %)? 为 最 小 . 因此 上 述 问题 
可 以 通过 求 方程 组 

aM 


完 = 22 Con + bo— #)z = 0, 


型 = 2 十 到 一 %) = 0. 
的 解 来 解决 . 记 
[中 = Pag, [z 可 = Ds, Lz,1] = Dz, 


[y,1] = 3 
则 上 述 方程 组 化 为 
位 + b[z,1] = [z,y], 


a[z,1] + bn = [y,1], 
系数 行列 式 
[z,z] [z,1] : < 
= [z,1] | = "2 一 (2 


一 (na 一 DS — 2D)z8 = >)(z — 2) 
当 A 闫 0 时 ,方程 组 有 唯一 的 一 组 解 , 且 
[z,y] [z,1] : < 
R28 一 《〈 2 有 
人 DG 一 折 洲 
DDD x (ps) 
2 — 及 7 
i 
显然 ,此 时 M 为 最 水, 因此 圭 述 #3 和 5 即 为 所 求 . 
一 #09 一 


[1] [zy] 
[01] [| _ 
人 


b 
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7.5.60 已 知 一 组 实验 数据 


|135.2 35.9 36.7 37.4 38.4 


求 一 个 尽 可 能 简单 的 公式 来 拟 合 这 些 数据 . 

解 ”把 所 给 的 数据 描 点 ,容易 看 出 这 些 点 近似 地 在 一 条 直线 上 ， 
故 用 一 次 式 来 拟 合 . 设 所 求 的 拟 合 公式 为 y= ao 十 ar, 其 中 a 和 ao 是 待 
定 系数 ， 

还 需 一 个 判断 拟 合 好 坏 的 标准 ,通常 用 最 小 二 乘法 ,即使 得 平方 和 

S= (35.2— a — 0°a)’++ (35.9— a — 200)? + (36.7 

一 a0 — 40a)?++ (37.4 CO— ao— 60a)?++ (38.4— a — 80a,)? 
尽 可 能 地 小 ,上 述 的 $ 依赖 于 a。 和 a, 它 是 二 元 函数 ,由 多 元 函数 取 极 
值 的 必要 条 件 可 得 

交 一 一 2(25. 2 一 oo) 一 2(35.9 — ao 一 20m) 一 2(36.7 — ao 

一 40u) 一 2(37.4 一 ao 一 60c) 一 2(38.4 一 一 80x0) 一 0 

化 简 得 5 + 200o = 183. 6. 
由 另 一 方程 吧 = 0 化 简 得 
200 + 12000a = 7502， 

解 得 ao 一 35. 14, a 一 0. 0395. 
故 得 一 次 拟 合式 y= 35. 14 十 0. 0395z. 


= 10 = 
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NAN 
8$1 二 重 积 分 
内 容 提 要 


1. 二 重 积分 的 定义 与 存在 定理 

定义 : 设 f(z,y) 为 定义 在 面积 确定 的 有 界 闭 区 域 D 上 的 有 界 函 数 ， 
将 区 域 D 任意 分 成 4 个 有 面积 的 小 区 域 401,40:,… ,40,,… ,4o,, 其 中 
4o, 表 示 第 i 个 小 区 域 ,也 表示 其 面积 的 大 小 , 在 每 个 小 区 域 40; (i 一 1， 
2,…,n) 上 任 取 一 点 (5) ， 作 和 式 > ,TGS,a04ov 如 果 不 论 小 区 域 怎 
样 划分 ,点 ($,n) 怎样 选取 ,上 述 和 式 当 各 个 小 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 
4 趋 于 零 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 值 为 函数 f(z,y) 在 区 域 D 上 的 二 重 积 
分 , 记 为 | f(z,29ar, 即 


[I f(z,y)do = tim DF. 40, 
二 重 积 分 符号 中 的 f(z,y)do 叫 被 积 表达 式 ,f(z,y) 叫 被 积 函 数 ,do 叫 面 
积 元 素 ,zy 叫做 积分 变量 ,D 叫做 积分 区 域 ， >)f(&,m)4o, 叫做 积分 


和 . 
由 于 上 面 和 式 极 限 的 存在 与 小 区 域 40; 的 分 法 无 关 , 当 取 各 边 分 别 
平行 于 直角 坐标 系 的 坐标 轴 的 矩形 作为 这 种 小 区 域 时 , 则 
ho 一 4z4g， do = dzdy， 
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由 flz,y)do = J f(z,y)dzdy, 


因 之 我 们 常 把 二 重 积分 记 作 | f(z,y)dzdy, 其 中 dzdy 叫做 直角 坐标 系 


中 的 面积 元 素 . 
存在 定理 : 车 f(z,y) 在 面积 确定 的 有 界 闭 域 D 上 连续 ， 则 
用 fcews9ao 一 定 存在 , 亦 即 flz,a 在 D 上 可 积 . 
2. 二 重 积 分 的 基本 性 质 与 几何 意义 
性 质 1 常量 因子 可 以 提 到 积分 符号 外 边 去 , 即 
由 kf(z,y)do = 吉 f(z,y)do (为 常数 ) 
性 质 2 函数 的 代数 和 的 积分 等 于 各 函数 的 积分 的 代数 和 ， 即 
由 {f(a + pz) }do = | ewe 十 中 pz)do0. 
性 质 3 若 D、D、 Dp, 是 面积 确定 的 有 界 闭 区 域 ， 当 D 被 分 割 成 让 与 
D: 时 , 则 
| rewe = jw 车 | 
这 里 设 f(z,y) 在 忆 上 连续 ， 同时 所 谓 D 补 分割 成 D， 与 是 指 D= D,U 
Ds; 且 Di 与 D; 没 有 公共 内 点 . 


性 质 4 设 D 是 面积 确定 的 有 界 闭 区 域 ,f 和 wp 在 D 上 是 连续 函数 ， 
且 flz,9) 三 plz,y), 则 


人 re,pm< [repar， 
由 此 还 可 得 出 
二 TGz)dc| < ll |f(z0) ldo. 


性 质 5( 估 值 定理 ) ” 设 连续 函数 f(z,y) 在 有 界 闭 域 D 上 的 最 小 值 
和 最 大 值 分 别 为 m 和 以 , 则 


mS < [iewe < MS, 
4 


一 
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其 中 表示 积分 域 D 的 面积 . 
性 质 6( 中 值 定理 ) ” 设 函 数 fCz,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ,5S 表示 
D 的 面积 , 则 在 D 内 至 少 存在 一 点 (4,7) 使 得 下 式 成 立 : 


seerwar =f(6D*S 


二 重 积分 的 几何 意义 是 : 若 在 有 确定 面积 的 有 界 闭 区 域 上 
f(zwy) 连续 , 且 f(z,y) > 0, 则 二 重 积分 ‖ f(z,5)do 表示 以 曲面 一 


f(z,y) 为 项 ,以 区 域 D 为 底 , 以 D 的 边界 为 准 线 , 母 线 平行 于 oz 轴 的 柱 
面 为 侧面 的 曲 项 柱 体 的 体积 . 
3. 二 重 积 分 的 计算 
计算 二 重 积分 的 基本 方法 是 将 其 化 为 二 次 积分 . 
设 积分 区 域 
D{(z,WDlaSrb, yr) Sy Sy(7)} 
其 中 加 (z),yz(z) 都 在 [a,51 上 连续 ,f(z,y) 在 D 上 连续 , 则 


中 f(z,9)dzdy 一 [= [ ga 
a 


设 积分 区 域 
D= {(z,WIc yd, zy) rz(y)) 
其 中 xz.(y) ,zz(y) 都 在 [c,d] 上 连续 ,f(z,y) 在 D 上 连续 , 则 
fen 
J sew = fs [rape 
对 于 矩形 区 域 
R= {(z,Dla<zr<b,c Sy<d}, 
则 有 
sf es 
flz,gdzrdy = | dz | f(z,y)dy = | dy f(z,y)dz. 
J jf jaf 


4. 二 重 积分 的 换 元 法 

(1) 将 直角 坐标 化 为 极 坐 标 

设 f(z,y) 在 面积 确定 的 有 界 闭 区 域 0 上 连续 , 令 x = rcosb， 
y = rsing, 则 
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ll f(z,y)drdy 一 1 了 (rcosg rsing)rdrdb 
D 


式 中 do = rdrdb 称 为 极 坐 标 中 的 面积 元 素 . 如 果 
D= {(r,0)|n(0) <r rb ,a 09 Pp}, 
其 中 7.(0) .rz(6) 为 在 [a,8] 上 的 连续 函数 , 则 


2 fr 
ll 了 (rcosg,rsing)rdrdb = | dag | 呈 了 (rcosgyrsing)rdr. 
ae 


一 般 说 来 , 当 积分 区 域 是 圆 域 . 环 域 、 扇 形 域 ,或 被 积 函数 为 f(z? 十 好 ) 
的 形式 时 ,用 极 坐标 来 计算 二 重 积分 比较 方便 . 

(2) 一 般 的 换 元 公式 (用 曲线 坐标 计算 二 重 积分 ) 

在 一 般 情形 ,利用 变换 式 

z 一 z(u2)， y= yu,v), 

其 中 z(u,v) .ylu,v) 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 如 果 这 个 变换 把 zoy 平面 
上 的 面积 确定 的 有 界 闭 区 域 了 一 对 一 地 变换 为 w'v 平 面 上 的 面积 确定 
的 有 界 闭 区 域 ,并 且 变 换 的 雅 可 比 (Jacobi) 行列 式 


和 之 

LADD_ | 吧 

J 为 多 天 0， (xbo) ED， 
和 E33 


则 用 曲线 坐标 (u,v) 代替 直角 坐标 (z,y) 来 计算 二 重 积分 的 公式 是 
| sew = | fe ye I ha, 


其 中 f(zwy) 设 在 D 上 连续 ,171dudo 称 为 曲线 坐标 下 的 面积 元 素 . 
问题 与 解答 


1. 二 重 积分 的 概念 与 性 质 
判断 下 列 各 命题 是 否 正确 ,并 说 明道 理 (8. 1. 1 一 8. 1. 3 题 ) : 


8.1. 1 二 重 积分 | fcz,pdzay 的 几何 意义 是 以 。 = f(zoy) 为 


项, 以 D 为 底 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 
非 . 正确 的 命题 应 是 , 若 f(z,y) 之 0 对 于 任意 (2,y) E .六 都 成 立 , 则 
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人 respana 的 值 等 于 以 f(z,9) 为 顶 ,以 D 为 底 的 曲 硕 柱 体 的 体积 . 


车 f(z,y) 0 对 于 任意 (z,y) € D: 都 成 立 ， 对 f(z,y)dzdy 的 值 等 


于 以 f(z1y) 为 项 ,以 请 为 底 的 曲 顶 柱 体 的 体积 的 负 值 . 
因此 ,有 | rcz,pary 等 于 在 这 些 部 分 区 域 上 的 曲 顶 柱 体 体积 的 代 
数 和 


8.1.2 若 f(z,y) 为 关于 z 的 奇 函数 ,而 积分 区 域 D 关 于 y 轴 对 称 ， 
则 当 f(z,y) 在 D 上 连续 时 , 必 有 


re,puw = 0. 
六 


是 .事实 上 , 若 | fc,paaa = | 信 ”Gepaz, 当 Fr 为 关于 
z 的 奇 函 数 ,[pi(y) ,pz(y)] 为 关于 y 轴 对 称 的 区 间 时 , 则 由 定 积分 性 质 
可 知 
fr =0, 
所 以 | see waey = 0. 
8.1.3 车 f(z,y) 在 区 域 Dia 之 z 之 bc<y<d 上 的 两 个 累 次 积 
分 都 存在 , 则 它们 必定 相等 . 即 若 
人 sepa 与 [a sewpar 
都 存在 , 则 必 有 
fa few = [frepe 
非 . 例如 
2 
f(z = 人 Rt 
0o0， (0) = (0,0) 


， 二 0 
由 于 f(z9) = ED 一 ED 
一 66 一 


2 i 

故 [ee 二 二 | = 去 二 下 

从 而 fa [spe = -于 
人 spar = 下 本 = 一 于 


这 说 明 两 个 累 次 积分 即使 都 存在 ,也 不 一 定 相 等 . 
正确 的 命题 应 该 是 , 若 f(z,y) 在 闭 区 域 D:a<z<<b,c<y<d 上 
连续 , 则 必定 有 


sf a rs 
1 f(r,y)drdy 一 fe 了 (zy,g)dy = | dy | f(z,y)dr. 
| . 上 上 


8.1.4 比较 二 重 积分 | In(zvg)do 与 | [in(z 十 办 Jzdo 的 大 小 


(1) D 是 顶点 为 (1,0),(1,1) 与 (2,0) 的 三 角形 区 域 ; 
(2) D 是 矩形 区 域 :3 往 z 入 5, 0<y 志 1. 
解 (1) 因为 D= {(z,D1l1 寺 rz 过 2， 

Tf 十 y 志 2,y 之 0}( 如 图 ), 所 以 1<z 十 y 才 

2 二 e,0 达 In(z 十 y) 二 1. 于 是 


=2 
[nCz + DY < In(z + ). 区 
故 中 [Din(z 十 ¥y)Jido < J ln(z + do 
4 四 
(2) 因 为 D= {(z,g13 秋 z 委 5,0 扫 四 
y 三 1}, 所 以 0 1 2 
e<3<r+y<6,1<Iin(z+ty). 
于 是 [in(z + PJ > In(z + ¥). 8. 1.4 题 图 
故 J [in(z + Jdo > J re 十 ydo. 


8.1.5 估计 下 列 二 重 积分 的 值 : 
GD | + sr + a0, D= {De+F <4) 


: 1 . 
中远 于 起 和 per DD {Cap llel + (yl < 10). 


~ MO 
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解 (1 记 fGz,i) 一 守 十 4 咏 十 9， 


af 
< 之 一 0 A 
令 4 空 。 ， 得 任 一 0， 即 (0,0) 为 驻 点 ,f(0,0) 一 9. 
寻 过 0 3 一 0 
oy 


在 D 的 边界 上 ,f(z,9) 一 不 十 六 十 3 十 9 二 13 十 3, 而 0 
过 4, 故 13 坟 f(z,y) < 25. 


于 是 max {f(z))}) = 25, min {f(z,)} = 9. x do = 4zr, 所 以 
gED GDED pr 


367 去 J (zz 十 dy + 9)do < 1007. 


1 
(9 因为 ”<106 Ts 十 cosy < 100， 


所 以 | < | mr rs 和 击 ” 


但 因 D 是 边 长 为 v200 的 正方 形 区 域 ,其 面积 o 一 200. 故 
<2. 


人 从 


区 < <J 
100 十 cos:z 十 cosiy 
8.1.6 2 (er 十 六) a 与 积分 | = 十 ac 之 间 的 关系 ， 
和 ?2 
其 中 心 = {wD 一 1<z<1, 一 2<y<2);D;= (10 委 z 扫 
1,0<y< 2}. 
解 设 D;= {zDD1 一 1<z1,0<y 世 2). 由 于 f(z,9) = (7 


十 妨 )? 关 于 z 和 y 都 是 侦 函 数 ,而 D 关于 z 轴 对 称 ,D, 关 于 y 轴 对 称 , 且 
户 在 第 一 象限 内 的 部 分 恰 是 D;, 因 此 


】 (2 + ydo 一 "| (2 + do = | (2 + #¥)do. 
密生 设 有 为 拓 形 4 之 z 过 4， by<R XCz 交 Yly) 在 R 上 过 
续 , 证 明 等 式 
4 a 
J X(r)Y(y)dzrdy = [ x Y (ydy. 


证 根据 在 乱 形 域 的 情况 下 化 二 重 积分 为 二 次 积分 的 计算 方法 ， 
先 对 y 后 对 z 积 分 , 即 得 
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i XY (dzdy = fe [zeorew [ee [row 
这 上 。 


8.1.8 设 f(z,y) = F(z,y) 为 二 元 连续 函数 ,计算 
下 二 fu 六 cow 
解 ” 按 先 对 y 后 对 z 积 分 的 顺序 计算 , 即 得 
和 me — F(z,b)]dz = PCz,B)| — Pz,5) |’ 


= F(A,B) 一 F(a,B) — F(A,b) + F(a,b). 
8.1.9 设 f(z,y) wari 求 


1 一 lim 一 5; | f(r,y)do. 


rot 向 
per 


解 ” 记 D={(z,D)|z 十 站 之 7"?), 因 f(z,y) 在 有 界 闭 域 D 上 连续 ， 
因此 在 D 上 存在 一 点 (6, 四 ,使 


fT f(z,y)do = of (é,n), 
D 


式 中 大 了 的 国 积 汪 二 zr”. 于 是 
二 革 Ss ss = 
I lim 去 | fe lim 二 nar:f(é,n) lim f(6,0). 


ot rot 0+ 
但 因 (&,7) € D， 当 r 一 0+ 时 (8,D 一 (0， 0), 而 f(z,y) 在 (0,0) 处 连续 ， 
因此 

1= lim (8,0) = f(0,0). 


8.1.10 判断 下 列 积分 的 符号 
(1) 1 In(z? 十 y°)dzdy; (2) J V1 — zi — ydzrdys 


lifiie ps 
(3) 人 arcsin(z 十 dz 的. 
0<r<1 
~l&rel—» 
解 ” (1) 由 于 0 十 普 志 (zz| 十 1 和 1 及 In(z? 十 六 ) 才 In1 


二 0, 且 当 |z| 十 ly 过 1 时 In(z? 十 六 ) 之 0, 故 
| In(z? + #)dzdy < 0. 
l=t+ sic 


(2) 我 们 有 
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1 V1 rr ydrdy= 1 — 1 1s, 


?+ 
其 中 
= I YI zi ydrdy, l= | Vr ty — ldzrdy, 
2+92<1 1<z2+2<2 
芒 志 fj Vr 十 姑 一 ldzrdy. 
2<s2+9 4 
显然 0<n< dzdy = 7, I:>0, 
st 
1:> 人 dzdy = 47 一 2r 一 2r， 
2<z2+12<4 
故 ll V1 — zs — ydrdy < 0. 
s+ 
(3) 我 们 有 
arcsin(z 十 y)dzdy 
0<sr< 上 
-Sel-s 
= J arcsin(z 十 y)dzdy 十 I arcsin(z 十 y)dzdy. 
<! 0<ac1 


D<y< 1 一 

上 式 有 端 第 一 一 个 积分 由 对 称 性 知 其 值 为 零 ， 第 二 个 积分 因 被 积 函 数 在 
积分 域 上 为 非 负 不 恒 为 零 的 连续 函数 ,因而 积分 值 是 正 的 ,于 是 , 原 积 
分 是 正 的 . 

8.1.11 设 函 数 f(z,y) 和 g(xz,y) 都 在 有 界 闭 区 域 0 上 连续 ， 
gCz,9) 宇 0, 则 必 有 一 点 (8,) € 六合 

人 J(z,g)g(zvg)drdy 一 7 下 grog) dzdy. (CD 

证 ”由 于 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 故 f(z,y) 在 D 上 达到 最 

大 值 M 与 最 小 值 m, 即 
me f(r) EM, (z,y) € D. 


me* g(r,y) Cf)g9 ry) SM g(x,y), 
1 
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"| sas < < | fz)9(7,9) drdy < ll gr)dzdy (2) 

车 J rea 0, 则 由 (2) 式 得 J eee- 0. 因而 

对 任意 的 (5,7) E D，(1) 式 成 立 . # |] repay > 0, 则 (2) 式 表明 
4 


1 fxr,y)g (ry drdy 
E 是 介 于 m 与 以 之 间 的 一 个 常数 , 故 根据 连 绪 瑟 


2 
由 g(r,y)dzrdy 


数 的 介 值 定理 , 必 存 在 ($,7) € D, 使 (6,7) 一 4, 从 而 对 这 ,sy 5) ， 
有 


resprcpanw 一 nen gl(z,y)dzrdy. 
oD Db 


2. 在 直角 坐标 系 中 二 重 积 分 的 计算 法 
8.1.12 ”将 二 重 积分 1 一 | f(z,3)4do 化 为 二 次 积分 ( 西 种 次 序 )， 


其 中 积分 区 域 了 是 : 

(1) 由 抛物 线 y = 8z 与 到 一 y 所 围 成 的 区 域 ; 

(2) 各 边 方程 为 z= 二 3,z 一 5,z 一 2 十 1=0z 一 2 十 7 一 0 的 
四 边 形 ; 

(3)D= {os + yl1,y> zr 0); 

(4) D= {C0)1lzl 十 ly| < 1}. 

解 (1) 积 分 区 域 D 如 图 所 示 , 它 既 属 + 一 型 区 域 : D = {(z,y)|z? 


之 y 过 V8z,0 过 z 过 2}( 见 图 (1)); 又 属 y 一 型 区 域 : D = (GD 要 


委 z 近 Vy ,0 过 y 雪 对 ( 见 图 (2)). 因此 该 积分 先 对 y 后 对 z 和 先 对 z 
后 对 # 的 二 次 积分 依次 为 


=e), jp) = fw s a 


二 
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0) 8. 1. 12 题 图 而 - 
(2) 区 域 D 如 图 (3) 所 示 . 如 先 对 # 后 对 z 积 分 ,D 已 属 z 一 型 区 域 : 


D0= (GD) <y< 人 ,3<z<5)( 见 图 (3)), 故 


+7 
5 T 
i= fa| f(r) dy. 


如 先 对 z 后 对 y 积 分 ,D 虽 属 y 一 型 区 域 ,但 右边 界 曲 线 z = x,(y) 
与 左边 界 曲线 z = zi(y) 都 是 用 两 个 式 子 表 达 的 : 


:= = (2 2<y<3, 
5， 3<y<< 6; 
| 3， 2<y<5, 

27—7, 5<y< 6. 


(4) 

这 时 先 将 了 分 成 三 部 分 ( 见 图 (4)):D = {(z,D)13<z<29 一 1,2<<y 

S33},D= {2DI3SrE5,3CyS5),D = {z+ 7 
一 4932 一 


§1 二 重 积分 


5,5 作 y 人 6}. 于 是 
7 一 || f(z,ydo || f(z,g)ac 十 [sewer 
| ne ieee te 
3 ‘2g—1 5 5 6 5 
= separt fa [rceswar + [ey [epee 
(3)D 已 属 z 一 型 区 域 :D = {(z.WDlz 人 yy Y1 一 Tt,0<z< 


2 }( 见 图 (5)) ,因此 化 为 先 对 ， 后 对 = 的 二 次 积分 为 


人 TV 
:一 上 S a|. f(r,y)dy. 
D 也 属 y 一 型 区 域 ,但 右边 界 曲 线 是 用 两 个 式 子 表示 的 ; 
当 0<y< EH, 1 时 V1 一 六 ( 见 
图 (6)). 因 此 将 D 分 成 与 DsDi = {zoD10<s<y.0<y<2)， 
Ds= {DI0O<zzS V1l—y, :<y< 1}. 于 是 


7 一 f(z,y)do 十 f(z,y)do 
Vd 


= | Treoe 十 [gs Ps Na 


(6) 
(4) 虽然 D 既 展 z 一 型 又 属 y 型 区 域 ,得 化 为 二 次 积分 时 ,都 需 将 了 
re 
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分 成 两 部 分 , 且 因 积分 次 序 不 同 分 法 也 不 同 (分 别 参见 图 (7)、(8))， 
并 『 [pe 十 [Ee fsay 


0 Lad 上 = 
-| | fe + fas f(r,y)dr. 
上 一 上 0 st 


(7) 
8.1.13 ree ih 了 是 由 六 = 一 z 一 1 一 1 一 z 及 一 1 


所 图 成 的 区 域 ， uw] f(z,)do 用 两 种 形式 化 为 累 次 积分 . 
解 [rewe = fof” fz)dz. 


J f(z,y)do = ef flry)dy 十 [ef f(r,y)dy. 


(~a,3a) 
X=2a—y 
—a oo a * 
8.1. 13 题 图 8.1.14 题 图 
8.1.14 下 面积 分 中 的 f(z,y) 是 连续 函数 ， Li 试 写 出 这 


积分 的 积分 区 域 ,并 变更 积分 次 序 . 
一 i814 一 


81 二 重 积分 


1 = = co 
解 ”如 图 ,所 给 的 积分 区 域 是 
Ve ry<2a— 7, Ee 
改变 积分 次 序 , 先 对 z 再 对 y 积 分 ,得 : 


1= fa se 平 fs sepa 
+ fs [irsper. 


四 et Veer-y? 
7 = [| f(r,y)dr (a> 0) 
了 
写成 先 对 # 后 对 z 的 二 次 积分 . | 
解 DD= {GDI0<y<ay<rsiat Vr) 
故 【= f(z,y)drdy 一 十 
J 1+ 


nh 2 


= [a [scp 十 人 Pegi 


6 


Vv Ce-e)? 
f(r,¥)dy. 


一 fe zdy 后 [| 
0 Js 。 日 


8.1. 15 题 图 8.1. 16 题 图 
8.1.16 ”变更 下 列 二 次 积分 的 次 序 . 


， 健 人 
fe FE fz) ey + fe | ¥ f(z dy. 


一 1315 一 
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解 ”首先 应 把 两 个 二 重 积 分 的 区 域 确定 出 来 ,然后 才能 变 序 . 
记 两 区 域 分 别 为 D,,D,: 


上 el 
D: z? D,: (z 一 4)2 
y:(0,3) 3:(0, 3). 
于 
(参看 上 图 ). D = Di 十 D: 为 一 * 双 曲 边 ”等 腰 三 角形 .y = 本 与 ? 一 
4)? 2 Sh 
如 二 相交 于 点 (2,2), 由 y 二 于 知 ,z 一 土 V 罗 ,由 y = 到 二 多 


知 ,z = 4 士 V2y ,因而 ,改变 积分 次 序 时 ， 
[2 


rz:(V2y,4— V2y) 
四 2 1 Vw 
故 原 式 = ay f(z)az. 


8.1.17 更 换 二 次 积分 放生 | EfGzwy)wy 的 积分 次 序 ,其 中 
Ac 六 为 连续 函数 ,常数 > 0. 


:Cegyr 
0 7 DS 2X 


8. 1.18 题 图 


8. 1. 17 题 图 
解 ”所 给 的 二 次 积分 对 应 的 二 重 积分 的 积分 区 域 如 图 中 阴影 部 
分 D, 所 以 


[a ng 
wn | f(z,y)do = 】 了 f(z,3y)dc 十 J f(z,y)do 十 J flz,Wdo 


一 4 的 5 一 


$1 二 重 积分 


一 fw E 人 + 人 上 Va rd 
20 20 
+ 『 dy |g ee 


8.1.18 将 fa 全 reom 改变 积分 次 序 . 


解 ”积分 区 域 了 是 由 正弦 曲线 y = sinz 在 0 委 z 和 2r 的 部 分 和 直 
线 y = 0 所 围 成 的 (如 图 ). 


原 式 一 和 dzdy 一 je 


一 [ps pCz,y)dz 一 收 dy | f(r,y)dzr. 
8. 1. 19 ”变更 二 次 积分 


fe sew th 到 VE 
的 积分 次 序 . 
解 ”把 这 一 二 次 积分 按 其 上 下 限 画 出 其 积分 域 ,可 以 看 出 ,两 个 
区 域 合成 一 个 积分 区 域 D: 六 二 于 zz 十 y 过 3. 所 以 


[2 Gat ef f(r)dy 
vr VE 


= J f(z,y)do = fs ff pa. 


2 
这 


Vi 4 一 a2 
.20 改变 二 次 积分 | ”和 |。 f(z,y) 血 的 积分 次 序 . 
v2 4—22 
解 ve 了 (zy3)dy 
一 ff fn 二 [| 全 fe 
.21 man] ea 
解 ”积分 区 域 是 由 曲线 (z 一 二 二 十 六 一 于 的 上 半 图 周 ， 抛物 线 


- 


1 Ye 
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六 二 z 在 第 一 象限 中 的 部 分 与 直线 x = 1 围 成 的 (图 略 ). 
原 式 一 下 dy f(zy)dr 十 FE dy ji /EHD 


+ | dy | ep 
Fr 
8.1.22 证明: 
» fs 1 名 
fa [Ke yf(y)dy = a] | (b 一 "1 了 (dgy- 


其 中 为 大 于 1 的 正 整数 . 
证 交换 积分 次 序 ,得 


[efe- ns = fa fc — wa 
= 人 UW i ly = fe 一 "1f (dy. 
8.1.23 设 7C 在 [oo oid 有 0 > 0, 证 明 ， 
， 
ee . 言 宇 4 — a)’. 


证 ee FT =Jsrwaf 高 | 


x free = Jr Du 起 ;= [ES 


式 中 , D 一 { ph 所 以 
dr oe 
lel, 7 一 了 le Cr) + FO) ly 


LF + fF) 
= FDRD 


f+ > 
又 因为 FCO FD 三 1 所 以 


[reoe 。 [者 pe | dzrdy = (b — a)?. 
8.1.24 求 二 重 积分 


(z 十 y)sgn(z 一 y)dzdy. 
{£0.10.1] 


解 ”由 定义 
一 i818 一 


81 二 重 积分 

1， sz—y>0s 

ae- -人 z 一 一 0;， 

一 lz 一 <<0， 

此 ,应 将 区 域 D:[0,1;0,1] 分 为 两 部 分 D, 和 D;， 
sl 人 
和 szy1) 和 (0,z). 

_ 1 (z,y) € D,, 
于 是 sng(z 一 y) = 位 (2) ED 


故 原 式 = | (z+ ysgn(z 一 y)dzrdy 十 J (z+ ysgn(z — ydzrdy 


-eferoc oa+ 人 er 
= [Ke 一 z 一 坪 )ic+ e+ ar = 0. 
a.1.25 求 积分 | VB 一 ==janty 积分 区 域 D:lzl <1,0<y<2. 


解 ”将 区 域 了 以 曲线 y = zx 为 界 分 为 六 和 疡 (如 图 ), 则 
原 式 = ll V3 一 zzdzdy 十 人 V7 — ydrdy 


ej < lL 人 Vi — ydy 


= 上 (yy OF dz + [一 Ee 一 DE 


8. 1. 26 题 图 


8. 1. 25 题 图 
一 1319 一 
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21 2 
一 村 fe 2z2)zdz 十 了 六 Eee 
4 ff #, ,4f 5 ， 
3 fe z2)5 dz 十 3 人 ze 3 十 pa 
8.1.26 计算 二 重 积分 | =[1 十 弛 Cz 十 六 Jazdy, 其 中 人 是 由 9 一 


zy = 14z 一 一 1 所 围 成 的 区 域 ,f 是 连续 函数 . 
解 ” 作 区 域 D 的 图 形 (如 上 图 ), 令 F(z) = row 网 


和 z[1 十 gf(z: 十 扎 ) Jdrdy 
四 


= 人 zdzdy 十 [ zyf (7 十 y:)dzrdy 
万 


1 1 1 1 

= 『 jzdz fs 十 fr [se + ydy 

= 0 tf a hr + a + 
2 a 


一 一 2 [ze 十 二 f z[P(z: + Jdz 
i 


2 A 
= 一 二 + 去 | zeree+D 一 ee+a]z= 一 全 


5 
(因为 z[F(z? 十 1) 一 PCz 十 z)] 是 [一 1,1] 上 的 奇 函 数 ). 
8.1.27 计算 二 重 积分 = + Pdr 其 中 为 折线 ?一 已 一 
4z 及 直线 y 一 1 所 围 成 的 区 域 . 
解 ” 如 图 ,区 域 D 关 于 5y 轴 是 对 称 的 ， 


函数 z 十 y 在 D 上 的 积分 可 视 为 z 与 y 分 别 
在 D 上 积分 之 和 , 即 


和 e+oz= 人 w+ 他 
D 0 D 


1 
8. 1. 27 题 图 
其 中 ,被 积 函数 = = z 在 D 上 是 奇数 , 故 | sao = 0. 


被 积 函数 2 一 y 在 D 上 对 固定 的 9, 它 是 z 的 偶 函 数 , 故 


8$1 二 重 积分 


其 中 四 是 D 在 z>0 的 部 分 . 
于 是 fT (z+ do = [fre = 2 fe 


1 Fea 1 2 
=2]a| c= | Vs 


8.1.28 计算 ll lcosCz 十 ¥) |dzdy. 
vee 
or<F 


解 ” 设 积分 域 D:0<z 过 也 ,0<y<< 也 ,P= Di 十 Do, 其 中 D1 


0 和 zz 入 于 ,0<y 入 于 一 zi0: 0 入 z 入 本 到 一 ?<y 答 瑟 . 当 点 
(z19) E DI 时 ,cos(z 十 9) 之 0; 当 点 (z,y) E Ds 时 ,cos(z 十 9) < 0, 因 而 
有 
fT leosGz + #) ldzdy 
oe 
or 


人 ec 十 妨 |dzdy 十 eee + lardy 
La 二] 

= Jeoscs + warey — [ec+npew 
be | 


= fi |e sec 十 8g)dy 一 fe 人 cos(z 十 y)dy 
9 于 -= 


| 1 — sinz)dz | ee Daz 
o 
= ke 一 sinz 一 cosz)dr = x — 2. 


8.1.29 求 1 二 人 epoe 其中 f(z) = | efdt. 


解 原 积 分 /可 写成 1 一 [aj 和 
为 将 它 化 为 某 区 域内 的 二 重 积分 ,注意 
一 1321 一 
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fe = 一 erdt, 
从 而 1 一 一 iz [es “az 一 一 [| ze™ ‘a=— [| ?gzdt. 


其 中 积分 区 域 了 = {(z,0)1z € (0,D ,iE (z?,1)}( 如 图 ). 
因 。” 不 可 积 , 所 以 改变 积分 次 序 , 于 是 情 一 {(z,D14E (0,1)， 
1 TT 
z€ (0,VTt ,于 是 1= 一 | ze-zaz, 故 


原 式 = 一 4 i fur = 一 去 dt 


= 了 |e d= (ee'—1) 
4 了 
y=2x 
i=x 
用 到 着 
1 
x 
0 
Tt 
8. 1. 30 题 图 


8. 1. 29 题 图 
8.1. 30 变更 积分 顺序 ,计算 二 次 积分 [az | -wa 
解 ”如 图 ， 


[ef ew= fa ee 一 
0 = 0 号 9 2 


人 1 (A 
fe” 2 dy if "dy 4 
1 
8.1.31 设 o= | qt, »= fee, 求 整 数 m.n 使 得 
2 ,( fe yj 生 二 ma 一 地 十 十 1 
E 


人 


一 1822 一 


$1 二 重 积分 


一 2( 一 I eridzdy 十 各 eridzrdy) 
SFE0 Sr 
加 全 o<r<1 


= 2(-[ 9 [ee 十 | dy J 
> | [「 


要 
一 一 ce- 二 寺 上 To-ray+ 2 fe 十 ee 
Rs = | 
=2|: ray — Jee i 了 


和 二 和 
(Gy 十 Ye "a+ ha — ye ry] 


1 
4Ve 


Sl 
= 2a 二 二 
所 以 m= 2,n 一 1， 
8.1.32 计算 | 到 十 dc; 其 中 Bl<lzllzls1 


解 ” 因 为 f(z, 一 y) = f(z), fF( 一 zy) = f(z,g， 即 J(z,y) 对 
zy 箔 是 偶 函 数 , 且 区 域 D 对 z 轴 .y 轴 对 称 ,所 以 


etm et te dz 


二 6 [fg 一 .zt 4 
人 e+ De ee 了 | := 3 


8.1.33 计算 [ef 及 十 fa = sin 妥 作 
解 ”如 图 ， 


EN 4 2 位，Hg .1， 
i 一 一 未 (qin 棕 = [in Bean) ，8. 1, 33 题 图 


Se 一 
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A 2 世人 二 
= zi 1+ (Fs | 


= 入 er 十 2). 
8.1.34 已 知 f(z) 在 [0,o] 0 证 明 
a[frcwa row ]= [fre] 
证 ” 设 区 域 D:0 守 z 之 a, 0 之 y 之 a, 则 
1= | ssa =[ [freropw]e 


= | Dy ed 8 [ f(Dat 上 了 (z)dz = [F fd | 
又 IT 二 7+ LL， 
hi= | [roroe= row Bw 


1 = [az [ss6wa = fay fear 


-eolheoede -fool feoe]e 
= fs [free Ja [ f(s)ar [swe, 
所 以 ”2[| soar few] = [re 
8.1.35 设 f(z) 为 闭 区 间 a 过 z 达 5 上 的 连续 函数 , 试 研究 
fe ft 一 f(y) Jay, 
从 而 证 明 不 等 式 
[fw < = rar. 
此 处 仅 当 f(z) 为 常数 时 等 号 才 成 立 . 
证 因为 |a| rre) - fC) yay 
= {fc - arerep + FAD J) 
= {fr = 2 fr + [rw 


各 [F Pl)ay | —2 下 rc fdy | | mE 9 [frwale 


一 芭 24 一 
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oy frewar = 2[ [ra] + 二 二 号 row 
=2{G@—o [rw [rz] ) CD 
当 且 仅 当 f(z) 志 f(y), 即 f(z) 为 常数 时 , 则 
fa fre -ropye=o 
由 (1) 即 得 全 一 9 fr wa [re 
车 f(z) 不 便 为 常数 , 则 | az | [rcz) 一 fo] > 0 
于 是 由 (1) 得 G4 一 a) [reoe 区 下 [ee 


故 人 6 二 竣 [free> >[ rear 
此 处 仅 当 f(z) 为 常数 时 等 号 才 成 立 . 
8.1.36 计算 ll (zl + ly|)dzdy. 


s+el 
解 ” 设 十 过 1 在 第 一 象限 内 的 部 分 为 Di:z? 十 六 过 1,z>0， 
y > 0, 其 上 面 的 积分 为 
ot von oro- fe "(+ ay. 
设 世 十 六 之 1 在 第 二 .第 三 .四 象限 内 的 部 分 分 别 为 Di.DsD,， 
Ds: +PS1l, zr<0, y>0; 
D: z+y1l, rz<0, y<0; 


D: z+yl, rz>0, y<0. 
它们 上 面 的 积分 分 别 为 


em + lpDazty = a + 


i 0 (=— rv =); 
[a+ bbDat 一 | 二 | 一 一 :一 2 
3 


一 1325 一 
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A GD (=— 729 =— §); 
fa + lyDaty = [af en Ddy 
4 

=[af, VE (uo=7,0 =— yy); 


1 pV 
所 以 , 原 式 = 4 az | + 


=4]te Vi 去 十 二 (1 Ey 


3 3 
8.1.37 设 m.n 为 正 整数 , 且 其 中 至 少 有 一 个 是 奇数 , 试 证 : 
zy'drdy 一 0. 
ye BR 
证 ” 设 m 是 奇数 , 则 
1 z"y'drdy 网 2 区 


因为 六 是 奇 函数 ， , 且 积分 上 下 限 只 差 - 一 个 正 负 号 ,所 以 对 z 的 积分 为 
零 ,于 是 
zx"y'drdy = 0. 


ete 


同 理 可 证 , 当 为 奇数 时 ， 
z"y'dzrdy = 0, 
CE 
8. 1. 38 ”将 二 重 积分 由 (Ci 化 为 定 积分 ， 其 中 D 是 直 
线 y 一 roy 一 z 及 z 一 z( 其 中 zo 过 z) 所 围 的 三 角形 域 ,并 证 明 
| J [Re [se = 二 ce 一 人 "Cd 


一 一 
证 将 二 重 积分 化 为 二 次 积分 ,得 


一 娥 策 一 


3$1 二 重 积分 


T= wa = sew fe wri 
了 0 


二 
n+l 


另 一 方面 ,| (< Dr = [ue DF dy, 
了 


[ (一 "+1f Cy)dy. 
0 


因此 有 [af Gz— wy = Go— Dy)ay. 
1o 0 0 


ns 二 1 
设 1(z) = [ (z 一 "f(y)dy, 则 上 式 变 为 


pe [ 7.Cz)dz， 
zx0 
将 十 1 换 为 wz 换 为 z 便 得 


1.(z) =n | 1.-1(z)dz. 
0 
反复 运用 此 式 便 得 
Lz) 一 ml [We a [a 
CR 
wm ff [rwe= 去 | DF 
1 


一 3 人 
8.1.39 计算 区 域 D{(z,y)|z: 一 (2a: 一 1)z 一 2zg 十 久生 0} 上 


的 积分 | zydray. 
bp 
解 ” 由 zs' 一 (20 一 1)z 一 2zy 十 过 0 可 得 ， 
(z 一 8g)2< 妇 ai 一 (2 一 02)2， 

即 lz— yl Vat 一 (z: 一 a2)2， (1) 

— Va (2?— oar—y< Vol 一 (2 一 a2)2， 
故 z 一 Vom 一 (2 一 00)2 委 yy 和 安 z 十 Vat 一 (z: 一 0)2， 
又 由 (1) 有 (于 一 002 委 o4， 即 (2@? 一 22)z2 过 0. 故 知 2a: 一 半 过 0, 即 
人 20. 因 而 一 VY 2a 委 z 迄 V 2a. 于 是 


la 
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CN 

J | a 

ze tLz + Va nad 
去 [z= je i (x? 一 a’)?l?}dr 


= VE 2 Z2(21 2 2Z2)d: 
一 2 全 /i a z 
Vi 
=4|, “ Z2 Yzrz(2a2: 一 z2)dz ( 令 +== VY 2 a sing) 
16 Y 2 “让 sin30 。cos20d0 
16 V 2 “| 作 sinadl 一 上 and | 


16 V 2 3 了 一 二 .3 一 如 V3m 


I 


4 


3. 在 极 坐 标 系 中 二 重 积分 的 计算 法 
So: 交换 二 次 积分 


| 网 f(zyy)dydz 的 积分 次 
序 , 并 把 它 转换 为 极 坐 标 中 的 二 次 
积分 . 

解 ”如 图 ， 


| 必要 [ew 


| Sg ER 
+ 人 fre 


arcg V2 geel 
-| do 了 (rcosgyrsing)rdr 


8. 1. 40 题 图 


rest— VT) -et VIT ED) 
[ wf Ded 了 (rcosgyrsing)rdr. 


一 1328 一 


§1 二 重 积分 


8.1.41 将 对 极 坐 标的 二 次 积分 /一 他 0 了 (rcosgyrsing)rdr 


交换 积分 次 序 , 再 把 它 化 为 直角 坐标 系 ， 写 出 先 对 z 后 对 3 以 及 先 对 ? 
后 对 z 的 两 个 二 次 积分 . 


解 1= fe (rcosgvrsing)d0 
人 


+ 下 ea ,了 (rcosg ,rsing)d0 


一 | = | Ve 十 fa 三 ne 


。 VY2zu -22 2 V2er—s? 
A A 
8. 1. 42 ”改变 下 面积 分 的 次 序 , 并 转化 成 在 极 坐 标 中 的 二 次 积 
分 . 


J | repa 十 [a epw 
解 积分 区 域 由 直线 y 三 zy 二 1 一 z 及 z 轴 所 围 成 (图 略 )， 
原 式 = fw [spar 十 [人 [rcpar. 
， 二 ， 
极 坐 标 形式 为 


I Ka 2 orien 


8.1.43 将 积分 a “ce 四 化 为 极 坐 标 形式 的 二 次 积分 
(两 种 不 同 的 积分 次 序 ). 

解 “积分 区 域 0 是 由 半圆 y = V1 一 三 和 直线 z 十 y= 1 所 转 成 
的 . 在 极 坐 标 系 中 ,y = VI 一 三 和 z 十 y 一 1 化 为 -二 1 和 + 二 


i 故 有 
J 人 “flapDey = ep “人 1 了 (Crcosg rsing)rdr. 


= 
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下 面 研究 先 对 9 后 对 + 的 积分 ,将 一 cccg 二 -si6 改变 形式 ,得 


Ed 1 
sin(0 十 本) 一 四 
4 V2r 
1 x LA 1 
故 goi(r) = arcsin arccos 
V 2r 4 4 Y 27 
[4 L2 1 
gr) = gr) = ~ + arceos 
2 4 7 


由 此 即 得 
= nr 
| dz 站 a | rar 1 "了 (rcosb ,rsing)db. 


8. 1. 44 计算 sn Ah， D:r2< 委 守 2 十 护 委 4r2. 


解 ” 原 式 = 局 | sinr。rdrdb = 2r Ff sinr * 7dr 
= 2r[( 一 reosr) | 二 [eosrar] 
一 2x( 一 2x — 7) 一 一 6x2. 
8.1.45 计算 | j 开 十 护 一 4do, 其 中 ,D:z? 十 六 过 16. 
解 ” 因 被 积 函数 中 绝对 值 符号 内 的 十 一 4 在 D 上 变 号 ,所 以 
将 了 分 为 两 部 分 (如 图 ):Di 二 ((z,)|z? 十 六 和 引 ， 
= {zz + ye 16}, 
ht 
~ [e+ 4ldr 


= e-emerlerr — 4dr 
= 】 (4 一 7?)rdrdg 十 (7? 一 4)rdrdb 


= Fw ju (4 一 72)rar 十 下 wo 《r2 — 4)rdr 


一 880 一 


一 一 a+Yaz 一 
8. 1. 45 题 图 8. 1. 46 题 图 


8.1.46 计算 fe 位 Ar 
ey Vi VA ry 
解 ” 虽 已 给 出 二 次 积分 ,但 直接 计算 较 繁 . 考虑 到 被 积 函数 的 构 
造 , 可 选用 极 坐 标 , 为 此 ,由 积分 限 可 知 相 应 的 二 重 积 分 的 积分 区 域 
了 一 {(zD)|—z<y<— t+ Ve zr Aa} (Mg), 
再 将 积分 化 为 极 坐标 形式 ,得 


1= 1 一 一 二 一 一 zdy 
yy Vitiy Vr ry 
『 1 
一 一 一 一 一 rdr 
了 7 V 4a2 一 72 


一 一 2matep 


[oresin pn dg 了 2 
8.1.47 ”计算 积分 
VT orPay 人 -2 pe i 
[ e ww fe d: + 六 | 
解 虽 已 给 出 二 次 积分 ,但 。-” 的 原 函 数 不 是 初等 函数 ,因此 考 
虑 用 极 坐标 . 由 积分 限 可 知 ,相应 的 二 重 积分 的 积分 区 域 0 由 
0= (Ewe :< 廊 | 


V2 


R 


Va 


Mt 
本 edz. 


与 Di= {DIO0<zS V 天 一 六 ， <y<R} 
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组 成 (如 图 ). 将 积分 化 为 极 坐 标 形式 ,得 
7 一 fT e-* -rdzdy 一 [ erdrdo 


Db Do 
二 R 

= | Ta0 erdr 
En 0 


Te 
= a pi 上 gi :a 


8. 1.48 ”计算 积分 


ME JJw 导 ge 


一 -dl = r(arcsint + V1 -|! 一 (了 一 1). 


-人 |- 
8.1.49 计算 下 列 二 重 积分 ， 


8. 1. 47 题 图 
jy 枉 Sm p= {62D le+ 1}. 


解 化 为 极 坐标 计算 ， 因 = {(r,0)I0<r<1,0<0< 27), 


/一 
| 1 干 尼 


(1) 7 一 人 YR 一 z? 一 ydzrdy, 其 中 DD 为 z? 十 y= 二 2Rz 围 成 的 区 


域 ， 


(2) 7 一 和 ass 了 zu, 其 中 六 为 圆 妆 十 妨 一 4, 芝 十 护 二 1 和 直 


线 y=z,y 一 0 所 图 成 的 第 -象限 内 的 区 域 . 


解 w= VR -ryty = 2 | VR — rirdr, 
D 


令 1= 天 一 性 , 则 


es 
/=2 wf Vi 
he 2 9 


(2) 因 tg9 一 二 ,所 以 arctg 刀 = 0， 


Te = 
【一 are avy = [eo forer = [ioe {rer = Be. 
ba o 1 0 1 


一 234 一 


3 
64 
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是 由 直线 y 一 2,y 一 0,z 一 一 2 及 曲线 
z 二 一 VY 2y 一 六 所 围 成 的 区 域 . 


8.1.50 计算 积分 | (2 + ydo， D:z + 
解 ” 因 为 f( 一 zy) = f(z,) ,区域 D 关 于 y 轴 对 称 , 故 


ll (r+ do 一 ll zido =2 fw eeww 
nD Dp “PF . 


=4 ea [rar 一 Tt, 
0 9 4 


8.1.51 计算 | In(zz 十 ydo,Die SrA 二 


D 
1 2 
解 J ln(z2 十 妨 )zdo = 二 rarao = 二 [| do 人 er 
D 


1 fa ; A 
了 炎 [rzlnr: do 2 Lbinb? azlna2 一 b? 十 a?]. 


8.1.52 计算 | Ev TT :+ ldy, Ca > 0). 
解 ”变换 成 极 坐标 计算 ,得 


= 人 一 o)? + yldy 
一 fw [ee 一 a)? -十 rzsin2g]rdr 


加 Jw fr + azr 一 2arxcosg]dr 


“| 十 3S-cos0 do 
8. 1.53 计算 1= | war, 其 中 Dp 


解 ”如 图 ， 
1= 有 ” ziyidzdy 一 J reydzdy 
ziydzdy 一 
J 3 上 -| 站 8.1.53 题 图 
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和 
= ,<= 总 


采用 极 坐标 ,得 
fT zydzdy 一 1 yssin2gcos2gdrdg 


站 ep 
一 do | 7ssin2gcos2gdr 
于 由 


一 元 sinsb(1 一 sin’0)4d0 = cf Sinatuda 一 sinludu]. 


利用 分 部 积分 公式 可 得 
32[1.3.5°:77x 1.3.5.7.9 4] 


32(105 _ 943) .rT _ 7 
3'384. 3840° "2 243 
64. 7 A - 
从 而 《一 一 下 "到 
8.1.54 计算 | Gs: (m > 0). 


str! 
解 ” 设 D 为 由 2 十 严 =1 及 开 十 殉 二 #(0<<z<<1) 所 围 成 的 
区 域 ,采用 极 坐标 计算 .车 m 关 1, 则 


dzrdy rdrdg ”人 1 
Te 7 一 .人 可 


-an 
2 一 2m 
如 果 0 二 m1, 当 z 一 十 0 时 ，(1) 式 趋 于 一 元 ! 如 果 玫 > 1 当 = 
一 十 0 时 ,(1) 式 趋 于 一 oo. 

车 m= 1, 则 


drdy 2 (1 drdO 1 
l 五 十 殉 下 [ > 2r lnz|， 一 一 2xlnz. 《2 


当 z 一 十 0 时 ,(2) 式 趋 于 十 co. 于 是 


:= 这 1 一 二 2]. (CD 


2r 


一 43a4 一 


I= ， 0O<m<1; 
ll dy 
(二 十 co， m= 1; 
tne 一 co， m> 1. 


4. 用 曲线 坐标 计算 二 重 积分 


x 2 2 2 
8.1.55 求 二 重 积分 /1 一 区 一 部 zdy， D: 王 十 徊 =1， 
z> 0,y> 0. 


解 ” 设 z== arccos9,y = brsin9, 通 过 此 变换 ,zoy 平 面 上 的 区 域 D 变 
成 了 79 平 面 上 的 区 域 Di:r = 1,0 生 4 入 也 . 且 


acosg ”一 qrsing 
bsinb brcosb 


2 2 
ee 0 


< 到 
= fra fo /ri = 2[- 于 [el Q 5 之 1 -= 皮 
本 
8. 1. 56 计算 | mcounw， D={(z,DII<S1y<2,7z<y<4r, 
D 
rz> 0}. 
解 了 = {CDlz<zy<2,1 <4,r > 0}, 


邻 zy 4 二 vz, 则 z Ny Vuw (i>0,v> 0), 


J= = abr, 


yle ole 
Se ele 


于 是 


一 
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p= {Du Lv) 


2 
人 In(zy)dzrdy 一 [ lnzx 去 sudo 一 人 omw | 
m 


8.1.57 当 f(z,y) 连续 时 ,对 于 1 二 ez | rc ,pa 进行 变量 普 换 
z 一 4 十 py 一 4 一 z 

解 ”在 这 个 变换 下 p= {(z,D10<z<1,0<y<+} 与 P= {(4， 
0 和 vw 十 vz 过 1) 一 一 对 应 (如 图 )， 


所 以 


In2(2In2 — 1). 
2» 


4 
1 


8. 1.57 题 图 
变换 的 行列 式 为 
立 多 
_9r)_|I% 和 |_ 1 3 
二 鳃 内 -| 3 台 
EE 


所 以 1 = 1 fz)drdy 一 fa [spay 
| 


=。 
= re 十 一切 | RE aww = 2 fa f fu vu 一 pb)du. 
oD 


8.1.58 计算 | 入 去 24zy, 其 中 D 是 抛物 线 产 一 27 和 直线 z 十 
y= 4,z 十 y = 12 所 围 成 的 区 域 . 


Vr MB 
策 令 上 二 入 ,从 中 解 出 8.0, 即 得 变量 代 换 | ”VY 
十 二 办 =z+# 


一 188 一 
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在 这 个 变换 下 ,zy 平面 上 的 区 域 D 变 成 妃 平 面 上 的 矩形 区 域 D: 
-V2<s< ,4< 1 !2 其 变换 行列 式 为 


a(z,9) 1 1 
AE,n) aE,n) 2 2 
a(z,y) a a 2 xz/ 
Ee 1 1 
中 外 
__1 2 
2z 十 y 2 十 9 
Tz 
于 是 
2z 十 2z+y, az,9) 
drdy = | mr!) es dsdn 一 中 2dédn 


一 32V2. 
8. 1. 59 求 | (z+ g)dzdy a D:z + yr 二 y. 
D 


] 1 1 1 | 
解 D 即 为 (z 一 也 ”十 (一 了 ” 居 要 : 令 z= 卫 十 wy 一 万 


十 bz， 则 


下 奖 
天 冯 和 加 = 中 =: 
w gl lo 
Mm 
于 是 T+ way = | +t oan, 
Dp p 


今 4 = rcosg,v 二 rsing, 则 
2 


1 
原 式 = 上 wf V3 (1 十 rcosb 十 rsing)rdr 


1 
二 fo 十 (cosg 十 sin0) | {p= 
i 了] 


8.1. 60 计算 (V+ Vy dzdy, 其 中 人 是 由 曲线 Vz 十 


a 


Vy = 1 和 坐标 轴 所 围 成 的 区 域 . 


一 起 一 
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解 。 令 = 一 rcosg,y 二 rsing, 则 被 积 函 数 化 为 Wz 十 VY 二 
V7 ,曲线 Vz 十 VY 一 1 变 为 直线 + 一 1, 直线 y 一 0 恋 为 6 一 0， 
直线 = 一 0 变 为 0 = 子 ,( 如 图 ) 


0 
2 az 
1 
9 
D> 既 
人 1 0 
(a) 8.1.60 题 图 。 (0) 
Ary) 
且 J= ario) 一 47sinsbcos30 ， 


于 是 得 | (Vz 十 Vy drdy= 人 Vr 4rsinag 。cosbgadrdbg 
万 p 


. 于 
一 [ 4sin30 。cossgdg fe = 号 sin0(1 一 sinzg)dsing 
0 网 
= -8rsing _ sin 二 8 -1 _1 2 
5 6] 一 王 [ 玫 一 人 一 若 . 
81 车。> 0,fCo) 为 偶 函 数 ,问心 re 一 ou 等 于 
由 rodl - 部)a 吧 ?为 什么 ? 
解 ” 作 变换 z= z,y = z 十 4, 则 zoy 平面 上 的 区 域 D; 一 a 之 z 之 


4， 一 4 人 ya 变 为 zou 平 面 上 的 区 域 py ; aa 一 一 z 二 zx 
委 o 一 z, 且 


于 是 
I= fs [so 一 z)dz 一 sce re 
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= 上 fdu 三 = 十 人 row 六 = 
= fe — wf)du + 人 er + Wf) du. 
在 第 二 式 中 , 令 4 = 一 v, 则 
20 20 
【一 | (2a 一 Wf du 十 | (2a — WF(— vd 

0 0 
20 20 

= 上 (2a 一 wf)dut (2a 一 v)f(v) dv 


=2 Fe — wf)du = 4a fia 一 部 )FGoau 


涛 二 三 村, 则 1 frwa 荔 )du, 否 则 便 不 等 于 它 . 
8.1.62 证明: 人 flaz + by + cdzdy 


[3 
=2[, V1—wfly Vet cdu, 
其 中 D 为 2 十 过 1, 且 a 十 如 关 0. 


证 we = 二 
er 


ar+by=u Ya 十 天 


a 5 
J 二 az) -| Y 二 十 天 Y 于 十 中 | 
ausz) b a 本 
VY@ 十 要 Vat+b 
zoy 面 上 的 区 域 D 变换 为 wov 面 上 的 区 域 


J 了 (az 十 by + cdrdy = 1 flu Ya 十 天 十 c)dudov 
D [3 


VD 
= | ye t+ dd 
=2 ,VIG VE B+ du 
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8$2 三 重 积分 
内 容 提 要 


三重 积分 的 定义 与 存在 定理 

定义 : 设 f(z,y,z) 为 定义 在 空间 有 确定 体积 的 有 界 闭 区 域 9 上 的 
有 界 函 数 ,将 9 任意 分 成 4 个 有 确定 体积 的 小 区 域 4v1,4v2,… ,4v;,…， 
dz 其 中 hv 表示 第 i 个 小 区 域 ,也 表示 它 的 体积 . 在 每 个 小 区 域 4v.(i = 
1,2,…,n) 上 任 取 一 点 PAC,m,6) , 作 乘积 了 (8i,7,6) hv, (i 二 1,2,.…， 


7) ,并 作 和 卢 )f(4,%,6)4o, 如 果 不 论 小 区 域 怎样 划分 和 点 (如 ,%,6,) 怎 


样 选取 ， 上 述 和 式 当 各 个 小 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 4 趋 于 零 时 的 极限 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 f(z,y,z) 在 8 上 的 三 重 积分 , 记 为 


下 了 (zygy2)dp, 即 
5 


- 


Drew».= msm ) Av;. 


三 重 积分 符号 中 的 flzy,2)dv 叫做 被 积 表达 式 ， flz,y,z) 叫做 被 积 函 
数 ,do 叫做 体积 元 素 ， 

由 于 上 面 和 式 极限 的 存在 与 小 区 域 sv, 的 分 法 无 关 , 当 取 各 面 分 别 
平行 于 直角 坐标 系 的 坐标 面 的 长 方 体 作为 小 区 域 时 , 则 dv = dzdydz, 因 
而 我 们 常 把 三 重 积分 记 为 


下 f(z,y,2)dv = 下 f(z,y,2)dzrdydz. 
号 也 


记号 中 dzdydz 叫做 直角 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 

关于 三 重 积分 的 存在 定理 和 基本 性 质 ,和 二 重 积分 完全 类 似 , 因 此 
不 再 重 述 . 

2. 三 重 积分 的 计算 法 

三 重 积分 通过 化 为 三 次 积分 来 计算 . 随 着 积分 区 域 9 的 表示 法 不 
同 , 可 以 将 三 重 积分 


832 三 重 积分 


J f(z,9,2)drdydz 


化 为 先 对 z, 或 者 先 对 z, 或 者 先 对 y 的 三 次 积分 , 即 有 以 下 几 种 情形 : 
(1) 如 果 积 分 区 域 9 在 平面 zoy 上 的 投影 为 
Ds = {zz rE znN(7) Sy < y(7)}, 
其 中 因 (z) ,ys(z) 在 [zi,zz] 上 连续 ,8 的 边界 曲面 分 为 两 部 分 ,其 方程 各 
为 z= 二 zi(zyy) 及 z 二 zz(z,9)( 其 中 (xz,9) 鞍 z(z,9) 且 z(x,y) ,22(z,9) 
在 Ds 上 连续 ), 即 积分 区 域 9 由 不 等 式 
WEIS za N72) Sy p72) 27 9) Sz zz,9) 
所 确定 , 则 有 


Drewee = J fs 


= J fe fre 


(2) 如 果 积分 区 域 9 由 不 等 式 
ASZE nz) STE T(z) 7,2) SYS yr,2) 
(其 中 z1(z) ,zz(z) 在 [z1,z2] 上 连续 , yy(z,z) ,yz(z,z) 在 De 一 {(z,z)|2 
过 z 世 有 ,xz1(z) 之 z 委 za(z))》 上 连续 ) 所 确定 , 则 


Dewees = = Tak Wk fy a)dy 


-Pee feet 


1 
(3) 如 果 积分 区 域 9 由 不 等 式 
yy,ay) SS Ay) ,ry,2) Sr ES zy,7) 
(其 中 (9) ,zz(y) 在 [y,y2] 上 连续 ,zi(y,2) ,zzCy,z) 在 Dis 二 { (9,2) | 
过 y 过 yzil(y) 委 z 委 za(9)) 上 连续 ) 所 确定 , 则 


二 GD 
I fz) drdydz 一 | a [ey De 


a 
3. 三 重 积分 的 换 元 
(1) 用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 
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设 P(z,y,z) 为 空间 中 的 一 点 ,并 设 P 在 zoy 平 面 上 的 投影 P' 的 极 坐 
标 为 (r,0), 则 (r,0,z) 就 是 P 点 的 柱 面 坐 标 ,点 P 的 直角 坐标 与 柱 面 坐 
标的 关系 为 

T= rcos0,y = 7sing,z 一 z. 
在 柱 面 坐 标 系 中 ,dv = rdrdbdz, 于 是 得 到 柱 面 坐标 系 中 的 三 重 积分 


站 verow = re »2)rdrdOdz, 


其 中 F(r,9,z) 一 f(reosg ,rsing ,2). 要 计算 在 柱 面 坐标 系 中 的 三 重 积分 ， 
与 直角 坐标 系 三 重 积分 所 用 的 原理 一 样 , 可 把 它 化 为 对 ,9,z 的 三 次 积 
分 . 

(2) 用 球面 坐标 计算 三 重 积分 

设 Plz,y,z) 为 空间 中 的 一 点 , 若 p 是 矢量 OP 的 模 ,9 是 OP 在 zoy 平 
面 上 的 投影 与 x 轴 正 向 的 夹 角 ,p 是 OP 与 z 轴 正 向 的 夹 角 , 则 (p,9,9) 
是 点 P 的 球面 坐标 ,点 P 的 直角 坐标 与 球面 坐标 的 关系 为 

z = psingeosg ,3 = paingsing,z = peosp. 

在 球面 坐标 系 中 ,dv = pr’sinpdpd6dp, 于 是 得 到 球面 坐标 系 中 的 三 重 积 
分 


各 f(z,y,2)dv 一 下 F(p,0,9) P'singdpdbdg, 
5 5 


其 中 Po,g,9) 一 了 (psingycosg,psingsing,pcosy). 要 计算 在 球面 坐标 系 中 
的 三 重 积分 ,与 直角 坐标 系 三 重 积分 所 用 的 原理 一 样 ,把 它 化 为 对 p、 
9.9 的 三 次 积分 . 

(3) 一 般 换 元 公式 (用 曲线 坐标 计算 三 重 积分 

设 函 数 z*(x,pyzo) ,ylusv,w) ,zlu,v,w) 在 Op 空间 的 有 确定 体积 
的 有 界 闭 区 域 2 上 都 有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 作 变换 = = z(4,2,w),y 一 
yu,0,w) ,z 一 z(u,9,w) ,引进 新 变量 w,v,w. 如 果 这 个 变换 把 0zyz 空间 
的 有 确定 体积 的 有 界 闭 区 域 8 一 对 一 地 变 成 9 ,并 且 变 换 的 雅 可 比 式 


Aa(z,y,2) 


光宇 au, vw) 


天 0， (oo) E 38， 


&lS ls | 
9 9la sl 
gl le Flo 


A 


i842 一 
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则 把 三 重 积 分 的 变量 从 直角 坐标 (z,y,z) 变换 为 曲线 坐标 (u,v,w) 的 公 
式 是 


于 了 (zy,gyz)dzdsdz 
五 
到 下 f[z(uyoyz) ,yu ,0,0) ,zu,50,w) Tdudvdw, 


其 中 |J1audvdw 为 曲线 坐标 中 的 体积 元 素 . 
问题 与 解答 


1. 直角 坐标 系 中 三 重 积分 的 计算 法 
8. 2. 1 求 用 zz. 其 中 是 由 y = zy 一 = 十 2， 4z 一 22 十 所 ,2 
坚 


一 z 十 3 所 围 成 的 区 域 . 
解 ”9 在 zoy 平面 上 的 投影 了 如 图 所 


2 十 2 十 3 
于 zdv = 六 = 局 dy | 
5 
2 st 3 
-lt 


= Fee + 2) + 3z(z + 2) 


示 


(一 


Ea 3 25 zx? 
一 本 (十 2) -T+ ++ Tl 
2 Ed Es 
= 人 te+2e+az 一 本 ) 一 2 十 az 一 于 
一 区 [cr 十 2)3 一 zo])dz 
_ rz 837 
= {20+ 3z 一 于 ) 一 言 [(z 二 2) 一 z+])dz = 6 


8.2.2 求 | zydzdydz, 其 中 日 是 由 z 二 zy 及 z 十 y= 二 1,z 二 0 所 围 
成 的 区 域 . 


i 
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eee foe 
下 | a 卜 azdy 一 [C$ a 


= 广 he — 32 + 3 — zdz = Le 


180" 
8.2.3 光大 网 全 人 的 值 - 
解 和 elldo 一 [er f ado] dz = Er — de 


tt 人 


= 2r fa — 2)edz = 2 
8. 2.4 计算 用 zzayz 的 值 ,其 中 避 为 两 个 球 忆 十 殉 十 2 之 刁 及 
到 十 所 十 好 秋 28z 的 公共 部 分 . 


到 十 久 十 到 一 于 
解 由 有 有 各 (中 


R 
= 一 地， 
卫 十 六 一 用 一 (到 六 


设 被 平行 于 zoy 平面 的 平面 所 截 的 圆 域 为 P, 则 在 z 一 也 之 上 
时 ,为 隆 十 六 迄 开 一 字 在 > 一 到 之 下 时 ,为 卫 十 共生 28z 一 局， 


于 是 
[J zdzdydz 一 ff 22dzd 
5 多 


= fz :2 一 dz 十 | 2 一 站 = BR. 
五 


消去 z, 得 两 球 的 交 线 为 


480: 
8.2.5 计算 三 重 积分 用 ycos(z 十 z)dzdydz, 9 是 由 抛物 柱 面 y 一 


x 


Vz ,平面 y= 0,z= 0,z 十 z 一 把 所 图 成 的 区 域 


— dg4# 一 


解 ”如 先 对 z 积 分 ,9 的 上 下 边界 曲 
面 分 别 为 平面 > 一 等 一 > 与 == 0:9 一 


{(z,10 和 > 秋子 一 z(z ED ,而 Do 


= {DI0<y< Vr,0<z< 抑 )- 因 


和 
i «| | ycos(z 十 z)dz 


Eg VE js 

= he 上 3[sin(z + 2)J 7 "dy 8.2.5 题 图 
和 VE 本 

本 | y(1 一 sinz)dy = ba Ls, 
0 0 9 2 

i 

一 下 一 你 


1 
8.2.6 计算 三 重 积分 用 《zr 十 六 十 忆 )dzdydz, 其 中 日 = {|z| 二 a， 


lyl <46,1z| 入) 
解 ” 由 于 9 关于 三 个 坐标 面 都 对 称 , 且 被 积 函 数 也 关于 三 个 坐标 
面 对 称 , 故 有 


tr+ w= sf (22 + + 2 dzdydz, 
3 ol 
其 中 2 = {0z<a0<y<6,0<z<e}, 有 8 
过 
J zdrdydz 一 fe fa a = Fw, 
. 


同 理 Ij zdzdydz 一 下 ete， [i yrdrdydz = 二 odie， 
9) 


ee 


所 以 [J 他 士 这 十 2)dzdydz 一 有 abc(o 十 天 十 吕 )， 


8.2.7 计算 由 we, 其 中 口 是 由 平面 > = 0 及 曲面 : = 


A 
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和 /1 一 于 一 其 (常数 a > 0,5 > 0) 所 围 成 的 区 域 . 


解 ”由 对 称 性 ,有 
和 32do 一 4 fw [RAE pp Ty 
-A 
令 z=aAf/1 sint,, 则 dz = a 1 其 costdt, 于 是 


和 ydv= 4 [ra a ee 其 Deostidt 


» 2 Ea 
2 了 sd 一 2 
da hs (1 )dy 下 Cositdt = 4a 15 "也 Ib" 


8.2.8 计算 三 重 积分 用 二 -站 9 只 i, 其 中 9 是 由 1<z<2， 


1<y 二 2 和 1 二 :过 2 所 围 成 的 区 域 . 
a 
解 几 二 二 十 不 -je 村 


fts WT] 向 


ze ee 


y=2 
= 去 rs 二 1 各 
De 
2 ‘GH z+3 z+3 z+2 


三 去 [nCz 十 4 一 2In(z 十 3) 十 In(z 二 2) 也 


)dz 


#[in6 — 3In5 十 3in4 — In3] 一 Tin2 一 Din5. 
8.2.9 ”改变 积分 
fe [a 六 rc he 
o oa 0 i 
一 i$46 一 


的 次 序 . 
解 ”所 给 积分 的 区 域 是 由 z == 0， 
y 一 0z 一 0,z 一 z 十 y 及 z 十 9 一 1 所 
围 成 的 四 棱锥 04BCD( 如 图 ). C1,0,1) 


[= 人 全 renaa 
一 fa fa hewn 
+ Ie foals fry,2)dz D(1,0,0) i 


= J [fw 区 了 (z,gyz)dz 十 他 fa [rena 
由 于 积分 区 域 对 称 于 平面 y = z( 亦 即 ,把 z 变 成 y 同时 把 y 变 为 > 
时 ,积分 区 域 不 变 ) , 故 只 要 把 以 上 积分 中 z 与 y 对 调 就 可 得 到 另 一 种 次 


7 一 J fa [se Day 十 [ee 人 三 f(z dy 
= J a 上 Gray + fe fa [sep ay 
人 了 过 生 本 


8. 2. 10 改变 | 和 z fa fsa 的 积分 次 序 . 
解 所 给 的 积分 区 域 由 z = zy,z = 0,y 二 zx 及 z 一 1 所 围 成 (图 
(1)), 它 在 yoz 平 面 上 的 投影 区 域 如 图 (2) 所 示 . 


y 
4(0.1.0) 


2 2 
{1.1,1) GD 


(1,D) 


家 


他 3) 
8.2.10 题 图 


了 一 |s fe resrae 十 fs fe reraoe 


一 1347 一 
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=Je|. “of faet ee] ay | Georaae 
它 在 zo 平面 上 的 投影 区 域 如 图 (3) 所 示 . ， 
了 一 fa f 0 J = fe ef 
8.2.11 求 [ xzdrdydz, 8 是 由 曲面 z 二 zy 和 平面 z 十 y 十 z= 二 1， 
z 一 0 所 图 成 的 区 域 . 


z 


(0 8. 2.11 题 图 2) 


解 9 的 图 形 如 图 (1), 它 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 如 图 (2) 所 示 ， 


1= I zdzdydz 一 | a | 后 wy | dz 十 fe | 本 | de 


= 去 3 去 | 
TT 
Ep 11 
i Tz 人 


2. 柱 面 及 球面 坐标 系 中 三 重 积分 的 计算 法 


8. 2. 12 ”计算 积分 
2 i 


一 1348 一 


8$2 三重 积分 


解 采用 球面 坐标 , 则 有 ， 
I= fw few 六 mr 加 F Ssing[ 4cosp sl 


25 1 
= ) 2 — 1). 
3 2 W2 
8. 2. 13 
CD 证 明 用 row==| red 一 em 
s+ + 
(2) 计算 中 (aoz: 十 oa 十 azz2 十 aaz 十 a0dv. 
s+ tl 


解 (1) 采用 柱 面 坐标 ,得 


各 f(a)dv 下 Ca i “frar 


tt 


= 2 了 (z) 。 
(2) 由 (1) 的 结果 ,得 
(aozt 十 aiz3 十 az22 十 az 十 a)dv 


s+ 


= [eo 十 a 十 azw? 十 as 十 af)(1 一 vi)du 


3 = | fu) (1 一 vi)du. 


一 2r ou 十 az 十 a)(1 一 2)du 


一 2x fr qous 二 (qo 一 az)ut + (qz 一 at)a2 十 at]du 
一 2r( 一 学 十 生计 二 十 到 全 十 al) 


= 您 Gu 十 ?92 十 35a4). 


8. 2. 14 计算 积分 用 zdzdydz 的 值 ,其 中 2 为 两 球 于 十 六 十 字 委 


必 及 幸 十 下 十 二 < 28z 的 公共 部 分 . 
解 。 消去 z, 得 两 球 的 交 线 为 


一 1349 一 
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它 在 zoy 平 面 上 的 投影 为 
2 十 所 一 有形 一 二 ， 
z= 0. 
因 9 的 边界 为 球面 , 故 采用 球面 坐标 ,2 上 面 的 界面 为 十 六 十 忆 二 
可 ,下 面 的 界面 为 xz* 十 十 江 二 2Rz, 为 了 采用 球面 坐标 ,把 日 分 成 两 部 


分 . 
于 zdzdydz = fw [ep f reosrprssingar 
.| 


= ff 二 Ricos'gsingdp 一 = 而 


下 zzdzdsdz 一 隐 do 下 wf Tr?Cos’gpr’singdr 一 80® 
' 于 


2 二 
故 Dw = (80+ 160)xR: 一 je 


8.2.15 计算 三 重 积分 
jl In(z? + 二 2)dzrdydz, QO = {(z,9,2) | 十 十 于}. 
解 ” 因 98 为 球 ,中 心 在 坐标 原点 、 被 积 函 数 是 不 十 六 十 刀 的 函数 ， 
故 可 采用 球面 坐标 进行 计算 . 
[J in(z? 二 二 2)dzrdydz 一 fw fap [rsinginrsar 一 一 如 
注 日 内 的 (0,0,0) 为 In(z: 十 所 十 2) 一 inrz 的 正点 ,由 于 aln72 


一 0, 故 该 臣 积 分 收敛, 这 就 是 事先 未 对 之 讨论 的 原因 、. 
8. 2.16 设 函 数 f(x) 具有 连续 的 导数 , 求 
lim 二 下 了 ( Wz2 十 y+ 2)dzdydz. 


+ te 


解 三重 积 分 的 积分 区 域 为 二 十 六 十 地 二 z 它 的 积分 值 一 定 是 


8$2 三 重 积分 


4 的 函数 pC , 故 问 题 变 为 求 lm 2 , 现 先 求 w(D)。 
因 积分 区 域 为 中 心 在 坐标 原点 的 球 , 且 被 积 函 数 又 是 妇 十 六 十 之 
的 函数 , 故 可 采用 球 坐 标 计算 . 
[ f(VE TF Fa) ddydz = fw [fm srsingar, 
因 的 积分 限 不 合 0.g, 故 上 式 等 于 
ro fw saw 一 serarcam) 一 47 [row， 


dr | 7Gr)radr 
区 me int 


mn te 


所 以 原 式 = lim 


车 fC0) 一 0, 则 原 式 = tim 区? 一 mf = 了 (0); 
若 f(0) 关 0, 则 原 式 = 呈 人 2 = oo。 

2 A 1 
8.2.17 求 六 = 下 Ve | ,xm 


解 ”由 积分 限 可 知 ,积分 区 域 2 在 zoy 平面 上 的 投影 为 也 = {(z， 
D+ 4)}. eins 


ze 2 1 
全 dz M2 y 上 2 72dz 一 上 do [rer fcreos) sa 


= [| oo roz| adr 一 | (二 十 工 cos26)d0 ie 一 rz)dr 
9 0 ? 0 2 9 


2 
加 Sin20、| av，T4 La 
( 互 十 史 | ( 守 一 后 )|;= 一 285 
8.2.18 计算 


I VT didydz 0 一 (人 (zj 要 | 关 十 六 十 字 雪 寺 . 


解 。 9 是 中 心 在 (去 ,0,0), 半 径 为 专 的 球面 开 十 六 十 开 二 z 所 转 


成 的 区 域 . 用 球面 坐标 计算 ,只 的 方程 可 化 为 > = sinp cosb. 故 积分 区 
域 由 不 等 式 


-了 OSE pCingeoe 


a 
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所 确定 ,于 是 
Ne De 
= 人 0 sin i ;上 sing + Slap) dp 


1 侍 ooss [ie wn 
4 六 seo sinspdg (p= 3 + 如 


1 


『 costgdb | cosstdt 一 | see ee 
4 到 二 0 0 
3.41 .242 3 
4.2"2°5.3°.1 10 
8. 2. 19 ”计算 三 重 积分 人 (lz? 十 my? 十 nzz)dzdydz。 
s+ ta? 
解 ”采用 球面 坐标 计算 , 令 z = rcosp .cosg,y = rsinp 。sinb,z 一 
rcosp; 则 9:0 委 9 委 2r,0 委 7 入 ao0 入 9 入 ,于 是 


(lz? 十 mg 十 nz2)dzdgydz 


s+ +e 


一 于 7tsingp(Lsin2p。cos28 十 msinzp。sin29 十 ncos2zp)drdgdO 
2 


2 fs fe 
= do [ep [essing tsin:geos'o 十 msin?p » sin?0 十 ncos’p)dr 


本 (leos0 十 本 meinzg 十 二 0)40 
于 (全 十 和 mr + 条 nm = "eC 十 苏 十 z). 


8.2.20 计算 oo 全 人 
ds (VG Dt) 
解 ” 考 虑 到 被 积分 函数 中 含有 (5 一 z) 及 刀 十 了 z, 故 可 采用 柱 面 坐 
标 :y = rcosg,z 二 rsing,z = z, 于 是 


站 Ve?—s? 
原 式 一 | (6 — zr)rdr ， 
-| 


一 1852 一 
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| Mi rdr 
(Vb— 2) 十 72)3 


= | [LG 一 z)2 十 rd[G 一 z2) 十 z9 


但 


一 一 [@ 一 az: 十 四 二 | 好 = 二 一 一 :一 一 
o ?VR+a— 26r 


bet i fe 
所 以 , 原 式 = ee 


人 
| 人 


( 令 V 显 十 时 一 2jz 二 4) 


_，。 工 fr + da 
2r 站 fe 5 十 7 )du = 3 


8.2.21 求 [Te fs [ear 
解 ”采用 球 坐 标 ,由 被 积 函数 的 非 负 性 ,有 
ee 


+o 证 
一 4 | 73e- dr. 


a = 六 | 工 rC3) = lirel)= 
| 7 如 一世 eu= F373)= 4 9) 4 


[ee fw [eer ~ 
8.2.22 已 知 FOOD 一 用 fe 二 十)avaydz, 其 中 f 为 可 


微 应 数 , 求 Pr (2). 
解 ” 令 : = psingecos0,y 一 psingsin9,z 一 pcosp, 则 
pow = fe psinpapsosw = | ao [ap [fC8) prsinpap 
sce 】 


tt 


一 1353 一 


| 
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六 用 [rpwav， 
故 严 (iD 一 4rf(2)2. 
8. 2. 23 计算 三 重 积分 上 (z 十 y 十 2)dv, 其 中 日 为 2 二 刀 开 十 六 
4 


二 2 (4 之 0) 所 围 成 的 区 域 . 
解 ”用 柱 面 坐标 计算 ， 
[ (十 3 十 2)dz 一 人 fw | ee 十 rsing 十 z)rdr 


fa 73 73 证 
加 fe | [7 


有 fe 六 ee 十 于 sing 十 至 )dg 
0 Je 3 3 2 


加 | E sing cos 十 0]dz = [ee 一 本 ml 
注 ”此 题 用 对 称 性 计算 更 为 方便 . 


3. 用 曲线 坐标 计算 三 重 积分 
8. 2. 24 求 四 7T?dzdydz, 介 是 由 2 二 ay?,z 二 by?1y 这 0 以 及 z= az， 


z 二 pr,z 二 hh(4 祈 0,0 二 4 二 4,0 二 a 二 1) 所 围 成 的 区 域 . 


1 w? 
解 令 x 一 玉 ， 二 ，w z,; 则 J 一 pa 
wv 


于 是 【一 和 zdrdydz 一 


$8. 2. 25 求人 ziyevdrdydz,Q = {rz 之 0,y 之 1,2 之 1,z9 < 1}. 
0 


解 ” 令 = 一 sy 一 “二 ?一 “二 和 十, 则 favov) 一 et 此 
时 雅 可 比 行列 式 
一 4684 一 
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EE O78)2) _ 1 
wv) ul 0)! 


故 【一 由 zyer'dzrdydz 一 I ertrtvdudvdw 
= . | dv | ‘trtedw 一 他 [Te — ertr)do 
= Jtea ee 
4 2.26 计算 全 (到 十 束 十 二 enaec, 其 中 是 由 曲面 至 十 划 


十 亏 = 1 所 围 成 的 区 域 
解 ” 令 z= apsing .ecosg, y = bpsingsin0, z 二 cpcosp; 则 J 二 


a(z,y,2) a 
psp,0) “oprsing, 帮 有 


Et oe foi fp 
0 


= 和 raie 


8. 2. 27 计算 三 重 积分 用 dzdydz, 其 中 日 是 六 个 平面 


qz 十 by 十 cz 三 土 hh， 
azz 十 bay 十 czz 一 土 如 
asz 十 byy 十 csz 一 士 和 


(二 0 二 0 二 0) 


a Do 
所 围 成 的 平行 六 面体 , 且 行 列 式 4== |o &b cz| 天 0. 
as bs cs 
解 ” 作 变量 蔡 换 


v = qz7 十 bzy 十 czz， ys 三 土 ， 
w= Gyr 十 bsy 十 csz， 切 二 士 hs. 


人 -+t {= Li 
于 是 ,zyz 空间 中 的 斜 平行 六 面体 9 变 成 ww 空间 中 的 直角 平行 六 面体 


hh,— hvh,— hv hh. 
一 1355 一 
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a(zy,7) Ee i 和 和 
ER W305 i 
为 了 求 javoy7 "首先 求 3czsyz) az 本 一 | 名 叶 | 一 4 故 
as bs cs 
Az9992) _ 1 pn 
uv sw) apio) 4" 
9(z,y,2) 
于 是 
1 1 
dudvdw = 击 上 | Ee i Tal 1h2hs. 


一 1356 一 
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§ 3 重 积分 的 应 用 
内 容 提 要 


1. 曲面 面积 

设 曲面 >) 由 方程 z= f(z,y) 给 出 ,Du 为 曲面 > ) 在 zoy 面 上 的 投 
影 区 域 , 它 是 有 确定 面积 的 有 界 闭 域 ,并 设 函 数 f(z,y) 在 D, 上 具有 连 
续 偏 导数 天 (z,y) 和 万 (z,9), 则 曲面 > ,的 面积 为 


3 一 Jv: 十 (于 ): 十 (anay. 
积分 号 下 被 积 表达 式 称 为 曲面 的 面积 元 素 , 记 为 


ds =Af1+ (H+ + (Re 
1 ds = |cosr|d8， 
of 2 of 2 
A/ 十 :+ (RU) 
其 中 7 是 曲面 > 在 点 (z,y,z) 处 的 法 线 与 = 轴 所 成 的 夹 角 . 


如 果 曲 面 的 方程 为 x = gly,z) 或 y = h(z,z), 可 分 别 把 曲面 投影 到 
yoz 面 上 (投影 区 域 记 作 D,,) 或 oz 面 上 (投影 区 域 记 作 Ds) , 则 在 类 似 的 


于 是 dom 


相应 条 件 下 有 
s= ww 十 ( 锡 )* 十 (时 )* dydz, 
或 s = 和 Wi + (人 + (全 :eat 
2. 体 积 四 


设 空间 区 域 Q 由 曲面 z=- za(z,?) 和 z= zz(z,y) 围 成 ,其 中 z(z,9)， 
有 (z,y) 都 是 De 上 的 连续 函数 ,并 且 zw) lor)! 区 域 9 在 soy 平 
面 上 的 投影 为 平面 医 域 2,;D5 由 不 等 式 。 :: 
= SY 
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nz) Sy yz) a<zr<b 
来 表示 ,其 中 加 (z) ,ys(zx) 都 在 [a,8] 上 连续 , 则 空间 区 域 2 的 体积 为 
一 [ dzdydz 一 f [zz59) 一 zz,9) Jdzdy 


y 
ae 

= jaf ,L(y) 一 z1(z,9) Jdy. 
ns 


同样 ,有 时 为 了 计算 方便 ,也 可 以 将 空间 区 域 93 投 影 到 yoz 或 zoz 平 
面 上 ,其 处 理 方法 与 上 面 类 似 . 

3. 物体 总 质量 与 重心 坐标 

(1) 平面 薄板 

设 有 一 平面 薄板 ,占有 zoy 面 上 的 区 域 D5,, 在 点 (z,y) 处 的 面 密 度 
为 pbz,y) ,并 且 假 定 pbz,y) 在 有 确定 面积 的 有 界 闭 域 D, 上 连续 , 则 此 
平面 薄板 的 总 质量 为 


M= 和 casper 
其 重心 G 的 坐标 为 
了 一 可 zp(z,¥)drdy, y 一 可 3pP(zy3)dzdy. 
(2) 一 般 物 体 


设 一 物体 占有 有 确定 体积 的 有 界 闭 域 9, 在 点 (z,y,z) 处 的 体 密 度 
为 pz,y,2) ,并 且 假 定 p(z,y,z) 在 2 上 连续 , 则 此 物体 的 总 质量 为 


M= fj plz,y,2)drdydz, 


其 重心 6 的 坐标 为 
z= el zp(z,9,2)drdydz, 3 = eal yp(z,¥,2)dzrdydz 


z= | zp(T,y,2)drdydz 


4. 转动 惯量 (惯性 矩 ) 

(1) 平面 薄板 

“ 设 zxoy 平面 内 莫 板 占有 有 确定 面积 的 有 界 闲 域 Da, 在 点 (z+#). 处 的 
面 密度 为 PCz, ,并且 假 定 p(z; 和 在 Ds 上 连续 ? 纺 桥 板 对 于 * 轴 2 轴 < 


— 1 
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原点 0 的 转动 惯量 分 别 记 为 /yo, 则 
J -[ yplr,y)drdy, J,= I zp(zry)dzrdy 


和 [ C2 + pz) dzdy = Js + I. 


(2) 一 般 物 体 
设 一 物体 占有 有 确定 体积 的 有 界 闭 区 域 9, 在 点 (z,y,z) 处 的 体 密 
度 为 p(z,y,z) ,并且 假定 p(z,y,z) 在 2 上 连续 , 若 该 物体 对 于 各 坐标 平 
面 的 转动 惯量 分 别 为 vvJn=*y=# 对 于 各 坐标 轴 的 转动 惯量 分 别 为 7,， 
ya3 对 于 原点 0 的 转动 惯量 为 人/, 则 
ye 一 下 zp(r,y,2)drdydz, 


Jr 一 〖 zp(r,y,2)dzrdydz, 
1 = ps sres, 
J = 于 (+2) pz yz2)drdydz = Js 十 jay 
= 于 (22 + zap(zygzdzdydz = J + es 
由 一 [ (z+ 所)p(z,gyz)dzdydz = J 十 Joy 
.= 下 (B+ + pry 2 dzdydz = J + ye + Tos 
5. 引力 
设 一 物体 占有 有 确定 体积 的 有 界 闭 区域 8, 在 点 (z,y,z) 处 的 体 密 
度 为 plz,y,z), 并 且 假 定 p(z,y,z) 在 Q@ 上 连续 , 若 该 物体 对 于 区 域外 
单位 质点 W(ze,go,zo) 的 引力 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 分 别 为 F., FF.， 
则 
.一 «| 2 ad ze ya 


508 
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P= < LD — payg, 


6 
,一 zk 下 CD 一 aardydz， 
5 


式 中 K 为 引力 常数 ,+ = 二 Vz 一 z0)? 十 (y 一 yo)? 十 Cz 一 zo) 
问题 与 解答 


8. 3.1 求 曲面 + 二 Vw 一 六 包含 在 柱 面 (z 十 y)? 一 qt(z? 一 J 六) 
内 的 部 分 的 面积 . 

解 ”由 z= Vz 一 上 得 

Ed 2 中 


y 
az /a 四 /a x 


ft Ry V2 
1— (&) + (%) a 
如 果 采 用 极 坐 标 , 则 方程 (z? 十 她 ): 一 8.3. 1 题 图 
(2 一 六) 可 化 为 r? 一 aseos26, 这 是 双 纽 线 (如 图 ). 
由 于 曲面 以 及 积分 区 域 的 对 称 性 , 故 所 求 积分 等 于 它 在 第 一 卦 限 
内 的 面积 的 4 倍 ,由 此 得 


了 7 
s=-4V2[-Pee =4 v3 wf eos0 7 pr 
De /Ty 0 9 


7 Y cos20 
一 2 V 20 seo Veos20a0 = 2 V3m| VI Zeinieosbd 
1 
三 二 和 人 二 
人 好 |. 2 widu 2 


8.3.2 设 昌 为 曲面 开 十 六 一 oz 一 0 和 开 十 六 一 敌 2*(a.h 为 党 


数 ) 所 围 成 的 空间 封闭 图 形 , 求 出 2 的 体积 P 和 表面 积 8. 
解 ”如 图 所 示 , 不 妨 设 之 0,4 >> 0, 则 


”= 2 人 二 Vi + ddy 


§ 3 重 积分 的 应 用 


z 
=2 ,0 Srar 
= 0 a 
= 你 下 | < 
= cas"0dg = oh 
设 锥 面 z 二 二 VE 十 责 被 柱 面 开 十 
六 一 此 = 0 所 截 出 的 截面 为 8,, 而 柱 面 ! 一 
Vm 一 怀 被 惟 面 字 一 乞 (z: 十 六) 所 截 出 


的 截面 为 8, 则 对 于 Suz 一 二 VE 十 六， 


加 8. 3. 2 题 图 

_h rz ih y ， 

中 9 Vm 十 六 为 Vity 

所 以 s= | ty = +e Yt 

Dey 

- ny rp .Nd < 机- 

对 于 Sz,y 一 Vaz a 0， 
22 十 妨 一 arz 一 0; 

a 消去 ?得 = 一 土 -大 - Y = , 则 人 在 平 


h 


面 zz 上 的 投影 为 由 = 一 士 天 Vz 及 z 一 a 所 围 区 域 D.., 所 以 


& = | /+ C+ Ga) = | — ea 
J * |= 


0 。 

一 |az ve < 一 一 Va 4 

| 

故 日 的 表面 积 为 S = 208, 十 Sa) 一 多 (84 十 x Ve 十 六 ). 

8.3.3 求 由 曲面 x 十 y 二 RR 和 zr 十 z 二 R? 所 围 物体 的 表面 
积 . 

解 ”所 求 面积 是 两 正 交 圆柱 所 围 成 的 面积 , 画 出 它 在 第 一 卦 限 内 
的 图 形 ,由 对 称 性 知 


2ah, 
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E44 Ed 
总 主 J 十 ( 主 ) 十 ( 训 )aanty， 


4 


故 得 


人 二 本 


EE 


x 


8. 3.3 题 图 8. 3.4 题 图 
8. 3.4 设 半径 为 > 的 球 的 球 心 在 半径 为 ea 为 常数 ) 的 定 球面 上 


(r 之 9), 试 证 当前 者 严 在 定 球 内 部 的 表面 积 为 最 大 时 ,r 一 二。 


解 ”如 图 所 示 , 以 定 球 球 心 为 原点 ,两 个 球 心 的 连 线 为 z 轴 建立 直 
角 坐 标 系 , 则 定 球 与 另 一 球 的 方程 为 
十 六 十 有 二， 
22 十 所 十 (z 一 a)2 一 72) 
联 立 求解 ,得 两 球 交 线 为 


3 
ee = 下 (人 一 加 ， 
人 2 


pz 


= 16R’. 
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它 在 zoy 平 面 上 的 投影 圆 域 为 Ds: z? 十 六 过 (4 一 rD， 
另 一 球 夹 在 定 球 内 部 的 表面 积 为 8， 则 这 部 分 球面 方程 为 


ba 3 E44 多 
» ’ 
Mr 多 Vr 一 于 一 扩 


所 以 8 一 Jv: 十 ( 呈 ) 十 (多 ydzdy 一 机 = 
Vr 一 攻 一 总 


而 


SA 2 / 
去 fa o 放 4 Fs pA Vr ps fe? 
= 2mr(r 一 元) 一 2nr? 人 
可 见 所 求 表面 积 8 是 半径 ， 的 函数 ， 3 一 SG) 
Ss_, 3m: dS Gar 
We a dr 全 Q 


令 加 = 0 得 r = 0vrs 一 生 o, 显 然 r 一 0 时 ,8 一 0, 使 8 为 最 小 ; 


= 计时 , 仿 | ,4+= 一 要 之 0, 所 以 当 7 一气 a 时 , 另 一 球 夹 在 定 球 内 
的 表面 积 为 最 大 . 

8.3.5 求 由 半球 面 z 一 V12 一 刀 一 六 与 旋转 抛物 面 z? 十 y 二 
4z 所 围 成 的 立体 的 全 表面 积 8. 

解 ”由 于 立体 2 是 由 两 曲 4 
面 围 成 (如 图 ), 所 以 要 分 开 求 两 
部 分 面积 ,两 曲面 的 交 线 为 

es VI2— zy, | 


2 二 = 4z. 
2 十 纺 一 8， 
即 全 
故 铝 在 zoy 面 上 的 投影 为 
Do = ((z,9) 2+ 并 8} x 
对 于 曲面 z 二 Vi2 一 2 一 ,有 8.3.5 题 图 


一 1363 一 
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A++ E+ V+ er - 


2v3 
et a 
, 2 一 本 一 
2 3 1 
sp ; ”A Var 


对 于 曲面 = 王 才 世 , 有 


1+ ( 溉 * 二 (名)* 一 寺 VIT2 二 交 ， 


所 以 nd V4 二 +z 二 ydzrdy 


= 去 wo J Mr 


因此 全 面积 8 = 8 + 5: = 他 = 


8. 3.6 ” 求 曲 面 z2 十 六 二 2az 包 含 在 柱 面 (z: 十 所 :一 2a?zy 内 的 部 
分 的 面积 . 

解 ”变换 为 极 坐标 , 则 方程 (z?: 十 好 :一 2a?ry 化 为 ?= axsin20, 这 
是 在 第 1、 象限 内 的 双 纽 线 ,由 于 曲面 及 积分 区 域 的 对 称 性 , 故 所 求 
积分 等 于 它 在 第 一 卦 限 内 的 面积 的 2 倍 . 


又 由 z= 去 (十 的, 得 
Ai + 过 十 (这 + 人 
于 是 S= 引 Vi+ 菠 主 人 四 el Va’ 十 rzrdr 


宪 作 aa 站 sin20) 一 1]de 一 号 (20 一 3m). 


8. 3.7 在 zoy 面 上 选择 曲线 > 一 cosng 的 一 图 作为 准 线 , 以 平行 于 

z 轴 的 直线 作为 母线 ,生成 一 柱 面 , 计 算 该 柱 面 在 球面 定 十 六 十 字 一 2az 
上 截 出 的 面积 . 
4 二 


§ 3 重 积分 的 应 用 


解 当 8 一 于 十 tr 丰 一 0, 土 ln) 即 p 一 (二 十 二 )r 时 v 
= 0, 因 此 可 取 对 应 于 一 吉 入 9 入 天 的 一 圈 作 为 准 线 , 即 


Ds = {(7,0)10 Sr < acosng, 一 到 所 0 所 太 }: 


并 注意 到 柱 面 在 球面 上 截 出 的 上 下 两 部 分 面积 是 相等 的 ,而 上 半球 面 
方程 为 2 二 a 十 Va 一 zz 一 闻 . 于 是 


2 Ea 
s=2| Vi+aS +a 
四 


去 1 于 ecosng 
一 0 peo 2 
2a| ,dt l dr 2a ; a 7), 4 


= 2 人 一 |sinag|)40 
再 


= 2 上 (1 十 sinng)ag 十 fa 一 sinng)40 
一 允 
1 1! 时 
= 2ot[( 下 一 元 ) 十 (下 一 元 让 一 二 (< 一 2)o 


8.3.8。 求 曲面 = 一 二 (一 六 ) 被 平面 z 一 9 一 士 lz 十 y 一 士 1 
所 截 出 的 部 分 的 面积 . 
解 ”将 坐标 轴 族 转子, 即 作 变 摘 
1 


z 一 


(zi 一 所)， y= (Cr 十 加)， 
2 


V2 V2 
则 曲面 方程 化 为 z= 一 zy,, 积 分 区 域 变 为 || < 一 上 ,lw| < 一 上 
z 3 变 为 | < EA 
由 此 得 
8S=4 ll 和 1+ (十 ) 十 (多 yindy 
ns 
<n< 一 二 


\ 


= 
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一 8 ll V1 r+ yidzridy, 


De 
osa< 一 上 


化 为 极 坐标 得 
S 一 ao 二 V 1 十 rzrdr 一 到 下 ra 十 ee - 1]do 


=2Y2 $2 fe + t820)a0 — 笃 ， 
设 u = tg0, 则 
fs + tg70)ia0 = fs + 


-| Var 3+ 
] me WV3 十 到 
加 冯 [e V3 二 由 十 3In(w 十 VS 十 三 )] 
+ 2In(u+ V3+w)+4 Cy 
| 二 +w) YV3 十 好 
再 作 变 换 训 十 1 二 =v 则 > » tdu 一 3vdv 
故 得 


| du =| udu 

Ut Vt ed 十 /+1 
3 

上 人 Tt dy 1 v 
-二 2 CE 


wl wi? 


由 此 得 
于 3 
| (3 十 tg20)5 dg 


一 人 位 V3 十 下 十 3n(x 十 Vaiw) 


方 [* 
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=1+ Fin3~—2V2arcts V3 + V2 


s+ Sarcte Y 2 二 一 号 
3 2 


志 汉 CR 3+ 竺 Barcts V 2. 
3 2 


又 由 于 arctg V2 十 arctg 一 一 二 下 ,所 以 
V2 


2V2 7 8 1 2 
S= "9 二 yr 了 arctg A 可 款 
8. 3.9 ” 柱 面 被 两 平面 与 4; 所 
截 ( 其 中 mm 与 柱 面 的 母线 垂直 ) ,得 到 
一 个 柱 体 ,mi 在 柱 面 内 部 的 部 分 区 域 
为 D. 试 证 : 柱 体 的 体积 V = oh, 其 中 o 
为 D 的 面积 ,4 是 D 的 几何 中 心 ( 即 形 
心 或 匀 质 薄片 的 重心 ) 所 对 应 的 高 . 
证 ”选取 D 的 形 心 0 为 原点 建立 
直角 坐标 系 (如 图 ). 于 是 0 的 坐标 z= 


y 三 0,, 即 


| = 0， J w= 0. / 
W 8. 3. 9 题 图 


如 设 平面 Te 的 法 向 量 为 {6 ,aa)，, 则 其 方程 为 
ar(z 一 0) 十 my 一 0) 十 oa(z 一 四 一 0， 


从 中 解 出 = 一 上 一 喷 士 听 , 于 是 柱 体 的 体积 为 
一 J (hk oa 


一 本 dzdy 一 ml zdzdy — call ydzrdy 一 ho. 


8. 3. 10 由 螺 线 7 一 2 二 二 六 子 围 成 站! D( 如 图 )， 


和 


一 1867 一 
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它 的 面 密度 p(z,y) = 十 六, 求 它 的 质量 . 
解 ”由 公式 
m= fi plry)drdy 一 ff (x? 十 妨 )dzdy， 
人 
引入 极 坐标 , 令 x 二 rcosg, y 二 rsing, 则 区 域 D 
可 表示 为 97 过 20, 0<<0 芝 也 ,于 是 
m= [iw | 一 4 Jiew = 夺 
8.3.11 求 球体 十 十 莹 忆 被 贺 
柱 有 2 十 六 二 Rz 所 截 出 部 分 的 体积 7. 8. 3. 10 题 图 


解 ”由 于 所 求 立体 V 关 于 zor、zoy 坐标 平面 
对 称 , 故 只 要 求 出 第 一 卦 限 的 部 分 体积 (如 图 ) ,再 4 倍 就 得 到 V. 


第 一 卦 限 部 分 是 曲 顶 柱 体 ,其 上 顶 是 球面 z= YR 一 一 ,下 
底 是 zoy 平 面 在 第 一 象限 的 半圆 域 < 十 过 Rz, 它 的 极 坐标 形式 为 


Du = {(r,0)10 Sr < Reos0,0 < 0< TF}, 


所 以 
V=4 人 VR:— 7— ydrdy= 4 人 VR 一 rzrdr 


2H92<Rz 


= 二 we 一 sina = 4jp( 世 -2 
一 可 8 ol Sin30)d0 -可 尼 ( 了 3) 


8. 3. 11 题 图 8.3. 12 题 图 
一 3388 一 


8$3 重 积分 的 应 用 


8. 3. 12 ”在 底 半 径 为 高 为 的 圆柱 上 方 拼 加 一 个 同 半径 的 半 
球 ,要 使 整个 匀 质 物体 的 重心 位 于 球 心 处 ,R 与 五 应 是 什么 样 的 关系 ? 
解 ” 选 坐标 系 如 图 所 示 .这 时 , 因 8 关于 yoz 面 对 称 , 且 z 是 关于 zx 


的 奇 函 数 ,所 以 用 za = 0, 从 而 z= 0; 同 理 了 = 0. 要 使 重心 在 球 心 处 ， 


相当 于 要 使 了 一 0. 为 此 应 使 用 zdv 二 0, 但 


zx fn fo za 人 
= ff zr t+ [eof ap "reosp 7» singar 
站 0 0 -a 0 0 0 


二 2 .RR ps oH 
= 2 ( 2) 十 2 二 本 CR 2H’°). 


于 是 应 有 忆 一 2H? = 0, 从 中 解 得 R= W 2 H. 

8. 3.13 ”一 个 正 圆锥 的 高 为 h(h > 1), 轴 与 母线 间 的 角 为 ,如 果 
它 的 密度 与 到 平面 r 的 距离 的 x 次 方 成 正比 ,而 平面 z 过 圆锥 项 点 旦 垂 
直 于 轴 , 而 且 在 到 的 距离 为 ! 单位 时 它 等 于 e (x > 0), 试 确定 锥 体 的 
质量 . 

解 ” 取 锥 顶 为 坐标 原点 , 锥 的 轴 为 z 轴 , 则 锥 体 的 侧 表 面 方程 为 
于 十 及 一 zt8ia 一 0. 化 为 柱 坐 标 , 则 侧 表面 方程 为 ?一 ztg?a 二 0, 即 7 
= ztga. 锥 体 为 0 三 z 过 4， 0 过 7 过 ztga. 

令 密 度 p(z,y,z) = 二 kw 由 p(z,y,z)|,-) 二 a, 得 t= 二 a, 即 p(z,y,z) 一 
az. 于 是 


2 站 ago 
1 一 J az7drdgdz 一 «| wo| wal rdr 
0 9 0 
5 


A [ at 
一 4G。2r 2 te 2 ee 


8. 3. 14 ”一 匀 质 薄板 D 为 半 椭 图 形状 , 求 它 的 重心 
解 适当 选择 坐标 系 , 可 表示 为 


5 
一 ae 委 z 委 ae，0 往 y 扫 5A/1 一 


由 于 密度 均匀 ,又 D 关 于 y 轴 对 称 .所 以 z = 0 是 明显 的 ,于 是 由 公式 
DE 


一 138 一 
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可 得 重心 为 (0, 忽 ). 

8. 3. 15 ”铸造 车 间 用 的 钢水 包 的 内 部 形状 是 圆 台 ,其 底面 直径 CB 
二 600mm, 上 口 面 直径 D4 = 760mm, 深 度 FE = 800mm, 求 钢水 包装 满 
密度 均匀 的 钢水 时 的 重心 (不 计 钢水 包 自重 ). 

解 。 选 圆锥 台 的 中 心 轴 为 z 轴 ,以 坐 
标 平面 z = 0 截 钢水 包 2 所 得 的 截面 为 
ABCD( 如 图 ) ,延长 48 交 z 轴 于 0, 取 0 为 原 
点 . 注意 在 坐标 平面 z= 0 上 ,直线 4B 的 斜 


to 一 5358 一 1600 一 (01， 
BE 300 
当 0F= i™ hi™ 3000, 
AF 380 
= tga = 3800， 
所 以 截面 方程 为 2 
= (0.1z)*?, 3000 达 z< 3800, 8. 3. 15 题 图 


由 对 称 性 可 知 ,9 的 重心 必 在 z 轴 上 , 即 z== 0,y = 0, 因 此 只 要 求 出 
z 即 可 .既然 钢水 的 密度 是 均匀 的 ,不 妨 设 密度 p = 1, 于 是 


中 dzdydr 


采用 柱 面 坐标 , 当 z 一 0 时 , 包 壁 上 的 点 到 z 轴 的 距离 "就 是 该 点 的 
纵 坐 标 y, 因 此 在 柱 面 坐 标 下 ,截面 方程 为 
r= (0.1z)*, 3000 < z< 3800, 


3800 [ots 2x 3800 
和 dzdydz 一 [ «| rdr | d= «| (0. 1z)2dz 
3000 0 0 3000 


9 


所 以 


一 要 (0.02(3800: 一 3000’)， 


一 {$70 一 
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3800 0 2 sa00 
于 zdzrdydz =| | rar | do= =| z(0. 1z)2dz 
站 3000 0 0 3000 


= 0. 1):(38004 — 30000)， 
- _3(38004 一 3000) 
从 而 “一 4038007 一 30005) 
即 重心 到 包 底 的 距离 是 z 一 0OB 一 3431 一 3000 = 431mm. 
8. 3.16 求 由 曲面 z? == 2pz, 妨 一 2pz,z 一 至 ,z= 0 所 围 成 均匀 物 
体 的 重心 . 
解 不 妨 设 "= 1, 则 


入 3431mm. 


0 7 
于 是 
2 
:2 28 15 旋 
a ar | [oe 
28 ,2 Viz ea 2 
= 3 oz 27z 2547 = "7 18 
-_1 28 [和 所 
5 
2 
z= 误 上 ”= 可 | a fie 
S 0 VE 0 
= 多 全 V3A( 了 aiz 一 28 .2 7P 
小 mx(27) 恬 一 太 “704 一 176- 
心 四 
故 重心 为 (28 ,0, 了 区) 


8.3.17 设 有 一 由 曲线 y = Inz,z 轴 及 直线 + =e 所 围 成 的 (密度 
为 1) 匀 质 薄板 . 求 此 薄板 绕 轴 z = :旋转 的 转动 惯量 1(2) ,并 向 ! 为 何 值 
时 1(2) 最 小 . 

解 1 = [ (z 一 bdzdy = fe Fe — tidy 


Dy 


= he 一 Dinzdz, 


一 1371 -- 


| 
1 
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用 分 部 积分 法 可 求 得 


Rg 2 
I() = 2 + Dt+ge tg. 


由 1(D 一 2 一 去 (十 D ==0 解 得 唯一 驻 点 :一 


(DD = 2 之 0, 所 以 当 4= 二 二 时 10 最 小 . 


8.3.18 密度 均匀 的 图 环形 注 片 了 绕 与 了 垂直 并 过 它 的 中 心 的 轴 
旋转 , 求 它 的 转动 惯量 . 
解 ”适当 选择 坐标 系 , 圆 环形 薄片 了 可 表示 为 
RA 
密度 p = 常数 c, 引 入 极 坐 标 , 令 z = rcosg, y 一 rsin9, 得 
J= J 十 y)dydzr 一 中 wo Tidr 一 宇 ( 出 一 R1). 


8. 3.19 求 由 变动 的 面积 的 重心 所 措 出 的 曲线 ， 所 指 的 变动 面积 


是 由 曲线 y = V2zz,y = 0,z = ala 为 常数 ) 所 围 成 的 (如 图 所 示 ). 
解 ” 设 密度 p = 1, 则 变动 的 面积 的 质量 y 


日 VE 
M= [a = [a [ dy 
D 


所 十 1 
全}, 且 因 


1 
四 3 Sd i 
el [ V 2pzzdr 村 3 Pe Eo 


1 3 
2 V 2par 
-_1 i 1 fe Vi 
一方 有 n= 六 [| yy = 吉 |.2rra 
a = 
4v2 


消去 a, 得 5 一 言 V307, 故 所 求 曲线 的 方程 为 


一 1322 一 
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3 一 二 V 30zz. 
8. 3. 20 求 由 曲线 (二 十 去 ) ) 一 二 围 成 的 均匀 划 板 的 重心 . 
解 ” 设 z= arcos:g,， y 一 rsin2g， 出 已 给 网线 的 方程 可 化 为 
7 一 7(b) 一 号 coeresinzg. 


DCz,3) 


又 Dr,0) 


= 2alrcosbsin0， 
故 得 5= | dzdy = za [2 7cosbsingdr 一 ab 2 Ceossbsinsbdg 


gC3,3) = 0， 


- 禾 60c’" 
:二 =- 敬 f。 6 72cossgsinbdr 
ey sgsin7 ab 4!13! 
= coerbsinrgdr = EAB(54) 一 EE 让 


bt 600, ob _ a 


Moe ”840c5 ™ 140:! 
由 对 称 性 得 y 一 -2 


8. 3.21 。 求 平面 三 十 考 十 二 一 lz= 0 一 0,z 一 0 所 转 成 的 


均匀 物体 对 于 三 个 坐标 平面 的 转动 惯量 (如 图 ). 
解 不妨 设 2= 1, 则 


ya 一 和 zdzdydz = J zidrdy)dz = 下 ll dzdy)dz, 


D0) 


其 中 D(z) 为 体 平 行 于 < 平面 所 的 区 城 ,其 面积 为 上 ae = 也 - 
Se 2 去 部 (e 一 2)*. 所 以 
Ju 一 二 Ce 一 2)34z 一 Ea 


2c: 60° 
同 理 可 求 出 J 一人， J 一 和 


wi 
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,0 
2 8.3.21 题 图 8. 3. 22 题 图 


8. 3. 22 ” 试 证 :一 个 平面 图 形 对 于 图 形 所 在 平面 上 任意 给 定 轴 的 
转动 惯量 等 于 Wd: 十 /- 其 中 M 是 分 布 在 平面 图 形 上 的 质量 ,4 是 从 图 
形 重心 到 已 给 轴 的 距离 ,1. 是 图 形 对 于 平行 于 已 给 轴 且 经 过 重心 的 轴 
的 转动 惯量 . 

证 设 平面 图 形 为 ,点 0 为 D 的 重心 ,直线 1 为 定 轴 , 取 0 为 坐标 
原点 ,( 从 而 z 二 y= 0),y 轴 平行 于 直线 4, 则 1 = 1,, 直线 ! 的 方程 为 
z 三 一 d( 如 图 ). 于 是 了 对 /的 转动 惯量 


l= | ec + em = | eet af pado + | po 
D 2 D D 


= J+ 2dzM + dM = 1. dM. 
这 一 关系 称 为 平行 轴 原 理 . 
8. 3. 23 ” 求 一 均匀 球 沉 (密度 p 为 常数 ) 对 不 在 球 壳 上 的 一 质点 
P( 质 量 为 1) 的 引力 . 
解 ” 取 球 心 为 坐标 原点 , 设 球 半径 为 R, 质 点 P 位 于 正 的 z 轴 上 , 距 
离 球 心 的 距离 为 ala 关 R), 所 要 求 的 这 个 引力 在 z 轴 与 y 轴 上 的 投影 
及 F, 显然 为 零 . 而 


.=k p54s 。 (为 引力 常数 ) 
三 


这 里 > 为 球面 >, 上 任意 一 点 与 点 P 的 距离 - 
利用 球面 坐标 : sy 
z = Rsingcosb,y = Rsingsin,z = Roosp. 
一 a 一 
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则 dS = R'singdpd0, 7 一 VR’+a— 2Racosp 


2 {* (Recosp — a) 
P= 2nppt | 二 Ser 


用 代 换 严 十 ao 一 2Racosp 一 已, 则 Reosp 一 a 区 (让 一 平一 加， 


cosydy 一 一 dt* 于 是 
xR eR 


n= SF), Ts Dat 
(IR 
分 两 种 情形 讨论 : 
(1) 设 a 过 RC( 质 点 P 在 球 内 ), 则 18 一 a| = 8 -- o, 于 是 
F,= 0; 
(2) 设 a>> R( 质 点 已 在 球 外 ), 则 |R 一 a| = 一 (R -- 9) ,于 是 
F —_ AnrRipk 


"Bi 
因此 在 一 个 均匀 球 沉 内 的 点 ,都 不 感受 球 亮 表面 的 任何 引力 ,而 在 球 这 
外 的 点 ,所 感受 到 球 沉 表面 的 引力 与 集中 球 沉 的 全 部 质量 M = 4rR?p 
于 球 心 时 该 点 所 感受 到 的 引力 一 样 . 

8. 3. 24 求 密度 为 po 的 均匀 球 锥 体 对 于 在 其 顶点 的 一 单位 质量 
的 质点 的 吸引 力 , 设 球 的 半径 为 R, 而 轴 截 2 
面 的 扇形 角 等 于 2a( 如 图 ). 

解 ”由 对 称 性 知 F. = 0,F, 二 0, 因而 
只 需求 P. 


a 2drdydz> 
5 al CE 

2 a 

= | a | dp | Ee 
0 0 0 r 
2 a 

= sm wo| ingdp fe 
Pe (Vt 

= knpoRsinia. x 8.3.24 题 图 


8. 3. 25 设 球 在 动 点 P(z,y,z) 的 密度 与 该 点 到 球 心 距离 成 正比 ， 
求 质量 为 m 的 非 均 匀 球 体 z 十 六 十 2 二 R? 对 于 其 直径 的 转动 惯量 . 


I 
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解 ” 依 假设 p = 上 Vz 十 所 十 2 其 中 为 比例 常数 , 则 
几 一 k W zz 十 饭 十 22(z: 十 护 )dzdgdz 


2 十 有 2+a2<R2 
3s se 四 
一 此 下 do [ep [I "72。sinzp rsingdr = 2kr wa forsar 
x 4 Rs _ 4txrRs 
= 2kr。 和 
又 因 m= 攻 k VETr ddydz 
t+ 
= jw [sinpep [re 一 trR4. 
0 
故 得 1. = 外 . 


9 
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§ 4 含 参 变量 的 积分 
内 容 提 要 
1. 含 参 变量 的 常 义 积分 
(1) 定义 ”车 二 元 函数 f(z,y) 在 有 界 甜 形 区 域 RCa < z < b,c 过 
?< 为 上 有 定义 且 连 续 , 则 积分 | f(z,p4y 存在 且 确定 了 一 个 定义 在 
[a,6] 上 的 z 的 函数 , 记 为 
9(z) = [repe, (a<z<b) 
被 积 函数 f(z,y) 所 依赖 的 变量 x, 在 积分 过 程 中 保持 某 一 个 固定 的 值 ， 
通常 称 为 参 变量 ,而 积分 | f(z,y)dy 称 为 含 参 变 量 的 积分 ， 
(2) 连续 性 ”车 二 元 函数 f(z,y) 在 有 界 矩 形 区 域 Re 入 z 委 bc 的 
y < 2) 上 有 定义 且 连 续 , 则 
v0) = [fpay 
是 闭 区 间 [e,5] 上 的 过 续 函 数 . 
(3) 对 积分 号 下 的 参数 的 微分 法 ” 若 f(z,y) 在 有 界 矩形 区 域 RC 
三 z<b,c<y<d) 上 连续 ,并 且 存 在 连续 偏 导数 f(z,y), 则 当 a 才 + 莹 
5 时 ,有 
EJs = [spa 


一 般 情况 下 , 当 积分 限 8(z),p(z) 在 [a,5] 上 都 具有 连续 导数 
y(7),9 (7), 且 当 a 才 z 人 5 时 ,ec 二 p(x) <d,c < Y(z) dd,f(z,y) 和 
人 (zy) 在 R[a 寺 z 二 b,c 二 y 亿 4d] 上 连续 ,于 是 有 


d fn 
去 | flz,9)dy = f[z,¥(7)) J (7) 


一 few]w Go) 十 | frzDa (a<r<h). 


(4) 积分 号 下 的 积分 法 ”车 f(z,9) 在 有 界 矩形 区 域 R(a< ro, 
c 委 3#y 委 di) 上 连续 , 则 


一 
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全 [rapaae = 在 freepaaw 


2. 含 参 变量 的 广义 积分 

(1) 一 致 性 敛 性 的 定义 ” 设 函 数 f(z,z) 是 定义 在 区 域 Re 委 z 乏 
bc 和 << 十 co) 上 的 连续 函数 , 若 对 任意 给 定 的 *> 0, 都 存在 只 与 :有 
关 的 正 数 D = D(e) ,使 得 当 4d 之 D 时 ,对 区 间 [a,8] 内 一 切 :, 不 等 式 


| [Treel <e 


部 成 立 , 则 称 广义 积分 | “7(z,pdy 在 区 间 [a, 妇 内 一 致 收敛, 并 且 在 


该 区 间 内 是 参数 z 的 连续 函数 . 

对 于 下 限 为 一 oo 的 积分 或 无 界 函 数 的 情形 都 有 类 似 的 定义 . 

(2) 一 致 收敛 的 判别 法 

DD 柯 机 判别 法 。 积分 7(z,) 必 在 区 间 [a, 妇 内 一 致 收 全 的 充分 
必要 条 件 是 :对 任意 * > 0, 都 存在 正 数 0 = D(e) ,使 得 对 于 任意 的 4,B 
> D, 对 十 区 间 [a,8] 内 的 一 切 z, 都 有 

| 六 ep 二 

2) 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 设 (zwy) 作为 y 的 函数 在 任 一 有 限 区 
间 [e,d] 上 可 积 , 若 存在 与 参 变量 z 无 关 的 函数 F(y), 它 在 区 间 [ec， 
二 oo) 上 可 积 , 即 | Gd < 十 co, 且 对 于 区 间 (zzz) 内 的 ~- 切 *， 

If(z,)| SFY), (ye) 
则 积分 [fCzwpD 和 在 区 间 (n,zs) 内 - - 致 收 比 ， 

3) 对 参 变量 的 微分 法 ”车 (i) 少数 f(z,y) 在 区 域 Re 和 z 委 加 ce 委 
y+ co) 上 连续 , 并 且 设 .(z,y) 在 区 域 R 上 亦 连 续 ;(i) 积分 
六 ep 收敛 iip 积分 | 产 Go 四 在 区 间 [e, 执 上-- 致 收 仇 , 风 
当 a 碌 过 58 时， 

Ef rep =] fey 
(4) 对 参 变量 的 积分 法 。 若 函 数 f(z,y) 在 区 域 Ra 人 sz 二 b,c 世 


| 一 1 一 


| 
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y < 十 ) 内 连续 ,并 且 | “7(z,g)4 在 区 间 [e, 妇 上 一 致 收 敏 , 则 
[ [freeway Je = ea [frepe]w. 


问题 与 解答 


8.4.1 设 a.b(a 过 5b) 都 是 正 数 , 求 积 分 了 一 ee. 


lnz 
解 ” 设 h(z) 


rz ps 
= 守则 hz) = fea. 于 是 


相当 woe 过 fe fea, 


因 f(z,y) 一 了 在 矩形 R= {0 过 z<<1,ay 二 5b) 上 连续 ,利用 积分 号 
下 积分 法 ,得 
mt! | » 1 5 十 | 

1= | f= fi| _ = 过 = 和 尘 二 

8.4.2 对 |r| 过 1, 求 J(7) = 一 2rcosp + r2)dg。 

解 |rl|<1 时 ,1 一 2rcosy 十 过 1 一 2|r| 十 于 一 (1 一 7) 之 
0, 所 以 f(r,p) = In(1 一 2rcosp 十 rz 在 一 1<r<1, 0 入 p 入 rr 上 
连续 ,又 f(r,p) 一 二 人 也 在 -1<r<1,0<p<* 上 
连续 ,所 以 对 J(r) 施行 积分 号 下 求 导 得 


* 一 2cosyp 十 2r 办 二 72 一 ] 
J | 二 人 | Se 


= 1[, 2arcts(l + rw 9 Sc 


了 Ir p=0 
由 此 可 知 ,J(r) = CCC 为 常数 ), 但 因 J(0) 下 全 0, 所 以 C 二 0， 
即 J(r) = 二 0，(|r 1< 0- 
8. 4. 3 求 m | 


计生 
解 令 J(Co) 一 全 二 各, 因 o,1 十 o 对 "连续 ,二 二 二 记 
对 z 与 a 连续 ， 以 玉 二 位 知 19) 连续， .于 是 
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dz L3 


ol 4 
8.4.4 求 9(z) 一 Fe Vea 的 导数 . 
解 ”被 积 函数 f(z,D 一 eV 局 对 z 及 4 均 连 续 ,其 偏 导数 五 (2, 


一 VT 一 Be Y? 存 在 且 连 续 ,而 且 p(z) 一 sinz,y(z) 一 conz 不 仅 连续 
而 且 可 导 ,所 以 
Mut 


9 (7) = (— sinz)e Vi 
十 全 V1— fer Vifg 


= 区 1 — ter Vi~fgt 一 sinzerlamel 一 coszerleml。 


limJ(a) = J(0) = 
am 


一 cosxer 


1ln(1 十 z) 
8.4.5 求 积 分 1 一 二 二 的 值 


解 ”考虑 含 参 变量 "的 积分 1(o) 二 | 直人 24z, 因 为 西数 


1+* 
区 4 二 2 及 其 对 于 a 的 偏 导数 [了 十 =54T 二 5 都 在 区 域 O<z<1， 


0 a 1 上 连续 ,所 以 对 积分 施行 积分 号 下 求 导 ,得 


1 z 
pa 
Tm) [eee 


1 1 当 a a 
= + 


+ [证 In(1 + #2) + aarctgz — In(1 + az)J~! 


+ Ind + 
上 式 两 边 对 a 从 0 到 1 积分 ,得 


1(1) — 1(0) 上 a+ Fo — In(1 + a) J 
ln2 iln(1 十 o) 
= arctga 二 和 m+ | 一] 
= 于 in2 一 1GD. 


因为 1(1) = 7，7(0) = 0， 所 以 要 求 的 积分 什 为 
一 186 一 


§ 4 含 参 变量 的 积分 


1= 本 mn2. 
人 
8.4.6 - -fn 
fe 
Vis 


解 | 和 | 


[reper 
令 z 二 cosu, 则 
原 式 一 fo 计生 -| A 


ep A AE 


= 了 In(l+ V2). 
8.4.7 求 函数 f(y) 一 Pn YY 十 ydz 在 y 二 0 时 的 导数 . 
解 ”注意 函数 n Vs 十 六 在 (0,0) 点 不 连续 ,所 以 不 能 在 积分 号 
下 求 导数 . 这 里 
F(0) lnzdz Jim,[z Inz z]! 一 一 1， 
当 y 关 0 时 ， 
Fly) = in Vz + ys 一 | a 


= > In(1 + #) 1 + yarcte 


1 1 
PD) PO _ rey 


故 Pr(y) = lim 


总 ， 3 一 十 0 
一 也 ， 3 一 一 0. 


m0 y 
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即 在 y = 0 处 函数 F(y) 的 导数 不 存在 . 
8.4.8 设 F(D) = 亦 fs fe 十 fz 十 dr > 0), 其 中 f() 为 


连续 函数 , 求 (0D. 
解 设 : 上 十 z Y= 一 2 则 
PC) 一 fwdu, 


PD) = 小 2 [f+ y+ f+ 9) Jdy, 
再 设 1 十 9 十 4 二 
a 
WD) = 去 上 fw) dw 一 去 [| Co)doy 


F"(t) = 志 [fC + 2h) — f(t + 4)] 让 [f(t + 4) 一 TD] 


= 去 LC 十 24) — 2f(t + A) + f(DJ. 
8.4.9 ”在 区 间 1 <<+<< 3 上 用 线性 函数 a 十 r 近似 地 代 痊 函数 
f(z) = z2, 试 确定 a. 的 值 ,使 得 积分 he + tt 一 zz 取 最 小 值 . 


解 ” 设 1(a,b) = Pe 十 bz 一 z)2dz, 则 


a _,f: 26 
CE dz 一 2(24 十 负 一 写 )， 


3 
CA 2 | zc 二 We 一 2)dr = 2(4a 十 25 一 20)， 


而 
4 六- 业 0 
2 十 名 一 各 一 0，4a 十 各 一 20 一 0 
解 该 方程 组 ,得 。 = 一 号 ,b = 4, 即 所 求 的 线性 函数 为 4z 一 号, 可 使 


1(o,6) 取 最 小 值 . 
8.4.10 求 1(0) = ma 十 beosz)dz, 其 中 19| < 二， 


解 “利用 积分 号 下 求 导数 来 求 这 个 积分 . 对 19| < 1 中 任 一 定 值 
2, 常 可 以 取 吕 使 181 和 5<< 1, 这 时 f(z,6) 一 In(1 十 beosz) 和 入 (z,g) 一 


TT 在 0<:<” 一 9<<5 上 是 连续 函数 ,所 以 
一 1 
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“Co8z 人 
7O = [Te = 十 |a Te 
多 
8 0 Jol 十 bcosr” 
作 代 换 , 令 上 一 也 , 求 得 一 个 原 函 数 
[于 TF | 
或 < 三 和 EE 
1+ IT 
1 二 六 
a 2 和 
NTT 
所 以 1(0) 二子 2 和 jC 1 ) 


ogo vie 2 9 ev 二 天 
这 个 结论 对 于 一 1< 0 < 1 中 一 切 9 是 成 立 的 . 


再 对 9 积分 ,得 
1(0) = r(ing 十 nl 土 YL 一 人 人 二) 十 ec 


一 xin(t 十 VI 一 %) 十 ec， 


而 由 1(0) = 0, 得 c 一 一 ln2 = 了 去 


于 是 1(6) snit vi” 一人 


- dz LL ee dz 
8.4.11 利用 厂 一 三 二 时 二 一 匣 , 求 人 一 三 二 于 Co>0， 
za 为 正 整数 ) 
ey = Xec 
解 f(z,q) 一 元 干 束 以 及 帮 (za) 一 tia 在 0<:< 
十 co,0<< as 去 十 co 内 是 连续 的 , 故 1 收敛 ,又 因为 对 于 任意 固定 的 正 
2 24 
数 %m 及 4,0< 0 了 F<Gr 了 mi(% 人 0 二 仿 , 所 以 人 对 mo 寺 a 


过 4 为 一 致 收 化 的 . Me -| 二 5- 条 "从 而 


上 -| ea ES Ey ™ 2 ge 
类 似 地 可 得 


一 ,4383 一 
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| dz 1。3…(2n 一 3) -x 
6 (好 十 o2) 2.4.%(2#— 2)° 2a*—" 


8.4. 12 ， 求 至 利克 雷 积分 1 = | zzar。 
解 考虑 积分 
1(@) = 上 esiz， (a>0), 
这 是 含 参 变量 a 的 积分 . 有 了 因子 e-“, 常 能 保持 积分 有 一 致 收敛 性 . 这 
时 7 = 17(0). 
1， z 一 0; 

记 了 (zya) = os 0 
那 末 j(z,ao) 一 一 er“sinz, 显 然 f(z,a), 所 (za) 是 0 和 z 秋 co,0 过 co 委 
co 上 的 连续 函数 ,又 |"e。-~ zaz 关于 > 0 为 一 致 收 笋 ,所 以 1(a) 是 


[0,ce) 上 的 连续 函数 ,从 而 
{= 1(0) = lim/(a), 


下 面 来 求 1(a) ,为 此 考虑 (a)(a > 0), 因 为 
[ceoe 一 一 [sanzu， 
这 个 积分 关于 “在 任何 区 间 [e,co)(e > 0) 上 一 致 收 仇 ,这 是 因为 
le-wsinz| 入 e-", 而 |。 收敛 ,因此 ,在 积分 号 下 求 微分 ,得 到 在 (。， 
co) 内 成 立 的 等 式 


1 | “(asinz 十 ) | 1 
ro = 一 esinzdz 本 所 于 二 2 二 二 下， 
但 对 任何 me > 0, 总 可 取 [e,ce) 含有 oo, 因此 1'(ao) 存在 ,也 就 是 
二 1 
Mr 


对 任意 a 0 成立. 所 以 当 a 之 0 时 
7(a) 一 一 arctga 十 c. 


| 一 Sinz 
0 


另 一 方面 ， 
1 
(| = 


< ue “dz 一 


i 一 1484 一 
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当 a 一 oo 时 ,1(a) ~ 0, 因 此 得 到 0 一 一 到 十 * 即 一 到 .所 以 


1= 1(0) = liml(o) = lim( 一 aretga 十 3) 也 
进一步 , 作 变换 pz = z, 可 以 得 到 


33， 8>0, 
pry, = 1 0, p=0, 
也，B<0. 
8.4.13 ”证 明 T 一 函数 T(a) 在 域 c> 0 内 是 连续 的 ,并 有 各 阶 连 
续 导 函数 . 
证 ”根据 了 函数 的 定义 
T(a) = [ee (1) 
下 面 先 证 明 当 a > 0 时 T(a) 是 可 导 的 , 且 
P(o) = 人 于 lnzdz. (2) 


， 事 实 上 ,将 (1) 式 右边 在 积分 号 下 求 导 , 即 得 (2) 式 ,只 需 证 明 积分 
(2) 当 0 过 wm 二 aM < 十 oo 时 一 致 收敛 . 


由 于 lim ?Ine 一 0, 故 当 0<z 入 1 时 ， I? inz| 过 7, 因 而 


0_ 0 
|z-te-lnz| < |z-:lnz| = |z ?2 7 ||z? lnzl 
0 | 
ne 


由 于 2 二 收 化 , 帮 当 0<z<<1 时 ,积分 (2) 当 0<a<o< 
三 十 co 时 一 致 收敛 . 

又 因 当 z 宇 1 时 ,0 过 Inz 过 z, 且 对 于 0 二 ww 志 a 志 MM<+oo 时 
有 

|z :elnz| < re-* < xue 

由 于 六 =“e- 收敛， 因此 , 当 z 之 1 时 , 积分 (2) 在 0<a<a<M 
达 十 se 上 也 一 致 收敛 . 从 而 在 积分 号 下 求 导 是 合理 的 ,同时 也 证 明了 
T(a) 在 域 a > 0 内 是 连续 的 .. 

根据 同样 的 理由 可 得 


一 .4385 .一 
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reo(a) = [ee inszdz. 


故 知 F(z) 具有 各 阶 导 函数 ,而 且 还 是 连续 的 . 
8.4.14 试 利用 卫 一 函数 计算 下 列 积分 


OD 上 V3 二 For (2) [ea 为 正 整数 )， 
(3) fsintzcostzaz. 


解 (D1= [ae 二 [证 KG 一 oF-igz 


3 3 
a Ga 
2 7(3) 
a 
2 2 A 
2! 1 


(2) 在 ro) = [ee 中 , 设 1= z, 则 
ra = 2 全 
将 所 求 积分 与 之 0 得 
1/ - 甸 = 电 LV 


(3) 在 B(p,q) 一 本 -1 一 0 中 , 设 上 一 sinzz, 则 


B(p,4) 一 2 an-reoer-ear 


将 所 求 积分 与 之 比较 ,得 
CAR 
1 Lp 5 1 CZ) 10) 
2°"22 2 TO 


让 3 
一 于 5T[ 计 . 王 计 "Vs 了 ,二 、 V =]= 
8.4.15 eA 人 >a> 0). 


解 ”因为 一 二 和 一 一 | 所 以 二 和 ref Cr 


§ 4 合 参 变量 的 积分 


0,a<y<p 时 ,e”<e-". 而 | 。-"“az 是 收 化 的 ,所 以 |“e-mdz 在 [a 
个 上 一 致 收敛 ,于 是 可 交换 积分 次 序 

了 一 人 | 一 他 [ee 
证 
所 以 /=[ lw=mn£. 


a 


= 
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AANA 
§1 曲线 积分 
内 容 提要 


1. 对 级 长 的 (第 一 型 ) 曲线 积分 
(1) 定义 ” 设 c 是 平面 内 一 条 光滑 或 分 段 光滑 曲线 ,函数 f(z,y) 


在 c 上 有 界 ,把 e 分 成 任意 "个子 弧 段 - 必 ,第 自 的 长 度 为 sali=1, 

2,… ,0). Cp) 是 琵 -, 而 ,上 的 任意 一 点 ,如 果 不 论 子 驱 段 怎样 划分 ,点 

“4592 怎样 选取 , 当 4 二 max{4s,)} 一 0 时 ,极限 hm (6,n)4a. 存 在 , 则 

ee f(z1y) 在 曲线 c 上 对 弧 长 的 (第 一 型 ) 曲线 积分 . 记 作 
flz,y)ds, 即 


[fewpas = lim DFS) de 
其 中 函数 f(z,y) 叫做 被 积 函数 ,e 叫做 积分 路 径 ,fKzyy)ds 叫做 被 积 表 
达 式 ,ds 是 弧 长 微分 . 

(2) 计算 公式 设 自身 不 相交 的 曲线 。 由 参数 方程 

r= 9 ,y= ¥(0),(a<ti<p) 
给 出 ,而 且 函 数 p(D ,yD 及 其 导 函 数 w (OD ,y (DD 在 [a,p] 上 都 连续 , 当 
:单调 增 大 由 o 变 到 8 时 ,点 MCz,y) 画 出 由 点 4 到 点 8 的 曲线 c, 首 f(z， 
办 在 曲线 弧 e 上 连续 , 则 积分 | f(z,w)4s 存在 , 且 


§ 1 曲线 积分 


[yeom = fp pe] Vo FW 
特别 地 ,如 果 曲 线 由 方程 y = pCz) (a 人 +<<58) (其 中 mw(z) 在 [a， 
6] 上 连续 可 导 ) 给 出 时 , 则 
[sepas 一 feweo] 1 十 wz:(z)dz. 


车 c 是 一 条 有 限 长 度 的 光滑 或 分 段 光滑 的 空间 曲线 ,函数 f(z,y,2) 
在 。 上 有 界 ,可 类 似 于 平面 上 第 一 类 曲线 积分 的 定义 ,给 出 f(z,y,) 在 
空间 曲线 上 的 第 一 类 曲线 积分 | f(z,y,zds 的 定义 .其 中 心 是 空间 则 
线 。 上 的 弧 长 微分 

车 自身 不 相交 的 空间 曲线 。 由 参数 方程 

z=z0),y = y0),2= z(t) ,a<ti<p 

给 出 ,f(z,y,z) 在 c 上 连续 , 且 函 数 z(t),y(t) ,z(t) 及 其 导 函 数 z' (4)， 
yD ,zDD 在 [a,p] 上 都 连续 , 则 空间 曲线 第 一 类 曲线 积分 | f(z,y， 
ad 存在 , 且 

| renae 


一 [tz ,300,20] 2(t) + y(t) + #0 dt. 

2. 对 坐标 的 (第 二 型 ) 曲线 积分 

(1) 定义 ” 设 刀 是 一 条 从 点 4 到 点 B 的 有 向 且 有 限 长 度 的 光滑 曲 
线 弧 ,函数 P(z,y) 在 4B 上 有 界 , 用 4B 上 的 点 4 一 Mo(zoy3go) , Miz1,91), 
Mz) 把 4 分 成 ? 段 厂 -用 (i 二 1,2,…,). 用 
4 表示 至 -大 , 的 弧 长 ,4 = max{4s) ,用 如 记忆- 大, 在 z 轴 上 的 投影 ; 
4 一 二 一 410i 一 12,… :在 每 个 有 向 弧 段 所 -站 ,上任 取 一 点 (人 
9) ,并 作 和 Pm 如 果 不 论 子 弧 段 怎样 划分 ,点 (5,z%) 怎样 选 


取 , 当 和 = max{f4s} 一 0 时 ,极限 im PsaD4a 存在 , 则 称 该 极限 值 
为 函数 P(z,y) 沿 有 向 曲线 红 4B 对 坐标 = 的 (第 二 型 ) 曲线 积分 , 记 作 


一 1389 一 
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ecspar 即 
szceoa= im DP mam, 
其 中 P(z,y) 称 为 被 积 函数 ,4B 称 为 积分 路 径 . 
类 似 地 可 定义 
[a0 = bm Pee. 


一 般 地 ,车 函数 P(z,y) ,Q(z,y) 在 有 向 光滑 曲线 弧 段 4B8 上 有 界 , 且 
积分 | PCz,pDdz .jaocz,pay 都 存在 , 则 它们 的 和 称 为 对 坐标 的 (第 二 
型 ) 一 般 形式 的 曲线 积分 ,并 记 为 

ar pe 二 Q(z,y)dy. 
若 令 F(z,9) 一 P(z,y)i 十 Q(z,9)j, ds 二 dzi 十 dyj, 则 上 式 可 改写 为 
Jar “ds= [aPC + Q(z,y)dy. 
(2) 计算 公式 设 自身 不 相交 的 平面 曲线 如 由 参数 方程 
z= 9 ,y= yoi<p 

给 出 ,其 中 w(D,%(t) 在 [a,8] 上 具有 一 阶 连续 导数 , 当 ! 单 调 地 从 a 变 
到 8 时 ,4B 上 的 点 从 始点 4 变 到 终点 8, 车 函数 PCz,) ,8(z,y) 在 全 上 
连续 , 则 积分 | PCz,y?dz 十 0(z,) 如 存在 , 且 

far pe 十 QGz,y)dy 

一 [ete wD Iw 十 o[pCD ,$y (Yat. 


特别 地 , 当 曲线 4 由 y = pCz) Ca 之 z 之 妨 给 出 时 , 则 
| P(r 十 gz 人 


= | ec,pCDO] + e[rp(D]w (Yar. 
类 似 地 可 以 定义 三 元 函数 PCz,y,z) .Ql419,2)、RCz,y,7) 关于 空间 
曲线 4 的 对 坐标 的 (第 二 型 一 般 形式 的 曲线 积分 
一 8 一 


8$1 曲线 积分 


[secrae 二 Q(z,y,2)dy 十 R(r,y,2)dz. 
它 的 计算 方法 与 平面 情形 相仿 . 
3. 两 类 曲线 积分 的 关系 


设 自身 不 相交 的 平面 光滑 曲线 4B 由 参数 方程 
=z(s),y= ys)),0<s<l 


给 出 ,其 中 s 为 曲线 弧 长 , 若 a 表示 沿 着 强 长 的 增加 方向 的 切线 与 z 轴 
正 向 之 间 的 夹 角 , 且 P(z,y) ,Q(z,y) 在 48 上 连续 , 则 
[gps 十 @dy 一 tes ,3(s) ]cosa + @[z(s) ,ys) Jsina}ds 


其 中 coso = 至 ,sina 一 朗 是 曲线 僻 的 切线 向 量 的 方向 余弦 . 
同样 ,对 于 自身 不 相交 的 空间 光滑 曲线 上 的 曲线 积分 ,有 
[pa 十 Qdy 十 Rdz 一 | ee 十 Qcosp 十 Reosy)ds， 


其 中 sosa 二 至 ,cosp 一 各 ,cosy 一 笃 是 空间 曲线 。 的 切线 向 量 的 方向 
余下 . 

人 .格林 公式 

设 闭 区 域 D 的 边界 是 由 一 条 过 段 光滑 且 自 身 不 相交 的 曲线 。 所 围 
成 ,函数 P(z,2) .9(Gz,) 及 其 偏 导数 至 、 下 在 D 上 连续 且 有 连续 的 一 阶 


偏 导数 , 则 
1[ 怨 Se 号 am 一 中 mu 十 Qdy, 
其 中 c 是 D 取 正 向 的 边界 曲线 . 


5. 平面 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 的 条 件 
设 D 是 单 连通 闭 区 域 ,如 果 函 数 P(z,y)、8(z,y) 在 闭 区 域 D 内 连 
续 , 且 有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 则 以 下 四 个 命题 互相 等 价 : 


(1) 曲线 积分 [2 Paz + gay 在 域 了 中 与 路 径 无 关 ,只 与 位 于 了 中 的 
起 点 4 和 终点 B 有 关 
(2) 沿 位 于 D 内 的 任 一 自身 不 相交 的 逐 段 光滑 的 闭 曲线 ,有 


fpant Qiy = 0 


c= TU 
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(3) 对 忆 内 的 任意 一 点 (z,9, 有 这 一 型. 
(4) 在 忆 内 存在 一 个 单 值 函 数 wx(z, 刀 ,使 zu = Pdz 十 @dy. 


问题 与 解答 


1. 对 弧 长 的 (第 一 型 ) 曲线 积分 
(1) 平面 情形 


9.1.1 计算 | (十 ys， 6 为 加 周 z 一 acosts y 一 mint 
(0<t< 27). 
2x 
解 | (22 十 ¥)"ds = a™ Vr’+ ydt 
2 | azsin2t 十 zcosztdt 一 na 一 2xa™+!. 
0 

9.1.2 计算 | (z? 十 妃 )ds，c 为 曲线 z 一 a(cost 十 jeint) ， 
y= a(sint 一 teost), (0 < 1t < 2m). 

解 ” 因 为 de 一 A/ ( 吧 ): 十 ( 开 )54 一 VaiCteost)? 十 orCsint) dt 
三 atdt, 所 以 

| (z+ yds = eterceos 十 tsint)? 十 ar(sint 一 teost)?Jatdt 
c 0 
= “fa + tt = 2rzma(1 十 2r2). 


9.1.3 ”计算 积分 [ae 是 摆 线 z = adt 一 sint),y = a(l 一 cost) 
的 一 拱 (a > 0). 
解 ” 因为 ds = Vr? 十 yidt= Vai(l — cost)? + arsinidt 
二 V2a V1 一 cosidt, 所 以 
jas = vzefa 一 cost) dt 
= V 2 Casin: 二 ?二 = 好 | 二 a 


= se [a co 亡 )deos 汪 


§ 1 曲线 积分 


Ce We 2 
一 ar[e 世 on 雪 ] 
9.1.4 | ee， 这 里 的 c 为 摆 线 z = alt 一 sint). y = a(l 一 cost) 
(0 过 4 过 27) 的 一 拱 . 


解 ” 因 为 由 一 人 /( 室 ): 十 (各 ) 直 一 VEC cos)? + isiniidt 


一 2asin 羡 几 ,所 以 


2 t 
J was z= sin 3 (1 一 cost)’adt se" sins a 
= 32a: 上 sinsudu 一 和 
9.1.5 ] au 其 中 c 为 双 曲线 z 一 ochty = asht, (0 之 1 之 志 的 
弧 . 
解 ” 因 为 4s = Washzt 十 axehztzt 二 a Veh2tdt, 所 以 
J as 一 oa fe + sht Vch2tdt 一 号 [az ch2tdt 


= Veaacen2) = GC Voran — 1). 
9.1.6 计算 | 十 六 )as, ec 是 星 形 线 寺 十 疆 二 二 
解 ”根据 对 称 性 可 知 [ef + ds =4 [Re 十 只)as. 
其 中 48 为 星 形 线 在 第 一 象限 的 部 分 ,下 面 用 两 种 方法 计算 . 


z 一 acost, 
解法 1 旦 形 线 的 参数 方程 为 ”二 “4" (0 < 4< 2m), 于 是 
ds = Vr?+ ydt= W( 一 3acos’tsint)? + (3asinzcost) ?dt 
= 3asintcostdt. 
4 4 4 
从 而 |# + )ds = 4 | seess 十 sin4t) 。3acostsintdt 


到 了 
一 2 [ asin's 一 cas) = 4 . 
二 903 一 
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解法 2 ”由 隐 函 数 求 导 法 则 可 得 ,3 十 名 oy 


+ 和 ， 
3 dr 0 所 以 
一 绩 , 从 而 求 出 


f >2/3 at 
ds 1 十 (sar he 


Ee 
了 az Vdz, 


是 [G+ 4 [+ he 


fe | | 
= at | (az 十 2z 一 2aiz)dzr 
0 


1 


3 
4 本 (3 十 于 一 了 一 4a7 
上 二 其中。 为 县 链 线 y = och 三 . 


解 ” 因 为 ds = 和 /1 十 sh? 六 dz = ch dz, 所 以 


= 1 [aretscsh Db] = 工 . 


9. 1.8 人 oz, 其 中 c 为 抛物 线 忆 = 2pz (p 0) 上 从 点 (zoyyo) 


到 点 (0,0) 的 一 段 !(2) c 为 同一 抛物 线 上 从 点 (zo,y0) 到 点 (zo, 一 go) 的 
一 段 . 


解 以 下 仅 讨论 z > 0 的 情况 ,(% 二 0 的 情况 留 给 读者 练习 ). 
(1) 如 要 将 所 给 积分 化 为 对 z 的 定 积分 ,可 把 抛物 线 的 参数 方程 看 
作 是 z 一 zy 一 V287, 则 ( 生 ) 十 (他 ) 一 1 十 过 , 且 z> 0, 于 是 ， 


fues = V2zz A 1 + Ba = 人 二 [(2m 十 PD — p79]. 


如 要 将 所 给 积分 化 为 对 和 入 可 把 的 参数 方程 看 作 是 
司 dz 1 a := 
:+ 


一 54 一 


到 二 二 0, 于 是 ， 


381 曲线 积分 


可 = [于 + 廿 = 可 [Gi 二 同一 站 


万 


= 2pe + 2 十 DY mm 


两 种 算法 的 繁 简 程 度 相 近 . 

(2) 如 果 把 y 看 作 是 z 的 函数 (而 z = z), 曲线 应 分 为 两 段 (如 
图 ). 

Op = Vipt (0<zr<z), 00:y =— Vp (0<z< zo) 


于 是 [us J [ae 市 Jars 


全 | Vare: Ni+ Bet Varr) 1+ a= 0. 
如 果 把 :看 作 是 5 的 函数 (而 y 一 y), 曲 线 不 须 分 段 ,这 时 z 一 其 ， 
(一 wp 过 y 世 yp) 于 是 [= Ps 。 所 + ldy= 0, 
(因为 被 积 函 数 关于 积分 变量 是 奇 函 数 , 且 积分 区 间 关 于 原点 0 对 
称 ). vy 
Plxo.vo) 4 


| 
I Ns 


EE 
: I 
Q(xo~vo) t a 
9. 1.8 题 图 9.1.9 题 图 
9.1.9 计算 | (z + as, e 为 以 0(0,0),401,0) 和 BC0,1) 为 顶 


点 的 三 角形 . 
解 ”三 条 边 04,4B,80 的 方程 依次 为 一 0,y = 1 一 z,y 一 0, 于 
是 


jc + Was = | c 十 ds 十 jc + ds 十 | ,+ De 


一 1395 一 
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= [et fa + fe+ Gd 一 D] VITFC—z) jr 
J + fr + V 32 一半 十 去 十 V 2 

0 0 0 

一 上 十 V2. 


9.1.10 计算 |e 十 思 )dsye 是 以 0(0,0),4(2,0),B(0,1) 为 顶 
点 的 三 角形 - 


解 ”三 条 边 04,4B,80 的 方程 依次 为 y 二 0,y=1 一 却 , z=0. 
于 是 fe 十 ye)ds 


| 十 yds 十 [i + yds 十 | + yi)ds 
= e+oD VET Ga 
2 工 ] 
+ 二 一 子 ) 妆 V1+ (一 去 ) 直 
0 过 
+ fo + VE 
8 5 1 5 
了 十 号 VE + 二 =3+ 总 VS 
9. 1. 11 计算 | Vz 十 yxds,c 为 阅 周 z? 十 yy 二 ar. 


解 ”因为 的 极 坐标 方程 为 > = acos9,( 一 所 达 0< 子 ), 所 以 


ds = Mr rg = Macos’d + a(— sin0)d0 = Wedg = ad0. 
故 | = rt 一 | eease .ou 
5 -到 


一 2 om = 2a:. 
9.1.12 | se, 其 中 。 为 对 数 螺 线 7 一 car(t > 0) 在 加 7 一 a 的 内 
部 . 
解 ” 因 为 4s = aer V1 十 Kdp (一 oo 之 g 过 0), 所 以 
| 等 | ee “gew V1 + Rdgp 
一 i396 — 


§ 1 曲线 积分 


i 9 2 让 
= VITR ee] 一 2 人 十 生 


sf 1 48 
9.1.13 计算 J ylasse 为 双 纽 线 (z 十 六 )? 二 oz(z: 一 六) 的 弧 。 
解 ”因为 双 纽 线 的 极 坐 标 方程 是 7? = aicos20, 所 以 ds = 
Vm 十 rig 一 一 0, 故 


Cos20 


[ lylas = ‘fi Vcos20sing + 7 
= 4a[— cos9]? = 2a7(2 一 V2). 
9.1.14 计算 fe Vitiigs,e 为 


由 圆周 ?十 六 二 o?, 直 线 y 一 z 及 z 
ps 象限 中 所 围 成 图 形 的 边 


解 如 图 所 示 ， 
| Veras 一 上 e Virnas 


sr | Vtgs 十 | Yas 


采用 极 坐 标 ， 
| Vrs = fe Vr? + rd0 = ae 所 一 于 or 


| Vermas = [ew ={ej=e—l1. 
| e Varas 一 ee 


9.1.14 题 图 


所 以 je Vatas = ae — 1) 十 本 ee 
(2) 空间 情形 
9.1.15 计算 Jas, 其 中 *e 为 圆锥 螺 线 z = tcost,y = tsint,z 一 上 
(0<t< 0). 
一 1397 一 
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解 因为 
ds = W (cost — tsint)? + (sint 十 tcost)2 + ldt = W2 + tdt. 
于 是 zs= fot VIF = 到 [G + 一生 
9.1.16 计算 | c 为 螺 线 z = acost, y 一 asint, z 二 at 
(0<i<2D. . 
解 ” 因 为 4s = Vr ?十 y ?十 2 
= V(— asint)? 十 (acost)? + aidt =a V2d. 
2 2t2 
所 以 | a4 | —zaV 2dt 


0 a2cos2t 十 azsin2t 
= 人 VC3eu 一 8 5 2 0 
了 人 计算 | ras, 其 中 为 图 周 十 六 十 2 二 a?,z 十 y 十 z= 二 0. 


解法 1 换 # 二 一 一 (zs 一),v 二 
作 代 /二 DE 


t+ 
i i 于 是 


化 刀 


[om-j 考 


1 
一 (> 十 3# 一 2z)， 
V6 


ww 二 


)ids 


(C+? 
| V2 V6 
| (3w 十 zz)ds 十 a 三 je 


业 
6 
a 于 去 信 ascos2gdp 十 eh aicosgsingdgp 


= La na — Za 
= 3 +t To go. 


解法 2 利用 对 称 性 ， [ee=| wds 一 | zs 由 此 有 ， 
| = 于 | e+e+ | 
一 1 出 8 一- 


8 1 曲线 积分 


9.1.18 fe 十 六 十 zz)ds, 其 中 c 是 

(Dz = acost,y = asint,z = W (0 < 1 2n); 

(2) 曲面 民 十 六 十 忆 一 也 与 平面 + 十 z= 1 的 交 线 . 

解 (1) 根据 螺 线 的 参数 方程 ,有 

ae 一 A/( 呈 )2 十 (各 十 (RR = Van 十 十 iat 
= VE Ba. 
于 是 [G++ 

= 六 em 十 asinz 十 PP) Va + bdt 
一 等 G3e 十 4x2b2) Va 十 本. 

(2) 解法 1 曲线。 的 方程 可 表示 为 


如 果 以 z 作为 参数 , 则 土 述 方 程 又 可 改写 为 参数 方程 


z=7, 


下 | . 
a & -Vee+ V7 


z 二 1—z, 


一 1 一 2 妈 1, 因 
于 是 型 一 一至, 至 一 一 1, 因此 有 


ds 一 1+ [1 2] CD 
A/4—2(z— 去 
又 由 对 称 性 可 得 到 


| (z? 十 十 22)ds 


< 
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1 
$+ V3 
=2| 人 


Ea 4 一 2G 一 去 > 


Seg Se 24 V2 一 各 ) 和 
0 A/4 一 2G 一 瑟 ) 
解法 2 曲线 c 的 参数 方程 为 
z 一 去 十 W 2 cosb， 
y = 2sing, (0 < 0 < 2r). 


= 一 去 一 W 2 ecosb. 
于 是 


ds 一 VC V 2sing) + (2cos0)*+ (VY 2 sing)’d0 = 2d0. 


因而 fe 十 六 十 2ds 一 人生 . 240 = 187. 
上 述 两 种 计算 方法 虽 不 同 , 但 被 积 函 数 却 有 共同 特点 : 沿 所 给 曲 


线 都 全 等于-? ,其 运算 的 实质 是 计算 曲线 .的 弧 长 . 

解法 3 ”不 难 算出 ,曲线 是 球面 束 十 六 十 二 = 也 被 平面 < 十 < 
一 1 所 截 出 的 半径 为 2 的 贺 周 (只 要 将 坐标 系 绕 y 轴 旋转 子 即 可 ). 从 而 
它 的 周 长 等 于 4r, 因 此 有 

[ee 十 刀 十 22)ds 一 三 [a = 2 * 47 = 18r. 

由 本 题 可 以 看 出 ;空间 曲线 方程 若 由 两 曲面 方程 联 立 给 出 时 ,化 
为 参数 方程 的 形式 不 是 唯一 的 ,可 有 多 种 形式 . 

83. 1. 19 计算 上 2, 其 中 为 曲线 十 六 = 如 ,六 二 ar 上 从 点 0(0， 
0,0) 到 点 4(a,a, W 2 oa) 的 弧 . 

解 ”由 已 知 的 曲线 方程 得 


一 8499 一 
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z= MPTPTNE +r VT 


因而 ,曲线 的 参数 方程 可 写 为 
= 一 生 一 pz 一 二 VY¥+ oe 


所 以 


2y 二 8g 十 9a’y* 十 2a 
ds pa uk es 让 2 dy m+ my 


加 YE 六 y+ ay 十 ody 


Va a 17 
至 | (+ 6 16 P+ 搜 ) 


Qa’ 
万 ?+ 踊 
-2 2 1 “f+ Say 十 
m 
一 下 ny ;和 十 Ar 十 用 o 十 于 让 


也 -an 1 ) 
ga’ 17a4 17az 
(04 16 16)] 
> 17a’ 
V2 250 V38 一 18 V2 70 1 
一 128 到 2 .16 
25a 十 8A/ 
16 
25 十 4 W38 
一 100 V38 -72 一 17i +4 下 
256 mi a 


3. 1. 29 计算 空间 曲线 三 十 六 十 2 一 VT 二 eh(aretg 二) 一 


a 从 点 4(a,0,0) 到 点 8(z,y,z) 的 弧 长 . 
一 1401 一 
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解 令 z a2 一 zcosp,y 一 Ya 一 zxsing. 不 妨 设 z 记 > 0, 于 是 
有 z Va— (xy) a2(1 a = athg. 
又 因 Y 瑟 二 二- VEU 一 Wp) 一 :所 以 得 到 申 线 的 参数 方程 为 


wp 
chp ” 


故 一 人/ (和 ~ < 各) 十 (全 up 


/由 上 dm 十 jn VZo 曙 


ch'p chg” 
a V Zap= V2 sp 
一 2 Vz I 二 TF 2 V 2 a[arctger] 
2 zo mes 诬 坊 - 刊 - W 2 aarctg 不 难 


证 明 , 当 z< 0 时 ,s 一 W 2 aarctg 


综 上 所 述 ,有 s 二 W 2 aarctg 


注 由 z=athp 知 z(e* 十 e-") 一 (er 一 e-")，z(ez 十 1) 
二 alew 一 1), 于 是 ez 一 4 士 z 人 十 
本 


VY a2: 一 2 
另 一 方面 
a 十 z x ee Vez 
tg(arctg ) 一 ， 
Fa 4 次 
1 六 Moa 
i 5 (arctg 本 站 加 
因而 在 其 主 值 范围 内 ,有 
arctg Ge 到 yarcts » 
Ce (es 
一 a492 一 
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9.1.21 计算 | V3 十 Zds, 其 中 c 为 开 十 六 十 2 二 ?与 J 二 z 


的 交 线 . 
解法 1 “为 空间 一 圆周 , 其 在 zoz 平 面 上 的 投影 为 一 椭圆 周 2z? 十 
zz 二 a?, 即 


zz) 
PE 
V 2 


将 椭圆 改 为 参数 式 ,得 
人 [去 ” (0<o<2n 


z= asing. 
由 于 y = z, 故 。 的 参数 式 方程 为 
a 
= 一 一 cosb， 
Vi 
= og, (0<0< 27) 
Ms 
z= asing. 


i @ 2 
ds= sing + 7sing + a*cos’040 一 040. 
因此 [ V2y 十 so 六 Vaeoeg 十 on 一 人 | d0 = 2ra2. 


解法 2 以 z 为 参数 , 则 < 在 平面 z= 0 上 下 两 部 分 分 别 可 表达 为 
参数 式 


= 27, Z 一 2 
1:49 一 zy (|z| 入 一 一) 及 co:4y = 二， 
上 Ya 一 2z:. V2 | Ye 一 2z:. 
考虑 到 对 称 性 ,有 一 | 十 | = ?| 改 


本 4 十 zs=2 V3o| 去 ne, 
= a i 2z2 

2 对 坐标 的 (第 二 型 ) 曲线 积分 

(1) 平面 情形 


Ds 
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9.1. 22 计算 | ee, 其 中 是 由 直线 = 0 一 0 一 2 一 4 所 
围 成 的 正 向 矩形 回路 - 
解 ” 如 图 所 示 ,有 


J = J 二 | 十 J * J. 


0 » 
ad i 
2 Cy 
sl 
i C1 
i- em 
oe 四 6 a eet 
9.1. 22 题 图 9.1. 23 题 图 


9.1.23 计算 | (十 ?dy, 其 中 是 由 直线 = 一 17 一 1,z 二 3， 
y = 5 构成 的 正 向 矩形 回路 . 
解 ”如 图 所 示 ， 


[tie=| e+Ppa+| G++ 
| (z 十 妇 )dy 十 | (zz 十 ydy 
5 1 
=0+ + +0+| dtr 


室 fe +#—1—ydy=8 他 = 32, 
9.1. 24 ”计算 下 列 曲线 积分 : 
(GD | re (2) [sdy + yar 


其 中 c 是 由 两 坐标 轴 和 直线 元 十 专 = 1 构成 的 逆 时 针 方向 的 三 角 回 
路 . 
Oo 
解 (1) 如 图 所 示 ,04:y = 0,y 二 0; 4B: = 二 2(1 一 到)， 


一 04 一 
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dz 3dy, 或 y 3(1 ,dy Bd BO:z = 0, dr = 0. 
因此 1 = [a = ze 十 | 十 .am 
= [w+ 2 —#ww+ [ow=3 
J 0 33 3 3 和 
(2) 利用 (1) 的 方法 和 结果 ,有 
[mo 二 ydrz 二 3 十 | 十 [ar + J 
3 0 1 0 
二 3 十 fo “dz 十 fsa 一 也 7) 十 [yr i 


B(0,3) 


一 一 A 
a A(2,0) 


9. 1. 24 题 图 4.1. 25 题 图 
9.1.25 计算 | 刘 二 人 其 中 4BCD4 为 以 点 4(1,0)、8(0， 


1)、.C( 一 1,0)、D(0, 一 1) 为 顶点 的 正方 形 
解 ”如 图 所 示 , 正 方形 的 方程 为 |z| 十 ly| = 1, 或 
orty=1 ca:—rty=1 c: 一 z 一 9 一 1 cz 一 9 一 1， 


， drtdy _ 
所 以 ， | 本 | 十 ds 十 | = +dy 


二 | e+a 二 | + 二 
全 4 
=|a 一 Ddz 十 [ia 在 Dat fa 5 Daz+ fd + Ddr 
=2| +2 [a=2x (一 D+2Xx1=0. 

0 0 


9. 1.26 求 曲线 积分 fa cos dr 十 sin 二 十 eos ¥)ay 
的 值 ,其 中 积分 路 线 c 为 抛物 线 y = 区 上 从 点 0(0,0) 到 4(r,m2) 的 一 
一 1405 一 
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段 弧 . 
解 ”抛物 线 的 参数 方程 为 z = z,y 一 z?, 则 
fa 号 cos dz + (sin 二 十 Yeos ¥)ay 


= fra 一 x?cosr) 十 (sinz 十 zcosz)2z]dz 
一 fa 十 2zsinz 十 ztcosz]dz = [z 十 zxsinz], 一 未 


9. 1. 27 计算 | (= 十 妨 )dz 十 (z? 一 扩 )dy，c 为 曲线 y 一 1 


11 一 z| 上 对 应 于 z 从 0 到 2 的 一 段 弧 . 
解 ”如 图 所 示 , 一 c 十 c， 

cy 一 zi 0 委 z 之 1， y 

cz 一 2 一 zy 1 委 z 芝 2, 因 此 


| (z+ dz 十 (7 — yey 
Vy 


= [re + 2) + (rz) 1]dz 
1 2 > 
=2 | 一 本 
| (z2 十 所 )dz 十 (xz? 一 yl)dy 


9.1. 27 题 图 


= fe 十 (2 一 2z)?]dz 十 fice — (2—2)7]. (~ 1)dz 


2 2 2 
=2 fe 一 2D) 二 [ 一 子 (2 一 力 亲 一 子 . 


故 fe + ydz 十 (zz 一 ydy 一 邯 . 


《1 
9.1.28 计算 | yd 十 (y 一 z)dy 沿 曲线 (a)y = x; (by 二 


(oO) 二 z; (d)y 一 了 的 值 . 
解 (CD | adz 十 人 一 z)d =[ s+ (7 A 
co ye a = 叶 
4 | 
=| = 志 
GD 1 a 
w | mt y= [seust [ie 
dep i i ed : 
二 f406 一 


2 


了 


§ 1 曲线 积分 


2 


1 1 
EB 


12 


[an 2z?)dz = TE 3 
0 4 
C1.1) 
(c) 上 zadz 十 (一 z)dy 
1 
= | [ry 2 ty yy 
1 
一 | [2 — + yy 
= [也 纺 一 二 十 本 ,= 0: 


(a) [sa 十 全 一 0 一 下 [z .am 二 (ma 一 z) .3z]dz 
(0,0) 0 


一 je 十 3z5 一 3z3)dz 


1 1 i 1 
[5* +3 — -47 


9.1.29 计算 | (十 Di 十 一 8, 其 中 是 以 道 时 针 方 向 为 
正 向 的 第 一 象限 内 的 圆周 zz 十 天 一 of, (a > 0). 
解 ”加 的 参数 方程 为 :z = acost,y = asint, (0 过 1 过 也), 所 以 


| (z+ wart (zr ~ ydy= [Ceos2t — sin2t)dt 
2 村 
一 [sin2t 十 cos21] 二 一 a. 


9.1. 30 “计算 第 二 型 曲线 积分 | 二 吾 5 二 其中。 为 依 逆 时 针 
方向 的 贺 周 开 十 六 二 局 
解 “的 参数 方程 为 全 一 “oo (0 之 0<<2m), 所 以 


y 一 asing. 


— zdz + ydy ax 2 本 
| 不 和 a C00singdo 0. 


3131 求 im 中 本 加 二 和 5, 这 里 c 是 了 十 六 一 局 的 正 
向 ， 即 沿 道 时 针 的 方 商 . 
解 ， 把 * 化 为 参数 方程 的 形式 : Co (0<i<2n), 于 


407 一 
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中 ydz 一 zdy FF 《一 R’sin’t 一 R?cos’t) i 
《z2 十 zy 十 pe R'(cos’t 十 sintcost 十 Sin 


: 
i 


(1 二 + 去 sin2D): 


因为 一 一 | 一 一 在 区 间 [0， 2r] 上 连续 , 故 
人 (十 去 sin24)? 


im 中 rdy— ydr 
a 让 十 码 十 入): 


= lim [一 次 :| | dt = 0. 
ee (1 十 到 sin20? 


9. 1.32 D+ 一 pg + 二 1 的 
边界 逆 时 针 方向 转 一 周 的 路 径 . 
解 梢 四 的 参数 方程 为 


| (z+ dr (rz — ydy 


zx = acost, 


ed ，(0 和 :和 2)， 所 以 


= | "acost 十 beint) 。( 一 asint)dt 十 [ee 一 bsint) bcostdt 
| (一 azsintcost 一 alsin2t 十 abcos’t — b?sintcost)dt 

= 一 ce 十 be)sintcost 一 ab(cos’t 一 sin?t) Jdt 

二 一 ce + 。 2 一 abcos2t]dt 

一 一 [(oz 十 刀 ) 。 (一 冯 cos20 一 去 obsin2] 


9.1.33 计算 第 二 型 曲线 积分 J 十 sinzdy, 其 中 c 为 y == sinz， 


(0 志 z 之) 与 z 轴 所 围 的 闭 曲线 , 依 烦 时针 方 向 . 
解 ”如 图 所 示 ， 


[Bs 十 sinzdy = [ (sinz 十 sinzcosz)dz 十 上 0dz = 2. 
s.1. 34 计算 曲线 积分 | 一 st + zy, 式 中 。 是 沿 曲 线 5 一 
49 


8 1 曲线 积分 


V 2z 一 于 从 点 4(2,0) 到 点 0(0,0) 的 有 向 弧 段 . 


1 


! 


3 
9.1.33 题 图 9. 1.34 题 图 
解 ”曲线 积分 的 方向 如 图 , 因 y 一 Y 2z 一 z, 故 
1 = 
yy 一 一 一 一 dz, 所 以 
V22—s 
[w+ _ 


ji 1 一 z 9 
二 | (一 V2z 一 好 十 z。 ) =— | 
| | VE + Va 


= | GD+1 ,, 
V1— (rz-— 1)’ 


一 [一 V2z— z+ [arcsin(z — DJ =. 
9. 1.35 ” 设 闭 曲线 c 为 z = cost,y 二 2sint,0 人 + 过 2x, 求 曲线 积分 
zdy 一 ydr 
中 下 示 综 的 值 . 
解 ”由 已 知 条 件 得 ,dz 一 一 sintdt,dy 一 2costdt, 因 此 
zdy 一 gdz 2« 2(cos2 十 sin2) 到 1 
$ ~ o cos2 十 4sin’t 人 由 1 十 TT 


= 4arctg(2tgt) [= 27. 
9.1. 36 ”计算 第 二 型 曲线 积分 | (24 一 y)dz 十 思 ， 其 中 。 为 摆 线 
z 二 a(t 一 sint),y 二 a(1 一 cost),(0 达 1 之 27x) 沿 1 增 加 方向 的 一 段 . 


/7 = alt — sint), 本 
解 A (0 过 1 过 27) ,所 以 


J — dr+tdy: 


一 1409 -~ 
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一 人 czs a(1 — cost) Ja(1 — cost) + asint}dt 
= sz 十 acosD) dt 一 ra2. 


s.1.37 计算 曲线 积分 /一 中 二 和 二 全 二 号 直 其 中 为 心 形 
线 * 二 a(l 一 cos9) 的 正 向 . 
解 ” 由 于 函数 P(z,y) 一 二 二 可 汪 天 与 0c 当 一 二 下 二 


za) 十 六 

在 点 (一 a,0) 处 不 连续 . 则 由 心 形 线 的 参数 方程 
z = a(l 一 cosg)cosb， 
{ Cl eg)a6 (OE2) 


wy y ina 
得 / 中 tt cosg 十 sin2g 


(s+a)’+y o T+ sinw 
cosb 2 2 d(sing) 
er A 2 

9.1.38 ”计算 第 二 型 曲线 积分 J 一 ydz, 其 中 08 沿 图 中 三 种 
不 同 的 路 线 . | 

解 ”三 种 不 同 的 路 线 如 图 所 示 . 

(1)08 为 直线 :y = 2z,(0 之 z 之 1), 这 时 |- B(1.2) 


| zdy 一 gdz [KG *2—2.7dr= 0. 
DB 0 
(2)08 为 抛物 线 y = 2z2,(0 壕 z 入 1), 这 


时 x 
| zdy 一 ydz 一 jc 。4z 一 2z2)dz 4 4(10) 
有 
-ze -全 9. 1. 38 题 图 


《3) 08B 为 折线 段 04B,04:?= 0(00 和 zx 和 1);4B:z= 1(00 和 3y 委 2)， 
在 这 种 情况 下 ， 


| wy — we = | ray — ydz+ | zdy 一 ydr 
o8 on 个 


=0o+ 人 :we=2 


> zdy — 
9.1.39 计算 0 
一 3410 一 


| 
| 
i 
| 
| 
1 
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其 中 * 为 椭圆 (az 十 By)? 十 (yz 十 6y)? 一 1 
解 ”由 于 (oz 十 py)* 十 (yz 十 0y)? 一 1, 故 可 引入 参数 二 设 
全 十 By = cost， 


0<i< 2r)， 
+ 6y = sint. 人 :2 


又 因 o3 一 天 0. 故 令 |”4| 一 必 一 Pr 一 二 ,于 是 ， 


全 一 4(6cost 一 psint), 
3 一 4(asint 一 ycost). 
代入 积分 ,得 
中 ， = [Eadecost 一 psint)d4(asint 一 ycost) 
一 4(asint 一 ycost)d4(gcost 一 psint). 
其 中 一 些 项 的 积分 为 零 , 故 得 
一 | aaaeoer 一 pysin2 + absinzt 一 pycos’t]at 

一 4 [dos — By)dt = 2r4. 

9.1.40 ” 设 c 为 由 曲线 y = sinz 及 y = 2sinz,(0 忒 z 达 7) 所 围 成 
的 闭 曲线 ,其 正 向 为 逆 时 针 方向 , 求 曲线 积分 中 (1 十 ?dz 十 ay 


解 ”因为 先 一 2 关 ? 一 器 ,所 以 积分 路 线 分 为 两 段 。== o 十 


cz( 如 图 ),c: 是 zy 一 sinrz 上 从 0 到 的 一 段 ; es 是 y== 2sinz 上 从 0 到 的 
一 段 . 故 


$a 十 y)dz 十 zydy 


= | (1 二 + ¥)dzr 十 zydy 十 | (1 十 妨 )dz 十 zydy 
| 2 ? 


9.1. 40 题 图 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


= fa 十 sin?z 十 zsinzcosz)dz 十 fa 十 4sin?z 十 4sinzcosz)dz 
0 本 


一 [= 3sin?z 一 3zsinzcosz)dz 
o 


一 [一 3 一 于 sin2z) 十 C6cos2z 一 于 sin2z 了 一 一 3 
y 多 4 
9.1. 41 ee a + 二 人 


六 


(GT 人 一 人 5)dy, 其 中 "为 以 点 4(5,6)、.5(5, 一 6)、 
C( 一 5, 一 6)、D( 一 5,6) 为 顶点 的 矩形 (方向 为 顺 时 针 方 向 )， 


-中 ye 一 zty | (y— 4)dz — (z— 3)dy 
CE (zz— 3)+ (yO— 4)? 


$ 再 二 纵 + 中 Ct (一 4)dz 
‘+ 二 + 


es $ zdy 一 ydr 十 (人 一 3)dy 一 (一 4)dz 
人 (一 3)2 十 (一 4) 


stl (CE 


= 27 + 27 = 47. 

注 “不 能 从 题 中 条 件 立即 得 出 判断 一 0. 因为 被 积 丁 数 在 其 
所 围 的 区 域内 有 两 个 “ 洞 ( 即 不 连续 点 )(0,0) 与 (3,4), 但 积分 理论 告 
诉 我 们 : 绕 包 含 这 两 个 洞 在 内 的 任 一 闭 曲线 ,其 线 积分 值 均 相 等 . 为 此 
据 被 积 函数 的 形状 选择 最 方便 的 积分 路 线 , 即 两 个 积分 进行 计算 . 

《2) 空间 情形 

9.1.42 计算 | (六 一 有 如)dz 十 2yzdy 一 zdz, 其 中 c 为 曲线 z= 1， 
一 如 2 一 如 上 从 上 一 0 到 上 = 1 的 一 段 弧 . 

fe 一 22)dz + 2yzdy 一 zdz 


= [KG — #428 .2 — 1.30)d 
0 


2 E 
5 35 


9. 1. 43 计算 [gaz + 四 十 zz， c 为 曲线 z = acost, y 一 asint， 
z 二 以 上 从 t 一 0 到 t= 2 的 一 段 . 
解 + + 


一 1413 一 


[KE 240d = [3t #] = 
。 7 。 


381 曲线 积分 


一 tesinec— asint) 十 blacost + bacost]dt 
三 Fc azsinzt + abtcost 十 abcost)dt 


一 一 o[ 冯 一 了 sin26” 十 ob[isint 十 cost]' 十 using 

一 一 62X。 

9.1.44 计算 第 二 型 曲线 积分 | zaz 十 yay 十 ztz, 其 中 为 从 (1,1， 
1) 到 (2,3,4) 的 直线 段 . 

解 cc 的 方程 为 :=i 二 1,y=2t 十 1, z=3t 十 1. (0 入 上 秋 1)， 
所 以 

+ 中 二 地 


= Et D+ Ct D2+ 3+ DD. 3 
= 4+ Ou=7+6= 13. 


: zdz 十 ydy 十 zdz 
9.1.45 计算 | 古人 


《1,1,1) 到 点 (4,4,4) 的 一 段 直线 . 
解 “的 参数 方程 可 写 为 z>= 1 十 旭 y 一 1 十 bz 一 1 十 ! (0 过 
t< 3), 
zdz 十 ydy 十 zdz 3 3(1+) 
所 以 一 小 一 二 dt 
| [err 


二 V3 fu=3 V3. 


9.1.46 ”计算 沿 空间 曲线 的 第 二 型 曲线 积分 | am， 其 中 是 
于 十 妨 十 取 一 1 与 y 一 z 相 交 的 圆 ,， 其 方向 沿 曲线 依次 经 过 1、2.7.8 封 
限 . 

解 ”把 圆周 c 分 为 两 段 弧 , 其 中 


“- V1 一 22， wy A 


和 (< ho) 


\s=2 


141g < 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


C2:)y 一 zy 2 2 


V1 一 22， 


2 一 2 


因而 | sm 二 | e+ | am 


YE ye 
< Vi 一 25e+| 十 全 一 了 V1 一 2ztaz 


yy = Va/3 2=A/ 于 一 2 


查 积分 表 得 
vz 
1 ER 
sa =4 LE 遍 
2 0 
vv 


注 ”该 题 也 可 用 。 的 参数 方程 z = cos0,y = Zan,s 二 


2 sing, (0 过 0 < 2r) 进行 计算 . 


9.1.47 计算 [ (一 2)dz 十 (z 一 z)dy 十 (z 一 y)dz, 其 中 < 为 椭 


圆 z? 十 六 二 1,z 十 z 二 1, 若 从 z 轴 正 向 看 去 c 的 万 本本 民 时 外 的 : 
解 ”空间 椭圆 曲线 c 的 图 形 如 图 所 

示 , 其 参数 方程 为 : z = cosg, y 二 sin9, z 二 

1 一 “osb,， 其 中 0 为 椭圆 ce 上 点 (z,y,z) 在 

zoy 坐标 面 上 的 投影 P(z,y,0) 的 矢 径 OP 

与 z 轴 的 夹 角 , 且 从 2r 变 到 0, 故 y 


| (y— 2)dr++ (z— zdy + (z — ydz 


= [Lsino — 1 ++ cos9)(— sing) 
十 (1 一 cosb 一 cosg)cosb 9.1.47 题 图 


一 和 4 一 


§ 1 曲线 积分 


+ (cos0 一 sing)sing]db 
二 | (sing 十 cosb 一 2)d0 一 [一 20],, = .47. 


9.1.48 计算 [ye 十 2 十 zz, 式 中 为 维 安 尼 曲线 zz 十 六 十 


好 一 02,22 十 扩 一 az (2 过 0,a>0), 若 从 z 轴 的 正方 向 (z > ae) 看 去 ,此 
曲线 是 沿 逆 时 针 方向 进行 的 . 


解 ” 柱 面 方程 十 一 az, 可 改写 为 (z 一 了 )? 十 六 一 (多)?， 


车 令 z 一 也 = 了 名 costry 二 sint,(0 入 :< 27), 则 


2 2 
z= Va (z+ y) 
in2 
a [a 二 下 2 a ei 
从 而 ,曲线 的 参数 方程 为 : 
= ,in < i< 27) 


t 
assinz Lcost aicoss 二 


故 十 22dy 十 zzdz 
+ 2 2 
2 2 


= pea 一 cost)d(cost) 十 分 和信 St , ostdt 
a roa" (1 一 sin? 5 )d(sin ) 


dt 


3 3 
ee: 号 [ecost 2 coed 十 [sint 一 (各 十 了 sin20 i 
水 csin 元 一 站 sm 去 pm 一 一 本 


9.1.49 计算 中 人 十 2 如 十 人 十 z 古 十 十 加 dz, e 是 曲 
线 于 十 撩 十 好 一 2Rz,z 十 姑 一 2az (0<a<R,z>0), 且 c 按 如 此 方 
向 进行 ,使 它 在 球 的 外 表面 上 所 围 成 的 小 区 域 了 在 其 左 方 . 

解 全 帮 和 全 的 并 人 二 SN 
先 将 其 化 为 参数 方程 ,再 进行 计算 . 、 ， : 


一 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


因此 ,由 x 十 六 十 有 = 2Rz 及 工 十 二 2az 消去 y, 得 z 二 


VY 2(R 一 a)z, 用 柱 面 坐标 中 8 作 参 数 , 因 z 十 效 = 2az, 柱 面 坐 标 方程 
为 + = 2acos6, 故 曲线 ¢ 的 参数 方程 为 

z = 7C0s0 一 2acos’0, 

y = rsinb = 2acosbsing = asin20, 

z= V2(R— a)2acos’0 = 2 Va(R 一 a)cosb 
于 是 dz = 一 4acosbsinbdb ,dy 一 2acos2bdbg,dz 一 一 2 V a(R 一 a)singdb， 


所 以 1 一 $e 十 22)dz 十 (好 十 z2)dy 十 (天 十 护 )dz 


= | esnze 十 4(R — a)acos’0](— 4acosbgsing)dg 
十 人 ce 一 a)cos’0 十 4axcos49]。2ocos20d0 
下 | 十 asin220]( 一 2 V a(R 一 a))sinbdb. 
上 式 第 一 .三 两 个 积分 的 被 积 函 教 为 奇 函 数 , 故 第 一 、 三 两 个 积分 值 为 
0, 第 二 个 积分 的 被 积 函数 为 偶 函 数 . 因此 
I= 16e| LCR 一 aeoszg 十 ucostg](2coszg — 1)d0 
= 16az | “[- (CR 一 aeos2g 十 (2R 一 3a)costg 十 2acossg]db 


2 和 二 5 二 生 : 
16a[— (R 一 o) 4 + 28 3a) 4 2 癌 


5 .3 .1 .区 
er 
= 16qx[ 一 全 十 对 十 名 BR 一作 a 十 各] = 2pr。 


9. 1.50 ”计算 积分 | 《z2: 一 yz)dr 十 (FO— zz)dy 十 (22 一 2)dz， 其 
中 * 是 沿 螺 线 z = acosp,y 二 minp,z 一 艺 9 从 点 4(a,0,0) 至 点 BCa,0， 
及 的 一 段 弧 人 3. 


解法 1 直接 计算 
| (xz? 一 yz)dz + (¥ 一 zz)dy + (2 一 zy)dz 


< 


— 6 


§ 1 曲线 积分 


[ECcarcosp ring) ( asing) + (a’sin’p 
一 点 peosg)(ocosp) + (ip — otsingcosg) -Jd 
D7 PsP) (acosg A719 Singeosp) * 37 ldp 
2 
一 | [a’singpcosp (sing 一 cosgp) 
0 
ah 加 了 。 有 
一 于 ?Ccosy 一 sin'y 十 sinycosy) 十 8 ldap 
[zz 2 {2 
一 4 | singcosp(sing 一 cosp)dyp 一 全 | plcos2g 
0 2r Jo 
3 -hs f= 
中 Tsin29)d9 十 Bn gidp 


=h+1+ ls 
下 面 分 别 求 L112、1s. 


2 
l=@ singcosp(sing 一 cosgp)dy = 0; 
2 


ah (2™ | 
1: 一 一 -hs plcos29 十 Zsin29)dp 


2 
m= 2[ 二 (gsin2p|’” | sin2gdgp) 


Sh 4 (Pos29 p) | pe a 
2x hs 
= 关上 rap= 站 "二 P17 一生. 
3 


故 |e yz)dz + (¥ 一 zz)dy 十 〈22 一 zy)dz = 每 


解法 2 ”以 直线 段 B4 接 于 曲线 hmB, 形 成 封闭 曲线 ,并 利用 斯 托 
克 斯 公式 计算 ， 因 直线 段 48 所 在 的 直线 的 参数 方程 是 z = ay y 一 0, z 
一 如故 
| CE 


a 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


= bo — yz2)dr + ( 殷 一 zz)dy + (2 — zy)dz 


je yz)dz 十 (所 一 zz)dy 十 (2 一 ry)dz 
(3 32 一 玛 ) MAF — 72) 
we le Te ]u 
(一 gz) Az — zy) 
十 [ 区 一 -二 ja 


十 [< 2 3 玛 | [ex 


La 
| = 


3 

注 “其 中 口 是 4n 和 B4 所 围 成 的 光滑 曲面 . 

9.1. 51 计算 沿 空间 曲线 的 第 二 型 曲线 积分 | (一 2dz 十 (2 一 
z2)dy 十 (z? 一 妨 )dz, 其 中 。 为 球面 于 十 所 十 好 = 一 工 在 第 一 封 限 部 分 的 
边界 曲线 ,其 方向 按 曲线 依次 经 过 zoy 平面 部 分 ,yoz 平面 部 分 和 zoz 平 
面部 分 . 

解 ”把 c 分 为 三 部 分 (如 图 ) 


二 一 


z 一 casg， z= cosg， 
| 0，(0<0<F) “me (0<o<3) 


y= 
2 = sing. z= 0. 
z= 0, 

0 = (0<0o<3) 
z = sing. 


因而 | (¥ — 2)dz + (2 — zdy+ (zr — ydz 
We 


= 一 | cas 十 (sin2g — cos2g) 。0 十 〈cos2g — 0) 。cosb]db 


一 一 下 [sin’0 十 cos30]d0 =— EE 


[ (Fr ~— 22)dz + (2 — zi)dy + (x — ye)dz 
2 


= fc sing — coszg » cosb 十 coszg 一 sinzg)]db 


一 48 一 


81 曲线 积分 


2 san 十 coszg]dbg 十 Jieos20a0 生计 各 


| (所 一 22)dz 十 (2 一 z2)dy 十 (zz 一 护 )dz 
‘3 


= 上 [Ccos’0 一 sin2g) 。0 十 (sin28 一 0) » (— sing) 
二 (一 coszg)cosg]db 


wl 


一 一 人 《sin3g 十 cos39)d6 一 一 
。 


故 | or 2)dr + (2— rdy + (ry)dz 


ee 


C3 
cy 


人 2 
x 9. 1. 51 题 图 9. 1. 52 题 图 
9.1.52 ”证 明 : 若 工 为 平面 上 封闭 曲线 ,i 为 任意 方向 向 量 , 则 
best mas 一 0, 其 中 为 曲线 工 的 外 法 线 方向 . 
证 设 != (a,b),n 二 (cos(n,z),cos(n,y)), 先 证 下 面 等 式 
中 me 十 oty = 中 [oemcn,a —.Peos(n,y) Jds. 


由 上 图 可 知 , cos(t,z) 一 一 sin(n,z) 一 一 cos(n,y)， 
cos(t,y) = sin(n,y) = cos(n,7z), 


从 而 中 me + Qay = $ Ceostsz) + Qeos(t,8) Jds 


i 中 [Qcos(n,z) 一 Peos(n,y) lads. 


5 


故 等 式 (* ) 成 立 ,应 用 (* ) 式 可 得 


(x*) 


第 九 章 “ 曲线 积分 与 曲面 积分 


il.n 
be = Tr Ta 


= $ [acos(n,z) 十 bcos(n,y) Jds 


Va+b ~ 
#4 
Ga2 十 有 2 


3. 格林 公式 与 全 微分 求 积 

(1) 格林 公式 

9.1.53 证明: 车 P(z,y)、8(z,y) 在 曲线 段 < 上 连续 ,L 为 c 的 长 
度 .M = max VP(z,y) + Cz,y), 则 


| [Pa + ol < Len, 


a 由 人 一 1)dz 十 (z 十 1)dy 
再 利用 上 面 的 不 等 式 估计 积分 /一 中 t 寻 十 直 生起 对 却 二 各 ,其 


中 cn 为 圆周 (z 十 1D): 十 (0 一 1): 一 居 的 正 向 ,并 求 ,lim_|7l、 


证 “因为 | Pir + gt 二 (Peosa 十 Qeosp)ds, 其 中 cosascosp 为 6 
上 点 (z,y) 处 的 切线 的 方向 余弦 , 且 有 cosa 十 cos?p = 1, 直 曲线 积分 性 
质 有 

| | Pa + Qdy| 过 JPeosa 十 Qeosplas 
又 (Peosa 十 Qeosp)’ = Picos’a 十 Qicos’p + 2PQcosacosp, 

0 < (Peosp 一 Qeosa)’ = Picos’p + Qcos’a 一 2PQcosacosp, 
因此 有 

(Peosa + Qeosp)’ < P2(cosza 十 cos28) 十 O(cos’a + cos25) 

一 严 十 ge 
从 而 |Pecosa 十 Qcosp| 入 VPI+@:<<M. 
故 | [Par + Quyl <uJis=Lm 


bz + ady = 0. 


G+D+tG—D) _FR_l1 
又 在 中 ,P09 一 人 二 二 各 一 玖 十 D1 一 原 一 交 


1 
即 对 一 页 ， 


一 8436 一 


§ 1 曲线 积分 


GG — Dart (z+ Day 2 
于 是 | 和 |< 训 和 27 一 东 ， 
故 im ll < Jim 天 2 所 以 im ml = 0. 


9.1.54 下 面 的 论证 是 否 正确 ， "为什么? 
设 Plz,y) = 一 Ed Q(z,9) = 五 半 交 ' 封 闪 曲 线 二 


人 二 2 
y= 3sint 
因为 开 = 异 天 二 扫 


mW wrt)’ 
设 D 是 曲线 C 所 围 的 闭 区 域 ,由 格林 公式 有 


中 ou + Qdy = 人 民 drdy =0. 


答 面 结 论 是 错误 的 . 因为 ， 格林 公式 成 立 的 条 件 是 函数 P(z， 
Q(z,Y) pte 并 且 有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 在 本 题 的 论证 
中 ,区 域 D 是 以 原点 为 中 心 的 椭圆 ,P(z,y)、8(z,y) 在 原点 无 意义 ,从 而 
不 满足 格林 公式 成 立 的 条 件 . 

9.1.55 求 曲 线 积 分 

fa 一 瑟 cos 二)dz + (sin 好 十 二 cos dy 
的 值 ,其 中 积分 路 线 e 为 圆 (z 一 2)? 十 (y 一 2)? = 2 沿 逆 时 针 的 方向 . 

解 ” 因 为 P=1 Se Q sin 二 十 二 cos 卫 ， 

-= 到 ce 站 Esin Y 甩 ， 

因此 ,由 格林 公式 有 

$a cos dr 十 Csin 二 十 eos 过) No 0， 
其 中 D 是 圆 (z 一 2)* 十 (y 一 2)* = 2 所 围 成 的 区 域 . 

9.1.56 计算 1 一 中 政 寺 绽 , 其 中 为 任 一 不 包含 原点 的 闭 区 
域 的 边界 线 . 

a Be 


.9 3 
解 ” 因 为 二 (十 = [到 二 在 5 部 Gr ke eed 
在 上 述 区 域 0 上 血 续 且 相 等 ,于 是 


(z 0) 


工 


2 


a 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


由 [ 译 G 下 一 育 全 
由 格林 公式 得 1=0. 
注 ”由 此 题 可 知 ,在 格林 公式 中 , 若 令 P= 一 y,8 一 +, 则 得 到 一 个 
计算 平面 面积 D 的 公式 : 


了 一 [ew = 去 $dy — sa 
9. 1.57 ” 求 积 分 值 1 = 中 [zeosn,a 十 yeos(m,y)Jas, 其 中 c 为 包 


围 有 界 区 域 的 闭 曲 线 ,n 为 “的 外 法 线 方向 . 
解 ”利用 9.1.53 题 中 的 等 式 (*) 


中 pi + Qiy = LocosCnss) + PoosCnsg) Jas, 
可 知 


I $ gdz 十 zdy 一 2 1 faa ydr = 28, 
其 中 为 。 所 围 的 面积 . 
9.1.58 应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 


i 
2 (cos2rydzr 十 sin2zydy). 


解 因为 2 = e215)[(— 2zsin2zy 十 2ycos2zy) 
— (2ycos2zy 一 2zsin2zy)] = 0， 

所 以 有 eH- (cos2zydz + sin2zydy) 一 中 0dzdy = 0. 
+r er 

9.1. 59 计算 | zy, 其 中 。 是 半径 为 + 的 图 在 第 一 条 限 内 的 部 分 
与 两 坐标 轴 围 成 的 闭 曲线 . 

解 ”对 半径 为 > 的 四 分 之 一 
圆 域 2( 如 图 ) ,应 用 格林 公式 有 

eft 


tr 


a 


”9.19 题 图 " 
一 1482 一 


§ 1 曲线 积分 


由 于 20 一 0， | = 0. 


所 以 | 一 一 Je = 一 了 mr 


8.1. 60 应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 
ef — eospar — Gy — sinp)ay], 
其 中 c 为 区 域 0 二 z 二 *,0 二 y 过 sinz 的 正 向 的 封闭 曲线 . 


解 因为 允 = “Giny 3 一 esiny 一 一 ye', 所 以 有 


中 [aq 一 cosy)dz 一 (y 一 siny)dy] 一 一 gerdzdy 
oe 
一 一 [ea fw = 一 esinszar 村 | [ea J eeos2zar) 
a 9 过 全 4\Jo DD 
1 = cos2z 十 2sin2z . ]” 1 
可 艺林 一 | 一 一 一 | )= 一 一 (er 一 1). 
4 {ey [ 5 上 |} 5 


9.1. 61 ”应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 中 Cz 十 Di 一 (z 一 引 y， 


式 中 。 为 椭圆 十 其 = 1 的 正 向 . 
解法 1 因为 P=z 十 y, 8 二 一 (z 一 了 .所 以 有 
$e + yar — (z— ydy ll (一 1— 1)dzdy 2xab. 


解法 2 如果 直 接 令 z = acost,y = bsint, 则 
中 c + yar — (rz — ydy 


. ee 十 beint) (— asint) 一 (acost 一 bsint) (beost) ] dt 


fic a2)costsint 一 ab Jdt 一 一 2xab. 


9. 1. 62 应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 中 zay 一 =adz, 其 中 为 加 
周 z 十 殉 二 qa 的 正 向 
解法 1 因为 P= 一 zy， 9 一 玉 , 故 有 


一 1423 一 


1 
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ze fe a 
$aray — 2 = ll (zz2 十 yi)dzdy = [ do [ Tdr 一 也 
< 9 
解法 2 ”如果 直接 令 z = acosp,y 一 asing. 则 
2 
中 mw 一 zz 一 “| (cos’gsin’g 十 coszysin2p)d9 
Axat 


= 委 sin2ge 本 
2 7 


注 ” 若 本 题 的 其 它 条 件 不 变 , 仅 将 被 积 表达 式 改 为 zy?dz 一 z*ydy， 
则 所 得 到 的 结果 是 0. 


9. 1.63 ”应 用 格林 公式 计算 tne— NR 为 依 
道 时针 方向 绕 燃 加 于 十 妇 = 1 一 周 的 路 线 
解 ” 因 为 秆 一 1, 总 一 一 1, 所 以 
twa — a— we= 2ay 
=— 2 [lazay =— 2xas. | 
其 中 为 c 所 转 成 的 区 域 . 


9.1.64 计算 中 mur 十 yidy, 其 中 c 是 y 


沿 着 由 二 ,和 y 一 z 所 构成 的 封闭 曲线 的 
正 向 . 

解 ”利用 格林 公式 ,有 

Plz,y) = zy, Q(z,y) = 妨 . 


在 封闭 曲线 。 所 围 的 区 域 上 具有 连续 
一 阶 偏 导数 NS 
Pp 一 z2 EA 一 0 
7 ’'& 4.1.64 题 图 
故 由 格林 公式 有 
中 :ou 十 ydy 下 0 一 z2)dzdy 人 (一 zdy 一 大 
g.1.65 利用 格林 公式 把 间 线 积分 


一 1424 一 


§1 曲线 积分 


7 一 Vr ydrt yzy in(z+ Vz 十 护 )]dy 


变 为 曲线 所 围 区 域 D 上 的 二 重 积分 , 式 中 的 依 道 时 针 方 向 , 且 D 不 含 
原点 . 


aP y 
因为 广 = 一 二 一 =， 
解 为 M+ 
y 8 y 
[1 十 ] 一刀 十 ， 
s+ Vz 十 六 Vr 二 + Vr+y 
所 以 中 V+ dt yzy t+ In(z+ V+ yy 


a 六 中 


?十 一半 ydzdy = || yzazdy. 
J Vi Vai 3 中 

9.1. 66 求 曲线 积分 中 be 十 jzl 相 ,其 中 为 以 4(1,0)、 
B(0,1) 及 C( 一 1,0) 为 顶 的 三 角形 的 正 向 边界 横 线 . 

解 ” 设 人 480 的 边界 正 向 曲线 记 为 ,所 围 的 区 域 记 为 D1; 人 0BC 
芍 边 界 正 向 曲线 记 为 ,所 围 的 区 域 记 为 P, 由 曲线 积分 的 性 质 及 格林 
公式 有 

中 blz+ lley = yrt slyt yr— ziy 


= fa 一 1)azdy 十 人 1 一 1)dzdy 一 一 1. 
全 


y 


9. 1. 66 题 图 


9.1.67 应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 
$e + Wiz -ike + dy 9 小时 图 .，， 
其 中 是 以 4(1,1),B(3,2),C(2,5) 为 顶点 的 正 向 三 角形 的 边界 . 
一 1425 一 
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解法 1 ”如 图 所 示 . 三 角形 三 条 边 4B、BC、C4 的 方程 分 别 为 : 
y 一 去 (z 十 D)， y=—3z+1l, y= 4r—3. 
因为 P= (z 十 办 ?，@ 二 一 (z 十 六 ), 所 以 
守 和 2r — 2(z+¥) =— 4z — 2y. 
由 顶点 C 作 垂 直 于 oz 轴 的 直线 ,该 直线 把 三 角形 区 域 也 分 为 两 部 
分 D, 和 D;, 于 是 


$ (z+ dr 一 (zt ye)dy 下 4z 一 2y)dzdy 
D 


= 人 (一 4z 一 2g)dzdy 十 LI. (一 4z 一 2y)dzrdy 
1 


fia es (一 4z 一 25) 十 [位 dy 
es ket 


_ fo us， 77。 3 2 + 和 人 
= e+ 9 Yat e+ 83) 0 


解法 2 如果 直 接 计算 ,有 
| ] 站 Ea zz 1 
[e+ 去 + 二 却 人 2 十 于 十 去 十 才 )]e 
+ fc 3z + 11)*— (— 3) (z+ 9 — 66z + 121)Jdz 


十 jee 十 4z 一 3): 一 4(z2 十 16z2 一 24r 十 9)]dz 
四 和 J + 5 + 二 )ar+t [ic34r ~— 242: + 484)az 


十 fe 43z? + 66z — 27)dz 


_58 283 ，85 

一 年 一 委 + 全 =- 人 6 各 

4.1. 68 已 知 < 是 平面 上 任意 -一 条 简单 半 南 线 ， 问 常 数 .< 等 于 何 估 
时 ,曲线 炽 分 和 8. 并 说 明理 由 


二 焉 恒 下 请 5 认 RV ee ub 


§1 曲线 积分 


z ap 一 2zy 
解 因为 P= 二 Ek 
Om Ry 
TF Ek 
ns 本 十 六 天 0, 守 这 连续 , 当 a 一 一 1 时 ， 


= > 一 二 八 
(2 二 a 和 之 , 依 格林 公式 有 
| zdr+ ydy __ 
os 二 
(2) 当 。 包 含 原点 时 ,以 原点 0 为 中 心 ,以 充分 小 的 5 为 半径 , 作 图 


周 曲线 0, 则 z = 6cos0,y = dsin9, 使 /全 部 包含 在 c 内,e 为 道 时 针 方向 ， 
则 取 /为 硕 时 针 方向 . 设 D 为 c 与 1 所 围 的 区 域 ,在 D 内 , 当 a 


0. 


， ， 三 一 1 时 ， 
ww ap 
2 


en 则 有 
村 - $ zdz + ydy 
ce 2 十 护 -二 六 
2* Gcos0 (dsing) 去 sin0(bcosb) 10 = 0 
综合 (1)、(2)， 可 知 ， 当 o= 
Pepe 
积分 中 忠于 各 一 
9.1.69 ”应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 


Msiny 一 my)dz + (ecosy 一 m)dy, 


一 1 时 ， 不 管 C 是否 包 含 原点 在 内 ,曲线 


其 中 以 为 常数 , 妇 为 由 (a,0) 到 (0,0) 经 过 图 开 十 六 二 az 上 半 部 的 路 
线 (其 中 a 为 正 数 ). 


解 ” 因 为 在 84:y 二 0 (0 委 z 入 oa) 上， 这 
人 esam 一 mgy)dx + (ecosy 一 m)dy = 0， 


所 以 faesiny— mat ee 一 加 人 


一 -1427 一 
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= [esiny 一 my)dr + (ecosy 一 m)dy 


1 a Wa 
m J m 33) Bo. 


9.1.69 题 图 9. 1.70 题 图 


9.1.70 计算 [we 一 my)dz 十 (3yze 一 m)dy, 其 中 曲线 c 是 从 到 


到 再 到 G,FG 是 以 FG 为 直径 的 半圆 弧 ,半径 为 2. 
4 3ye’ 一 my 2 = age 如 Mm: 


为 了 利用 格林 公式 ,加 上 一 段 直线 段 G8, 使 积分 路 线 。 闭合, 于 是 
(pe 一 my)dz 十 (3y2er 一 m)dy = [ 十 应 一 | 


"so mh 人 = 一 mS (b + 2r)m- 


注 本 题 中 积分 路 线 的 正 向 是 闻 时 针 方向 ， 其 中 D 是 闭 曲 线 " 所 
围 的 区 域 ,8 是 区 域 也 的 面积 ,格林 公式 中 二 下 全 靖 古 和 表示 
积分 是 沿 负 向 进行 的 . A 


9.1.71 设 名 为 连接 点 4(1， 2 与 BC2， 3) 的 -4 段 曲 线 ,又 设 氏 与 
直线 段 483 所 围 成 的 图 形 的 面积 等 于 刀 试 计算 曲线 积分 


[ee dz + Cz 一 十) 四 
解 因为 直线 段 的 方程 为 : 3 一 z 十 1, (1 委 z 委 2)， a 
围 成 的 区 域 为 D, 如 果 4 取 逆 时 针 方向 \ 则 
1 
J 二 +(: 一 去) 外 Do ei 


— 8 


4 


车 铝 取 顺 时 针 方向 , 则 


外 坑 dz 十 (z 一 Tay 


1 1 
i ke 
一 一 上 十 2. 


9.1.72 设 6 是 平面 上 光滑 闭 曲线 所 围 成 的 区 域 ,函数 "= u(x， 
9) 在 G 十 ce 上 有 直到 二 阶 的 连续 偏 导数 ， 人 


由 人 不 (名 jew = 一 -+ 4)dzdy 十 中 人 uds. 
证 因为 
中 ds = [acoscn,x) 不 Neos nsy) Jdrdy 


= $e 用 加 不 udy, 


用 格林 公式 ,这 里 P= 一 字 ， 0 


bu Pes J 双人) + Jrdy 


= 人 全 + (全 + 提问 ER 
6 


ot | x 名 十 Dady 十 je> + (他 yty, 
移 项 , 即 得 要 证 明 的 结论 . 


9.1.73 设 函 数 x(z,y) 在 光滑 闭 曲 线 c 所 围 的 区 域 D 上 具有 二 阶 
连续 贪 导数 ， 证 明 : 


a 
jr $e 


eo 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


其 中 全 是 (z,y) 沿 。 外 法 线 方向 nn 的 导数 . 


证 因为 滞 = cos(n,z) 站 名 cms(n,m)， 利 用 9. 1. 52 题 中 的 
(C# ) 式 知 
$ Rds PEOeoscn,s) 十 YeosCn,) ls 


下 和 + 三 + 划 必 
9.1.74 设 D 是 由 分 段 光 滑 曲线 “ 围 成 的 平面 区 域 , 函 数 uCz,y)、 
2(z,#) 在 D 上 有 连续 的 一 阶 偏 微 分 ,证 明 : 


下 drdy = 中 mw = 人 ww 
其 中 的 方向 这 样 选取 ,使 沿 此 方向 前 进 时 ,区 域 也 始终 保持 在 左 侧 . 
证 由 假设 知 ,函数 wv 在 D 上 可 微 ,从 而 由 格林 公式 得 


中 mu 2 下 Fardy 十 ll odzdy. 
移 项 , 即 得 所 要 证 的 结果 . 2 


9.1.75 设 P(z,y)、Q(z,y) 及 nC(z,y) 在 平面 区 域 D 上 有 一 阶 连 续 
偏 导数 ,c 是 D 的 边界 曲线 ,证 明 : 


je 名 +Q@ Pdrdy fsPny Gz — hh + yardy. 
证 利用 格林 公式 , 沿 闭 曲 线 。 的 积分 为 
中 em Cndz 时 A 3 ]mm 


= 由 oo 芝 + ?本 + 型 + 和 Jam 
0 


四 
[ee 锡 十 Q Oady + [fe 十 E22 
移 项 , 即 得 所 要 证 的 公式 
注 ”该 公式 类 似 于 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 
9.1.76 求 曲线 积分 中 再 二 区 的 值 , 其 中 为 任 一 不 通过 原点 
的 简单 光滑 道 时 针 方向 的 封闭 曲线 > 
一 线 36 一 


§ 1 曲线 积分 


4 @_P Cs 
解 一 元 二 入 ,9 一 元 中信 ,一斑 一 全 于 和 


(1) 当 C 不 包含 原点 时 , 式 十 4 天 0, 问 、 第 有 一 阶 连续 偏 导数 , 依 
格林 公式 ,得 


$ 革 类 = 
二 


(2) 当 c。 包 含 原点 在 内 时 , 忒 十 4 好 一 0， 名 、 第 不 连续 ， 故 不 能 用 


格林 公式 . 此 时 ,以 0 为 中 心 作曲 线 !:z 一 rcosb,y 一 去 rsin9, 使 /全 部 包 


含 在 c 内 ， 
中 于 其 = 中 衬 二 次 
oT 二 hy 1 hy 


( 2 1 sinbdr 十 2 Tcosgdb) 3 Sing (cosOdr 一 rsinbdb) 


2 


了 


0 7 
~ {1 .rsin’d + cos’0) 一 
0 2 如 


9.1.77 计算 1 = [esny 一 my)dz 十 (ercosy 一 m)dy, 其 中 c 为 由 


点 4la,0) 到 点 0(0,0) 的 土 半圆 周 z? 十 一 ar,y 之 0. 
解 ”如 图 ,因为 


| (exsing 一 my)dz + (ecosy 一 m)dy 


十 | es 一 My)dz 十 《escosy 一 m)dy 


一 $ 《ersing 一 my)dz + (ecosy 一 m)dy = [away 一 再 maz; 
AD4 = 
Ed 


8 
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又 人 (e'siny 一 my)dz 十 《ercoss 一 m)dy 一 0, 所 以 
7 一 | 《ersiny 一 my)dz + (ecosy 一 m)dy = 如 ma 


9.1.78 计算 J .cesinzy 一 站 dz 十 (2e'cos2y 一 100)dy, 其 中 c 为 单 
位 圆 于 十 天 二 工 从 点 4(1,0) 至 点 B( 一 1,0) 的 上 半圆 周 . 
解 ” 如 图 ,连接 B、4 得 闲 曲 线 4n84, 由 格林 公式 得 


$ CCesin2y 一 dz 十 (2eeas2y 一 100)dy 
A 


= I 2 艺 ] drdy 一 Te 一 2e'cos2y 十 1)dzdy 
Dp 3 % [3 


x 
一 ew 一 了 
D 


又 | (e'sin2y 一 y)dz + (2e:cos2y 一 100)dy = 0. 


故 [cesinay 一 ydr 十 (2ercos2y 一 100)dy 

注 ”该 题 如 将 曲线 积分 化 为 定 积分 计算 或 利用 的 参数 方程 : 
z 二 cosl,y 一 sint (0 人 < tx) 化 为 定 积分 计算 都 是 比较 困难 的 . 

9. 1.79 求 曲 线 积分 | ez 十 sinz)dz 十 (z? 一 yer)dy 的 值 ,其 中 0 
是 曲线 y = zx? 一 2z 上 以 0(0,0) 为 始点 .4(4,8) 为 终点 的 曲线 段 . 

解 ”由 于 积分 曲线 c 是 抛物 线 y = zx? 一 2z 上 的 一 段 弧 ,不 是 封闭 
曲线 . 因此 ,不 能 直接 用 格林 公式 计算 . 

解法 1 若 加 上 直线 段 04, 其 方程 为 y 一 2z, 则 构成 一 封闭 曲线 正 
向 回路 (如 图 ), 于 是 

fen 十 sinz)dz 十 《z2 一 yer)dy 


一 中 《3z3y 十 sinz)dz 十 《zz 一 ye’)dy 
+40 


人 | en 十 sinz)dz + (z? 一 ye dy. 
上 式 右 端 第 一 个 积分 可 应 用 格林 公式 ， 5 
i 9. 1. 79 题 图 


§ 1 曲线 积分 


且 用 也 表示 闭 曲线 C 十 40 所 围 成 的 区 域 . 又 台 一 2z, 澳 = 3z, 故 有 
| (3zy 十 sinz)dz 十 〈z2 一 ye’)dy 
= [way — fas zz+am+ 一 2ze02]e 
4 


一 一 fa 人 zdy 十 [Ke 十 sinz 一 4ze*)dz 
0 站 一 3 0 
4 
一 站 [C— 2)(2r— z+ 27) 十 (8z: 十 sinz 一 4ze2) ]dz 


= 上 《zs 十 4z2 十 sinz 一 4zez)dz 一 人 cos4 一 7es. 


3 
解法 2 ”将 曲线 积分 写成 
es 十 sinz)dz 十 (zz 一 ye)dy 


一 | (2zy 十 sinz)dz + (x? 一 ye’)dy+ | ae 


上 式 右 端 第 一 个 积分 中 因 列 = 2z 十 至 全 , 故 曲线 积分 与 路 线 无 关 : 


因此 ,可 选择 折线 0B4 为 积分 路 线 . 线段 0 的 方程 为 1 一 0,dy 一 0; 线 
有 段 B4 的 方程 为 > = 4,dz 一 0. 于 是 有 : 


| (3zy 十 sinz)dz + (x? 一 ye)dy 

一 | .en 十 sinz)dz 十 (zz 一 yer)dy 

十 .en 十 sinz)dz 十 〈z2 一 ye")dy 十 | me 

= [sinaae 十 as 一 ge)dy 十 fz 一 2z)dz 
o o 

= cos4— 7e. 

9.1.80 计算 [ (fly)er 一 3y)dz 十 (f(y)e' 一 3)ay 的 值 ,其 中 c 为 


连接 4(2,3)、BK4,1) 的 任意 路 线 /m5, 且 它 与 直线 段 4 围 成 的 面积 为 5 
解法 1 [Gwe — 3dz + (Ff (We — 3)dy 


了 (fGDe — 3y)dr + (f (We 一 3)dy 
六 # 
Bo > fe 
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— [Ge ~ 39a CF We ~ Dy 
土 Te De 3) ao 一 39) 1g 
4 


+ [gwe— 30)dz + (F (We — 3)ay 
=+ tr we — fe — 3Jeiy + [tfc z+ Se 
| 


一 3( 一 z 十 5) 十 (jp( 一 z 十 5)e 一 3)( 一 1)]dz 
本 
=+ 3ay + [ste — D+F s+ Be — F(z+ 5) le 
9 


' , 
二 土 39 十 3 [KG 一 4)az 十 | z 二 5)der -fc 55)dz 
1 4 4 
= 土 15+3[ 二 < 一 和] + fr s+ Sar 
= 土 15 一 64 f(1)e!— f(3)e 
Fa 
的 当 4m8 在 48 的 下 方 时 


一 21 十 eff(Gi)e 一 fC3)] AmB 在 4B 的 上 方 时 . 
《其 中 当 曲 线 在 直线 眉 4B 上方 时 , 取 负 号 + 在 下 方 时 , 取 正 号 ,直线 


4B 的 方程 为 y = 一 z 十 5. 而 o 是 闭 曲 线 4m84 所 围 区 域 的 面积 ,o 一 
5) 


解法 2 [tre — 3¥)Jdr + [Ff (Yer — 3Jdy 
= | mslf 9 一 3yJdz + [六 GD)e 一 3zJay 十 | CSz Sdy 
1 
= [tr we — la + [Tr ~ 3 
+ os — 3 — [Gr ~ 3 
= [fe 一 6yJ+ Es 一 3z]; 
土 | y 十 3| ec 一 1)ayrtl 
=fDe 一 f3)e 一 6+18 上 +FDe De 12+6" 


Si i AT 


本 


| .一 MM 


§1 曲线 积分 


士 3 [ew + 加 了 1) (一 Dar 
5 


=fDe — FW)e tet3x5— 3 — 1D 
二 土 15 十 6 十 et[f(1)e: 一 f(3)] 一 12 


入 { 十 e[ftDe: — Ff(3)] 当 4mB 在 看 的 下 方 时 ， 


一 21 十 exLf(l)e2 — f(3)] AmB 在 4B 的 上 方 时 . 
注 ”该 式 中 的 第 三 个 积分 应 用 格林 公式 转化 为 二 重 积分 , 当 曲 线 


Am8 在 直线 段 48 的 下 方 时 , 闭 曲 线 AmB4 为 正 向 , 取 正 号 ;反之 ,在 上 方 
时 ,为 负 向 , 取 负 号 . 


9.1.81 计算 曲线 积分 1= | [pGDe 一 myJaz 十 [ye 一 mJiy， 
式 中 p(y9) 和 9 (9) 为 连续 函数 ， 其 中 c 是 连接 点 4(zi,y) 与 点 BCzzygz) 


的 任意 逐 段 光滑 的 弧 血 B, 但 与 直线 段 48 围 成 的 图 形 hnB4 有 定 本 你 
&(C 如 图 ). 


解 1+| .= we [pe -ml = me 
又 直线 段 4B 的 方程 为 
3 一 童 一 扫 (z 一 z) + 


zz 一 TI 


所 以 = oe = mys + ty We — Eb 


= [pe 一 [ec 所 一 Baz 


机 [ 台 一 用 二 加, (z— 2 
Z2 一 ZI 


+ yr] 


一 委 2 OO— 下 
+ | (elE= wi nz 全 二 区 也 


9(yDe ”一 (yz)e2 十 Ym zy: — #1) 
一 msi(zi 一 zz) 十 人 一 芒 ) 


pe Pe + Dh Zz) (2+ 1) 
让 过 {RR Re 


十 mi¥a - 一 y). 
“I 
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| 
= ms p(y2)e? 一 ply)e' 十 对 a — z2) (yz + #) 
1 + mC — ya). » 
中 
4(x1.y1) 4(x1.11) B(x12.y1) 
B(x1.87) * 
7 -3 
9.1.81 题 图 9.1.82 题 图 


9.1.82 计算 曲线 积分 | [pC9)e 一 myJar 十 [w (De 一 mjdy， 
其 中 p(y) 和 9 (y) 为 连续 沙 数 ;4MB 为 连接 点 4Czi,yy) 和 点 B(z2,y2) 的 
任何 路 线 ,但 与 线段 48 围 成 的 面积 为 定 值 5. : 

解 令 P(z,9) = p(y)e' 一 mg， Q(z,9) = 9 CDe — m, 则 

30 
EE "i 

积分 路 线 如 上 图 所 示 , 加 上 从 8B 到 4 的 直线 段 上 的 积分 ,利用 格林 
公式 即 得 

1 一 | ou 十 @dy 一 [| .eu 十 @dy 


= ff Pe 2 和 
站 必 一 客 )4zty 十 | woeu + [ye — mJy— J 


=m jw 十 | eeoe 一 mg] 一 "Es 十 站 一 机 (gg zi) ]dz 


2 一 2 


me* s+ [p(y2)e’ 一 ms] 一 (p(y)e! 一 my) 
一 m1(72 一 zi) 十 zs — 7)(y CO— 1) 

= mest py) — p(y)e" + my — ye) ~ 
— mz — 2) gi + yo). 


9.1.83 证 明 曲线 积分 | 强 干 凌 一 ,其中 是 包含 坐标 原点 
一 Ma 一 


在 内 的 任意 正 的 光滑 封闭 的 曲线 . 
证 设 c 所 围 的 区 域 为 D, 如 | 

图 作 一 个 以 0 为 心 的 圆 ,圆周 为 c;， 

并 作 直 线段 48 连 结 cs 与 01, 则 线路 

ec 一念 + (一 co) 十 烈 二 ce: 构成 


< 攻 
闭 曲 线 ,这 里 的 (一 c2) 表示 c 的 负 vd 


向 闭 曲线 . 闭 曲线 “ 不 包含 原点 . 在 


以 。 为 边界 的 区 域 上 ,由 
P= -二 也 0 = 
FF H+ 9. 1. 83 题 图 
有 Pr- _X 
WW (r+) 灵 


而 一 中 四 有 中 一下. 
设 圆周 的 参数 方程 为 z = rcosg,y = rsin9, 则 


$ zdy 一 ydr 三 7cosO。7cosb 一 7sin0( 一 rsinb) 
十 9 ™ 


d0 


一 [eceoso 十 sin2g)d0 = 27. 


又 由 中 = 中 得 
zdy 一 gdz zdy 一 ydz 
人 中 ry rT 
ES 2 2 
9.1.84 计算 中 全 二 2 本 二 全 士 力 各 ,其 中 为 曲线 + 


一 ( 汪 ): 的 正 向 , 即 着 时 针 方向 . 

解 ”积分 曲线 为 星 形 线 ,包含 原点 在 内 , 取 以 0 为 中 心 , 充 分 小 的 
5 为 半径 作 圆周 曲线 4z 一 5cos9,y = Geing ,使 其 全 部 包含 在 < 内 ,的 方 
向 取 顺 时 针 方 向 . 设 D 为。 与 /所 围 的 区 域 ,在 D 内 ,有 


= MR = 
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WR_yy-r—-2y_P 
了 (好 十 包头 0). 
由 格林 公式 有 ， 
《z 一 3#)dz 十 (z 十 3)dy QR_P 
隐 关 汪 入 js = 


设 一 1 表示 7 的 反 向 贺 周 , 则 有 
| (z 一 gdz 十 (z 十 3)dy [ (z— dr (z+ Way 
。 型 十 纺 一: 光村 六 


= [ i (cosbg — sing) (— sing) 十 cosg + sing)cosb]db 


2 
一 | 上 = 2r. 
日 


(2) 全 微分 求 积 

9.1.85 求 下 列 全 微分 的 原 函数 : 

(1) (z2 十 2zy 一 护 )dz 十 (zz 一 2zy 一 y)dy; 

(2) e[er(z — y+ 2) 二 yldzr + eferlz — y) + 1ldy; 

(3) f( Vz ye)zdz + FV z+ yydy. 

解 (1) 显然 ,此 全 微分 的 第 二 型 曲线 积分 与 路 线 无 关 , 从 而 
Puyo) = fe + 2ay — N+ (t: — 2zy — Fe)dy 


= [G+ 2 ~ 8d + (219 — py 
+ [Gt 2 — dt (F — 2ry — yay 
一 je+ | UC — uy — dy 
Er Ea + wv uw — 可 六 

故 原 丽 数 为 “PC 一 二 (a 一夫 十 (一 D 十 


(2) 由 于 党 一 吕 = e[odz 一 十 D 十 二 ,因而 ,由 其 线 积分 与 路 


线 无 关 的 条 件 知 ,此 全 微分 的 一 个 原 函数 为 
Pen) = [eto yt a tt ete — Diy 
a | 十 人 ee 秆 Qay 


00) [oN 


一 ffae 一 


8 1 曲线 积分 


一 [ee 十 2)dz 十 ecec 一 妨 十 1]sy 


一 [(z 十 De]; 十 we [oay 一 eew 十 fa 
一 (十 le 一 1 十 ae(er 一 1) 
一 e[C 一 1)e" 十 可 十 ze 
一 et 一 0 十 1) 十 ze 一 1. 
故 原 函数 为 ”ZKz,y) = er+rz 一 9 十 1) 十 3er 十 c. 
(3) 令 z 一 半 十 玉 , 则 原 式 一 二 fCV dw 


故 它 的 原 函 数 为 F(z,9) 一 去] “fCVT mu 十 e 
9.1. 86 求全 微分 姻 = 3 二 2)dz 十 人 一 3z)dy 的 原 函 数 ， 


(z+ 3) 
解 因为 
ap _ a 3 一 有 = 3G 十 六 一 (下 一 玉 3 +) 
WW mW\(t+)! (z+ y)s 
-3z 十 3g 一 9 十 3z _6(z 一 切 


(z 十 3 (z+ DD 
2_3{y 3 3(Gz 十 妨 一 必 一 3z) .3 6(z—y) 
a (Cz 十 3 (z+)’ (xz 二 1 


所 以 , 芝 一 妇 ，(z 十 六 关 0, 故 积分 与 路 线 无 关 , 于 是 


_ [en 3y 一 z 
we 有一 | 0 Cz + Ft € 到 志和 


二 二 ds [re (z 十 Fp 


| 2y Ec 
ti + Fv + [ee 


2 
车 i++ + 2 Weep: 


2y 1 
+ 和 + 和 ;一 T+y 


ns 0 
GF 


-和 为。 vc 加 一 在 二 +。 


< 430 一 
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ydz 
9.1.87 ”求全 微分 du = 下 的 厌 函 数 ， 


解 ”因为 贡 一 总 (于 一 才 二 5) 
3z 一 2zy 士 3 妨 一 纺 一 2z 十 6g) 
(3z2 一 2zg 十 332)2 
3z2 一 3 多 
一 032 十 3 
如 这 [a 
FE 3z: 一 2zy 十 3 好 
3z: 十 2zy 一 3 姑 十 z(6z 一 2y) 
《3z: 一 2zy 十 3382)2 
3 
(3z: 一 2zy 十 382)2 
所 以 22 = 如 ，(3z 一 2zy 十 3 六 0)， 故 


四 
站 Dydr— zdy -| ydz A 


u(z,y) pd a o 3z2 一 2zy 十 3y 1 3 
7 PS A 
= (z ) 
2 
3 "学 + 一 3 


二 ;二 
= |y 3 2 
了 一 天 -arctg 一 -一 一 
2 V23 2Y23yJ， 
1 3z 一 乡 1 Y2 
= arctg 天 9rctg 
2V2 2V2y 2YV2 4 
1 37—y 
一 般 解 为 x(z,y) 一 Tctg 十 c 
2VE 


学 23 
9.1.88 ”选取 使 宛 一 妨 必 十 名士 妨 四 为 某 一 函数 w 一 wz 人 


(z+ )" 
的 全 微分 ,并 求 u(z,). 
oP _ +) (x— 8) (rt 2 
解 ”因为 太 (+) 
++ ay 一 2ny: 
Ce gt 


8 1 曲线 积分 


22 十 2azy 十 (1 一 2n)y: 


(z+ + 
90 __ (z+ ym (z+y) nr) 27 
请 (s+)” 
2 2nry (1 一 2a)z: 一 2nry+ yy 
《2z2 十 Fs 《z2 十 Td 


PP_a 
令 例 一 锅 , 即 
2— 2nzg — (1— 2 = (1 一 2a)z: 一 Znzy 十 ¥, 
a ] 4 (TO— dz (z+ ydy 
得 "一 1 ,也 就 是 说 , 当 ， 一 1 时 , 殖 一 玫 生 二 合十 玉生 是 全 微分 


(一 3#g)dz 十 (z 十 3)dy 是 全 微分 . 


即 (二 3 
_ (cm(z 一 9g)dz 十 (z 十 3)dg zlz | (r+ dy 
故 wz) 全 2 十 天 ] 答 or 二 


= [nlzl] 十 [aretg 也 十 去 im 十 本 

二 A a 
= In|z| 十 arctg 3 十 Fn(z + y) nz 
一 arctg 业 十 In(z 十 ¥). 


一 般 解 为 uCz,y) 一 aretg 也 十 方 In(z2 十 六) 十 


9.1.89 选取 ob 使 虹 十 22 十 二 各 十 2 + Wdy 


某 一 函数 a(z,y) 的 全 微分 ,并 求 uCz,9). 
解 ” 设 uz,y) 可 微 , 且 有 


du au 
du 一 ED 十 专电 = P(z,g)dz + Q(z dy, 
?十 2z 十 ax? 二 (2 十 2zy + by’) 
因此 Plz,y) = 0 ne , Ql) = — 二 全 2 
_ 2[z: 十 | 一 2a) 一 3zg 一 鸣 ， 
(zi + 妇 )5 
2 2s + 3ry + (2 — Day — 多 
安 (z+ 2 


因为 Pdz 十 Qdy 是 全 微分 ， ,所 以 和 一 条 ,从 而 
玫 十 zy(1 一 20) 一 3 一 站 二 开 二 39 十 (如 二 Dz 六 
一 1441 一 
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比较 系数 ,得 一 一 1. 王 一 1, 故 


2 Gn 
P(z,) 一 +t 2 


(十 5 Q(z) = 0+ 


(+) 
上 


关 , 选 取 从 4(1,1) 经 Btz,1) ,到 Cdz' 妇 的 Y-- 一 -一 -人 
路 线 进行 积分 (如 图 ) 得 
-4 B 


了 『 Dpaz + Qdy 0 i x 
C0) 
Gon 
十 Paz + Qdy 9. 1. 89 题 图 
"(1 +2z— 7) Ce 工 一 
下 十 17 x+ tr TF 
本 ou 
故 一 般 解 为 MY(z3) 一 到 二 六 十 和 


9.1.90 ”利用 全 微分 计算 曲线 积分 
01) | + ydy 一 az 


(2) 人 ”Da 十 Bly)dy 十 y(z)dz, 其 中 a(z)、B(y)、y(z) 为 连 
ed ba 


(3) 人 rc 上 士 y 十 (dtz 十 由 十 dz) ,其 中 了 为 连续 函数 . 


Crp) 


解 。〈1) 不 难看 出 ,zdr 十 yay 一 zdz 是 全 微分 , 它 的 原 二 数 是 


fy te 十 yidy 一 zadz 一 [ 王 十 et? 一 一 53 去 

《2) 因为 a(z)、p(y)、y(z) 都 是 连续 函数 ,又 

al | az)dz 十 了 Blay 十 | -ra 加 
3 0 
= a(z)dr 十 ply)dy 十 y(z)dz. 
所 以 a(z)dz 十 Bl(y)dy 十 y(z)dz 为 全 微分 ,由 此 可 得 
(spy Re -i i 
ene sD + 
WR) ， 


Gapl 一 


| 一 1 -~ 


| 


8$1 曲线 积分 


i 重 站 人 
兰 好 十 | ac) 本 十 apea]ee 
[e+ f pa + rc 


ee 
es coe 和 say + [ y(z)dz 
0 "0 5 
Wi ny Tr 
— facwar — [pay ~ {yc 
六 和 [rz y)dy | Zz)dz 
fac 下 eas 证 人 ee 
be I 有 
(3) 因为 了 为 连续 函 教 , 故 4 food = ftt 令 zy 二 
: 
则 5 
「 fwdu = f(z + y+ (dz dy + dz), 
”0 
由 此 可 知 f(z 十 y 十 2) (dz 十 dy 十 dz) 为 全 微分 ,于 是 有 
| 7Cz 十 乡 二 (dz 十 看 十 da) 一 他 2 “fla 
Ca Dh 


9.1.91 求证 :车 f(z) 为 连续 函数 , 则 函数 沿 光滑 的 任意 闭路 < 的 
曲线 积分 由 f(z 十) Cidz 十 aa) 一 0 
证 设 上 一 妇 十 六 ， 加 一 并 十 搞 , 则 
fn + Cadz + yy) = 到 TCD 尼 


由 于 了 为 连续 函数 , 故 f(t) 的 原画 数 存在 ,设计 fCOd 一 PCD， 
则 ddt) 一 去 fCDdt, 即 dB(z2 十 护 ) = J(zz 十 妨 ) (zdz 十 gdg) ,其 中 
rt+r)=| fC + #) zdz + ydy), 
所 以 f(z? 十 六) (zdz 十 ydy) 为 全 微分 ,从 而 有 
中 re 十 ¥) (zdz + ydy) = 0. 


9.1.92 设 函 数 fw) 具有 -- 阶 连续 导数 ,证 明 :对 任何 光滑 闭 曲 
线 * 有 :中 ipeu+zro 


证 南 于 zez 半 sy ES fon 
一 1443 一 
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为 全 微分 的 一 个 原 函 数 . 因此 ,积分 与 路 线 无 关 , 所 以 有 
fea ar 十 zdy) = 0. 


4. 平 面 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 条 件 
9.1.93 ”验证 下 列 积分 与 路 线 无 关 , 并 求 它 们 的 值 : 
(1) jc — (dz — dy); 


(2) fe aucoss 一 visinu)du + (2veosu 一 uw’sinv)dv; 
(3) | 于 二 生 沿 在 有 半 平 面 的 路 线 ， 
Co pa 地 + 入 不 通过 原点 的 路 线 1 


Vs 二 


(5) opr+ J w\y 为 连续 函数 . 
解 〈1) 因 为 P(z,y) = (z 一 y), 8== 一 (z 一 妨 ,如 = 蓝 = 一 上 


由 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 条 件 知 ,此 积分 与 路 线 无 关 . 因而 , 取 折 线 
ABC( 如 图 (1) ,得 
y 


c(1,1) 
B(u,v) 
A B ~™ 


4020) 
9.1. 93 题 图 


GD 
全 (z —y)(dr— dy) fc dr »+ 风 y) (dr 一 dy) 


es G — Day ; 0. 


(2) 因为 名 = 有 一 一 2siny(z 十 四 ,由 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 条 御 
知 ,此 黎 分 与 路 线 无 关 , 为 求 其 值 , 取 路 线 94B( 如 图 (2)), 得 4 


一 了 4 一 


81 曲线 积分 


[ro 一 ysinz)dz + (2ycosz 一 z’siny)dy 

= 人 (2zcosy 十 gsinz)dz + (2ycosz 一 zsiny)dy 
4 

让 | (2zcosy 十 yzsinz)dz + (2ycosz 一 z’siny)dy 
4 


二 2 十 fw » Cosu 一 zzsiny)dy 
= 十 vicosu 二 wi(cosv 一 1) 
= wcosv 十 vcosu. 


(3) 当 z> 0 时 , 竺 一 训 一 十 .从 而 积分 与 路 线 无 关 , 为 求 其 值 , 取 


如 图 (3) 所 示 的 折线 4CB, 得 
时装 -玉生 和 +『 吴 3 轨 
4 22 ec 


= 上 e+| 一 bw=- 二 -1= 一 1 二 
y ， 2 2 


外 


2? 上 一 -12(12) 


| B8(6,8) 
二- A(2,1) 


1 


0 


x 
C(6.0) 
(3 
oP | Ee) zy (0 
(4) 因为 亏 学 二 二 过 全 二 交融 "从 而 积分 与 路 线 无关 , 取 如 图 
(4) 所 示 的 折线 4CB, 得 


等 寺 业 “ 王 十 地 二 | 下士 名 
V+ Vii de Vet+y 


= a+ 上 A ++ = 


(5) 因为 PCz,9) 一 9(z), Q(z,y) = #9)， 训 = 好 = 名 = 0, 从 而 积分 
与 路 线 无 关 , 为 计算 其 值 ， 选取 如 图 (5) 所 系 的 折线 ca， :得 


hr 


一 1445 一 
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om 十 ydy 


一 om 十 yy)dy 
Bs 


十 | wp(z)dz 十 pdy 


2 eeoe 十 oow 
= D1) 一 和 2) 十 至 (2) 一 到 (1). 
这 里 ,0(z)、¥(y) 分 别 是 连续 函数 ‘5) 
9(z) p(y) 的 一 个 原 函数 . 
9.1.94 计算 | 二 9tz 十 于 十 -内 其 中 为 曲线 z 一 at 一 sin0) 
一 anyy 一 a(l 一 cost) 上 从 t= 二 0 到 t= 27 的 一 段 . 


pg 工 

解 ” 因 为 P = 5 上 5,0 一 元 于 元, 所 以 
Pt ta 拉 一 

人 Ca Cr TF 


2 _ z+-2 Fr 
加 < 十 y)? (zz 十 ro 
除 原点 外 P.0、 黎 、 胜 处 处 连续 , 且 竺 一 型, 故 对 所 给 的 曲线 积分 
与 路 线 无 关 ,但 是 原点 除外 . 
对 所 给 的 曲线 ca 天 0, 则 当 ! 一 0 时 ,L 一 0 或 := 2r. 这 时 z 二 一 ar 
或 + = ar, 故 e 不 过 原点 . 取 积分 路 线 为 由 点 4( 一 ar,0) 到 点 BCor,0) 
的 半圆 绝 :z 十 六 = oz. (y 0), 即 


£ = GTCOSO， 
{ 0<b<a. 
3 = anxsing. 
ek 入 Es po 也 
从 而 上 t+ la +t st 
I [二 Por sing) 十 于 3 Te * axcosg ]db 


= [ (sin?0 十 cos28)d9 = x. 


9.1.95 证 明 曲 线 积 分 | in 三 本 十 冯 eoe 本 二 )r 一 和 cos 闻 地 季 在 曲 
线 。 不 经 过 z 轴 的 情况 下 ， 积分 与 路 径 无 关 ， 又 因果 曲线 。 的 两 端点 为 
a 诸 相 一 


4(r,1) 及 Br,2)， 计算 积分 的 值 
证 因为 P= sin 一 了 co 本 了 


y 
曲线 “不 经 过 = 轴 时 ,y 关 0, 这 时 于 、 es 并 有 守 一 
RO 
bens 十 王 cos 荆 )dz od dy 
3 EA y 
(一 oo yay = «os Ea) = sin | 一 和 fr 
9.1. 6 验证 曲线 积分 
fa 一 瑟 cos 卫 )z 十 i 


只 与 “的 起 终点 有 关 , 而 与 所 取 路 线 无 关 , 并 求 
全 1 一 于 cos 二 )dz 十 (sin 芋 十 二 cos ay 


Gn) 


的 值 (其 中 c 不 经 过 y 轴 )、 

证 “因为 第 一 一 襄 cos 卫 十 如 sin 立 一 强 , 所 以 曲线 积分 与 所 取 
路 线 无 关 . 不 坊 取 6 为 7 一 1 ts 于 是 

2 1 一 cos 也)d 生 Gin 二 号 eos EYdy 

= 1 一 委 cos 三)dz 一 [z 十 msin 亚 了 一 1 十 二 


g.1.97 证 明 fe- y) bdz 一 dy) 只 与 c 的 起 点 有 关 , 而 与 所 到 路 


线 无 关 , 并 求 | ec 一 y)(dz 一 dy) 的 值 . 
证 因为 货 一 一 1 一 问 , 故 该 曲线 积分 与 路 线 无 关 , 于 是 可 选取 


5 为 z= 二 1, 一 1 二 yy 三 1, 这 时 
fe 人 = EE 全 (1— D(ady) 


= 人 Dey = [二 一 
一 147 一 
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9.1. 98 ”为 了 使 曲线 积分 | PCz,p) (ydz 十 zdy) 与 积分 路 线 无 关 ， 
可 微 函 数 F(z,y) 应 满足 怎样 的 条 件 ? 

解 。 因 为 Pz, 一 9gPCzo) ,QCzwy) 一 zP(zs), 所 以 有 阁 一 用 
二 yP,(z,y) 一 zF:(z,y), 因 此 ,要 使 该 积分 与 路 线 无 关 , 只 须 F.,F, 连 续 ， 
且 


zp, = yP,. 
3.1.99 ”讨论 空间 曲线 积分 / = 和 是否 与 线 
zx? Ea 2 


无 关 ; 并 求 其 值 . 其 中 4 点 与 B 点 的 坐标 分 别 为 (a,02,6) 、(51,64,5) , 它 
们 均 不 在 坐标 原点 ,连接 4、8 的 任意 路 线 也 不 过 原点 . 
解 ”由 已 知 的 积分 式 可 知 ， 


P292) = 一 一 一, oz = 一 一 上 一 一 ， 
人 
R(z,y,2) = — 
和 V 十 六 十 甩 
在 原点 无 意义 ,而 在 原点 以 外 处 处 有 定义 且 连 续 , 生 其 一 阶 偏 导数 在 原 
点 a 在 原点 以 外 处 处 有 定义 且 连 续 . 又 捐 一 宫 , 训 一 亨 , 芝 


一 可 在 除 原 点 外 处 处 成 立 . 据 斯 托 
克 斯 公式 (如 图 ), 有 


zdz + ydy + zdz 


ba YF 十 六 十 世 
即 | 二 + Ja.= 0. 

从 而 [a = Ja, 

这 表明 ,积分 与 路 线 无 关 . 因而 ,表达 式 9.1. 99 题 图 


zdz + ydy + zdz d(z? 二 yy 十 22) dav ty 
Vit 2+ 


0 
故 1=| Vt Vr 
= Vit b+ bs — Vani ant a = — ds 
一 1448 一 


0， 
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这 里 的 ded 分 别 表示 4 点 .8 点 到 原点 的 距离 - 
9.1.100 验证 沿 分 段 光滑 的 任意 闭 曲 线 积分 中 ren 十 
zdy) 二 0, 其 中 f(zy) 关于 中 间 变 量 x = zy 具有 连续 的 一 阶 导数 . 
证 加 为 本 = f(zy)y, Q(z,9) 一 f(zy)z, 所 以 
各 = Sy = + fy), 
名 = 她 [f(z)z] = = 于 + f(zy), 


其 中 flzy) = flw),u = zy, 于 是 
of _df a df 


守 = 第 "六 =y 秆 二 9 
起 = 至 - Ei f0. 
故 莹 = 肛 一 z 丰 GD + fy). 


因 fi(w) 连续 ,所 以 f(w) = f(zy) 及 zf(z) 也 连续 . 因此 ,满足 曲线 
积分 与 路 线 无 关 的 条 件 , 即 


bPar + Qly = 中 Test + F(ap)dy 
= $f yar + sly) = 0. 


9.1.101 试 应 用 曲线 积分 求 (2z 十 siny)dz 十 (zcosy)dy 的 原 函 
数 . 
解 ” 这 里 P= 2z 十 siny,@ 一 y 


zcosy, 所 以 Ee | 


B(x.») 
在 整个 平面 上 用 = 于 .根据 平面 
曲线 积分 与 路 线 无 关 的 条 件 可 知 ， 、 
对 平面 上 任 一 光滑 曲线 45, 曲线 积 


分 
上 (2z 十 sing)dz + (zecosy)dy 


只 与 起 ,终点 有 关 , 而 与 路 线 无 关 六 此 可 取 0.0、B2CenyD ,水 兴 折 线 
眉 408( 如 图 ) 的 曲线 积分 ,得 es i 


9.1. 101 题 图 


一 "类 办 一 
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u(r,y) 一 zu 十 em 一 于 十 zsiny. 

9.1.102 设 w(z) 三 次 可 微 ,p(1) 一 1,w (1) = 二 7, 求 ulz,y), 使 
du = [zg (z) 一 llzg(z) Jday 一 32y9p(z)dz. 

解 ”由 于 P(z,g) = 一 32y9(z) ,Q(z,y) = zg (z) 一 11zp(z)， 
所 以 Es 一 一 32p(z) ,2 一 rg'(z) 一 9zg (z) 一 11p(z). 

PP_0 
令 禄 一 二 ,从 而 得 到 
Zig"(z) 一 9zg (z) + 21p(z) = 0. 
解 此 微分 方程 . 设 x = e, 该 方程 可 化 为 


d? d 
党 = 10 学 +219=0. 


这 个 方程 的 通 解 为 p = cie* 十 cze, 即 mw(z) 一 cizs 十 car7. 
又 gz) = 3cz: 十 7czzs. 把 9(1) = 1,w (1) 二 7 代入 上 述 两 式 得 ， 
位 +oe=1, 
3cl 十 7c: = 二 7. 
故 c: == 0,c: 二 1, 从 而 求 得 微分 方程 的 特 解 为 
9(z) = z7. 
所 以 du =— 4zady 一 32r’ydz. 
故 x(z,y) 一 人 习 一 4zsdy 一 32z7gdz = 『- 4zady 一 一 4ry. 
一 般 解 为 x(z,y) 一 一 4z2y 十 c. 
9.1.103 若 y (z) 连续 ,p(x) = 1, 试 确定 p(z), 使 积分 1 = 


am 一 9%(z)] Zar 十 plz)dy (z 天 0) 与 路 线 无 关 . 并 求 
[ca 一 mw(z)] Ladz 十 plz)dy. 
《1L.0) 了 


解 ” 这 里 P= [sinz 一 9(z)] 二, 8 = gp(z). 
3 也 sinz 一 gz) ， 4 


= = 9 (7). 
要 使 积分 与 路 径 无 关 , 必 须 务 一 强 , 即 sn 90 = 、 
由 此 可 得 一 阶 线性 微分 方程 和 


一 5 一 


3inz 


9 (z) 十 p(s z) 一 


它 的 通 解 为 p(z) 一 全 [| 旦 ey 二 (一 cosz 十 9 


由 mw(r) 二 1, 得 c == 一 1, 故 9(z) 
代入 原 积分 中 , 则 积分 变 为 
ca = 二 coszl 二 dz 十 A Nana 
此 积分 与 路 线 无 关 , 从 而 
到 一 如 zsinz 一 站 十 cosz 十 1 
在 z 取 0 时 成 立 ， , 即 对 不 过 y 轴 的 任意 曲线 均 成 立 . 
当 4(1,0)、B(r,r) 取 路 线 4D、DB,D 为 (r,0) 时 ， 
本 
= 站。 。 dz 十 [一 wy = [fw a 
9.1.104 设 p(y)、Wly) 二 阶 连续 可 导 ,曲线 积分 中 2[zpGy) 十 
py) ]dz 十 [z2%(y) 十 2zy? 一 2zp(y) ]dy 一 0, 这 里 c 是 平面 上 任意 一 条 


封闭 曲线 . 
(1) 设 mw(0) = 一 2,%(0) = 1, 确 定 gl9) 与 $(9); 


(2) 计算 从 点 (0,0) 到 (x, 马 ) 的 任意 一 条 曲线 的 积分 
解 (1) 由 已 知 条 件 中 = 0 可知, 曲线 积分 与 路 线 无 关 , 故 红 一 
如 ,从 而 有 


2[z9 (9) + YF] = 2zp(y) 十 282 一 29(9). 
由 此 得 


(0 = (9), 
y= py). 
求 导 得 mw(D 二 w= 一 9). 
这 是 一 个 二 阶 常 系数 非 齐 次 方程 , 解 之 得 > 
: 和 
< 
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由 (0) 一 ci 一 2 2 可 得 , ec = 0, 又 由 9(9) 一 W (CD) 一 czcosy 
十 29 及 Ww(0) = cs 二 1, 于 是 有 
Pp) 一 siny 十 无 一 2， $y) = cosy 十 2y. 


(2) [ren + $dz 十 [zy(y) 十 2zg2 — 2zpy) Jay 
本 [ 2[zp(0) + #(0)Jaz + 人 ee 十 Zryi — 2rg(y) Jdy 
= fe 一 4z)dz 十 [es 十 2rzg 一 2msiny 十 4z]dy 
== 开 十 字 . 
9.1.105 已 知 f(0) 一 1, 了 本) 一 er1,P(z) 连续 , 试 确定 了 (z), 使 
| (z) 十 6f(z)]ydz 十 (x)dy 与 积分 路 线 无 关 . 


解 积分 与 路 线 无 关 , 必 需 2 一 总, 由 此 得 
Jr(z) = es 十 6f(z)， 
即 Jr(z) — f(z) -- 6f(z) 一 0. 
其 特征 方程 为 7? 一 7 一 6 = 0. 解 之 得 7 = 二 3,7: = 一 2, 故 方程 的 通 解 
为 
f(z) = cle™ 十 crxe*. 
由 已 知 条 件 f(0) = 1,f( 当 ) 一 e-: 可 求 得 
ct 十 cz 一 1， 
这 十 cze- 一 e. 
从 而 有 cl = 0,c: = 1, 于 是 f(z) = e-*. 
g.1.106 设 fc 十 2f 十 er)ydz 十 下 和 y 与 路 线 无 关 ,f 二 f(z) 且 
f(0) = 0, (0) 二 1, 计 算 
fe + 2 + eydr + Fey. 
解 ”曲线 积分 与 路 线 无 关 , 所 以 
玉 十 于 中 二 了 
为 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 、 再 由 f0) = 0,P (0) 一 1 可 得 ， 


一 13 一 
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2 I el 
了 一 本 所 一 有 De 
选 积分 路 线 为 y= 二 0 (0 过 xz 过) 及 z= 二 1(0 过 y 过 了), 则 


CE Ke 


(0,0) 


9.1.107 已 知 函 数 p(z) 具有 二 阶 连续 导数 ,c 为 不 过 y 轴 的 任 一 
闭 曲 线 , 且 曲线 积分 


bw (z) 十 m(z) 一 z] 莒 dz — gq (xz)dy 一 0， 


求 函 数 p(z). 
解 ” 客 一 去 [zp (2) 十 p(x) 一 本 ， 
Rg, 


由 沿 闭 曲线 积分 为 0 的 条 件 可 知 , 络 一 型, 故 
十 [zp (z) 十 p97) — z] =— yg"(z) 
即 zz) 十 zy (z) 十 p(z) 二 zx ( 欧 拉 方 程 ) 
令 z= o%, 则 ! = Inz, 用 记号 D 表 示 对 1 求 导 的 运算 如 ,得 
DAD— Dy+Dy+y=7, 
解 方程 中 十 y = ee, 得 


3 = cicost 十 czsint 十 半 e， 
于 是 ,p(x) 一 cicos(lnz) 十 czsin(Inz) 十 了 
9.1.108 已 知 曲线 积分 [ce 十 2f(z) Jydz 一 f(z)dy 与 路 线 无 关 ， 


且 fC0) = 0, 求 | [e + 27(D]atz — f(2)dy. 
解 ”由 积分 与 路 线 无 关 条 件 ,有 
总 ([e + 21699) 一 站 [Fa 


一 1453 一 
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即 — f(z) 一 2f(z) +e. 
这 是 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 通 解 为 : 


f(z) = efe[ (eyele + el] = ce-* — Be 
又 因 f(0) = 0. 所 以 二 言 . 故 f(z) 一 于 (一 四 ,于 是 


2 Le 十 27(D]adz — Fa 四 


= [e+ (er Jydr — 种 (e-* edy 


= $2 + elyar + [er — elay 


= ee de -ey ees. 
9. 1. 109 确定 参数 /的 值 ， ,使 得 在 不 经 过 直线 y= 0 的 区 域 上 , 线 
积分 / [Et 与 路 线 无 关 , 并 求 当 。 为 从 


4A(1,1) 到 B(0,2) 的 路 径 时 7 的 值 . 


人 ceo 
一 2 22 和 2 一 上 
问 - 2 - 人 (2 + + Wz?). 
要 使 积分 与 路 线 无 关 , 则 有 


[(22 — Dy 一 z] 一 
即 (224 一 Dy 一 zz 2( 十 Dy — 2y, 
或 (24 十 D 交 十 (24 十 Dz? 二 0. 

已 知 ? 天 0, 因 而 z 十 闪 天 0, 故 必 有 2 十 1 一 0 一 一 了 


取 点 D(0,0), 选 积分 路 线 为 折线 4DB, 其 中 4 的 方程 为 ?= 1(0 壹 
7 之 1), 则 ay 二 0,DB 的 方程 为 z 二 0 (1 入 y 秋 2), 则 dz = 0. 于 是 得 
到 


2 2)2—1 
A + [G+ Dz 十 的 ， 


2z(z’ + ye 


四 (zz 十 妨 ) 十 2(z2 2 
(+ 


= dz 十 | om 一 1 V2. 


1 Va+l 
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5. 曲线 积分 的 应 用 
9.1.110 计算 空间 曲线 z= 3t,y = 38,z 二 28 上 从 0(0,0,0) 到 
4(3,3,2) 的 弧 长 . 
解 因为 as 一 Vz 十 y¥ ?十 zdt 二 3(28 十 1)4di, 所 以 
j= see + Da = 5. 
9.1.111 计算 空间 曲线 zf = e ‘cost,y = e-'sint,z 一 er (0 一 
< 十 co) 的 弧 长 . 


解 因为 
ds = We-2(cost 一 sint)? 十 e-z(cost 十 ,sint)2 十 e-2dt = W 3 e- 邮 ， 
所 以 s= V3 人 wu= V3. 


9. 1. 112 计算 空间 曲线 辽 十 六 一 cz 二 一 地 二 二 上 从 0(0,0,0) 到 
4(zoyovzo) 的 弧 长 . 

解 ” 设 曲线 的 参数 方程 为 ?一 V czeos 二 ,9 = V czsin 之 ,z= 
则 弧 长 的 微分 为 


| 
二 


十 (一 一 一 < in 二 十 人 /二 cos 三 ) 十 1]az 
2 W > ® 和 
/fe z _ 2z 十 e 
枯 十 机 十 ldz pr 


所 以 
RE 人 2 二 se -下 V3e+ 人 人 


9.1.113 计算 空间 曲线 y ee | 
0(0,0,0) 到 4(zo,yo,zo) 的 弧 长 . 


解 ” 因 为 4s = 


yr Vcall 十 名 ). 


~” 
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3a’ 一 2z2 


= a oo) 
所 以 , 当 zo 宇 0 时 ,有 
et a a+ zo 
s » Dd 4 nat lal + lzols 
当 zm<0 时 ,有 
9 37 一 2z2 a 24 十 zo 
2 了 nz zo = |z| 十 |z0l. 


综 上 所 述 , 只 要 |zo| 二 a, 就 有 s = |z| 十 |zol. 
9.1.114 计算 空间 曲线 (z 一 妨 : 一 ez 十 及 ,z 一 天 一 号 守 上 从 


0(0,0,0) 到 P(zo,yosz0) 的 红 长 . 
解 ”根据 已 知 曲线 方程 可 得 


二 [+ 
a/ EE 
四 为 叙 ?+ (入 > 一直 [加 + 子 V( 加 字 
= 二 Yoo 二 语 Ya 
所 以 *= | [去 Yom 十 让 Ya + 1 


YH V9a, , Vaal i 
| att Tt svVtu 
2 3 3 


过 二 了 3 /13 /aa 
4 | 型 +?w/ 守 | 

9.1.115 设 曲线 z= oacost,y = bsint (0 过 1 过 27) 在 点 (z,y) 的 线 
密度 等 于 一 1y|, 求 其 质量 . 


1 
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解 ”质量 为 m 一 | jyles, 其 中 。 为 本 加 一 ceost,y 一 wint, (0 之 
1 27), 设 a 二 5, 则 


= Vasin% + bicosidt = a V1 ~ ecosidt, 
其 中 。 一 ,于 是 
加 一 an VT 二 ecossid 十 [ee beint) V1 一 eicosidt 
= 一 “上 V1 二 ecosid(cost) 十 wf V1 — ecositd(cost) 
= | V1 二 eastu 十 | V1 — eidu 
一 4ab | VT— evidu 
= 他 [二 W1 一 oz 十 去 arcsinCe) 了 


a 


w=0 
二 2b 十 2ab rcsine, 
再 设 4 过 5, 则 
ds = Va’sin? + bcositdt = a V1 + cicositdt, 
Rat 
其 中 a 一 立 和 二 和 , 依 前 ,同样 有 
由 一 | “abeint V1 + efcosiidt 十 fa beint) V1 + sfcosiidt 
= 4ab | ] 十 efuidu 
A VT 直 语 )] 
一 32 十 2u 二 1 十 只 Y DD 


车 a = 4, 则 椭 贺 退化 成 圆 ， 有 wm 一 adl， 
mo 二 eanu 到 上 (一 asint)adt = 4a2. 


9.1.116 求 曲 线 z = at,y 一 ez = 0<i< 1) 的 慑 之 质 


“1 
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量 ,其 密度 按 p = A/ 2 的 规律 变化 . 

解 ” 因 为 is = VE 十 a 十 dtdt 一 a V1 十 如 十 Lt, 密度 p 一 
A/ 型 =4 作 代 换 一 ,其 质量 为 

m= | Vee VTeri /iTe 


1 
ee 
了 VT 二 十 十 二 mx 十 二 十 VI 二 二 本 )] 
一 号 [G3 V3 一 中 十 号 mn3 士 和 3 3 


9.1.117” 若 县 链 线 y 一 所 (个 十 。“) 上 每 一 点 的 密度 与 该 点 的 


纵 坐 标 成 反比 , 且 在 点 (0,a) 的 密度 等 于 5, 求 曲 线 在 横 坐标 z, = 二 0 及 
zz 二 4a 间 一 段 的 质量 (a > 0). 


解 ” 设 /= 二 ,其 中 为 比例 常数 , 则 按 题 意 有 zl oo = 6, 即 二 
一 54 一 05, 帮 4 一 时 ,于 是 
M = re 


A/ 1 二 z= 6dr = a6. 
| 


9.1.118 已 知 螺旋 线 = acost,y 一 asint,z 二 bt 上 每 一 点 的 密度 
等 于 该 点 矢 径 的 平方 , 试 求 1 从 0 到 2r 的 第 一 回旋 部 分 的 质量 . 
解 ” 按 题 意 有 kz,y,z) 一式 十 六 十 民 
= (acost)? + (asint)? + (bt)? = a? + bt?, 


故 M 二 fe + be)ds 
a (a + we) VC ein5 + Coco + at 
= Ve a (+ BE) = VE T(ret + 及 


一 1a58 一 
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9. 1. 119 ”如 果 曲 线 z= ecost, y 二 esint, z 一 e 弧 上 每 点 的 密度 与 
该 点 矢 径 的 平方 成 反比 , 且 在 点 (1,0,1) 处 密度 为 1, 求 曲线 从 对 应 于 t 


三 0 的 点 到 任意 点 == 4 的 一 段 弧 的 质量 (to > 0). 


k 
解 ” 按 题 意 有 x(z,y,2) 一 训 二 更 二 去 一 


k 以 大 一 
F651-o 二 1, 所 以 4 二 2, 故 


HT,Y,2) 一 ea 


2 又 p(1,0,1) = 


ds = Ver[(cost — sint)? + (sint + cost)? + 1] = V 3 edt, 


于 是 MM 二 F V 3ed= V3 — e-%). 


9.1.120 ”有 一 条 空间 曲线 z = at,y 一 二 ez 一 李 oe (0O< 4 Ls 


a > 0) 其 线 密度 为 wz,y,z) 一 A/ 如, 求 它 的 质量 . 
解 ”在 曲线 上 点 (z,y,z) 处 取 微 弧 4s, 则 该 微 弧 的 质量 为 


dm 一 p(r,y,2)ds 一 
=at Vl+e+t td 
曲线 的 质量 为 
1 
m= Jam= | 1+&+ ta 
ce 0 


V2 


TI0) + y(t) + zdt 


一 号 人 二 全 na 十 全 V3)]. 


9.1.121 有 一 匀 质 ( 线 密度 为 x) 的 半 
圆 形 金属 线 ,在 圆心 处 有 一 质量 为 m 的 
质点 , 求 金属 线 与 质点 间 的 引力 大 小 . 
解 ” 适 当 的 选择 坐标 系 如 图 所 示 ， 
现 设 引力 FF = Fi 十 Fjj, 则 由 对 称 性 知 
,一 0, 而 dP, 一 mtssing,(t 为 引力 党 


到 了 


y 


BE 


数 ), 又 因 半 圆 。 的 参数 方程 为 z 一 acos9,y = asin9, 所 以 


kmp 


n= J snoss — By [sino + 00 = 


2hmy 
二 
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故 引 力 的 大 小 为 2 
9.1.122 求 摆 线 z = a(t 一 sinD) ,y= 二 a(l 一 cosD(0 世 1 过 7) 的 


弧 的 重心 . 
解 ” 因 为 is = Ya?(! 一 eost)2 十 a?sin’tdt 一 2asin a 
所 以 质量 为 m = 2apo [sn dt = 4apo- 
于 是 ,重心 坐标 为 
i pa ; 
ps pc sint) » 2asin Z dt 
a 所 t a > t 
2 [ein gdt 了 [sintsin pa 


4 ee a et t 
— [atcos 人 + a+ 4 ee 有 cos Fd 


ro 


= 十 [We ~ Cost) » 2asin 坟 d 
= 3 人 Sat 4 sn 也 sin dl 多 . 
9.1.123 ”计算 球面 上 三 角形 式 十 亚 十 == qz 记 0,y>0,z>> 
0 的 围 线 的 重心 坐标 . 
解 ”利用 球 坐标 变换 :z = rcospcosyp,y 一 Tsingcosy,z 一 TSin¥， 
球面 上 三 角形 三 条 边 的 方程 分 别 为 


z= acosg,y = using,z = 0;0 < pe 


2 
z 一 acosy,y = 0,2= asing;0 Sy 芭 
3 


z= 0,y= acosy,z 一 asing;0 < 


又 因 围 线 的 周 长 为 。= 3 * 坚 = 2 ,所 以 ,其 重心 的 坐标 是 


[acosw "ady 十 ee “ady 2 县 
San 一 
2 


一 ta60 一 
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根据 对 称 性 知 m 一 加 一 一 经. 

9. 1.124 求 均匀 弧 z 一 ecost,y 一 esint,z 一 e&( 一 co<<i 委 0) 的 
重心 的 坐标 . 

解 ” 因 为 

ds = Ver(cost — sint)? + ex(sint + cost)’ + exdt = W 3 edt， 


所 以 质量 为 


m= WV3od = V3. 
于 是 ,重心 的 坐标 为 
zo 二 由 『 ecost 。W 3 edl 一 『 ecostdt 
m 一 一 co 
[Ee i 三 ， 


0 0 
w= 二 | esint» V 3ea= | essintdt 


[2sint 了 Cost 2 1 


9. 1. 125 。 求 均匀 的 曲线 y = ach 二 上 从 点 4(0,a) 到 点 BCb,j 的 
弧 的 重心 坐标 . 


解 ” 因 为 避 = A/ 1 + sh 二 dz 一 中 二 dz, 故 质量 为 


m 站 并， dr opsh = po a. 
o a a 


于 是 ,重心 的 坐标 为 


po 全 2 po b b 4 
一 色 | Edz = 血 [ash 二 一 oh 二 一 D] 
1 民 。 5 ae We ET 
FL 有 一 人 一 有 1)] 一 一 1 


po 全 了 ape f°* 二 
3 yeh Ee m fe i 
ap 1+ ch2r, ape- x hn pS | ash 2 
| 2 二 5 二 m2 十 本 3 
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a 2 VF a 
注 “由 4 一 oh 过 可知, 中 二 一 二 ,因此 
sh =A/m 1= Ye 
a a 


9. 1. 126 求 均匀 心 形 线 7 = a(1 一 cosp) 全 弧 的 重心 . 
解 $= Yr+riadgp 
= 全 VE — coop)’ + inipap 
= V2a 做 V 1 一 cospdyp 
一 20 fsn dp = 8a, 
又 中 me = oa — cosp) ,esp V Za V1— cosgdp 


ar 
一 | Sin3 生 (2cos: 学 一 1)dp 


= 一 ax| 一 cos? 罗 )(2cos* 多 一 Daleos 时 ) = 一 Be, 


32 ， 
所 以 2 5° 4 n 


ze 一 


由 于 曲线 关于 = 轴 对 称 ,所 以 y: = 0, 故 全 弧 重 心 为 P( 一 姓 o,0). 


9. 1. 127 求 均匀 摆 线 弧 z 一 at 一 sint) 光 一 a(1 一 fast (Yt 式 
7) 的 重心 
解 ds = Var(l 一 ecost): 十 asinzl 一 V 2a A 一 costdt， 


f= V 20 VI eos = 24 [sin $= 4ay 


[= [ga ~ sint) W 2a V1 ~ cosidt 
a i A 2 
1 


一 1082 一 


§ 1 曲线 积分 


J = fad — ooo V 2 a VI — costdt 
好 | sm Sat 8a? fa cos: 到)d(eos 二 7 oe. 


所 以 二 = le /40 里 译 ， y= 要 


摆 线 弧 的 重心 为 PC 二。,- 生 o)， 
9. 1.128 ” 求 螺旋 线 z = acost,y 一 asint,z 二 凡 对 应 于 0 声 t1 才 mm 的 
一 段 弧 的 重心 . 
解 ds = VW( 一 asinf): 十 (acost)? 十 Wdt 一 Waz 十 Rdt 
[a = ih Vet hdt=m Va 
| = eu Va hdt = a Va hsinm, 
J us 一 ev B+ hd =a Ve hi(l 一 cosm)， 
[a = [eu m+ hidt 一 如 Va + kam’. 
故 重心 坐标 为 
一 G PF -i 
r= 页 sinm, y= cosm) ，2z 一 2 mh | 
9. 1.129 ” 设 圆柱 螺 线 z 二 cost,y = sint,z 二 1(0 过 1 过 好) 的 密度 


分 布 与 z,y 无 关 而 与 z 成 正比 , 求 这 一 段 螺 线 的 质量 和 重心 . 
解 ”plz,y,z) = 刀 ,(4 是 比例 常数 ). 故 这 一 段 螺 线 的 质量 为 


Pe eu 也 fie (sint)? + (eost)? 十 dt 


= Va fia = Yat, 
这 一 段 螺 线 的 重心 坐标 为 


a 一 十 | xm = 8 Tcost» V 2 Kd 


ff 


V2 he 
= B.Ed (CT 1) - 澡 
niko wi 2 ' a Wn 
不 量 合 芭 痊 - 


一 14d 一 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


二 yons 一 总 fisin 四 
四 aos 训 [ew EE 
98.1.130 ” 设 在 zoy 面 上 有 分 布 着 质量 的 曲线 弧 AB, 线 密度 为 Cz; 
办 .用 对 缴 长 的 曲线 积分 分 别 表达 (1) 曲线 对 于 > 轴 、y 轴 、 原 点 0 的 转 
动 惯量 1.,1,,1.;(2) 曲线 的 重心 CG, 习 . 
解 ” (1) 在 48B 上 任 取 ds, 则 dd1, = yp(z,y)ds, 因 此 


SR 2 
1 = [a (ry) ds 


类 似 地 ,可 知 
= a Das, l= [KG 十 yur,y)ds. 
(2) 质量 m = aeras, 于 是 
z= 吉 [arpas 7- 二 [au 

9.1.131 设 螺 旋 形 弹簧 一 圈 的 方程 为 z = acost,y = asint,z 一 
部 (0 之 1 2m), 线 密度 为 (zg,z) 二 二 十 六 十 忆 , 求 它 对 z 轴 的 转动 
惯量 7.. 

2 二 (下 ): 2 ， 
解 因为 ( 坚 ): 十 (各 十 (2 中 十 jz? 所 以 


= 此 + 下 thi 
/mT 
号 ( (3a2 十 且 ) a 

9. 1. 132 inet z= 起 t， (0 过 1 之 27) 的 一 
支 对 于 坐标 轴 的 转动 惯量 . 


解 。 因 为 4 一 Avsint + eco + Ee = Et 
于 是 ,转动 惯量 为 


§ 1 曲线 积分 


Y dar + ry, 


对 于 (y+ 2)ds = 六 css 十 ED) 所 


一 芋 Vi 十 下 :了 十 臣 - 去 VE 十 丰 ,村 (2m 
= ( 扫 + + 入) V4am 十 反 
je uh 《azcos2t 十 入 四 机 去 Vd + hd 
= 如 Var 二 让， I 
= (号 + 和 号】 Va 干 尼 
A= et V 4am + dl 
= a? Van + ke. 


9.1.133 ” 设 z 轴 与 重力 的 方向 一 致 , 求 质量 为 m 的 点 从 位 置 (z， 
jz 沿 直线 移 到 (z2,y,,zz) 时 重力 所 作 的 功 . 
解 ”因为 = 0i 十 0j 十 mgk, 所 以 重力 所 作 的 功 为 


W= | mgdz = meee = mg(z — 21). 
如 a 


j 


9. 1.134 设 在 半 平 面 z>0 中 有 下 一 一 Gait) 所 成 的 力 场 ， 


其 中 为 常数 ,r= 二 Vz? 十 六 .证 明 在 此 力 场 中 , 场 力 所 作 的 功 与 所 取 路 
径 无 关 , 只 与 起 点 终点 有 关 . 并 计算 由 点 (1,1) 到 点 (2， 全 为 而 扰 让 
功 . 

解 省 略语 人 二 困 记 人 的 和 


w= |F.as= 一 起 (zdz 十 ydy) 


| + 
XxX 


= ,Fs , 
《Z2 十 2" 《Z2 十 
DBX —3wy WN 一 3zy 
一 《zz 十 久 )52， 0 
当 z 盖 0 时 ,X,7 及 其 一 阶 仿 导 数 均 连续 ， 且 于 一 = 访 至 ,所 以 在 此 为 场 中 ， 


= 
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场 力 所 作 功 与 所 取 路 径 无 关 ,而 只 与 起 点 终点 有 关 . 
现 求 由 点 (1,1) 到 点 (2,2) 场 力 所 作 的 功 , 取 积 分 路 径 c 为 连接 这 
两 点 的 直线 段 , 其 方程 为 y 一 z(1 委 z 和 2), 则 
V2 


WW a (二 十 Ea a a (zz 十 ZY a 4 

9. 1.135 ” 设 质 点 受 力作 用 , 力 的 方向 指向 原点 ,大 小 与 质点 离 原 
点 的 距离 成 正比 ,车 质点 由 (a,0) 沿 椭圆 移动 到 (0;6) , 求 力 所 作 的 功 . 

解 ”如 图 所 示 , 因 为 48 的 参数 方程 为 ; 


z = acosb， Fn 
和 06 簿 了 四 
人 0 本 2) 
y 
( 
8 0.b) 
; i 
A(a,0) 
9.1. 135 题 图 9.1. 136 题 图 
又 F=k.r( > 四 ) = (kz; 县) ,Cr 二 VR 十 次 ), 所 以 


好 一 | kzdz 十 kydy 
4 
一 一 大 te * cos0 » a(— sing) 十 bsing » bcosg]d8 
o 


= kla: — b) fisinocosoa = 于 Hz 一 a?). 


这 里 的 + 为 比例 系数 . 

9. 1. 136 ”在 椭圆 z 二 acost,y = isint 上 每 一 点 M 有 作用 力 P(z,y)， 
其 大 小 等 于 点 W 到 椭圆 中 心 的 距离 ,而 方向 朝 着 椭圆 中 心 . 

(1) 计算 质点 P 沿 椭圆 位 于 第 一 象限 中 的 弧 从 点 (a,0) 移动 到 点 
(0,5) 时 力 F 所 作 的 功 ; 

(2) 求 点 已 按 正方 向 沿 椭圆 移动 一 周 时 力 F 所 作 的 功 . 

解 ” 如 图 ,F = 一 zi 一 yj， 

(CD w= jr:as= a- sy 


一 4466 一 
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2 fc acost) (— asint) 一 bsint » beost Jdt 
= (a:2 一 5) 人 ne 一 王 — 5). 
(2)W= $F.as= sa — yy 
= (at 一 b?)sintcostdt 一 0. 
9. 1.137 ”在 椭圆 焦点 处 有 一 质量 为 M 的 固定 质点 ,一 质点 m 沿 
2 2 
椭圆 亏 十 和 = 1 正 向 由 点 4(a,0) 到 点 B8(0,6) 运动 , 试 求 引力 对 质点 


m 所 作 的 功 (如 图 ). 

解 焦点 CC 的 坐标 为 
(VE 一 避 ,0), 并 设 VE 一 二， 
Plz,y) 为 椭 贺 上任 一 点 ,在 点 P 处 放 
一 质量 为 m 的 质点 ,焦点 C 处 放 一 质 
量 为 M 的 质点 ,两 质点 的 距离 及 一 


Vz 一 d)? 十 ¥. 于 是 引力 的 大 小 为 


[IF| = -hr 9.4.137 题 喇 
其 方向 指向 点 CCd,0), 设 | 下 | = 半 十 Yi, 则 
imM  (z 一 由 kmM(z — d) 
X IFleosa FR RT 
ie = [Elaine kmMy 


R “Rh [ECz 二 4 十 好 2 
故 W= [xar 十 ydy 
a kmM(z — d) kmMy 
[ [eo Fr La dt 
又 国保 一 TE 和 干 介 一 要 ,故此 积分 与 路 线 无 关 ,选取 折线 
408 为 积分 路 径 , 则 
?” ”ydy 
ME | 区 二 于 十 | Ct yo] 


Et 1 2 1 


a— Va pr 


.一 1467 一 
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9. 1. 138 求 质点 沿 zoy 平 面 内 的 椭圆 运动 一 周 ( 逆 时 针 方 向 ) 场 
力作 的 功 , 若 椭圆 的 中 心 在 原点 ,长 半 轴 和 短 半 轴 分 别 是 4 和 3, 焦 点 在 
z 轴 上 ; 力 场 F= (3z 一 和 十 22)i 十 (4z 十 2y 一 322)j 十 (27z 一 4y 十 
23)k. 

解 ”由 题 设 , 椭 圆 e 的 方程 为 

z = 4cost， 
十 和 或 [= 3sint, 
z= 0, 2 一 0， 


开 一 [Gr 一 4 十 2z)dz 十 (4z 十 23y 一 3z2)dy 十 (2zz 一 4dy: + za)dz 
= [oa 一 12sint) (— 4sint) + (16cost 十 6sint) (3cost) Jdt 


= fas 一 30sintcost)dt = 96x. 


9.1.139 方向 依 纵 轴 的 负 方向 , 且 7 
大 小 等 于 作用 点 的 横 坐 标 平方 的 力 构成 一 
力 场 , 求 质量 为 m 的 点 沿 抛物 线 1 一 z 一 妨 1—-x=y! 
从 点 (1,0) 移动 到 点 (0,1) 时 场 力作 的 功 . 
解 ”如 图 所 示 , 力 在 坐标 轴 上 的 投影 


分 别 为 o 407 7 
Plz,y) = 0,0(7z,y) 一 一 2 
故 场 力 所 作 的 功 是 9.1. 139 题 图 
w= | ,0 “dr 一 zzdy 
zy 一 -8 
二 fa 一 她)2dy 一 15- 


即 场 力作 负 功 ,大 小 为 色 单位 . 
9. 1. 140 ”一 力 场 的 力 与 作用 点 到 z 轴 的 距离 成 反比 ,方向 垂直 上 
朝 着 该 轴 , 试 求 当 一 质点 为 mn 的 动 点 沿 加 局 . 


T= cost,y = 1,2= sint 
由 点 并 (1,1,0) 依 正 向 移动 到 点 N(0,1,1) 时 场 力 所 作 的 功 . 


解 ”|F| = 一 二 一， 
于 十 于 


-1468 一 - 


§ 1 曲线 积分 


k z 各 

P. . ; 
Vity Vr Tt 

站 


+r 
于 是 
w= [par + Pry + Fdz 一 一 | e+ 


i ¥ cost( — sint) 四 sk 
| dnl 十 cos') 一 帮 In2. 


9.1.141 ”一 力 场 由 与 力 的 作用 点 到 平面 zoy 的 距离 成 反比 且 方 
向 朝 原 点 的 力 所 构 成 , 试 确定 当 质 点 沿 直线 
=at,y=W,z=o (c 兴 0) 
从 点 (abc) 移动 到 点 (2a,25,2c) 时 场 力 所 作 的 功 . 


k 
解 1P1 = TzT' 故 
一 zk ， 了 ,二 = 
|z| VYz 十 间 十 过 |z| YR 二 六 十 有 


一 处 
LA 
|z| Y 空 十 嫉 十 和 


w= [par 十 Fuadyt Fdz 


= | + ydy + zdz) 
£ a 2 
Re 
=- 一直 二 En 由 一 -如 2 V 二 训 二 忆 

9. 1. 142 设 质 点 P 所 受 的 作用 力 为 ,其 大 小 反比 于 P 点 到 坐标 
原点 0 的 距 高 ,比例 系数 为 ,其 方向 垂直 于 P:0 之 连 线 , 且 指 向 如 图 所 
示 , 试 求 质点 P 由 点 4(0, 也 ) 经 曲线 = 也 cosz 到 点 BC 于 ,0) 时 , 力 下 

所 作 的 功 . 
解 ” 设 点 


入 | 1 
We 人 


十 中 十 o -学 


Plz,) ,LPOB = 0, 则 tg9 一 二， 
证 四 人 


记 
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ee k 
Mr 二 + 


IF| 


»Sing - » 

Vr 二 Vet 

网 y 大 y K 3 

IF|= Xi+ Yi : i es 
V+y Vr+vy MT Vr 二 


又 直线 48 方 程 为 :y 一 一 z 十 子 . 于 是 力 下 所作 的 功 
We= xa + Ya = [a a 
多 4 


有一 z 十 工 ) 


人 2 十 本 加 Jar 
i 好 十 (一 2 十 了 
-ff 如 上 
2 2 2zz -十 五 
4 
于 
笃 2 arctg ee = 香 . 


NE NF 


| 


上 上 


1 
! 
一 上 -le 


0 B 


9. 1. 142 题 父 | 
Ry 9.4.18 如 各 .，。 锋 


9.1.143 电流 了 通过 直 导 线 , 为 垂直 于 导线 的 平面 上 包 国 着 导 
= 全 — 


§1 曲线 积分 


线 的 任 一 闭 曲 线 , 试 证 :单位 磁 荷 沿 ! 运动 一 周 , 磁 场所 作 的 功 为 一 常 
数 . 
证 设 Plz,y) 为 曲线 i 上 任 一 点 , 则 该 点 处 磁场 力 为 
FO = (Wit Sj, 


7 一 VE 十 六 为 P 点 到 0(0,0) 的 距离 . 故 


21 了 了 
w= eas= ,~ Ji 十 zi] * [dri dyj] 
uy 21z 
-| + a 


ek 2 
令 P= 于 省， 0 一 去 守则 有 


oP _ 2 -7) 0_ 2 7) 
EM 
由 于 1 所 围 成 的 区 域 D 上 出 现 奇 点 0(0,0) ,该 点 不 具有 偏 导数 绵 和 加， 
故 不 能 应 用 格林 公式 ,车 取 以 0 为 贺 心 ,8 为 半径 的 圆周 4, 在 iL 和 4 之 
间 引 一 条 直线 段 48, 组 成 曲线 4:! 十 4B 十 (一 4) 十 B4.z 所 围 成 的 区 
域 不 含 奇 点 . 


w= aw = fa + | 十 | 十 | 
一 他 =- | = 0 
2 


一 218 21z 


Pe 


2= 
这 其 EE (— Rsint)(— Rsintdt) + Rcos?tdt = dal. 


5 
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8$2 曲面 积分 
内 容 提 要 
1. 对 面积 的 (第 一 型) 曲面 积分 
(1) 定义 ” 设 了) 是 空间 的 一 块 可 求 面积 的 光滑 有 界 曲 面 ,函数 
f(z,y,z) 是 定义 在 3) 上 的 有 界 函 数 . 把 了) 分 成 4 个 可 求 面积 的 小 块 
4sG = 1,2,…s ,4s 同时 也 代表 第 i 个 小 块 的 面积 , 设 (6,m,6.) 是 4s, 


上 任意 取 定 的 一 点 . 如 果 不 论 子 块 4s 怎样 分 法 ,点 (6&,7%,6.) 怎样 选取 ， 
当 各 子 块 的 最 大 直径 4 一 0 时 ,极限 


lim > Ff(&i, ,60) As; 

存在 ,这 个 极限 值 就 叫做 函数 f(z,y,z) 在 曲面 >) 上 对 面积 的 曲面 积 

分 , 记 作 上 | f(z,y,2)ds, 即 2 
之 


srees 
之 


! 

" 1 

一 lim BD) 1(6 6)4s， | 
0 | 由 

| 

| 


其 中 f(z,y,z) 叫做 被 积 函 数 , > 1 
叫做 积分 曲面 . RNN 

(2) 计算 公式 ” 设 积分 曲面 (dc 
之 ) 有 界 , 它 的 边界 曲线 是 逐 段 光 (Cin) 
滑 的 闭 曲 线 , 且 之 ) 可 由 单 值 函 数 = = z(z,y) 给 出 , >) 在 zoy 平 面 上 的 
投影 区 域 为 有 面积 的 D,, 函 数 z = z(z,y) 在 Ds 上 具有 一 阶 连续 偏 导 


数 ,被 积 函数 f(z,y,z) 在 了 2) 上 连续 , 则 曲面 积分 | fcz,y,zds 存在 ， 
之 


(Cmiki) 


一 1482 一 
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且 [srees 
之 
一 [crzcop] V 1 十 好 (z,g) 十 了 (gdzdy. 
bp 


2. 对 坐标 的 (第 二 型 ) 曲面 积分 
(GD 定义 设立 为 一 块 可 求 面积 的 光滑 有 界 且 有 向 的 曲面 , 函 


数 R(z,y,z) 是 定义 在 >) 上 的 有 界 函数 . 把 > ; 分 成 4 块 有 面积 的 曲面 
ds(i 二 1,2,…,n),4s, 同 时 也 表示 第 i 块 小 曲面 的 面积 . 4s; 在 zoy 面 上 的 
投影 为 有 面积 的 (4s),,($,%,6i) 是 4s 上 任意 取 定 的 一 点 ,如 果 不 论 小 
曲面 4s, 怎 样 分 法 ,点 (6,7y5) 怎样 选取 , 当 各 小 块 曲面 的 最 大 直径 4 一 
0 时 ,极限 


lim R(Eis 6) (ds) 
存在 ,这 个 极限 值 就 叫做 函数 RC(z,y,z) 在 有 向 曲面 了) 上 对 坐标 x,y 的 
由 面积 分 , 记 作 | RCzsyszdzdy, 即 


R(zyyyz)dzdy = lim > ROEis m6) 4s) 
| 2 之 


其 中 RG,y,2) 叫做 被 积 函 数 , > ) 叫做 积分 曲面 . 
类 似 地 可 以 定义 函数 P(z,y,z) 在 有 确定 面积 的 有 向 有 界 曲面 >) 
.上 对 举 标 y: 的 曲面 积分 Pr.y,zadz 及 函数 oz,y, 在 曲面 > 
“i 


上 对 坐标 =:. 的 曲面 积分 | oz,y,zdetz 为 
业 


由 Plry,2)dyds = lim Ps.,mh)6) (4s)y:, 


I Qa dadr = lim 2D) QE) 48)», 
之 1 
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同 el Pdydz + Qdzdz 十 Pdzdy 一 】 Pdydz 十 da 十 称 为 


向 量 场 F= (P， @,8) 沿 曲面 > 的 第 二 而 曲面 积分 
(2) 计算 公式 
设 积分 曲面 > 是 由 单 值 函数 := z(z,y) 所 给 出 的 有 向 有 界 曲面 ， 


它 的 边界 曲线 是 逐 段 光滑 的 闭 曲 线 , 且 >， 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 
可 求 面积 的 D,,, 函数 z(z,y) 在 Ds 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,被 积 函 数 
R(z,y,z) 在 >, 上 连续 , 则 


J R(z,y,z)dzrdy == 土 I R[z,y,z(z,Y) Jdrdy, 
总 
ay 


上 式 中 当 沿 曲面 >) 上 侧 积分 时 取 正 号 , 沿 下 侧 积分 时 取 负 号 . 
类 似 地 ,如 果 之, 由 z = z(y,z) 给 出 , 则 有 
| P(rz,y,z)dydz 一 士 J P[z(y,2),y,2]dydz, 


上 式 中 当 沿 昌 面 前 侧 积分 时 取 正 号 ， 沿 后 侧 积分 时 取 负 号 . 
如 果 积分 曲面 >) 由 y = y(z,z) 给 出 , 则 有 
】 Q(zyyyz)dzdz 一 士 @[z,y(z,z),z]dzdz， 


上 式 中 当 沿 曲面 可 有 侧 积 分 时 取 正 号 ， 沿 左 侧 积 分 时 取 负 号 . 
3. 两 种 曲面 积分 的 关系 


ll Plz,y,2)dydz + Q(z,Yy,2)dzdzr + R(r,y,2)dzrdy 
2 


之 


一 和 [Plz,y,2)cosa + Q(x,y,2)cosp + R(z,y,z2)cosy Jds, 
之 


其 中 cosas,cosp,cosy 是 有 向 曲面 >, 上 点 (z,y,z) 处 的 法 线 向 量 的 方向 


余弦 ,关于 之 ) 和 Plz,y,z) ,Q(z,y,2),R(z,y,z) 应 满足 的 条 件 如 前 自 开 
头 所 述 , 此 处 从 略 . 
4 人身 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 一 高 斯 (Ocrporpanckrf-Gauss) 公式 
i 


§ 2 曲面 积分 


设 空间 闭 区 域 2 是 由 分 片 光 滑 自身 不 相交 的 闭 曲 面 > 所 围 成 ， 
函数 Plz,y,z)、8(z,y,z)、R(z,y,z) 在 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 有 


各 种 十 2 + 3R)a» 一 是 (Pdydz 十 @dzdz 十 Pdzdy) ， 
A S 


或 
人 ( 弓 十 ES 下 dv f (Peosa + Qeosp + cosy)ds. 

这 里 曲面 积分 取 在 闭 曲面 >) 的 外 侧 ,cosaycosp,cosy 是 也) 上 点 (7,y， 
2) 处 的 法 向 量 的 方向 余弦 . 

5. 斯 托 克 斯 (stokes) 公式 

设 "是 逐 段 光滑 的 空间 有 向 闭 曲线 , >) 是 以 卫 为 边界 的 分 片 光 滑 
的 有 向 曲面 ,六 的 正 向 与 >, 的 侧 符合 右手 规则 , 即 当 右手 除 姆 指 外 的 
四 指 依 三 的 绕 行 方向 时 , 姆 指 所 指 的 方向 与 >， 上 法 向 量 的 指向 相同 . 
函数 PCz,y,z)、8(z,y,2)、R(z,y,z) 在 包含 曲面 >) 在 内 的 一 个 空间 区 
域内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 有 


oaR E44 ap oR E44 ap 
| (& 3 )dydz 十 ( 志 EE )dzdz 十 【 )dzdy 


a % 


= 中 me 十 @dy 十 Rdz. 
6. 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 
若 函数 P(x,y,2) ,Q(z,y,z),R(z,y,z) 及 其 偏 导数 在 空间 单 连通 区 
域 『 上 连续 , 则 下 面 四 个 命题 互相 等 价 ， 
1) 曲线 积分 | Paz + 0dy 十 puz 与 路 径 无 关 , 只 与 完全 位 于 中 


的 4B 起 点 4 和 终点 8B 有关. 
(2) 在 内 存在 一 个 单 值 函数 w(x,y,z) ,使 
du = Pdz + Qdy + Rdz. 
(3) 对 内 任意 一 点 (z,y,z), 有 


El a et 
(4) 沿 位 于 上 内 的 任意 自身 不 相交 的 光滑 或 逐 段 光滑 的 闭 曲线 *， 
一 175 一 
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有 中 pu + Qdy + Rdz = 0. 


问题 与 解答 
1. 对 面积 的 (第 一 型 ) 曲面 积分 
9.2.1 计算 ‖ lee 城中 本 的 为 e+ elt 


解 ”曲面 了 >) 是 中 心 在 坐标 原点 ,顶点 都 在 坐标 轴 上 , 且 顶 点 到 原 
点 的 距离 都 等 于 1 的 正八 面体 的 表面 . 它 在 第 一 象限 内 的 平面 记 为 s,， 


由 对 称 性 有 
『 |zyzlds = all |zyzlds = 引 zyzds. 
之 四 a 


si 的 方程 为 xz 十 y 十 z= 二 1, 即 z= 二 1 一 z 一 y. 
= VI+ + Adzdy = V 3 dzdy. 
所 以 
| ial = zy(1 一 z 一 妨 。W 3dzdy 
Ju 


之 全 


-avV3 | aie 
2 Ht [rr 


其 中 > ) 为 平面 z 十 y 十 z 二 1 及 三 个 Ze 
坐标 平面 所 围 成 的 四 面体 的 表面 . 
解 ” 如 图 所 示 ， Z， Zi 
> De 
t+ D+ 2 1 2; 
其 中 ， > :7 一 0 > :y= 0; x 
之 ， Re [Ye 明和 二 次 2 大 图 
己 EI 
一 Mtre 一 


$2 曲面 积分 


| re ef sy 


=ja-=- 款 


| rr 并 =| t= 1 In? 
0 aR 
Te Tz + 
p39 

1 1 i 1 
|- 了 ) 才 一 2 一 3， 


这 Ne ere 2 
[oats-| CFT YI ++ yrdy 


4 


Sr ee .3 
a [ea TT it 2 


所 以 [a In2) 十 (1 一 In2) 十 (ln2 一 3;) 


(1 十 z 十 9 
+Cv 3in2— 2) 


zd 一 1 一 in2， 


tT Dn 
9.2.3 Hi tt Kh Dt 
半球 面 . 
解 2):z= sa 一 式 一 疡 , 故 
三 V1 十 如 十 台 Hd = 
又 > 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 


D: zz 二 之 a 或 0r<a,0<0< 27r. 
所 以 on 


rn A ee 
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= tyt yr Tr 


/a? ey 2Z2 Ea 
= 中 dzdy 十 ll Cy 
; Ci Aine si i 
ar 。 2 
一 mra3 十 = (sin0 十 eo)a0 | a dr = ra:. 
0 0 a 72 


9.2.4 计算 | ie， 袜 为 = 十 史 十 二 一 正在 第 一 赴 限 的 部 
A 


分 . 
解 2):z= VR 一 7 一 yz 之 0wy 之 0,2 之 0， 
ds= Mi 
/Rr— zy 四 


又 Z) 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 0:x* 十 六 过 谨 ,z 之 0,y 之 0, 所 
以 


= covu | T dr 一 本 让 
R? 一 72 
9.2.5 计算 | 和 ,其 中 习 是 球面 二 十 奏 十 之 = 玫 补 平面 :一 


h(0 之 4 过 a) 所 截 出 的 顶部 . 
解 >,:z 一 Ca ry, 
ds = VI+t2+ drdy = 一 一 一 一 dy 


了) 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 D, 是 邓 十 玉芝 a 一 如 ,所 以 


1 ee. 人 。 = drdy 
二 2 2 2 2 2 


一 1498 一 
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采用 极 坐标 计算 ,得 


[ee 


9.2.6 计算 ‖ 从, 其 中 飞 是 界 于 平面 := 0 及 = = 刀 之 间 的 


~ 
圆柱 体 十 严 过 R? 的 侧面 ,+ 为) 上 的 点 到 原点 的 距离 . 
解 ”>) 在 yz 平面 上 的 投影 D, 为 矩形 区 域 
—R<y<R0<sSH. 
由 型 十 六 一 民 可 得 z 二 VR 一 六 ,从 而 
dydz, 


一 及 
一 V1 二 ?2 十 zdydz 一 亏 


—y 


Vi 
一 


a 
= 2xaln 大- 


又 既 一 好 十 姑 十 了 一 用 十 2 di 得 


生 je 上 丈 " We 
立 VR 
1 H 
sp fa TI 4R. 工 。 arctg 
二 二 oR 2 SR R 
和 H 
= 2xarctg 玉 


9.2.7 计算 {| |zyzlds, 其 中 >， 是 曲面 > = 刀 十 妨 (0 入 z 扫 


1). 
解 ”之 在 第 一 卦 限 的 部 分 记 为 了 >),, >), 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 
域 D, 为 :* 十 六 过 1,z 之 0,y 之 0, 据 对 称 性 有 


六 
= ul zy(7? 十 所 ) V1 (27)? + (2y)drdy 
一 ‘| Tsingcos9 er? V1+ 472 rdrdg 


Dy 


A 
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=4 f singeosbub | 75 VT 十 4rzdr 一 2 YI 十 4rsdr 
设 V1 十 47 二 4, 则 


1 
| |zyzlds 一 人 V1 十 472。rdr 
六 


一 由， (去 一 。 i 
= 太 5 (x 一 1)2a2du 


84 420 420 
9.2.8 计算 1 (十 六 ds, 其 中 > 为 曲面 < 二 V2 十 六 及 平 
之 
面 z=- 1 所 围 成 的 立体 的 表面 . 
解 ” 设 2 一 2, 十 22 其 中 D212 一 VE 二 2 一 1 


它们 的 交 线 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 是 Dr:z 十 玉 委 1 


5 
对 于 > ,有 de = A/ 1 十 到 十 闻 十 二 V 2 dzdy, 


对 于 > 有 ds 一 1 dzdy. 
故 有 ! (zz 十 yds = | (zz: 十 妨 )ds 十 由 《zz 十 所 )ds 


=(V?2 人 + of ridr 
=FV2 +D. 


9.2.9 计算 (Ea, 式 中 s 为 曲面 z? 十 zz 二 2az(a >> 0) 被 曲面 
z 三 Yd 十 六 所 割 出 的 部 分 . 
一 《28 一 


§ 2 曲面 积分 


解 ”圆柱 面 z? 十 光 == 2az 被 圆 
锥 面 == V 安 十 区 所 割 出 的 部 分 是 
在 上 半圆 柱 面 . | 
z=a+ Va 一 NT 
上 的 部 分 (如 图 ) 这 两 个 曲面 的 交 y 
线 是 


人 (z 一 a)2 一 az 
z= Vr 5 x 
消去 z, 得 到 它 在 zoy 平面 上 投影 曲线 为 9. 2.9 题 图 
2 + y= 2a Vr+ 
这 就 是 积分 曲面 在 zoy 平面 上 投影 区 域 5 的 边界 曲线 . 
又 ds = VI 二 3+ ddrdy = 一 dy 
Et 


一 z2 


:> zr? i 
Al I VE J 


“外 


一 Ddzdy. 
四 


采用 极 坐 标 ,Dw 的 边界 曲线 的 极 坐标 方程 为 ， 一 -225 由 对 称 性 ， 
有 
二 ds 一 4 1 (一 一 一 0 
Fo 


3 cos20 
Gb 作 (1 十 cos’9) 
再 令 tg = , 则 有 


tt at 
#4=0] (2 十 £2)’ 


Ne ec 


4 


— Al 一 
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V2 
2 


9.2.10 计算 le > 为 曲面 x? 十 z? = 2az (a > 0) 被 曲面 
< 


ta. 


二 Vz 十 六 所 割 出 的 部 分 - 
解 ”圆柱 面 z? 十 2 二 2az (a 之 0) 与 圆锥 面 z 二 Vx? 十 的 交 线 


EE + (z— a)?= a’, 
2 一 V+ 

消去 4, 得 = 2(a 一 z2) 十 2a Va 一 zx， 

这 就 是 柱 面 被 锥 面 所 割 出 的 部 分 在 roy 平面 上 投影 区 域 的 边界 曲线 . 


ba 工 Ed 
2 Te 于 = 一 
由 zz 十 (= 一 ad) a 可 得 5 2 0， 
ds 一 A 人 /1 十 (一 rdy = ~—dzrdy. 
一 22 


又 由 对 称 性 可 知 ,所 求 积分 等 于 沿 曲 面 >) 在 第 一 卦 限 部 分 的 积 
分 的 4 倍 ,所 以 


YA 
人 Ve < 全 下 Vaz)— 
a 
a V 2(o: — 27) 十 2a Ver (a 十 ME 
a 


2 


2 2 


今 zx == asint, 得 


-一 一 克 3 
[a =4V2 ff (1 + cost)? costdt = 一 人 ras. 
5 Y 2 


9.2.11 计算 了 (zy 十 巡 十 zz)ds, 式 中 > ,为 圆锥 面 : = 


Vr 十 六 被 曲面 开 十 二 2ar 所 割 下 的 部 分 . 

解 ” 设 > 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 为 D,, 则 Ds 是 由 圆 z 十 六 二 
2az 所 图 成 的 区 域 . 
-1 
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又 ds 二 V1 十 受 十 zdzdy 二 Y 2 dzdy, 所 以 | 
Le Le V7 yjdrdy. 


利用 家 坐标 ， Ds 即 为 由 圆 
[ (zy 十 yz 十 zz)ds 
之 


= 2acos0 所 围 成 的 区 域 , 于 是 


=V2 | .4d0 [rssingeoso 十 rz(sing 十 cosg) Jrdr 
一 五 
到 

一 Y2 | 。(sinbcosb 十 sing 十 cosg)d0 [re 
oe 0 


=4YV24a 民 (sinbcos’0 十 sinbeos4g 十 cos59)d40. 
二 
因为 sinbcossg 十 sinbcos4g 是 奇 函 数 ,而 cos56 为 偶 函 数 , 所 以 


到 
| (singcoss 十 singcos‘9)d0 一 0， 
权 


到 到 16 
f cos5gd0 一 2| (1 一 sin’0)?dsing = Te. 
到 0 15 


因此 w+ V 2a 
9. 2.12 ”空间 立体 V 由 世 十 过 1,z 二 0 和 z= 2 十 z 所 围 成 ,8 
为 了 的 边界 曲面 ,计算 | zs 


解 设 S 为 z= 二 2 十 z;S2 为 ?十 六 二 1;5; 为 z= 二 0, 则 8S = 5 
十 8: 十 83, 于 是 


=- 人 + 人 + [= 
站 3 3 3 
[EAE | EN/ 
Sy Sam 


i 
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+ 中 : YV1 十 0 十 0dzdy 
S3sy 


= ll V 2 zdzdy 十 2 drdy 十 ll zdrdy 
云 辟 


2+ Sry 22+r2<l 


VC 
= fw | /= V2zdy+2 | “= 位 A 


Vs 

+ 上 | A 
9.2.13” 设 1 为 原点 0 到 椭 球 面 素 十 其 十 所 二 1 的 过 点 
ee 


解 ” 设 切 平面 上 动 点 的 坐标 为 (X,Y,2Z), 则 椭 球 面 上 的 点 P(z,y， 
2) 的 切 平面 方程 为 


于 + 至 十 玫 于- 
原点 0 到 切 平面 的 距离 为 
Ho 0 0 ee 1 


{= = » 
2 2 
N+ t+ 


[2 
Xd= Via+iaddy=A/l+( 和 4 dry 
C2 2 22 2 4 
= Net+ + dy 


注意 到 对 称 性 ,有 


Ts s [三 L "V+ + ddy 
4 » 所 十 打 十 
3 
= 8 Ses, 
2 


其 中 D 为 椭 球 面 在 zoy 平 面 上 投影 区 域 的 第 一 象限 部 分 ,再 作 广 义 极 坐 
一 《3884 一 
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标 变换 z = arcosb,y 二 brsin9, 则 有 


Ta = sw 上 dr = 4abcx. 
9.2.14 ”计算 曲面 积分 | f(zyy,2)ds， 式 中 


py f 十 ， 若 z 之 Vz 十 六 ; 
0， 若 z< Vr 十 间 . 
解 ”圆锥 面 2 一 Vz 十 六 与 球面 民 十 六 十 江 二 局 的 交 线 记 为 /， 
4 把 球面 分 为 两 部 分 ,一 部 分 在 锥 面 上 方 , 记 为 >),, 另 一 部 分 在 锥 面 下 
方 , 记 为 也 ),, 当 点 (z,9,z) 位 于 ,上 时 ,sz 之 VE 十 六 ,f(z1y,2) 一 灾 
十 她 而 当 点 (zwy,2) 位 于 了 >, 上 时 ,z 之 Ve 十 六 ,f(z,y,2) 一 0. 
对 于 曲面 积分 | f(z,y,zads 来 说 ,改变 函数 f(z,y,z) 在 (上 的 值 对 


2 
它 没有 影响 , 故 可 设 f(z,y,z) 在 1 上 的 值 为 零 ,于 是 
ll f(z,y,2)ds 一 [| f(z,y,2)ds 十 | f(z,y,2)ds 
一 ll (zz 十 ye)ds. 
> 
由 妇 十 刀 十 到 一 吐 与 z 一 Vt 十 玉 消 去 z, 得 到 >), 在 zoy 平 面 


上 的 投影 区 域 也 为 之 十 太 委 人 了 二 "于 是 


f(z,y,2)ds 一 1 (2 十 扩 ) ddy 
”9 
| 


Va » 一 
2 一 3 
= wf 3 dra 
0 0 or 


f=“8—5V2 8—5V2 ， 
=a "er Nd. 


一 4 一 


s+ 
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9.2.15 计算 蜂 (# 十 十 zs, 式 中 可 是 曲面 开 十 十 < 一 
之 


R? 及 曲面 关 十 巡 十 好 一 28z 所 围 成 的 立体 的 表面 . 
解 ”两 曲面 的 交 线 是 
A 人 
十 六 十 2 二 2Rz 


消去 z, 得 到 它 在 zoy 平面 上 的 投影 曲线 为 十 六 一 她 挛 S12 一 


ds = VI+23+ dy = — ddy, 
/RR— ry 


故 1 (zs? 十 六 十 2)ds 
1 


= 各 (zz 十 并 十 及 一 一 六 一 一 dy 


V 形 一 好 一 护 


stn? 


1 drdy 


/Rr y 


一 Rs 
s+ 
2 
n 
=m| wo| 二 
0 0 / PR2 a T2 


必 :zZ 一 及 VR—2—y, d= 三 dzdy. 
[Rr yp 


[ +r + a = ze 
a 六 


有 


2R(R VR—z— y) dzrdy 


st 下 一 全 
一 2R2 [ 人 一 1)dzdy 
2 Ry 
-= 2 . dzdy 一 2R2 各 dzdy 
i 
2 VR 4 


8$2 曲面 积分 


一 2 一 也 vB 一 于 
故 (十 六 十 de 二 #8 十 于 民 一 总 x 
9.2.16 曲面 z= 13 一 z? 一 y 将 球面 z? 十 六 十 zz 二 25 分 成 三 
部 分 , 求 这 三 部 分 曲面 面积 之 比 . 
解 ”曲面 z 一 13 一 到 一 妨 与 球面 王 十 刀 十 好 = 25 的 交 线 分 别 
是 
人 
ee SLSz、Ss 三 部 分 ,于 是 
ds= [| Vi+ a+ aardy = dzd: 
“=| 】 和 均一 


> 


Vn 
= [= ll VIF#+ dy = 一 一 一 一: 
如 Y VB 


_ pp _ 
-| wf 0 
SS; = 4x* 5:— S 一 S: 一 70xr. 
所 以 S84: 682: 8s 一 1:7:2. 
9.2.17 已 知 s 为 球面 z? 十 六 十 2 二 a, ?为 内 接 于 此 球面 的 八 
面体 jz| 十 ly| 十 |z| 一 。 的 表面 , 求 积分 由 一 上 (十 六 十 zds 与 


二 


= 中 ce + 六 + 2dp 相差 多 少 ? 


解 ”由 对 称 性 可 知 ， 
n=8] ++ am, 


A 


B= | (z 十 护 十 22)dpiy 


其 中 % 和 pp, 分 别 为 和 ?在 第 一 卦 限 内 的 部 分 , 即 s1 为 z 之 0,y 之 0， 
pa 
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z 宇 0 十 六 十 2 二 d= 一 一 一 一 一 dzdy;p1 为 x 之 0,y 之 0， 
2 


zz 之 0,z 二 y 十 2 二 a, dp = V 3 dzdy. 


于 是 iat + = | Oe 
4S Py 
:0420 
Tf 
= ae 如 | bi = 47ra! 
9 9 2 2 


一 ol (z+ 二 22)dp 


人 fT [z+¥+ (Camry Vv 3drdy 


区 
0.4>0 
=8V3 fw 三 ez + 2y: + a 2zy — Zar — 2ay)dy 
=2V3a. 
由 此 可 得 hi—1= 2(2r— V 3)a. 


即 积分 二 比 1 大 2C2x 一 V 3 Da 
9.2.18 ”计算 | zs, 其 中 可 为 螺旋 面 > = vcoso,y = ssino， 


之 
z 二 Vv (0 过 4 过 a,0 二 v 过 27) 的 一 部 分 . 
解 ”曲面 >) 是 以 参数 形式 给 出 的 ,于 是 


Dly,%. siny 0 

= | | =m 

D(z,7) 0 Cosv 

Do) | — uosv|™ 

D(z,y) _ Cosv sinv| _ 

Doo) |—usiny wcosv| 
[G+ + EJ en 


= VY 1+ wdudv, 


8$2 曲面 积分 


所 以 1 zds 一 [vo 『 V1 十 wz 
之 


= 2z[ 壮 VT 二 到 十 二 ma+ Vi)] 
= m[。 Vati+mnat+ VE 二 TD]. 
9.2.19 计算 | ss, 其 中 为 圆锥 表面 的 一 部 分 
> 


T= rcosgsina, y = Tsingsina, z = rcosa, 
(0 和 7 科 o0 入 mw 区 2m),a 为 常数 (0<a<< 也) 
解 ”也 ) 由 参数 形式 给 出 ， 
(上 C4 2 
B=(F) + (w+ (FY 
= cos’gsin?a 十 sin’gsin?a 十 cosza = 1 ， 
ar oy E23 
ot 人 3) | 
(zp) + (ay) + (Bp) 


= 7?(sin’gsin?a 十 cos’gsin?a) = rzsin2a， 


= 一 rcosgsingsin?a 十 rsinpcosgsin?a = 0， 
ds = V BEG— Fidrdyp = rsinadrdg, 


2 a 4 
所 以 ll zds = | dp es * rsinadrdy 一 cosrosina. 
0 


v, 


9. 2.20 证 明 泊 松 (Poisson) 公式 
由 f(ar + by cz)ds = 2 [se Va t+ + co)du, 
之 
其 中 之 ) 是 球 衬 十 六 十 取 = 1 的 表面 . 

证 将 坐标 系 ozyz 旋转 为 新 坐标 系 ouzzo, 且 使 平面 az 十 by 十 cz 
一 0 成 为 vw 面 ,于 是 , 任 一 点 P(z,y,z) 到 坐标 面 vow 的 距离 为 

0 二 by 十 cz 

即 arz 二 Wy 二 cz=u Vaz 十 天 十 co. 


pb (~ es 
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由 于 坐标 系 的 旋转 不 改变 以 原点 为 球 心 的 球面 方程 ,球面 >) 在 
新 坐标 系 vuwvw 中 的 方程 为 刀 十 到 十 刀 一 1 从 而 有 
PE Ey oy A re 
1 


又 由 球面 > , 关于 vow 平面 的 对 称 性 及 


flart+ by cz) = fu Vat+b te) 
关于 ww 是 偶 函 数 ,得 


re 二 by 十 cz)ds 一 re Va + + ci)ds 

=2|[ po va 一 一 上 一 ww 
其 中 球面 >) 在 ww 平面 上 的 投影 区 域 D. 为 :ww 十 性 1, 把 二 重 积分 
化 为 累 次 积分 ,并 邻 v= v1 一 wsin9, 得 


I f(az 十 妈 十 cz)ds 一 2 『 du | Gu Va b+ c2)d0 
A 


关中 f fl MET du. 
ey 


9.2.21 设 吕 是 一 空间 区 域 ,S 是 区 域 2 的 边界 曲面 ,函数 
uz,y,2) ,2(z,y,2) 在 区 域 怠 的 阶 偏 导 数 ,求证 : 


Ea 至宝 十 Ba Br 加 
各 uAvdv fp ds J (也 Ea EE 


其 中 4 = 到 + 各 + 营 , 这 凶 代表， 沿 8 的 外 法 线 方向 的 方向 导数 . 
证 设 曲面 8 的 外 法 线 方向 rn 与 坐标 轴 0X、OY、0Z 的 夹 角 分 别 为 


op, 则 
gu Ea 二 ba 
而 Ed 本 P+ EA 
于 是 
电 * ds Ee 中 eosp 上 Pcosy)ds 
有 


一 490 一 
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EE 
fe Er 十 cot 十 z 多 ay 


+ 鲍 旬 + 全 多) 
| 
+x( 疾 + 芝 + 名) ]w 
=- 人 ( 侈 多 + 鲍 多 + 全 名 w+ 用 uvdy, 
移 项 ,得 
| “mw fe 下 (要 要 二 证 合十 至 匀 tn 


9.2.22 证明: 若 > 为 封闭 的 简单 曲面 ,为 任何 固定 的 方向 , 则 
Je = 0, 式 中 mm 为 曲面 > ' 的 外 法 线 向 量 . 
证 ”因为 cos(n,!) = cosacos(l,z) 十 cospcos(1,y) 十 cosycos (1,2)， 
其 中 cosa,cosh,cosy 为 n 的 方向 余弦 , 故 
| sepa 


之 
之 


一 | es 十 cos(L,y)dzdz 十 cos(l,2)drdy. 
如 


由 于 上 为 固定 方向 ,从 而 cos(1,7) ,cos(1,y) ,cos(L,z) 均 为 常数 ,于 是 


J cos(n,Dds 
2 


Qcos(l,z) | 9cos(l,y) asd] 4 
一 [jf [ 下 十 为 十 及 drdydz 


= [ Qdrdydz = 0. 
1 
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2. 对 坐标 的 (第 二 型 ) 曲面 积分 
9. 2. 23 计算 . 作 zay， 其 中 了》) 是 球面 衬 十 六 十 取 一 叶 的 外 
之 
侧 . 
解 ” 把 了 分 为 上 半球 面 3), 和 下 半球 面 了 >),, 3) 的 方程 为 
五 一 VW 一 厂 一 护 ， ,的 方程 为 如 一 一 VE 一 一 疡 ,又 》) 在 
zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 D:z? 十 二 a, 故 


je = 外 zdzdy 十 1 zdzdy 


一 ll Ve .+: drdy 一 人 =- Va — 7 — ydrdy 
= 加 | V ez — ro— ydrdy 一 要 me 
注 如 果 只 考虑 到 积分 区 域 是 对 称 的 ,从 而 得 出 积分 为 0 的 结论 
是 错误 的 . 但是, 如果 积 分 曲面 >) 取 为 该 球面 的 上 半球 面 和 下 半球 面 
的 上 侧 时 , 则 积分 为 0, 另 外 ,如 果 > ， 仍 为 球面 芝 十 产 十 好 = 时 的 外 


侧 ,而 被 积 函 数 取 为 2, 则 积分 也 为 0. 
9. 2. 24 计算 (zdydz 十 ydrdz 十 zdzdy)，》) 为 球面 字 十 天 十 于 


一 避 的 外 侧 . 
解 ”由 上 题 ,有 师 ry = 村 var 再 由 对 称 性 ,有 


之 


和 zdydz 一 6 ydzrdz = 地 mo， 
3 
之 


所 以 和 zdydz 十 gdzdz + zdzdy 
出 


ee 6 zdydz 十 8 ydrdz 十 2drdy = 47a3. 
之 之 


MEE> 


一 1492 一 
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9.2.25 计算 | zziriy，) 是 球面 开 十 六 十 一 (z 之 0,y 之 


p71 
0) 的 四 分 之 一 , 取 球 面 的 外 侧 为 正 侧 . 
解 2 = >) + >, 其 中 > 为 z= V 居 一空 一 六 的 上 侧 ， 
它 的 外 法 线 与 = 轴 正 向 成 锐角 ; > ,为 > 一 一 V 尼 一 愤 一 图 的 下 侧 , 它 
的 外 法 线 与 = 轴 正 向 成 钝 角 . 
又 > ) 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 D: 莹 十 闫 入 尼 , z 之 0 过 0， 
从 而 


I zyzdrdy = | zyzdzrdy 十 | zyzdzrdy 


1 


一 由 > VR — 7 yidzrdy 一 人 zx VR= = dy 
人 
ws 2] zy VR — 7z?— ydrdy 
D 


| sin20d0 人 Y 82 一 rzdr 一 六 
9.2.26 计算 | uv, S 是 上 半球 面 z= VR 一 z 一 上 冰 的 上 
s 


侧 . 
解法 1 设 5, 为 前 半 面 z= V 居 一 妨 一 对 (z 之 0)，S: 为 后 半 面 
一 一 VR 一 一 2 (z 之 0).5 在 yoz 平 面 上 的 投影 区 域 为 D, 则 有 


1 zzdydz 一 1 zzidydz 十 】 ZZ2dgdz 
全 
由 2 VR Zidydz I 22( 一 VR Zz)dydz 
| VB 一 也 一 2z2dgdz 
一 2 fa fcrsino)y: VR 一 72rdr 一 也 ps. 


15 
解法 2 ” 设 3 在 zoy 平 面 上 的 截面 为 Si,3 与 5S, 所 围 成 的 空间 区 域 


为 9, 则 由 奥 一 高 公式 有 


= 
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人 zz2dydz 一 和 Zidrdydz 一 中 Z22dsdz 


汪 1 


十 fw fap [eew » rsingdr 一 癌 r 本 
9.2.27 计算 | zdzdy， 允 ) 是 球面 = 十 六 十 2 一 于 下 半 部 分 
5 


的 下 侧 . 
解 ”2>) 为 := 一 Ve 一 开 一 六 的 下 侧 , 它 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 
域 D 为 二 十 六 志 ,因此 
[ Ziyizdrdy 一 一 I zy(— Va ro— yi)drdy 
i 0 
= J 7tcoszbgsin29 YV az 一 72，rdrdb 
一 coszgsinzgdg | 过: V a: 一 72d7 一 子 路 = Te" 
9. 2. 28 计算 可 So 十 喜 dzdz 十 译 dzdy， 
之 


其 中 + = Yr 十 妨 十 肛 ,》) 是 球面 也 十 六 十 字 一 至 的 外 侧 、 
解 由 被 积 函数 关于 z*、\z 的 轮换 对 称 性 ,有 
Pave: 十 识 dzdz 十 三 dzdy 一 3 和 到 dzdy 
之 


QZ 上 之 下 
CE /@ Se 
ey | < 和 gzrdy fT < 3 和 am] 
和 G 
9 
一 入 | V ez 一 22 ?dzrdy = 入 fwf Va— ppdp 


$2 曲面 积分 


9.2.29 已 知 曲面 积分 fh sere 十 ydzdz 十 2dzrdy， 少 ) 为 球面 
之 


好 十 所 十 取 一 严 的 外 侧 . 
(1) 直接 求 这 个 曲面 积分 的 值 ; 
(2) 用 奥 一 高 公式 验证 所 求 的 值 . 
解 (D) 令 ,= >,+ > 其 中 >) 为 上 半球 面 z 一 


V 本 二 六 二 到 的 上 侧 ,， ,为 下 半球 面 z 一 一 VE 一 六 一 甩 的 下 
侧 


又 六 在 zoy 平 面 上 投影 区 域 D 为 万 十 六 过 Re, 从 而 


{ zdzdy 一 1 zdzdy 十 由 zdrdy 
1 2 


= f (MRE yddy 一 fT (一 VR ddy 
Dp [3 机 


一 gl (RO— 7 一 妨 )3/2dzdy 
站 


=2 fw he 一 ydr = 扯 R 
理由 对 称 性 ,有 
I zdrdy = 人 eu 一 钨 Re， 
之 之 


所 以 zdydz 十 yidzdz + zdrdy = lp 


(2) 由 奥 一 高 公式 ,有 
人 or + yards + zidzdy = ji 3(z FD 
2 Vv 
= 3 fsinpep 他 。，72d7 = Brps. 2 A 
9.2.30 计算 [ea 十 yzdz 十 zdzdy，) 是 球面 (一 0)? 
区 . 
+ (y 一 6 十 (z 一 9 = 的 外 机 : 


一 3495 一 
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解法 1 >)= >),, 二 >,,, 其 中 >) 为 上 半球 面 
z=c 十 VR 一 (z 一 o)7 一 (y 一 ?的 上 侧 ， >》), 为 下 半球 面 
z= 二 0c 一 VR 一 (z 一 a)? 一 (y 一 6)7 的 下 侧 . 


,与 >, 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 为 D: 
(rat+(y— <R, 


故 fT z2dzdy 一 fT zdzrdy 十 f zdzdy 
之 >! 之 : 
一 ji [c+ VR (rz—a)’— (y— 0)]dzdy 
D 

fre VR— (rz—a)’— (y— b)’]dzdy 
D 

= «J VR— (sz—a)’— (y— bdzrdy 

oD 


一 4c fw 上 VR 一 72rdr 一 总 rcp 
由 对 称 性 可 知 
lll zydz 一 rot, 人 yidrdz = BR, 


所 以 】 zdydz 十 3Pdzdz + zidzdy 一 本 Ca 十 了 十 OR. 
解法 2 ”由 奥 一 高 公式 得 
zidydz 十 yidzdz + 22dzdy = 中 (2z 十 2y 十 22)dv 
有 
=2] ce- 十 (y 一 十 (z 一 0) 十 (a 十 5 十 0)jJdv. 
U 
由 积分 区 域 的 对 称 性 ,有 
(xz — qdv = 0,H| Cy — bdv = 0, (z— cdv = 0. 
9 q ll 


而 jl dp 一 于 mi 
3 


§2 曲面 积分 


所 以 I zdydz + ydrdz + zidzrdy 一 ra 十 5 十 c) 有 iv. 
之 
9.2.31 计算 || zaydz，>， 是 精 球 面 所 十 + 蕊 =1 上 


xz 之 0 的 部 分 . 取 椭 球面 外 侧 为 正 侧 . 


解 ” 因 为 :之 0, 故 了 的 方程 为 :二 oA/1 一 其 一 等， 5) 在 woz 


平面 上 的 投影 区 域 D 为 : 
2 丈 
1 
z= 0. 
从 而 上 ee 一 所 一 瑟 )waaydz 


今 y == brcos0,z 二 crsin6, 则 dydz 二 bodrd90, 故 
[I zadydz = la 一 72?)3/2bcrdrdb 
2 0 


5 
¥ dyd; dzd: dzd: 一 2 站 2 
9.2.32 计算 竺 + 人 + 和 ， 为 本 球面 到 十 划 十 二 
5 


一 1 的 外 表面 ， 
解 ” 邻 了 5) == 了 ,十 了 ,其 中 > 为 上 半 椭 球面 一 


Ai 一 天 一 范 的 上 侧 ， 林 ,为 下 半 峭 球面 有 一 一 eA/1 一 号 一 划 
的 下 侧 . 
汪 ) 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 D: 持 十 其 之 1, 从 而 


[将 = 将 + 4 

氏 Za 22 

> kp 
?| dzrdy En abrdrd0 
NA ec Vl—r 


a ts 


2 
= abe 下 dg ha 一 72)3/2rdr 一 2 qibe. 
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所 以 有 和 + + 2 十- 4r( 各 十 华 十 村). 


9. 2.33 ”计算 | yeas + siya + sas, 之 ) 是 略 柱 面 * 十 二 


: > 

平面 + 二 0,y 一 0,z 二 0 及 x 二 4 所 围 在 第 一 卦 限 中 的 一 块 立体 的 表 
面 外 侧 . 

解 如 图 所 示 , >) = 2), 十 2), 十 27, + 27, + 274 其 
中 ， 

DD 

Dy = 0; Dr= 0 z. 5 

Ds +¥= RR,z > 0,9> 0. 


Us = 站 yzdzdy 十 站 32dzdy Ze 
1 


2 


二 一 [3+ ous + 人 au 2， Zs 
by Du 


了 
一 sf of 7?sinbdr 一 aR 


】 zxdydz 一 1 zzdydz 十 1 2rdydz 9. 2. 33 题 图 
之 4 


i sae bs VR — yidydz 


ea PR — yidz 一 可 RN 


id a 
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Rs 上 


位 /Fe 


故 】 3zdzdy 十 zzdydz + zydzdz = hz 十 于 ). 


9. 2. 34 计算 中 VF 一 如 一 ydzdy， >) 是 由 圆柱 面 江 十 一 


az 与 平面 z 二 及,z 二 和 (和 之 扩 二 0) 所 围 成 的 立体 表面 的 外 侧 . 

解 >) 一 >,+ ,+ ,其 忠 ,为 图 柱 面 2 十 六 = 的 
外 侧 , > ,为 平面 z 一 hh 的 上 侧 , > ,, 为 平面 z 一 六 的 下 便 . 

,在 zoy 平面 上 的 投影 为 圆周 z: 十 六 一 oz, 故 


由 Vo — zx — ydzrdy 一 0， 


而 >),，> ,在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 Dw 十 玉芝 az, 所 以 
le MY az 一 szdzdy sl Ve Va 22 一 yrdzrdy 
Zaz 后 


i 滑 acoa0 
=4| .40| Yaz 一 72。7d7 
-J 
cord 


一 hh 上 [- 0 ed do 
y 替 和 o 


人 Gin 1)40 = 二 各 (3r 一 人 号 


同 理 可 得 
Il z Va — ri — ydrdy 
Zs 
a 四 | VE drdy 一 一 (3z — 4 
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mu i |: My 
+ 人: /i | rp 
Za 


二 者 Ga 一 A)C3r 一 人 人 
9. 2.35 计算 ae + aras + 0249, 六 是 = 一 卫 十 六 在 第 一 


之 
卦 限 中 0 过 z 过 1 部 分 的 上 侧面 
解 >， 在 zxoy 平面 上 的 投影 区 域 为 Dv; 
+S1,r> 0,y> 0. 


故 ey = fT (z+ 妃 )dzdy = fi f= 。rdr = 主 : 


又 上 >) 在 yoz 平 面 上 的 投影 区 域 为 D.: 产生 > 入 1,0 入 ?入 1, 故 
| | V2 — yidzdy 一 一 [sf Vz 一 ydz 一 一 各 
最 后 , >) 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 0. <z<1,0<r<1, 
故 
| | Vz — zdzdz = 一 fap, es 也 


所 以 J zdydz 十 ydzdz 十 zdzrdy Ei 
立 


.Se A 
8 8 8 8 
9. 2. 36 计算 h \ 
J zyzdzdy 十 ydydz, > 
> \、 /区 


是 柱 面 十 zz= 在 z 之 0,y 之 革 2 

0 两 卦 限 内 被 平面 y 一 0 及 y 一 人 所 

截 下 部 分 的 外 侧 . 9. 2. 36 题 图 
一 #8699 一 


8$2 曲面 积分 


解 ， 先 计算 积分 | zz， 上 了 ) 可 看 作 由 上), 入), 两 半 片 所 连 
入 
成 . > ,为 = 一 V 吧 一 际 的 上 侧 ，> ), 为 z 一 一 Va 一 不 的 下 侧 ， >) 
在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 D4:0 之 z 之 a,0 之 y 之 h 故 


[ zyzdzrdy 一 [ zyzdzdy 十 ll zyzdrdy 
之 2 >: 
i -] zy Va? 一 zdzrdy 一 J zy(—— V az 一 zz)dzdy 


一 -2]» V az 一 zdzrdy 一 zf 人 V az 一 z2dy 一 言 a 
再 计算 各 分 上 yiydz, 这 时 了 为 :二 VE 一 到 的 前 侧 , 它 在 yoz 平 
之 
面 上 的 投影 区 域 D 为 :0 三 y 达 hh, 一 a 过 z 芝 a, 故 
ll ydydz = 1 ydydz 一 上 dz [ew = ak. 
之 Dr 
于 是 I zyzdrdy 十 ydydz 一 本 十 oj. 
9.2.37 已 知 f(z),g(y),h(z) 为 连续 函数 ,计算 
ee + g(y)dzdz 十 h(z)dzrdy, 
了 >) 为 平行 六 面体 0 过 xz 之 a,0 之 y 过 6,0 之 z<<。 的 外 表面 . 
解 ” 先 计算 上 hazay， 3) 是 由 3,3),, 3), 
之 


守 , 六 个 平面 所 围 成 的 . 
:2 = 0 取 后 个; > ),:z = “ 取 前 侧 ; 
2 ,:9 一 0 取 左 侧 > 4:y 一 = 取 右 侧 ; 
.z= 0 取 下 侧 ; 3),:z 一 。 取 上 侧 ; 
由 于 可 ,， 7,, 可 ,可 ,在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 是 一 线 眉 , 放 
01 一 


第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


fT h(z)dzdy = | h(z)dzdy = | h(z)dzrdy 一 fT h(z)dzrdy = 0. 
2 2 s 2 
又 | hz)dzdy 一 一 M0) (| azay =— abic0), 
5 boy 
| h(z)dzrdy = h(c) 和 dzdy = aih(c). 
4 bY 
故 Do = [he) — hC0) Job. 
同 理 可 得 | om = [fo) — fC0) Jee, 
jos = [9g(8) — gC0) Jac. 


所 以 ， f(z)dydz 十 9(9)dzdz 十 4Cz)dzdy 


f(a) 一 fC0) , gb) 一 9(0) ，ACe) 一 10) 
| 
9.2.38 计算 息 yCz 一 2)dydz 十 zdzdz 十 ( 护 十 zz)dzty，> 为 


9. 2. 37 题 中 的 曲面. 
解 ” 组 成 >) 的 六 个 平面 >),, >),,…, >), 如 9.2.37 题 . 


解法 1 ， 分 别 计算 三 个 积分 "0 ft 


zz)dzdy, 然 后 将 记得 结果 相 加 . 
先 计算 和 (y+ zz)dzrdy, 


之 
由 于 2),, >),, >),, >, 在 zoy 平 面 上 的 投影 是 线段 ,其 面积 为 
零 ,而 >),, >)。 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 DoCS 
因此 : 


Ea 


§2 曲面 积分 


§ Cr + sirdy = | G+ snavdy + 】 CF + zo)dzdy 
sh 6 


in sn 


-人 Jet 和 ear = 他- 


同 理 可 得 ve 一 2)dydz 一 分， ds =0. 
2 


所 以 fs Z)dydz + zzdzdz 十 〔〈3 十 zz)dzdy = 计生 + 委 一 a 
解法 2 分 别 对 每 个 平面 >,， 了 ),…，> ,计算 积 分 
I yz 一 z)dydz 十 zzdzdz + (¥: 十 zz)dzdy, 


后 把 所 得 结果 相 加 . 


| = | Pe Jo 一 2)dydz 
2 
fa f=; 
| = | 3(z 一 z)dydz = Te 一 2)dydz 


22 


= [rf — Jr= 


at 
f= | z=- ae = 
Zs 
4 
5 


Zs 


! 
由 


由 rue | see 3 


4 De 


| (y+ zz)dzdy = J (P+ Odzdy = 一 对 


5 Dy 


= > 
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f= ete een nt 
2 Ze 


所 以 6 yz 一 2)dydz 十 rdzdz + (¥ 十 rz)drdy 一 at 
之 


9.2.39 计算 】 zzdzdy 十 zydydz 十 yzdzdz, > 是 平面 z 十 y 十 z 


=1,z= 0,y = 0, 及 一 0 所 围 成 的 立体 表面 的 外 侧 . 

解 ”如 图 所 示 , >) = >), 十 z 
,+ > ,+ > 其 中 ， 

,为 平面 + = 0, 它 在 zoz 平面 
上 的 投影 区 域 面积 为 零 ; , 

,为 平面 ! = 0, 它 在 zoy 平 面 ”2 
上 的 投影 区 域 面积 为 零 ， 

,为 平面 z== 0, 它 在 yoz 平 面 
上 的 投影 区 域 面积 为 零 ; x 9.2.39 题 图 ， 

之 ,为 平面 z 十 y 十 == 1, 它 在 各 坐标 平面 上 的 投影 分 别 为 pw， 
Di,Ds. 由 此 可 得 

fT zadzdy 十 zydydz + yzdadz = 0, (i = 1,2,3). 

Zs 

| zxdzdy 十 zydydz + yzdzdr 


~ 


-To--ot fa 
+ os 


= ol z(1 —z— ydrdy 一 sah (] 一 z 一 3)dy 
Dsy 


一 4684 一 


$2 曲面 积分 


故 pine 


9.2.40 计算 1 = || zdydz 十 ydzdz 十 ziziy， 上 >) 是 曲面 z 二 友 十 


六 在 第 一 卦 限 中 0 过 < 过 1 之 间 部 分 的 下 侧 、。 
解 ”上 的 法 线 方向 余弦 为 
2z 
eR 
od 
V1+ 4 十 4 
cosy 二 一 一 一 一 一 一 ， 
6 W 1 十 4z2: dy 
又 ”由 = V1 十 4 好 十 4yidzdy, 9. 2. 40 题 图 
由 两 类 曲面 积分 之 间 的 关系 有 oe 


1 
之 


V1l+4r 十 hy 
一 T (zz 十 妨 )dzdy = 和- *，rdrdb 
六 


Da 
| x 

= | ig| rdr= 工 . 
上 人 区 8 


9.2.41 计算 f zdzdy 十 zdydz 十 ydzdz，>) 是 曲面 z= z? 十 六， 


i a 
2 2 gs = (| C22 + 2 ~— # — paray 
: 


ay 


bp 
z 坟 1,z 之 0,y 之 0 部 分 的 上 侧 . 
解 ” 之 ; 在 zoy 平面 、yoz 平面 、zoz 平面 上 的 投影 区 域 分 别 是 D, 
到 十 六 委 lz 过 0 二 0; DzR1,0<y<1 和 D:z?<2z<l, 


S500 一 
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0 之 + < 积分 || iriy 是 取 在 的 上 侧 ,所 以 
之 


Te 

ma a { ydzdz 分 别 取 在 > ) 的 后 侧 和 左 侧 ,所 以 
[Je 
Pe hl Vi zis =— [ar | ,Vi Bd =— 
a 1 zardy 十 zdydz 十 ydzdr 一 一 


A 
8 
z 


9.2.42 计算 
】 yzdzrdy 十 zzdydz + z2gdzdzy 


Q) 是 由 旋转 抛物 面 z = 十 六 ,加 
柱 面 z? 十 六 二 1 和 坐标 平面 在 第 一 
卦 限 中 所 围 曲 面 的 外 侧 . 
解法 1 ”如 图 所 示 , >) = > )， 
+ Zi+ 2,+ ZI+ 2761 其 
中 ， 
Drs = 0; Ds:y 一 0; > ),:z 一 0 
i 一 好 2 十 所 z 志 0 二 0; 
Bs +¥= 1z 志 0,y 二 0， 
相 应 于 >) 外 侧 的 确定 侧 如 右 图 所 示 . 设 > ,在 三 个 坐标 平面 上 的 投 
影 区 域 分 别 为 ps、D,:、Ds, 则 有 


9. 2. 42 题 图 


一 站 66 一 


§ 2 曲面 积分 


人 eu 一 fT yzdrdy 十 ll yzdrdy 
之 之 4 >s 


二 1 (z+ FP)dzdy 十 J 妨 。0dzdy 一 |: sin?0d0 上 ridr 一 下 
o 
加 


[ zz2dgdz = 人 zzdydz 十 zzdydz 十 | zzdydz 


Z4 Zs 
= Ve va + ae (Tio zdydz 


ea 一 由 ”> ydrdz 十 | veree 十 人 eu 


>s > 
ss Ve side + az fe A 0Qdzdz 
二 区 
24" 
故 je 一 吾 : 
Wa 设 >) 在 三 个 坐标 面 z 一 0, = 0,z 一 0 及 曲面 2 二 民 十 


rr 二 ¥=1 上 的 部 分 分 别 为 2),、>),、 >),、 >)， 和 > ),, 容 易 得 到 
yzdzdy + zzdydz 十 zydzdz — 0, (i = 1,2,3), 


设 > ,在 三 个 坐标 面 上 的 投影 区 域 分 别 为 D4,D,,D, 则 
ll yzdrdy + rzdydz 十 z2gdzdz 


4 
一 1 32(z2 十 她 )dzdy ll z Vz— yidydz J Zz? Vz— ridzdz 
Doy Dz De 


-fe fee fa fe te re, /ie 


= 
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ne a 
24 12 48 16” 
又 ll yzdzrdy + rzdydz + z2gdzdz 


2 
上 和 
= Vi vw [+ fa fe V1— zdzr 
9 0 Jo 
3 和 3 
T8116 16 
37 


所 以 tt de 十 否 = 豆 . 


9.2.43 计算 Gy 一 Dadz+ C 一 Daatz+ (一 daty, 其 中 
之 


为 圆锥 曲面 衬 十 六 一 (0 入 = 去 及 的 外 表面 . 
解 ” 令 = ,十 5),, 其 中 了 ,为 图 从 面 :二 VE 十 更 的 下 
侧 , > ,, 是 平面 = = 4 的 上 侧 . 
六 ,和 又 ,在 zoy 平面 上 有 相同 的 投影 区 域 D:z 十 六 一刀 故 


| (z 一 Wdzdy 一 站 (z 一 yardy++ ll (z 一 ydzdy 
2 . 


之 之 1 


一 — | -wat | ~ wary= 0. 
Dp D 


又 > ) 可 以 分 为 Si.8s 和 ,其 中 屋 : 为 平面 z= 4 的 上 侧 ,5; 为 圆锥 
面 z 二 M2 一 严 的 前 侧 ,S; 为 圆锥 面 z 一 一 Vz 一 严 的 后 侧 . 

Si 在 yoz 平 面 上 的 投影 为 线段 ,S, 和 Ss 在 yoz 平 面 上 有 相同 的 投影 
区 域 (三 角形 )Di, 故 


f (y 一 z)dydz 
之 
一 (¥ — 2)dydz 十 (y 一 z)dydz 十 (yy 一 z)dydz 
| | | 
=0+ [0-2 ee- 
和 


一 TI508 一 


$2 曲面 积分 


同 理 可 得 lll (z 一 z)dzdz = 0， 
所 以 I (一 zdydz + (z— z)drdz + (z — y)dzdy = 0. 


9.2.44 计算 [| za, S 为 锥 面 甩 =z 十 在 0 过 z 达 1 之 间 
部 分 的 下 侧 . 


之 地 


9. 2. 411 题 图 


解 ” 锥 面 8 的 方程 为 z== 土 YY 有 一 六 ,5S 可 分 为 81:z 二 V2 一 六 
和 52:z 一 一 V2 一 六 两 部 分 ,其 中 0 三 z 过 1,z 之 |y|. 故 有 


『 zdydz = 由 zadgdz 十 [ zidydz 
人 dF iF 
= 】 (VF)dydz+ 】 (一 V2) dydz) 
= | (22 一 Pioydz 一 2 fF ‘af (z2— yaydz 
一 4 fef 《22 一 2 一 
o Jo 20 


9.2.45 计算 】 7 六 为 锥 面 = 二 VE 十 严 及 平面 


z 二 1,z 二 2 所 围 成 的 立体 表面 的 外 侧 . 


解 ”如 图 所 了 示 ，>) = ,十 > 十 >),, 其 中 ,为 平面 z 一 
2 的 上 侧 , 它 在 zoy 平面 上 的 投影 为 图 


一 1809 一 
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0<0<2r,0<r<2. 
>), 为 平面 z= 1 的 下 侧 , 它 在 zoy 平面 上 的 投影 为 圆 
0 和 9 入 2r,0 入 入 2, 法 线 与 z 轴 反 向 ， 
;为 曲面 < 二 Vz 十 六 , 它 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 为 加 环 : 
0<0<27,1 过 7 过 2, 法 线 与 z 轴 成 钝 角 ， 
于 是 | A 一 “fiw 上 二 * rdr 一 47e23 


一 二 一 zx 党 


VT 十 六 Zi 


号 二 eb = 一 2r(e — oe) SS 全 
rr :Hr 


2 12 
到 一 中 a0 [ar =— 2me. y 
a 
故 一 一 dzdy 
Yr+y x 
= dne? 一 2n(e? 一 e) 一 2re 一 2re2. 9. 2. 45 题 图 


3. 奥 一 高 公式 与 斯 托 克 斯 公式 
(1) 奥 一 高 公式 
9. 2.46 ”用 奥 一 高 公式 计算 es 十 zzdzdz 十 gziydz，D) 是 
光滑 的 闭 曲面 
解 ”设立 包围 的 有 界 区 域 为 了 ,由 于 全 十 型 十 强 一 0, 放 
得 
员 zydzdy 十 zzdzdz 十 yzdydz 一 Wl 0 » dzrdydz = 0. 
人 有 


9.2.47 “利用 奥 一 高 公式 计算 ! yds + yds + zdrdy, 


82 曲面 积分 


> 为 平面 z= 0.y 二 0.z 二 0.z 二 ay 二 a 及 z= 二 a 所 围 成 的 立体 的 表 
面 外 侧 . 
解 ” 因 P= ,0 二 ,R= 二 忆 , 故 


POR 
Ee 


于 是 zidydz 十 ydzdz + zdzdy 一 all (z+ y+ 2)dzrdydz 
so 


=2 fa fa [fc + y+ zdz = 3o. 
9. 2. 48 ”利用 奥 一 高 公式 计算 | zdydz 十 aaiz 十 naaty, 袜 为 
2 
球面 过 十 六 十 2 一 寺 的 外 侧 . 
解 ”由 奥 一 高 公式 ,有 
】 zdydz 十 ndzdz 十 zidzdy = 3 ll (z2 十 护 十 2z2)dzdydz 
一 3 fw 三 ampan frr =3.2.2x. 等 = 是 me 
9. 2.49 计算 
fz 十 Daydz + y(F + 2)dzdz + z(2 + 3)dzdy, 


之 
> 为 球面 宇 十 六 十 了 = 1 的 外 侧 . 
解 因 P 忆 一 z(z: 十 1),8 一 3( 妨 十 2),R 一 z(22 十 3)， 故 
op a aR 
2 十 1 为 3 妨 十 2 天 32 十 3. 


中 
设 球面 十 六 十 妈 一 1 包围 的 区 域 为 9, 应 用 奥 一 高 公式 并 采用 球面 
坐标 ,有 

[ zz + I)dydz + yy¥ 十 2)dzdz + z(2 十 3)dzdy 


之 
一 Ij (3z? 十 3 十 32 十 6)dzrdydz 
a 


oe 
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一 ll (z2 十 妨 十 22)dzdydz 十 ll dzdydz 
一 sf i 3 季 r 一 是 r 十 本 一 是 
9. 2. 50 
7 一 和 十 〈z2g 一 她 )dzdz + (2xy 十 yz)drdy, 
之 ) 是 z= Ve 一 * 一 六 与 z 二 0 所 围 成 的 半球 域 的 整个 边界 ( 沿 曲面 
的 外 侧 )… 
解法 1 由 奥 一 高 公式 ,有 
j= a + Gaiy 一 a)dadz + (2zg + yz)dzdy 
[ 脖 (zzo 十 Ea 一 站 十 也 (2mg 十 oz2]a 


> 

= 和 (zz 十 六 十 zt 一 4 人 Fe . prsingdpdodp 
2 
5 


解法 2 六 是 上 半球 面 的 外 侧 , >), 是 底 (z = 0) 的 下 侧 , 则 


fT zzdydz + (zy 一 23)dzdz + (2zy 十 yz2)dzrdy 
Z 


i 
i "a /EF de 
- Re | 


— B12 一 


§2 曲面 积分 


a Ve?—s? 
+ 了 Ma 2 + Vo 7 — y)drdy 


a 


0 Ve 
+4[| 22( 一 Yaz 一 2 一 3 护 )dzdz 
9 


十 4 人 人 Va — zi ydzrdy 
fj Ve yddy 
= 2 人 rssin20 Ve rdrd 一 霹 Em 
9.2.51 计算 ! zidydz 十 yidzdz 十 zidzdy, 为 曲面 z= # 十 六 ， 
z 二 1,z 二 2 所 围 立 体 表面 的 外 侧 - 


解 ”由 奥 一 高 公式 ,有 
人 ae 十 yidzdz 十 zadzdg 一 省 (x? 二 十 22)dzrdydz 
之 


=3 fa fa fet 2rdr = on- 了 [= 到 = 
9. 2.52 计算 dzdy， 上 》) 为 曲面 z= 一 Vz 十 六 及 平面 
1 之 


z 二 1 及 z= 2 所 围 成 的 空间 区 域 的 整个 边界 曲面 的 外 便 . 
解 ”该 积分 只 有 一 项 , 即 P== 0,8 = 0,R 一 ,应 用 奥 


V+ 
高 公式 并 采用 柱 面 坐标 ,得 


-一 和 二 一 -rdydz 


7 


= Jj exdrdgdz = [ee 上 do fe = 2xe’. 
9. 2. 53 利用 奥 一 高 公式 计算 
一 1513 一 
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】 (z — ydzdy 十 (y 一 z)zdydz, 


> 为 柱 面 衬 十 六 一 1 及 平面 := 0,z = 3 所 围 成 的 立体 表面 外 侧 . 
解 因 P=zG@ 一 0,@ 一 0,R 一 z 一 如故 


于 是 『 (z 一 g)dzdy + (y 一 z)rdydz 一 下 (y 一 z)dzdydz 
5 5 


2 3 2 1 9 
= [ a [rer | (rsing 一 z)dz = | | (3r2sin 一 7)dr 
0 0 0 0 9 2 


= | ae 加 了 )40 一 一 号 
9.2.54 设 f(zx) 具有 连续 导 函 数 ,计算 曲面 积分 


fe 第 [ts + ear + [rc 证 2 Jady, 


>) 为 >> 0 的 锥 面 六 十 字 一 寻 一 0 与 球面 革 十 天 十 芭 一 1 十 于 
十 妈 一 4 所 围 成 立体 表面 的 外 侧 . 

解 = 0 一 开 f( 二 ) 十 六 ,一 二 9( 过 ) 十 对 ,在 所 给 立体 内 
满足 奥 一 高 公式 的 条 件 , 即 


Pp_ 名 -rp( 纪 ) 
= 37， 一 六? + 3 


E34 
BR__ lpc¥ 
F=f + 32 


在 立体 内 连续 ,应 用 奥 一 高 公式 ,有 
saye 十 [二 rc 十 六 oa 十 [re A 2 |arly 
之 
= J [82 + Er C2) + 3 — EPE) + 3 Javdydz 


2x 4 2 
= al (zz 十 护 十 2)dzdydz 一 3| | singdp | pidp 
上 0 1 


一 1524 一 


8$ 2 曲面 积分 


一 3 X zr| 1 v2 时 = (2 V2)7. 
9.2.55 设 f(x) 有 连续 的 导数 ,计算 


1 Ea 1 工 
四 fl 和 )dydz 十 3 fl )dzdz + zdzdy. 


2 是 由 y= 十 zz 和 y= 8 一 zt 一 z 所 围 成 的 立体 的 外 侧 . 


解 ” 设 9 是 >) 所 围 成 的 区 域 , 它 在 zoz 平 面 上 的 投影 为 
巡 十 辽 一 4. 
由 奥 一 高 公式 ,有 


J { 仿 [3r 3 )]+ 3[ 二) + 是 (2) }ardydz 
和 串 [rc 去 六) 1 Jarayaz -J dzdydz. 
采用 柱 面 坐 标 z = rcosg,z = rsing,y 二 y, 则 有 
全 [we fe fw = 2 [KG 一 2r3)dr = 16n. 


9. 2. 56 Hn cue + cosp + Scosy) ds, 5) 是 由 


22 十 所 一 1,z 之 0 0,z 二 0,z 三 1 所 围 成 的 曲面 , cosa、.cosb6、cosy 是 
此 曲面 外 法 线 的 方向 余弦 
解 ”由 奥 一 高 公式 ,有 


2 2 
f (Beose + Geeosp + Seo0y) as 
之 


一 各 (zy + gz 十 zz)dzdydz 
加 


1 fr 任 
一 fe dr 上’ (rsingcosg 十 zrsing 十 zrcosyp)rdg 


[| (SF 十 2zr5dr = 3 ( 了 dz 一 荔 
9. 2. 57 Hx 
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ll (zscosa 十 yicosp + zcosy)ds, 


之 
是 球面 衬 十 六 十 闻 一 oa > 0),cosa seospeosy 是 六 的 外 法 线 的 
方向 余弦 . 
解 ”由 奥 一 高 公式 ,有 
(zicosa 十 y’cosp 十 zacosy)ds 一 ol (z? 十 十 22)dv 


(其 中 Vz 十 十 2 二 a) 
一 3 fw [iar [rsingar = 3xa'. 
9.2.58 应 用 奥 一 高 公式 变换 积分 


[| (Foose + Feosp + Peosy) ao 
5 


> 办 二 的 风 由 国 ss cosp .cosy 为 山 而 2 外 的 外 法 线 的 方向 余弦 . 


Fu Fu 
解 ”由 于 芝 六 + 入 + 癸 + 窗 + 器 一 4, 故 有 


a wy 


这 里 8 是 >) 包围 的 有 界 区域 . 
9. 2. 59 ”应 用 奥 一 高 公式 变换 曲面 积分 
zcosa 十 ycosp 十 zcos) 


立 VE 十 PP 十 二 
> ) 是 光滑 闭 曲 面 ,cosa、cosp、cosy 为 曲面 > ,的 外 法 线 的 方向 余弦 . 
解 ”由 于 


2 3 z 


1 { Feose 十 cosp + Pcosy) ds = = J Mudzdydz. 
之 


,@ ,R = 一 一 . 
V 空 十 所 十 到 V 空 十 六 十 于 V 空 十 好 十 好 
已 2 
从 而 十 敲 十 
EY Vity+e 
zcosa 十 ycosP 十 zcosy dzrdydz 
下 6 一 2 
Ve 二 + 六 十 有 z J V+ 十 2 


$2 曲面 积分 


这 里 9 是 >) 包围 的 有 界 区 域 . 
9. 2. 60 计算 ] ee yzdzdz + z Vr + ydrdy,, a 是 球面 


zr 二 es 一 ?二 0 
所 围 成 立体 表面 的 外 侧 - 
解 ” 设 9 为 所 给 曲面 围 成 的 空间 区 域 ,由 奥 一 高 公式 ,有 


eh V7 ydzdy 


= (z 十 z 十 YVz: 十 护 )do， 


采用 球面 坐标 > 二 二 rsingsing,z 一 rcosp, 有 
fT zzdydz 十 yzdzdz 十 和 Vr ydzdy 
之 
一 [0 (2rcosy 十 rsinp)72singpdrdbdy 
5 


= [iw fm [rinzp 十 sinzp)dr = 臣 xa'(1 十 地 )。 
0 0 = 2 
3.2.61 利用 奥 一 高 公式 计算 


[党 一 吕 )emso 二 (天 一 瑟 )eosp 十 (型 一 yeosy jw， 


>) 总 信誉 半 漳 记 曲面 ,cosa、cosp、cosy 为 曲面 >) 的 外 法 线 的 方向 余 


弦 . 
ps 2 ,ap 8 ,好 oP 
解 记忆 一 Ed © R FA 
假设 P,Q.R 的 二 阶 混合 偏 导 数 连续 , 则 显然 有 
ap* 双 ” aB" 
站 yy + 
于 是 ,由 奥 一 et 
】 [有 到 ?emea 二 Ea ee Jewp 过 ( 妆 一 A 1 ,0: 


和 


su 
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9. 2. 62 计算 必 P .was, 其 
之 


中 下 一 (2 一 zi 一 2 十 3 区 , 2) 是 
由 z= 4 一 六 ,z= 二 0,z 二 3 和 zoy 面 
围 成 的 区 域 3 的 表面 . 

解 [= 人 DF.has 


= iD 


9. 2. 62 题 图 


一 zycosp 十 3zcosy]ds， 
其 中 cosa、cosB、cosy 为 n 的 方向 余弦 ,由 奥 一 高 公式 得 
1 各 [+2 + | words 


和 % 


3 2 4 
[ (2 一 z)dzdydz he z)dz fw | dz = 16. 


5 


9.2.63 ”证 明 :由 曲面 >) 所 包围 的 体积 等 于 
= 专 [[ (zcosa 十 ycosp 十 zcosy)ds, 


之 
式 中 的 cosa,cosp,cosy 为 曲面 8 的 外 法 线 方向 余弦 . 
证 由 奥 一 高 公式 ,有 


ll (zcosa 十 ycosp 十 zcosy)ds 一 zdydz 十 ydzdz 十 zdrdy 
之 


J ( 赤 二 一 十 至 Janauz 1 3dzdydz = 3V. 


v 


由 此 可 知 FS al (zcosa 十 ycos 十 zcosy)ds. 


9.2.64 设 >) 为 一 光滑 闭 曲面 ,n 为 >, 上 点 (z,y,z) 处 的 外 法 


线 字 一 中 十 好 十 区, 就 (1) 曲面 2) 不 包含 原点 ; (2) 曲 而 之 ) 包含 原 
点 两 种 情况 ,计算 


一 1888 一 


8 2 曲面 积分 


解 设 n 的 方向 全 中 为 cosa\cosb .cosy, 则 


cos(r,n) 一 也 cosa 十 eosp + 二 cosy， 


» 1 
于 是 过 ms jt Yoosp + 二 cosy)ds 
】 (Bdydz 十 襄 dzdz 十 去 dzdy). 


(1) > 不 包含 原点 时 ， 
和 fl [这 (Cd 2 (二 ) 十 也 (三 ) azdyaz 


~ tt 
0 


(2) > ) 包含 原点 时 ,在 了 >) 内 作 一 球面 >),:z 十 六 十 半 一 a, 则 


dh “0 加 一 上 十 :4zrm 二 4. 


9.2.65 ”计算 曲面 积分 
a ee (一 2 十 z)dzdz 十 (z 一 zZ 十 3)dzdy， 


上 >) 为 曲面 lz 一 y 十 z| 十 ly 一 z 十 z| 十 1z 一 z 十 y| = 1 的 外 表 
面 . 
解 ”应 用 奥 一 高 公式 ,得 
st Dest Gy — s+ 2 + (2— z+ ardy 
之 
= dzdydz. 
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第 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


其 中 9 是 由 >) 所 围 成 的 平行 八 面体 . 
令 uW=z 一 y 十 zw 二 y 一 z 十 zw 二 z 一 z 十 y, 则 


sy 2 和 


4 


» 


1 1 
2 0 
D7) Se 正 
7 一 Few 一 | 0 3 T=- 
1 
3 


区 域 9 变 为 由 |x| 十 1v| 十 lw| = 1 所 围 成 的 正八 面体 2 ,其 体积 等 于 
第 一 卦 限 部 分 体积 的 八 倍 ,于 是 


A dd 


1 3 1 
ll 4 ddvdw 本 1. 


9.2.66 计算 sa 十 yz?dzdz 十 zdzdy，》>) 是 两 个 球 z 十 六 
bp 
十 有 2 世 ,十 六 十 开 攻 2az 的 公共 部 分 3 的 表面 的 外 柚 . 
解 ”由 奥 一 高 公式 得 z 
业 zzzdgdz 十 gz22dzdz 十 zadzd3 
之 
a(zz2) ，9(C922) 
-有 [各 :党 


(23 
十 2 ]zau 


一 sl Zidzrdydz 
so 


82 曲面 积分 


一 5 le Ye 一 妨 一 好 一 0)dydz 


站 


5 ej ring (2 VE Fa). 


本 47 9， 5653 
= 他 .sa( 允 一 前 je= 训 


9.2.87 计算 ‖ (eeose + yieosp 十 zcosy)as， 了 >) 为 曲面 民 十 六 


Ta5. 


> 
二 2(0 蔗 z 坟 有 ,cosa.cosB、cosy 为 此 曲面 外 法 线 的 方向 余弦 . 
解 >， 不 是 封闭 曲面 ,不 能 应 用 奥 一 高 公式 , 若 设 平面 圆 域 


z 一 用 寻 十 护 委 玉 的 上 侧 为 S, 则 > 十 8 成 为 一 个 封闭 曲面 ,应 用 奥 一 
高 公式 并 采用 柱 面 坐标 ,有 


】 (zscosa 十 gacos 十 zacosy)ds 
一 ll (zcosa 十 yicosp 十 zacosy)ds 
E+s 


一 J (zcosa 十 ycosp 十 zacosy)ds 


一 于 3(z2 十 妇 十 z2)dzdydz 一 zsdsydz 十 yidzdz 十 zdzdy 
D 


四 


ol (7? 十 2)rdrdbdz 一 hidrdy 
0 £2 ys? 


3 fw [rm fe 十 22)dz 一 xhs 
0 0 r 


站 hs 3 
一 3 .3 [7G% 十 每 一 一 全 ar 一 a 
] 


二 名 a 5 一 x 
0 全 rh 10z 
9.2.68 计算 


I= 】 [C2 一 osa 十 (一 )cos6 + ( 护 一 rz)oosyJds, 


~ 
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了 >) 为 上 半球 面 十 六 十 逐 二 a?(z 之 0),a、pB.y 为 球面 外 法 线 向 量 的 方 
向 角 . 
解 /= ll (2 — ydydz + Cr — 2)dadz + (¥ — zdzdy. 
馆 


> 不 是 封闭 曲面 , 若 取 > ,为 也 十 芒 入 至 的 下 侧 , 则 >) 的 上 侧 与 
>, 组 成 封闭 曲面 , 它 所 围 成 的 区 域 为 9, 由 奥 一 高 公式 得 
(2 一 护 )dgdz (zr 一 2)dzdz 十 (y — rz")dzdy 
E+ 
J [2 y) + z) + ar 2 Jariyes = 0. 


由 于 >)， 在 yoz 平面 与 zoz 平面 上 的 投影 都 是 线段 ,所 以 
中 (2 — ydydz + Cr — 2)dadz = 0 
六 

又 由 对 称 性 有 (yr 一 zz)dzdy = 0, 故 


1= ll (2 — ydydz 十 (zr — 2)dzdz + (y — zr")dzrdy 一 0. 
之 


9. 2. 68 计算 Taza 一 z2)dydz 十 8zydzdz 一 4zzdzdy，、》) 是 曲线 


之 
7 二 e(0 之 y<< a) 绕 z 轴 旋转 而 成 的 旋转 曲面 的 外 侧 . 

解 ”曲线 :二 ee(0<<y 芝 a) 绕 z 轴 旋转 而 成 的 曲面 >) 不 是 封闭 
曲面 ,不 能 直接 应 用 奥 一 高 公式 , 若 设 平面 圆 域 z 一 ew, 刀 十 好 委 叶 的 
右 侧 为 >,, 则 >) 十 > )) 组 成 一 个 封闭 曲面 , 它 围 成 的 立体 记 为 ,于 
是 有 


jl 2(1 一 z2)dydz + 8rydzdr 一 4drzdrdy 
S 


= [I 2(1 — z2)dydz + 8zydzdz 一 4zzdzdy 
E+5, 


一 1883 一 
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= | 2(1 十 x?)dydz 十 8zgdzdz 一 dzzdzdy 
1 
一 下 (一 4z 十 8z 一 4z)dzdydz 一 和 2(] 一 e*)dylz 
2 
=2-D | = 2 — bm 
+c 
9.2.70 计算 1 二 f (z 一 gz)dydz + (y° 一 zz)dzdz 十 22dzdy, 


之 ) 为 z= 1 一 V 呈 十 交 的 上 侧 . 
解 ” 设 >), 为 平面 z= 0 的 下 侧 , 则 > + >), 构 成 封闭 曲面 , 它 
围 成 的 空间 区 域 为 9. 由 奥 一 高 公式 得 
(z? 一 yz)dydz + (¥: — zz)dzdz 十 2zdzdy 
Zr+z 
= 下 (2z + 2y + 2)av 


2m 1 Ld 2 1 1 一 ” 这 
=2| Cos + sing)4 [rar [ az+2| a [rer | dz = Ex. 
0 D 9 o 0 0 3 


又 (7 一 yz)dydz + (¥: 一 zz)dzdz + 2zdzdy = 0， 
了 


所 以 (zz — ya)dydz + ( 护 一 27)dzdz 十 22dzdy = Zn. 
3 


9.2.71 设 F(z,y,z) 二 阶 连续 可 导 , 且 满足 
Prt Prt Fe = 0, 


求证 :由 [y+ (多 + (要 jw = 有 re 
9 是 光滑 封闭 曲面 了 所 转 成 的 区 域 ,之 是 在 曲面 了 ) 上 沿 加 向 外 
的 法 线 方向 n 的 方向 导数 . 

证 用 cosa.cosp,cosy 表示 曲面 之 ) 的 外 法 线 的 方向 余弦 , 则 有 


ed 
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9 _ 3 
EE = Beet Dent + See 


于 是 ll F as ll FCFeosa + Seosp 十 区 cosy)ds 
之 之 


一 由 全 十 Pp Sande 十 7 Fardy. 
应 用 奥 一 高 公式 ,有 


[re jl [ 呈 @ 部 ++ 如 (P 训 十 最 (r F) ]w 


-有 (可 + 宫 + 开 :me 


+ 和 [人 + 喧 ) Ey ee, 


注意 到 Ea 2 人 到 = 0, 故 等 式 右 边 的 第 一 个 积分 为 0, 于 是 
js | (全 )2 十 ( 富 )2 十 (Py: | 
9. 2.72 设 @9 是 空间 区 域 , > ,是 区 域 @ 的 边界 面 ,函数 wz,y,z)、 
v(z,y,2) 在 闭 区 域 马 上 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 , 求 证 : 
wwe 信人 四 ( 委 委 + 考 吉 + 本 又 jaa， 


站 和 一 罗 + 交 + 加 全 代表 。 沿 了 的 外 法 线 方向 的 方向 


数 . 
证 他 一 cosa 十 名 cosp + 他 cosy, 其 中 cosa,cosB,cosy 为 曲面 
之 ) 的 外 法 线 方向 的 方向 余弦 ,在 奥 一 高 公式 


[ ( 芝 + 妆 + 吾 jme= (人 
全 


中 ， 性 Piv 放 0 等 Po 凶 汪 


一 下 34 一 


Ea 
Es 
Fv 


2 
+ 全 色 十 当 这]a + 什 adod9 一 pas. 
将 上 式 左 讽 第 一 个 积分 移 到 有 端 , 即 得 证 。 

9.2.73 设 H(z,y,2) 一 azt 十 azgi 十 :aszt 十 3a4z2g2 十 3asg2z2 十 
3ortz 为 四 次 齐 次 函数 ,利用 齐 次 函数 的 性 质 = 呈 十 y 呈 十 = 各 一 4 
求 曲面 积分 】 (zyyvzds 的 值 , 3) 是 以 原点 为 球 心 的 单位 球面 . 

解 wg 3 】 (: 强 + y 族 +z :Ml)as 


(可 证 FH , FH 
4 : ta 本 4) dzrdydz 


十 十 Si 


| 
部 
Ee 
a 
Ey 
DE 
EB 
Es 


二 Was 


一 外 [z?:(2a 十 oa 十 as) 十 所 (2as 十 al 十 os) 
5 


十 22(2as 十 as 十 a6) Jdzrdydz 
采用 球面 坐标 ,由 于 


2 fr 1 4 
sadyde = |“ao [ap |r' 20sin™ = 一 
I zdzrdydz ” cos Grin dodgdr 16"™ 


同 理 由 ydzdydz 一 eal] Zidzrdydz 一 言 


所 以 { (zg 一生 z(ai 十 a 十 os 十 gt 十 gs 十 as) 


-多 2.74 、 利 用 届 一 高 公 式 准 坦 阿 基 洲 赫 逐 更 & 授 在 液体 中 的 物体 
所 受 液 体 压 力 的 合力 ( 即 浮力 ) 的 方向 铝 直 向 上 ,大 小 等 于 该 物体 所 排 
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开 的 液体 的 重量 . 

解 ”选择 坐标 系 如 图 ,zoy 为 液 面 ,z 
轴 铅 直 向 下 ,用 " 记 液 体 的 单位 体积 的 
重量 ,cosa、cosB、cosy 表示 物体 浸 在 水 中 
部 分 的 表面 > , 在 (z,y,z) 处 外 法 线 的 
方向 余弦 . 

之 ) 上 点 (z,y,z) 处 所 受 液体 压强 
为 


一 rozcosai 一 7ozc0S 有 1 一 Tozcosyk , 
于 是 浮力 下 二 Fi 十 Fj 十 FP,k 中 的 9.2.74 题 图 
.= zcosads, 也 一 一 7o|j zcospds， 


一 一 "| 2C0sypds. 


但 $j oo == 用 祷 dzdydz = 0， 
zz 。 
又 了 ,的 方程 为 = 0, 故 | seosads = 0, 于 是 ,有 
2 
zcosads = 0, 即 F. = 0. 


同 理 可 得 FP, == 0. 又 


6 zcosjds 一 fs Edydz = yo 
E+E, 
而 fT zcosyds 一 0, 故 有 [ww 三 Ve. 从 而 F, = 一 roVo. 
Zi 
所 以 下 二 一 roVok, 即 浮力 铝 直 向 上 ,大 小 等 于 物体 所 排 开 液体 的 重 
量 . 
《2) 斯 托 克 斯 公 
2 a - \ 


: 和 
人 直人 二 


§2 曲面 积分 


式 中 。 为 圆周 袜 十 关 十 好 一 oz 十 十 z 一 0, 从 o 轴 的 正方 向 看 时 ， 
圆周 是 依 逆 时 针 方 向 进行 的 
解法 1 ”由 斯 托 克 斯 公式 得 


cosa cosp cosy 


br t+ yt = | Ea 名 证 ds 

局 y 名 Z 
一 一 [| (eose 十 cosp 十 cosy)ds， 
其 中 为 回 周 。 所 图 成 的 区 域 . 由。 和 的 对 应 关系 可 知 ,s 取 在 平面 < 十 
y 十 z 二 0 的 上 侧 , 所 以 


2 


V3 
于 是 有 


$y + sy + zs =—— v3[*=- V3 na’, 


直接 计算 该 积分 ,由 方程 
22 十 轧 十 2 一 4 和 zy 十 z 一 0 
消去 z, 得 曲线 “在 ozy 平面 上 的 射影 为 


解法 2 


了 十 六 十 坊 一 于 ， 
作 旋转 变换 z= 本 二,y 一 天 


-过 了 过 ' 则 方程 化 为 3z? 十 yy? 一 a 因而 ， 
曲线 c 的 参数 方程 为 


:- 廊 [党 -中 ， 


:一 廊 [ 闫 + 吕 ， 


2 
“一 | 0). 不 
| VE ) (0<t< 27) 
于 是 ,曲线 积分 为 


一 1 一 
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下 e+ zdy 十 zdz 


a [和 Cost Sint 
= [一 (人 士 sint)( = 十 cost) 
2 V3 V3 
2 sint 2 Cost 
一 一 一 cost( 一 十 cost) 十 int( 一 一 - 一 sint) ]dt 

V 3 Y 3 V 3 Y 3 

2 mw 

a 2 V 3 na’. 


和 | 天 记 * 

9.2.76 计算 | ce yz)dr + (¥ ~— zz)dy + (2 一 zy)dz, 
其 中 4mB 是 从 点 4(a,0,0) 到 点 B(a,0,4) 的 螺 线 

r= acosp, y = asing, :二 让 

解 ”连结 线段 48, 则 得 闭 曲线 4mB4. 设 张 在 这 条 闭 曲 线 上 的 曲 

面 为 8, 应 用 斯 托 克 斯 公式 得 
ba — yz2)dr + (yO— za)dy + (2 — zy)dz 

Cosa cosp Cosy 


9 了 ” 3 2 a 
= 包 总 2 las J%=°. 
4 四 


— Fy—2 2—y 
又 因 直 线段 48 的 方程 为 z = a,y = 0,0 之 z 志 4%, 故 


| (22 一 gz)dz + (yg — zz)dy + (2 — zy)dz | > a 
4B 人 3 


于 是 有 | (2 一 yz)dz + (y 一 zz)dy + (22 一 zy)dz = 


hm 有 3 
9.2.77 设 *e 为 位 于 平面 zcosa 十 ycosp 十 zzcosy 一 ?一 0 
《cosa、cosh、cosy 为 平面 的 法 线 的 方向 余弦 ) 上 并 包围 面积 为 的 封闭 转 
线 , 求 
dz dy dz 


cosa cosfh cosy|, 


z y 
其 中 国 线 c 是 依 正方 向 进行 的 . 
解 记 =| OY | = zeosp — yeosy， 


区 z 
一 128 一 


$2 曲面 积分 


Cosy cosa 
= = zcosy 一 zc0sa, 
名 了 
cosa cosp 
R= 了 一 ycosa 一 zcosp. 
应 用 斯 托 克 斯 公式 ,, 则 有 
dr dy dz 
$ cosa cosp cosy = Pus + Qly + Rs 
2 3 y z 
cosa wy 
= 由 六 EE | (cos’a + cos?p 十 coszy)ds 
P Q R 
= al ds = 25. 
9. 2.78 计算 


$a 十 zdy 十 zzdz， 
其 中 。 为 曲线 空 十 六 十 到 一 尼 , 妇 十 
六 二 Rr,(R 这 0,z 之 0). 从 or 轴 的 正方 
向 看 时 ,曲线 是 依 顺 时 针 方 向 进行 的 . 
解法 1 设 >， 为 曲面 芝 十 六 十 
z= 尼 的 外 便 被 c 包 国 的 部 分 (如 2 
图 ) ,应 用 斯 托 克 斯 公式 ,注意 到 曲线 ¢ LE 
的 方向 与 公式 中 所 要 求 的 方向 相反 , 故 在 曲面 积分 前 面 要 加 一 负 号 , 即 
中 ra 十 zdy 十 zzdz 


cosa cos cosy 


人 EE EE 可 ds 一 ?| (zcosa 十 zcos6 十 ycosy)ds 
be » 


y 2 22 


Ixy 32 
2 = 十 二 ds 
Te 十 了 V 环 十 及 十 字 。 WV 环 十 区 十 于 


一 到 时 一 
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2 用 ( V 束 = 二 .十 合十 中 a) 
. A/1 十 元 二 去 

二 十 一 一 全 一 十 

ler 


加 到 Reona 二 7zcosbsinO a 

=2| 下 [ee + sing) 十 Te = re. 

解法 2 图 及 符号 规定 如 上 ,应 用 斯 托 克 斯 公式 ,得 
yar 十 22dy 十 zidz 一 se 十 zcosP 十 ycosy)ds. 


由 于 了 关于 平面 y = 0 对 称 ,所 以 J 又 在 3) 上 ,coso 一 
元 ， cosy = 元 ,所 以 


于 是 有 
中 ru 十 zdy 十 zzdz = dl 十 ycosyds 


到 cos6 
一 2[ (z+ ydzrdy = ?| 9 jn 7(cosb 十 sing) » rdr 
2 


一 也 | 。(cosb 十 sing)cos’0d0 
= fmf ‘1040 = TR 
ae 08"040 一 本 


其 中 因 cos9， cos’6 为 奇 函 数 , 故 [sinoeos'a =0. 
六 本 
9.2.79 计算 


一 880 一 


82 曲面 积分 


( 妨 十 za)az + (D+ zdy + Cz 十 ydz. 


其 中 c 是 曲线 z 十 更 十 = 二 2Rz,z? 十 亚 二 27z (0 之 7 二 R,z 汪 0) 并 
且 曲 线 的 方向 为 :由 它 所 包围 在 球 守 十 东 十 好 一 2Rz 外 表面 上 的 最 小 


区 域 保持 在 左 方 . 
解 ”应 用 斯 托 克 斯 公式 ,并 注意 到 球面 的 外 法 线 方向 余弦 为 
Cosa 23, cosp ,cosy 元 


即 得 中 全 十 罗 血 十 人士 罗 帮 十 全 十 的 好 
cosp cosy 
9 9 9 
一 由 E33 育 ea 
+ 二 2 十 
2 和 [Cy 一 z)cosa 十 (z 一 z)cosp 十 (z 一 y)cosy]ds 
s 


:J re 悦 (和 一 D 十 G 一 习 才 十 人 一 力 冯 Ju 


这 里 8 是 球面 也 十 六 十 之 一 28z 上 由 。 所 围 成 的 区 域 ,由 于 8 关于 zoy 
平面 对 称 , 故 有 J 志 人 肠 


>- 于 V1 二 有 2 二 + zdzdy = J:: Kardy = Re mr 
其 中 D 是 5 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 ,z 十 六 二 2rz 面积 为 xr: 于 是 
有 
中 (所 十 22)dz 十 (z2 十 22)dy 十 (z2 十 所)dz = 2xRr2. 
9.2.80 计算 中 十 为 妈 十 :十 如) 生 十 (z 十 dz, 式 中 为 依 
参数 1 增 大 的 方向 通过 的 椭圆 


z = asin’t,y 一 2asintcost,z = acostt [0 < t < x]j. 


解法 1 应 用 斯 托 克 斯 公式 ,得 
NE 
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$+ Dat G+ oy + (s+ De 
Cosa cosp cosy 
a 3 3 Ne 
1 吉 志 | fu 0. 
yg 十 z zz z+y 
解法 2 ”直接 计算 该 积分 


中 + 2z)dr 十 (z 十 z)dy 十 (z 十 3)dz 


一 时 | "LCsin2t + cos?t)sin2t + 2cos2t 
o 
十 (sin2 + sin2t) (一 sin2t) Jat 
一 62 cueizt 十 2cos2t)dt 一 or[ 了 sinz2z 十 sin2t | = 0. 
0 


9.2.81 计算 中 G9 一 起 z 十 (2 一 2 和 十 (z 一 yz, 其 中 o 为 本 


圆 于 十 妨 一 0， 加 十 二 1 (a 之 0,h 之 0), 人 队 or 轴 的 正方 向 看 时 ， 
椭 贺 是 依 逆 时 针 的 方向 进行 的 . z 
解 ”应 用 斯 托 克 斯 公式 ,得 


$e — 2)dz + (2— z)dy + (z - y)dz CC， 


cosa cosp cosy 


人 
攻 EE Wm | 
” 3 一 2 2 一 2 zz—y 
上 
一 一 dl (cosa + cosp + cosy)ds : & 
es 2 we + eaaz + ardy. 9. 2. 81 题 图 
由 于 s 在 zoy 平 面 上 的 投影 为 贺 域 x 十 二, 故 
人 we = oo, 


s 在 zoz 平面 上 的 投影 为 -线段 , 故 


一 1532 —. 


§2 曲面 积分 


[= 0， 


。 在 yor 平面 上 的 投影 为 椭圆 域 和 十 和 二 入 < 1， 故 
和 dydz = xah. 


从 而 有 
中 (9 一 z)dz 十 (z 一 z)dy 十 (z 一 9g)dz 一 一 2ra(ao 十 加 . 


9.2.82 计算 $e 2)dr + (2 一 z3)dy 十 《〈22 一 护 )dz， 


其 中 。 为 用 平面 z 十 y 十 < 二 也 4 切 立方 体 0<z<a, 0<y<a, 0< 
2<<a 的 表面 所 得 的 切 痕 , 从 z 轴 的 正方 向 看 时 ,是 依 闻 时 针 方 向 进行 
的 . 


解 。 平面 z 十 y 十 = 一 冯 a 切 立方 体 0<<z<<o， 0<y<a,0< 
= < 的 表面 所 得 的 切 痕 如 图 (1) 中 的 封闭 折线 4BcD8P4, 它 包围 的 区 
域 为 s,s 在 soy 平面 上 的 射影 为 ,其 面积 显然 等 于 地 o?, 当 平面 + 十 y 


于 是 油 产 半 克 斯 汉江 得 区 
一 189 一 
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$e A)dz + (2 — zdy + (z: — ydz 
9 9 3 
各 Ey EA 


1 
[(— 2y 一 2z) 十 (一 2z 一 2z) 
由 V 3 V 3 


十 (一 2z 一 2g) 一 一 ]us 
MY 3 


一 一 4|| (z 十 十 2) ee 
I VE zs 
一 一 of drdy Ga + a 0 


9.2.83 计算 中 yzaz 十 zdy 十 ziyidz, 其 中 为 依 参数 ! 增 大 的 
方向 进行 的 封闭 曲线 


z= 


yy = acos2t,z = acos3t, (0 < t < 27). 
解 ” 设 曲线 c 张 成 的 曲面 为 ,由 斯 托 克 斯 公式 得 
dydz dzdz dzdy 
ya + zzdy + zdz = 人 92 93 2 


E23 
ye nn zy 
= al zz(3 一 z)dydz + yz 一 z)dzdz 十 22(z 一 ydrdy. 


先 计算 1 zz(z 一 J)dz, 因为 封闭 曲线 c 自生 而 上 的 投影 和 
的 参数 方程 为 


z = acost,y 一 acos2t, (0 Zt 2r) 


这 是 一 段 抛物 线 , 它 没有 围 成 面积 , 故 
[zc — ydaz = 0. 


同 理 ,曲线 。 在 yoz 平面 和 zoz 平面 上 的 投影 分 别 为 半 训 方 碳 物 线 和 立 
-mm 334 ee— 


$2， 曲面 积分 


方 抛物 线 的 一 段 ,它们 也 都 没有 围 成 面积 , 故 
Te z)dydz 人 rc z)dzdr 一 0. 


由 此 得 中 ret 十 zzz2dg 十 zzdz 一 0. 


4. 曲面 积分 的 应 用 

9.2.84 ” 设 贺 柱 面 >: 十 y 二 az 被 球面 z? 十 六 十 zz 二 a? 所 截 , 试 
求 界 于 球 内 的 那 部 分 圆柱 面 的 表面 积 . 

解 ” 设 所 求 的 面积 为 8, 并 设 si 是 柱 面 y 二 Yaz 一 于 界 于 球面 内 
的 部 分 ,s: 是 柱 面 y = 一 Vaz 一 守 界 于 球面 内 的 部 分 , 则 s = s 十 s， 


由 对 称 性 知 ,s 一 sz 
又 圆柱 面 与 球面 的 交 线 为 
22 十 护 一 az， 
十 六 十 2 二 
即 22 一 a2 一 azy 


si 在 zoz 平面 上 的 投影 区 域 为 De:0 委 z 委 一 Ye 一 mz<< 
Yo 一 qz, 于是， 


s=2] = ?和 Wi+ C+ (Oya 
| Ds 


a Vee $V 
=2|4 = 时 一 az 

[| | ED | 

四 

-| 

9. 2.85 。 求 抛物 线 壳 = 一 二 全 十 扩 (0<z< 1 的 质量 ,此 壳 的 
密度 按 规律 4 二 z 而 变更 . 

解 由 二 去 (2 十 有 


= 和 1 十 (合十 (党)izwy 一 M14 r+ ydzrdy. 


一 一 
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SN ee 人 
i Tn+y) VITR Tyardy 


= fw "VI Fridr = 各 (6 V3 3 十 D. 
9. 2. 86 Et i B(0,1,0), 


Ci,0,— Lo ) 三 面 三 角形 ， 面 一 于 十 
i 点 为 顶点 的 球面 三 角形 ,如 果 球 面 密度 p 


也 , 求 此 球面 三 角形 块 的 质量 . 
解法 1 上 半球 面 方程 为 < 二 V1 一 碌 一 交 
Ed 


一 3 E43 oe 2 


开 /ir yy % Vi 
% 四 1 
=A/1+ CF) 十 (Sdy = 一 一 一 一 一 dzdy. 
如 % Y1 一 好 一 妨 


球面 上 大 贺 弧 BC 的 方程 为 
人 


z 一 z 一 0. 


消去 =, 得 有 在 zoy 平面 上 的 投影 为 椭 贺 
人 
2 一 0. 
于 是 ,以 A、B.C 为 顶点 的 球面 三 角形 s 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 
D:0<y<TA/ 巧 二 <z< Vi—y. 
故 所 求 的 球面 三 角形 块 的 质量 为 
1 一? 
M= (z: 十 z2)ds = 一 一 一 一 一 -dzrdi 
】 1 生生 
ae 


-jo 让 二 


= | (1—¥)(arcsinl 一 es 
Per een- 碾 冯 


§2 曲面 积分 


= 于 | -pw= 入 
解法 2 球面 三 角形 块 在 zoz 平 面 上 的 投影 区 域 为 肩 形 区 域 
1 
Di:0 委 z 执 sRIE V1—2z. 
人 


即 0<0o<4， 0<r<1. 


te 
故 “二 2 
V1 一 2 一 


一 一 一 -erdl = 工 . 


= 人 用 A 5 
9.2.87 曲面 > 一 二 半 世 的 面 密度 “为 常数 , 求 该 曲面 在 0< = 
过 之 间 部 分 的 质量 中 心 - 
解 ”由 对 称 性 ,质量 中 心 在 z 轴 上 , 故 z = 了 二 0， 
pe 
2 一 AdS 2 » 
MY Dm fe 
其 中 s 为 <= 去 (2 十 六 ,0 过 z 莹 子 , 它 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 为 D 
2 二 3. 
= 和 二 e+ y) V] 十 到 十 ydzdy 


到 CE 
= 机 [| “mViIT re ey 
2 Jo 9 15 
本 va 
a= 1 rer [| /i 
0 0 


14 


a 
所 以 ,> 一 缉 , 于 是 ， 质量 中 心 为 PC0， ,0, 忽 > 
9. 2. 88 ” 求 密度 均匀 的 曲面 z= 二 Vz 二 地 被 曲面 = 二 六 二 尼 所 
一 1537 一 
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割 下 部 分 的 重心 坐标 . 
解 ” 设 所 割 出 的 曲面 为 s, 密 度 为 p, 它 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 D 
为 圆 :z* 十 六 二 oz, 于 是 s 的 质量 为 


M= = 人 War+ (< 事 ) 十 (yrdy 
1 D 


= 30 ww = V 2 a [rar = 
D 


2 2 
-了 和 
到 


令 z = reosg 十 训 1y 一 rsinb, 可 以 求 得 
mu 一 MYW2 of zdzdy 一 VV 2 of fcs 十 rcosg)rdrdp 
, oJo 2 


We 2 a a 
V2p (每 十 如 0%%9)49 = 学 pa 
mu =- wenall ydzdy = V 20 f° firsinoardo = 0. 
, ; 


令 z= rcosg,y 一 rsing, 又 有 


1 pads = Mul Vr yidrdy = V2p [re 


2 2 [We 要 ph 
由 此 得 重心 坐标 为 
i ,~ 
z= y= = 0， 
J 2p | a: 
pzls 4 V2 
- J 9 P16a 


/ 一 37 
由 me 生 pa? 


9. 2. 89 ” 求 均 匀 曲 面 z 王 Ya 一 2 一 产 (z 这 0,y 宇 0,z 十 y 志 a) 
的 重心 坐标 . 
一 3558 一 


8$2 曲面 积分 


解 te 


ds = Nl+ (E+ (二 )drdy = Sdrdy 


= St 
Vey 


s 在 xzoy 平面 上 的 投影 区 域 为 D:z 二 0,y 宇 0,z 十 y 达 a, 故 曲 面 s 的 质 


M J "中 坟 千 二 


a 
=paldr jy 
WE ry 
| 3 fe 
= pa [arcsin z= 站 pu 


x enh 
由 对 称 性 ,有 


| m= fo V2 = 1 pra’, 


4 W 2 
ETE Sardy = pa [az | 
由 此 可 得 重心 坐标 为 
me _ 和 me 


9. 2.90 有 一 密度 均匀 的 半球 面 ， 半径 为 R， 面 密度 为 p, 求 它 对 位 
于 球 心 处 质量 为 mm 的 质点 的 引 为 .* ， 
解 ”以 球 心 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 系 ， 上 半球 面 s 的 方程 为 ; 


一 1539 一 
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z= VR—z—y, 
5 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 D:z? 十 六 过 R 
设 所 求 的 引力 玉 oi Me Tf.,F,P,, 则 有 
三 a 一 有 || 一 一 2 ds 
= 吉 人 二 ec: ep 


oo 京 。 cp 
: 下 央 *- 0， (为 引力 常数 ). 
由 对 称 性 ,显然 有 忆 = 0, 而 

有 ,一 大 


Mpz 
| fr TF 
e mo = 


drdy 


= 人 * AR? = tmp 
故 所 求 的 引力 大 小 为 tmpr ,方向 为 = 轴 正 方向 . 
9.2.91 设 >) 是 旋转 抛物 面 > = 2 一 〈(z 十 %) 在 zoy 面 上 方 的 
部 分 
(1) 计算 7 一 ew 其 中 Df(z,y,z) 一 132)F(e,y,7) = 


十 六 ,并 给 出 每 种 情况 以 物理 解释 
(2) 求 匀 质 ( 设 面 密度 等 于 1) 的 薄 这 > ) 的 重心 
解 (1) >) 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 为 D:z? 十 过 2. 
]) 当 f(z,y,2) 二 1 时 ， 
二 由 Vi 十 (22 + (~ iardy 


-Tr wf 1+ V1+ 4dr. rdr= Bx. 
这 时 / 表示 面 密度 为 1 ee MR TE 的 面 
积 … eS 


一 由 1 一 


a 


A 


2 曲面 积分 


2) 当 f(z,y,z) 二 式 十 六 时 ， 


mree er VIT iy 


-ps | ma VL drt = 也。 
这 时 1 表示 面 密度 等 于 1 的 曲面 》) 对 oz 轴 的 转动 惯量 ,或 表示 具有 面 


密度 为 十 六 的 曲面 >) 的 质量 . 
(2) 设 所 求 薄 过 的 重心 为 G(z,y,z) , 则 由 对 称 性 知 z 二 y= 二 0, 又 由 


[= 基肥 
3 
[een V1 + hr: + ydzdy 
<， 补 
-fo sp) V1+ hr rr 一 中 人 
2ds 
可 知 z= 二 一] 即 薄 党 5) 的 重心 为 600,0,11). 
2 I 130 壳 》) 重心 为 130°. 
9. 2. 92 求 密度 为 p 的 均匀 锥 面 这 
en 
对 直线 于 一 二 = < 的 转动 惯量 . 人 
解 | 各 任 一 点 以 (z,9,2) 到 oz 轴 的 
距离 平方 为 y 十 民 , 因 此 ,点 M 到 直线 
Ce A ek 
0 
的 距离 平方 为 姑 十 (z 一 b)* 所 
于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 
一 地 十 (z 一 bjds x 
9. 2. 92 题 图 


a 
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又 在 圆锥 面 > 一 二 Vz 十 六 上 ， 


ds 一 VI+ a+ ardy = Et grdy, 
s 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 为 D:z? 十 姑 委 2, 故 有 
1=p] t+ CE VET Dt dy 


一 Yt fw css 十 Lr — Jdr 
= zap( 轩 十 号 ) Veit 
9. 2.93 ”半径 为 R, 密 度 为 p 的 均匀 球 壳 以 角速度 w 绕 其 直径 而 旋 
转 , 求 此 球 的 动能 . 


解 ”以 球 心 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 取 直 径 为 z 轴 , 则 球 沉 对 z 轴 
的 转动 惯量 为 : 


2 = 2 . A 
i 由 (十 gpds = 可 et To 
2p j 。 Rs = BpRt. 
故 该 球 转动 的 动能 为 
B= 到 = 于 pato7 一 到 MHzo， 
其 中 M 为 球 壳 的 质量 . 
9. 2. 94 f(r) 是 连续 函数 , 求 力 正 一 f(r)r 
沿 弧 4B 所 做 的 功 . 
解 已 一 f(V 呈 十 六 十 罗 )(zi 十 好 十 鸡 ), 它 所 作 的 功 为 
W= | “ds 


= {fCV/E FFT I VE TT yy 
多 
十 f(VY 开 十 护 十 22)zdzy 


一 下 4 一 


§2 曲面 积分 


令 P=f(Vr+iy+2)r, 0=f(Vi+y + 2)y, 
R= f(Vr i+ 2)z, 
则 有 塑 一 加 = 软 一 副 一 捐 一 问 一 0 根据 斯 托 克 斯 公式 可 以 断定 ， 
沿 任 一 光滑 (或 逐 段 光滑 ) 的 闭 曲线 c 的 积分 
$ fC) ads + yly + do) = 0, 


从 而 积分 | ,7(r)Cadz 十 9 十 lz) 仅 与 起 点 4 及 终点 8 的 位 置 有 关 , 而 


与 从 4 到 8B 的 路 径 无 关 . 
现在 ,让 点 4 固定 ,并 设 点 4 到 原点 的 距离 为 ,由 于 
flr) (zdzr 十 ydy + zdz) = f(r)rdr， 


则 wz,ya) 二 上 tf(Dd，Cr 二 VR 十 六 十 如 ). 于 是 


| f(r) (zdz 十 ydy 十 zdz) = [ecra 
全 


= x(B) — u(A) = Psu 


其 中 7 是 点 8 到 原点 的 距离 . 

9. 2. 95 ” 球 心 在 原点 半径 为 的 球 , 带 有 的 电荷 面 密 度 为 常数 p， 
求 点 4(0,0,a) 的 电位 (a > 0). 

解 ”所 求 的 电位 2 为 


pds 
Wk ea 
其 中 * 为 球面 于 十 天 十 宕 一 应 ,p 为 电荷 面 密度 . 
(1) 沿 上 半球 面 5s:z 二 Y 民 一 于 一 所 的 积分 为 
Di 一 [一 天- 一 
VA 二 + 十 (2 一 a)? 


和 R 


2 人 

pep VF YY 下 一 放 

人 宇 3 drd0 
NR+e 2 VER-n VR-" 
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= SEL( VR HE IR — ol). 
(2) 沿 下 半球 面 s2:z 二 一 V 尼 一 于 一 凡 的 积分 为 
| 
2 
VT 十 村 十 (2 一 a)? 
= ARPL(R + 0) — V 丰 十 加 ， 


于 是 有 = 9 + 0 = EC(R+ 4) — IR—al] 
著 a 过 RR, 则 0 == 4rRpi 
车 o> 及 则 中 = 和 2 


8$3 场 论 初步 


8$83 场 论 初步 
内 容 提要 


1. 场 的 概念 及 其 表示 

经 常 遇 到 的 物理 量 有 两 类 :数量 和 矢量 . 

(1) 数量 场 

若 空间 区 域 3 的 每 一 点 M(z,y,z) 都 对 应 一 个 数值 xz,y,z), 则 它 
在 此 空间 区 域 9 上 就 构成 了 一 个 数量 场 ,用 点 M(z,y,z) 的 标量 函数 
uz,y,z) 来 表示 . 车 M 的 位 置 用 位 置 矢 量 r 确 定 , 则 数量 w 可 以 看 作 变 
矢 的 函数 w == u(r). 

(2) 矢量 场 

若 空 间 区 域 9 的 每 一 点 M(z,y,z) 都 对 应 一 个 矢量 A(z,y,z) , 则 它 
在 此 空间 区 域 9 上 就 构成 了 一 个 矢量 场 ,用 点 M(z,y,z) 的 矢量 函数 
Alz,y,z) 来 表示 , 若 人 的 位 置 用 位 置 矢量 + 确定, 则 矢量 A 可 以 看 作 变 
矢 7 的 矢 沙 数 A(7): 

Al(r) = Plz,y,2)i+ Q(z,y,2)j 十 R(z,y,2)kR. 

2， 等 值 面 和 梯度 

(1) 等 值 面 

在 空间 区 域 9 上 构成 的 数量 场 wz,y,z) 中 ,使 函数 u(z,y,z) 具有 
相同 函数 值 的 点 所 组 成 的 曲面 ,也 就 是 由 方程 (z,y,z) = c( 其 中 为 
常数 ) 所 表示 的 曲面 ,叫做 数量 场 的 等 值 面 . 

(2) 梯度 

1) 定义 ” 设 x(z,y,2) 在 空间 区 域 吕 上 是 连续 可 微分 的 函数 , 则 称 
向 量 

Wa 
(aD it Wi+ Et 
为 数量 场 a(z,y,z) 在 点 M 的 梯度 , 记 为 gradu, 即 
rd 一 总 1 十 名 1 十 这 | 
2) 性 质 | oe 
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1 沿 /的 方向 导数 等 于 梯度 在 /方向 上 的 投影 , 即 


入 = gradu + 1°, 


其 中 = cosa i 十 cosP j 十 cosyk 是 方向 1 上 的 单位 向 量 . 
2° 梯度 垂直 于 等 值 面 , 且 指 向 函数 x(z,y,z) 增加 的 方向 ,对 于 场 内 
每 一 点 ,梯度 的 模 给 出 函数 变化 之 最 大 速度 的 大 小 . 


EN 
|gradu| = (z¥) ”+ (EY 


3) 运算 法 则 。 设 wv 和 于 都 是 连续 可 微 函 数 , 则 有 


1 
2° 
3° 
4° 
5° 
6° 


gradc 二 0(c 为 常数 ); 

grad(u 士 v) = gradu 士 gradm; 

grad(cu) 二 cgradu(c 为 常数 ); 

grad(u») = veradu 十 wvgradv; 

grad 这 = 吉 (vradu 一 ugradv);( 设 v 关 0); 
gradf(u) = fi (u)gradu. 


3. 通 量 
设 有 矢量 场 F= P(z,y,z) i 十 Q(z,y,z)j 十 R(z,y,z)k 其 中 PO、R 
具有 一 阶 连续 偏 导数 , 》) 是 场 内 一 片 有 向 简单 曲面 ,n = cosai 十 cospj 


十 cosy & 是 曲面 >) 在 点 (z,y,z) 处 的 外 法 线 单位 矢量 ,第 二 类 曲面 积 


分 


o= [r= fe: ne 
> 之 


称 为 矢量 场 已 向 正 侧 (外 法 线 方向 一 侧 ) 穿 过 曲面 >) 的 通 量 . 

通常 对 于 流速 场 中 的 一 个 闭 曲 面 , 总 是 有 流出 也 有 流入 ,其 中 必 是 
总 流量 , 即 为 流出 的 流量 减 去 流入 的 流量 . 

(1) 6 > 0, 表示 流 出 多 于 流入 ,这 时 表明 >) 内 部 必 有 源 ; 

(2) 5 < 0, 表 示 流 入 多 于 流出 ,这 时 表明 》) 内 部 必 有 洞 ; 

(3) @ 二 0, 表示 总 体 来 说 流出 流入 达到 平衡 - 

4. 散 度 

(1) 定义 ” 设 有 矢量 场 F = P(z,y,z)i 十 Q(z,y,2)j 十 R(xsy,2)k, 
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其 中 P.Q、.R 有 一 阶 连续 偏 导数 , > ) 是 场 内 任 一 封闭 简单 曲面 ,9 为 >) 
所 围 成 的 区 域 ,> 为 号 的 体积 , 若 当 2 收缩 为 一 点 M(z,y,2) 时 ,极限 im 


十 是 Fas 存在 , 则 称 该 极限 值 为 F 在 点 4 处 的 散 度 , 记 为 divF. 
之 


矢量 场 的 散 度 是 数量 ,在 M 点 上 , 若 divF > 0, 则 该 点 是 发 散 通 量 
的 “ 源 ”; 若 divF < 0, 则 该 点 是 吸收 通 量 的 “ 洞 ”; 而 divF = 0 则 表示 该 
点 既 不 散发 也 不 吸收 通 量 ,成 者 说 既 不 是 “ 源 ” 也 不 是 “ 洞 ”. 

(2) 计算 公式 


《3) 奥 一 高 公式 的 散 度 形式 
[Tr “nds= fj divFdv, 
人 9 


其 中 4 为 >》》 上 点 M(z,y,z) 处 向 外 的 单位 法 矢量 . 

该 式 表示 :向 量 场 穿 出 任 一 封闭 曲面 >) 的 通 量 等 于 》) 所 包围 区 
域内 的 散 度 的 总 和 . 

(4) 散 度 的 运算 法 则 

1) div(F, + F;) = divF' + divF.,; 

2) div(uF) = gradu » F + vdivF.. 

5. 环 量 

设 有 矢量 场 F= P(z,y,z)i 十 Qlz,y,z)j 十 R(z,y,z)k,c 是 场 内 一 
条 有 向 单位 闭 曲 线 ,* 为 曲线 的 单位 切 矢量 , 则 


T= $e .ras = 中 pz + gay + Ra 


称 为 矢量 场 下 沿 曲线 e 按 所 取 方 向 的 环 量 , 环 量 了 是 表示 某 质点 在 矢量 
场 F(z,y,z) 作用 下 沿 曲线 。 回转 速度 的 一 种 量度 , 当 矢 量 下 的 方向 越 
接近 切线 的 方向 时 ,回转 的 速度 就 越 快 . 
6. 旋 度 
(1) 定义 ” 设 矢量 场 
F =P(z,y,2it+ Ql(zsy,2)F + Bey zh ; 2 
的 分 量 P.@.R 有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 则 矢量 a 


nit 
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i jij 大 
9 9 3 -如 ap ga 20 oP 
计 方 永 (3 "i 十 ( 友 友 ,i 十 (及 ES 
| 
称 为 矢量 场 F 的 旋 度 , 记 作 rotF. 
(2) 斯 托 克 斯 公式 的 旋 度 形式 
$e ra — rotF * nds 
其 中 7 为 曲线 c。 上 的 单位 切 矢量 ,方向 与 c 一 致 ,n 是 c 上 任 一 点 M(z,y， 
z) 处 的 单位 法 矢量 . 
(3) 运算 法 则 。 设 FF、F、F 的 各 个 分 量 及 都 具有 一 阶 连续 的 偏 
导数 , 则 有 


1) rot(F, + F;) 一 rotF, + rotF,; 

2) rot(uF) = gradu X F + wrot(F); 

3) div(rotF) = 0; 

4) div(F, X F;) = FzrotF 一 FrotF;. 

7. 几 个 重要 的 场 

(1) 有 势 场 

设 有 矢量 场 PCz,y,z), 若 存在 单 值 函数 wx(z,y,z) 满足 F = gradu， 
则 称 此 矢量 场 为 有 势 场 . 令 。 = 一 u,v 称 为 矢量 场 下 的 势 函 数 , 即 

F) = gradu 

注意 :有 时 把 v= 一 4 也 称 为 F 的 势 函 数 ,如 在 电学 中 ,但 在 其 他 学 
科 中 . 一 般 把 x 称 为 下 的 势 函数 . 

有 势 场 的 的 势 函 数 不 是 唯一 的 , 若 4 为 的 一 个 势 函数 , 则 下 的 全 
体 势 函 数 为 4 十 c, 其 中 < 为 任意 常数 . 

(2) 无 旋 场 

若 矢量 场 F(z,y*z) 的 旋 度 恒 为 零 矢量 , 即 rotF 三 0, 则 称 下 为 无 旋 
场 . 

(3) 保守 场 

设 有 矢量 场 F(z,y,z) ,ec 为 场 中 一 条 以 Po 为 起 点 ,P 为 终点 的 曲线 ， 
车 曲线 积分 | “dr 只 与 起 点 P。 和 终点 P 有 关 , 而 与 路 径 无 关 , 则 下 称 
为 保守 场 . 
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设 了 是 空间 的 线 单 连 域 ( 对 于 空间 区 域 了 上 内 的 任意 简单 闭 曲 线 c， 
都 可 以 作出 一 个 以 为 边界 且 全 部 位 于 V 内 的 曲面 >) , 则 称 区 域 『 为 
线 单 连 域 ) ,下 面 五 个 命题 等 价 : 

1) F 为 无 旋 场 ; 

2) F 为 保守 场 ; 

3) 中 .ar 一 0, 其中。 为 场 中 任意 自身 不 相交 的 光滑 闭 曲线 ， 

4) 王 为 有 势 场 ; 

5) 表达 式 F .dr = Pdz 十 Qdy 十 Rdz 是 某 个 单 值 函数 的 全 微分 . 

设 王 为 有 势 场 , 则 势 函 数 "为 

au(zygyyz) 一 [ P(z,gyoyzo)dz 十 how 十 aero 


(4) 管 量 场 

在 面 单 连 域 中 , 若 矢量 场 F(z,y,z) 的 散 度 恒 为 零 , 即 divF 二 0, 则 
称 矢量 场 为 管 量 场 , 亦 称 无 源 场 或 无 散场 . 

矢量 场 为 管 量 场 的 充 要 条 件 是 :F 为 另 一 个 和 失 量 A 的 旋 度 场 , 即 
下 二 rot4, 其 中 矢量 4 称 为 下 的 矢 势 量 . 

(5) 调和 场 

若 矢量 场 下 既是 有 势 场 ,又 为 管 量 场 , 即 焉 = gradu,divF = 0, 则 称 
玉 为 调和 场 . 

调和 场 的 势 函 数 4 满足 拉 普 斯 方程 Ax = 0. 


问题 与 解答 
1. 梯度 
9.3.1 求 场 4 二 十 2 十 32 十 zy 十 3z 一 2y 一 6z 在 
(1)0(0,0,0);(2)4(1,1,1);(3)B(2,0,1) 诸 点 梯度 的 大 小 和 方向 ,在 


场 内 怎样 的 点 上 ,梯度 等 于 零 ? 
解 于 一 2 十 y 十 3， Ei 
《1) 在 0(0,0,0) 点 ,有 


Bradu 一 3i — 2j — 6k, |gradu| 一 7. 
方向 :co 一 子 ， cosp 一 一 子 ， coay -一 人. Gt 
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(2) 在 4(1,1,1) 点 ,有 


gradu = 6i 二 3j, lgradu| =3 W 5 ， 
2 1 

方向 :cosa 一 ya cos = ya cosy = 0. 
(3) 在 B(2,0,1) 点 ,有 

gradx 一 7i，|gradu| 二 7, 方向 :cosa 二 1 ,cosf = cosy 二 0. 
一 般 地 ,有 
lgradu| = VY (2z+y 二 3)? 十 (入 十 z 一 2)? 十 (6z 一 6)’， 

要 |gradu| 二 0, 只 须 


2r 十 y 十 3 二 0， 
{tee 
6z—6= 0. 


解 之 ,得 z= 一 2,y = 1,z = 1. 即 在 点 (一 2,1,1) 处 梯度 为 零 . 

9. 3.2 在 空间 ozyz 中 的 娜 些 点 , 场 u = z! 十 十 小 一 3zyz 的 梯 
度 ,(1) 垂直 于 oz 轴 ;(2) 平行 于 oz 轴 ;(3) 等 于 零 ? 

解 gradx = 3(z: 一 yz)i+ 3(y: — z2)j + 3(2 — ry)k. 

(1) 当 且 仅 当 梯度 在 oz 轴 上 的 投影 等 于 0 时 ,梯度 垂直 于 oz 轴 , 故 
当 妇 二 zy 时 gradu 垂 于 oz 轴 . 

(2) 当 且 仅 当 梯度 在 oz 轴 和 oy 轴 上 的 投影 都 等 于 零 时 ,梯度 平行 
于 oz 轴 , 故 当 衬 一 好 和 妨 一 zz 同时 成 立时 , 即 当 = 一 y 一 0 或 zx 一 一 
z 时 ,gradu 平行 于 oz 轴 . 

(3) 当空 一 g2, 久 一 zz; 好 一 坊 同 时 成 立时 , 即 当 z 一 一 z 时 ,gradu 


= 0. 由 
9. 3.3 证 明 :8gradx 为 常 向 量 的 充 要 条 件 是 4 为 线性 函数 
4 二 az 十 by 十 cz 十 dla.b.cvd 均 为 常数 ). 


证 必要 性 设 
gradu 一 人 i 十 六 十 束 一 本 十 本 十 地 ， 
则 有 美美 一 hb 全 一。 


由 名 一“ 得 w= ar 十 p(y,z)， 


又 由 全 一 一 生得 ?Ga 一 急 十 Wa， 
一 0 一 
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再 由 # = oz 十 妇 十 和 (2), 有 沟 二 风 () 一 故 
#%(z) 二 cz 十 4d (d 为 常数 ). 
所 以 x = az 十 妈 十 oz 十 d (a.b.c.d 均 为 常数 ). 
充分 性 显然 . 
9.3.4 已 知 数量 场 = In 十， 其 中 
+ 二 V(r 一 q)? 十 (9 一 5)? 十 (z 一 co), 在 空间 ozyz 中 的 哪些 点 ,等 式 
|gradu| 二 1 成 立 ? 


解 mz-a mm y—b % 2 一 C 
El 72 ”四 72 ”加 Ed 
6 


2 
a 
于 是 , lgradu| = 和/ (法) (全 ”*+ (Ca 
= Ns 一 ?+ (y—6)?+ (2z—c)’]= 十. 


当 且 仅 当 7 一 1 时 |gradx| = 1, 即 在 以 点 (a,5,c) 为 中 心 ,半径 等 于 
1 的 球面 上 ,|gradu| = 1. 


9. 3.5 。 求 数量 场 v 一 二 (z: 一 六) 的 等 值 线 . 
解 场 的 等 值 线 方程 为 
于 Ge 一 = cv(c 为 常数 ) 
即 等 值 线 除 c= 二 0 时 为 两 条 直线 外 ,其 余 都 是 以 oz 轴 为 实 轴 的 等 轴 双 曲 


9. 3.6 求 数量 场 x = arcsin 的 等 值 面 . 
解 ” 场 的 等 值 面 方程 为 


arcsin 


2 rs 
即 有 2 二 (z? 十 好 )sinze，(c 为 任意 常数 ). 这 是 顶点 在 坐标 原点 的 -- 簇 圆 
锥 面 . 
9.3.7 ” 作 数 量 场 
w= V 于 十 护 十 (2 十 93 十 Viry+ tz— 8 
的 等 值 面 , 求 通过 点 M(9,12,28) 的 等 值 面 ,在 域 空 十 所 十 2 入 36 内 ， 
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maxu 等 于 什么 ? 
解 ”等 值 面 的 方程 是 


TZ 十 玉 十 (2 十 8)? 十 Vz 十 六 十 (2 一 8)? 二 cc， 


移 项 得 
c— Vz 十 久 十 (z 一 8 一 Vr 十 (z 十 8) 
两 边 平方 并 化 简 , 得 
o 一 32z 一 2c Vr + (2— 8). 
两 边 再 平方 并 化 简 , 即 得 等 值 面 方程 为 


由 于 的 最 小 值 为 16, 故 c 二 16. 当 c> 16 时 ,这 是 一 个 绕 oz 轴 旋 
转 的 旋转 面 ; 当 = 16 时 , 它 退缩 为 线段 + 二 y= 0, 一 8 委 z 委 8. 
把 z = 9,y = 12,z= 28 代入 等 值 面 方程 ,得 
900 3136 _ 1 
c2 一 256 @ 
解 之 得 c: = 4096. 所 以 ,过 点 M 的 等 值 面 方程 为 
Eine oO 
560 二 1024 
在 域 x 十 六 十 忆 过 36 内 ,由 于 
4 二 Vr 十 加 十 妥 十 16z 十 64 十 Vz 十 六 十 有 2 一 16z 十 64 
二 Y100 十 16z 十 YV100 一 16z，(0 委 2z 乏 6)， 
故 函数 f(z) = W100 十 16z 十 V100 二 16z 在 [0,6] 上 的 最 大 值 即 为 
4 的 最 大 值 ,但 是 
f(z) = 8( 


1, 


1 1 
v100++ 16z v100— 16z 
故 f(z) 在 [0,6] 上 是 严格 减 函数 ,从 而 
max. f(z) = f(0) = 20， 


)<<0,(0<z 和 6)， 


因此 , maxu 一 20. 
9. 3.8 求 场 i 在 点 4(1,2,2) 及 B( 一 3,1,0) 的 梯 
度 之 间 的 夹 角 p. 


Pr 
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om 二 2 一 zi 矶 一 2zy 
解 a (++a) 为 (++ a) 

a _ 2zz 

加 (到 十 多 十 区 地 


在 4(1,2,2)、B( 一 3,1,0) 点 的 梯度 分 别 为 
学 1 4 2 ， , 
gradu( A) = a1: a1i BT gradu( B) 265i — B07 


gradu( A) » gradu( B) 405 8 
于 是 cosp 一 Tred tA) Tera Hl De 
9 10 
9. 3.9” 已 知 数 1 = 一 一 一 , 作出 该 场 的 等 值 面 和 梯 
人 


度 的 等 模 面 . 
在 域 1 < z<< 2 内 , 求 infu,supu,inf|gradu| ,sup|gradu| 
解 ” 场 的 等 值 面 是 


2 


cD; 

V 环 十 六 十 于 
“一 0 时 ,得 二 一 和 一 一 一 0, 这 是 zoy 平面 但 需 除 去 坐标 原 
当时 ,得 oy 平面 但 需 除去 坐标 


点 .当天 0 时 ,等 值 面 的 方程 化 为 了 十 六 一 二 (1 一 c9 世 


由 此 可 见 , 当 一 1< < 1 (ec 天 0) 时 ,等 值 面 是 圆锥 面 , 当 c 一 
士 1 时 ,等 值 面 是 oz 轴 但 需 除去 原点 . 又 
gu ZIZ om Y2 
EE (z+ 十 2) oy (T+ 十 2) 
2 十 护 
(十 并 十 252 
Mr 
故 有 leradz| 一 志和 


等 模 面 的 方程 为 元 4 击 且 一-， (天 0). 


这 是 一 个 以 oz 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 . 令 y = 0, 得 
z 一 or? 十 oz, 或 G4 一 去 ”+#== 直 '( 关 0)， 
这 是 ozz 面 上 的 图 ,因此 梯度 的 等 模 面 吓 一 个 次 转圈 环 . 
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当 ] < 之 z<2 时 ,显然 有 0<u 二 1; 目 当 z 二 y 一 
而 当空 十 好 充分 大 时 zx 可 任意 小 , 故 


立时 旋 二 1 


又 由 于 | 


最 后 , 若 令 V 空 十 所 一 > (7 之 0), 则 |gradu| = 


inf # = 0, sup «= 1. 
1<xz<2 1<z<2 


gradu| 之 0, 且 当 z 一 一 0 时 ,|gradz| = 0, 故 
inf |gradu| = 0. 


了 
7 十 2 


由 不 等 式 2lab| 委 至 十 中 有 


1 1 


|gradu| = Wy Si CL Ys 


从 而 ， sup 
9.3.10 


元 十 到 全 2 引 z 2z 
lgradu| = 到 
求证 :标量 场 2(z,y,z) 的 梯度 是 与 曲面 BC(z,y,z) = c(e 


为 常量 ) 垂直 的 向 量 场 . 


证 0(z 


py2) 在 点 M(z,y,z) 的 梯度 为 
3 邓 ，， 
grad® 一 x 十 Ex 人 EA 
a0 和 8 PD 


它 的 三 个 分 量 元 , 翅 , 画 恰好 是 曲面 2(z,y,z) 一 “在 对 点 的 法 线 的 方 
向 数 , 故 所 求 得 证 . 


9. 3. 11 


求证 下 面 公式 : 


(1) grad(w 十 c) 一 gradu (ec 为 常数 )， 
(2) grad(cu) 一 c gradu (c 为 常数 )， 
(3) grad(u + v) = gradu 十 gradv; 
(4) grad(uv) = vgradu 十 ugradv; 

(5) grad(a2) = 2ugradu; 


(6) gradf(u) = fi (u)gradu. 
: ae 十 c), ， au 十 c，， au 十 ec) 
证 (1) grad(z 十 c) 去 十 轴 了 十 让 k 
一 作证 仿 j 十 全 k= gradu. 
Am), | Nou), ,9 
(2) grad(cu) = 2 十 2 直 Ee 
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(3) grad(u + 0) = 2 二 1 十 2 2 下 2 ») 
一 (六 十 儒 + 全) 十 (2 十 到 十 主旨 
= gradu 十 gradv. 
(4) grad(uv) = 多 十 2 十 2 
十 w 妆 i 十 十 w 他 十 时 十 w 全 )k 


= vgradu 十 ugradv. 
(5) 由 (4) 式 得 
grad(w’) = ugradu 十 ugradu 一 2ugradu. 


(6) gradf(u) 一 i+ + 下 A 
= f(u) 5 十 了 GD 各 十 了 (0 全 
= f (nu)gradn. 


9. 3. 12 
(3) grad ,C4) Bradf(r). 


多 
其 中 一 于 十 好 十 不 


(2) gradr? = 2rgradr 一 27 。 lr = 2r. 


i 1 
(3) grad i ( F )'gradr = 7 3 


(4) gradf(r) = fr (7)gradr 一 LD,. 


9.3.13 证 明 公 式 gradf(u,v) 一 eradu 十 Hgrads. 
证 由 于 
Sf (u,v) 过 二, 主 寺 得 。 史 
3 EE 
YD) _ 人 FF 
% wy 站 


一 55 一 


已 知 7 = VP 十 六 十 及， 求 (1) gradr,(2) gradr?， 


Pr A 事 盖 
解 (1) gradr = 天 十 了 十 ETi+t 了 了 十 了 一 了 
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Hw) Ff, 
四 这 


故 有 gradf(usv) = 地 (2 十 末 Eh 人 kh) 十 于 (人 + 名 i + 多) 


= So 小 Sows 


9.3.14 求 场 4 一 素 十 其 十 所 在 已 知 点 MMGz,y,z) 沿 此 点 的 向 
径 ~ 方向 的 导数 . 在 什么 情况 下 ， 该 导 数 等 于 榜 度 的 大 小 ? 
解法 1 cosa 十 eosp 十 cosy. 


其 中 cosa 二 二 ,cosp 一 过 ,cosy 一 二 一 Vz 十 六 十 妇 于 是 


又 lgradu| = 2 互 十 靳 十 乞 - 
z 加 
要 |sradu| = 各 ,只 要 兰 一 A/ 瑟 十 划 十 亏 ， 


即 当 la| = 16| = |e| 时 ,方向 导数 等 于 梯度 的 大 小 . 
解法 2 当 向 径 一 于 十 好 十 鸡 的 方向 与 梯度 


gradu = 2( i + 走 i 中 二 多 
的 方向 一 致 时 , 沿 此 点 的 向 径 的 入 向 导数 将 等 于 棉 度 的 大 小 由 此 必 
须 有 


au | 2 
eh 即 lal = 15| = cl. 
a’ by Ea 


9.3.15 求 场 4 一 十 (其 中 + 一 V2 十 六 十 友 ) 在 方向 


tcosa,cosB,cosy) 上 的 导数 . 
在 什么 情况 下 ,此 导数 等 于 零 ? 


和 TT 矶 yy A Zz 

解 ” 革 = 一 言 , 党 ~ 一 襄 , 妨 一 一 二 ,于 是 ， 
= 二 二 ge 一 过 e008p 一 沁 
HR reso rcosp Tosy 
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坊 [ 王 cosa 十 了 cosp 十 和 cosy] 
一 二 [eosr,z)eosa 十 cos(r,y)cosp 十 cos(r,z)cosy] 


= 一 二 cos(r,D) = 0. 


要 党 二 0, 只 要 cos(r,0) = 0, 即 (|r 故 当 方向 (与 + 垂直 时 ， 
一 0. 


9. 3.16 求 场 u 二 u(z,y,z) 在 场 二 v(z,y,z) 的 梯度 方向 上 的 导 
数 . 在 怎样 的 情况 下 ,此 导数 等 于 零 ? 
解 radv 一 他 i 十 多 j 十 k 
一 |gradv| (cosi 十 cospj 十 cosyk)， 
其 中 cos 和 ,cosp,cosy 是 grad 的 方向 余弦 . 
如 果 用 ! 表 示 方 向 {cos4,cosu,cosy} , 则 
Bu E19 四 E23 
+ Resy 


1 jaw mm 
[el 垃 证 二 二 和 和) 


当 gradu 与 gradv 垂直 时 ,党 一 0. 


gradu 、gradz 
|gradv | 


2. 通 量 
9.3.17 由 矢 径 rr 一 一 十 好 十 欢 构 成 的 向 量 场 中 ,有 一 圆锥 面 
如 十 六 三 如 及 平面 z= 二 H(H > 0) 所 围 成 的 封闭 曲面 s, 试 求 从 s 内 容 
出 的 通 量 @. 


解 ”用 s 表 示 曲 面 s 的 平面 部 分 ,s; 表 示 其 锥 面部 分 , 则 


o= fr- ee ee nds, 


其 中 | rnds= we 十 ydrdz 十 zdzrdy = J um 


= ea a. 
为 5 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 
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在 sw 上 irLn 故 |‖- nu 一 0 所 以 


o= fr n= an. 


9. 3.18 ” 设 流速 吕 一 ya 十 zzj 十 zyk, 求 流体 的 流量 : 
(1) 穿 过 圆柱 开 十 交 过 (0 过 z 过 有 的 侧 表面 
(2) 穿 过 该 圆柱 的 全 表面. 
解 (1) 9,= 人 an 十 zzdzdz 十 zydzdy, 
之 
其 中 》) 为 圆柱 好 十 录 委 于 (0 入 z 坟 用 的 侧 表面 . >) 在 zoy 平面 上 
的 投影 区 域 为 一 圆周 ,其 面积 为 零 , 故 I zydrdy = 0; 


又 》) 可 分 为 >), 和), 两 部 分 , > ,为 z= 二 v 吧 一 六 的 前 侧 ， 
5, 为 := 一 V 昱 一 所 的 后 侧 , >) 在 yoz 平面 上 的 投影 区 域 为 Du， 
故 


人 ae 一 人 yzdydz 十 人 yzdydz 一 人 an 过 中 yzdydz = 0. 
2 Dy De 


之 1 


同 理 可 得 [| =r = 0. 于 是 有 9 = 0. 
> 


(2) 用 了 ,表示 平面 + 二 0 的 下 侧 , 》), 表示 平面 :一 4 的 上 侧 , 则 
了 + ,+ 了 ,表示 圆柱 的 全 表面. 由 


1 yzdydz + zzdzdz 十 zydzdy = 0 十 0 一 和 saw 


Zs 2 
和 J yzdydz + zzdzdz 十 zydrdy 一 0 十 0 十 ll zydzrdy 
之 Dy 


4 
以 及 (1) 的 结果 ,可 以 得 出 
yzdydz 十 zzdzdz 十 zydrdy 一 0. 

忆 + 忆 3+ 了 4 i; 2 


一 本 到 一 
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即 穿 过 圆柱 全 表面 的 流量 等 于 零 . 
9. 3.19 求 向 径 ~ 穿 过 曲面 z> 王 1 一 Yt 十 ¥ (0 三 z 过 1) 的 
流量 . 
解 设 s 为 锥 面 z 一 1 一 VY# 十 ,0 过 z 坟 1, 并 取 上 侧 , 则 流 
量 
Q= 中 zdydz 十 ydzdz 十 zdzdy. 


添加 平面 贺 域 十 二 1 作为 s, 并 取 下 侧 , 则 s 和 ss: 组 成 封闭 曲 
面 * 并 取 外 侧 ,由 奥 一 高 公式 ,得 
@= J zdydz + ydzdz + zdzdy 一 J zdydz + ydzdz 十 zdzdy 
= Na 十 ydzdz 十 zdzdy J dzdydz = 3 。 开业 1 和 
9. 3. 20 ” 求 向 量 下 一 次 十 才 十 下 穿 过 由 诸 平面 z 一 0,y= 0,z 
二 0,z 十 y 十 z 二 a (a 之 0) 所 包围 的 四 面体 的 全 表面 的 流量 ,并 利用 
一 高 公式 验证 所 得 结果 . 
解 ” 设 由 平面 z= 0,y = 0,z= 0,z 十 y 十 z 二 a 所 围 成 的 四 面体 
的 表面 为 ,并 取 s 的 外 侧 作 为 正 侧 . 又 设 四 面体 的 各 表面 依次 为 s1,s， 
53,541, 则 穿 过 s 的 流量 为 


Q= | ydydz 十 zdzdz + zdrdy. 


由 对 称 性 知 
= o=s xdzrdy 一 “| zdzdy 十 J zdzrdy 十 J zdzrdy 十 J zdzdy). 


由 于 s 和 s: 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 的 面积 为 零 ， 故 


人 mw 一 1 zdzdy = 0. 


PA “2 


及 [ae 一 一 人 zdrdy, 人 rw 一 人 zdrdy, 
3 


3 
测 以 上 结果 可 得 


十 
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@= [| yes + sanas + sariy = 0. 
用 奥 一 高 公式 来 验证 这 个 结果 ， 
0 = yay + slats + stvay 用 过 + 每 + 语 eaw 0. 


9. 3. 21 求 向 量 勾 一 :十 可 十 -7 穿 过 由 “一 V7 
Es 


z 三 1 及 z 二 2 所 围 成 图 台 的 外 侧面 (不 包括 上 、 下 底 ) 的 流量 . 
解 ” 设 贺 台 外 侧面 为 :, 上 底面 为 s, 下 底面 为 s,s, 取 上 侧 ,s: 取 下 
侧 . 圆 台 的 全 表面 的 外 侧 为 ,所 围 成 的 区 域 为 0, 则 所 求 的 流量 为 


o= [a= | cmet op +t A yp)ds 
-和 于 


4- ds = ft Ti 


sa = 时 一 rdrdbdz 一 2rez， 


和 
由 


2 [2 
一 -下 faree = 4mez， 


A 
VE 


HP2<4 


人 e 
A .ds 一 dzdy dzdy 
一 一 六 far =— 2me. 
故 = 2re: 一 4re: 十 2re 一 2xe(1 一 e). 
9.3.22 求 向 量 r= 二 看 十 六 十 欢 的 流量 : 
(1) 穿 过 图 锥 形 志 十 三 (0 过 z 壹 的 侧 表 面 ， 
(2) 穿 过 此 圆锥 形 的 底 . 
解法 1 (1) 记 图 锥 面 * 十 二 (0 过 z 莹 有) 为 忆 ,, 则 流向 忆 ， 
外 俩 的 流量 为 
一 村 880 一 
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mi = ‖ -… ar, 其 中 为 六 ,上 向 外 侧 的 单位 法 向 量 . 
Za 
交 ， 的 方程 可 写 为 
F(z,y,2) 一 22 十 护 一 好 一 0， 
故 
(可 ,加 ,于 ) = (2z,2y, 一 22) 为 指向 2 ,外侧 的 一 个 法 向 量 ,于 
是 单位 法 向 量 


n 
故 有 
Wd H+. 
VP 十 六 十 用 
二 和 一 z 三 0, 所 以 @ 一 0， 


解法 2 设 》), 为 满足 方程 x 十 六 = (0 过 z 过 及 ) 的 指定 侧 为 外 
侧 的 有 向 曲面 , 则 流量 为 
b= [I zdydz + ydzdz 十 zdzdy. 
> 
设 > ) ,在 三 个 坐标 面 上 的 投影 区 域 分 别 为 Dw,Dr,D, 则 
fT zdydz 】 A ~ yidydz 站 V2 — ydydz 


2 


zx y ed 


{ ， ， } 
MR 十 玉 十 避 VT 十 六 十 2 VT 十 六 十 妥 


-6 Si 全 Vz 二 7 一 于 mi 
Dr 


同样 可 以 求 得 
a | VF fddz = 寺 nh 


J ] Vr + way =—[ | rdr = — Ze, 


因此 @, = + J Sr 0.. 
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(2) 设 > ,, 为 圆锥 形 的 底 ,上 指定 侧 为 上 侧 ,在 > \, 上 ,= 一心 > \， 
在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 为 Du, 则 穿 过 > ', 的 流量 为 
一 ee nt 


9. 3.23 ” 设 流速 二 “ay 十 yzj * zzk, 求 流体 穿 过 球面 z 十 六 十 
zz 二 1 在 第 一 卦 限 部 分 的 流量 0 
解 6= | save: 十 yzdzdr 十 zzdzdy. 
之 
先 计算 】 2rdrdy, 


:z= V1 一 z* 一 y, 它 在 zoy 平 面 上 的 投影 区 域 为 D:z? 十 过 
1,z 之 0,y 之 0. 所 以 

[= = | M1l— zr — ydrdy 

Db 


= fe freoso V1 一 m2 .rdr 一 苦 . 

类 似 地 可 以 算出 

和 san 一 人 ea 一 而 

之 之 
故 0 一 各 "3 一 训 

9.3.24 设 x(z,y) 和 wv 二 v(z,y) 为 液体 的 速度 分 量 , 求 在 单位 时 
闻 内 流 过 以 围 线 e 为 界 的 域 ;的 液体 的 量 ( 即 液体 流出 量 与 流入 量 的 
差 ), 若 液体 不 能 压缩 且 在 域内 没有 源 和 洞 , 则 函数 x 和 +。 满足 怎样 的 
方程 式 ? 

解 ” 设 液体 的 速度 为 w, 则 w== 克 十 zj, 又 ds 二 dx i 十 dy*，j， 
于 是 ,所 求 的 液体 量 

Q= 中 “nds= $ Lucos(n,z) + vsin(n,z) ]ds 


Puy — var J& (过 十 名 as， 
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其 中 表示 曲线 c 的 外 法 线 上 的 单位 向 量 ,并 且 此 处 已 假定 流体 
的 面 密 度 等 于 1, 若 液体 是 不 可 压缩 的 , 且 在 域 s 内 没有 源 和 润 , 则 液体 
流出 量 与 5 流入 量 的 差 9 应 等 于 零 ， 即 


全 (Et drdy 一 一 0， 
又 由 于 对 任意 围 线 c, 上述 结果 均 成 立 ,于 是 ,连续 函数 wz 应 满足 方程 
mh Do 
t+ 
9.3.25 设 向 量 场 A = (1 十 z)p(z)i 十 2zyp(z)j 一 3zk,， 其 中 
%(z) 是 可 微 画 数 , 且 pC0) 一 0, 求 函数 w(z) ,使 通 量 @ 有 | .ds 只 
ee 
依赖 于 闭 曲线 ,其 中 3) 是 张 在 空间 闭 曲 线 c 上 的 光滑 曲面. 
解 ”在 闭 曲 线 c 上 任意 作 两 个 光滑 曲面 》), 和 3》),, 只 要 确定 


9(7z), 使 
I 3 nds 


即 可 ， 其 中 法 线 吕 指 向 同 - - 侧 , 为 此 ， 只 要 使 通过 曲线 。 的 任 一 闭 曲面 
5S) 上 的 通 量 为 零 . 即 fa: nds 二 0, 亦 即 divA = 0. 因为 


divA = A 十 zgp(z)] 十 高 [2zyp(z)] 十 马 (- 32) 


= 4zp(z) 十 (1 十 z)g'(z) 一 3 一 0， 
(z+ 3) (z+ 3) 
又 p00), 故 可 求 得 p(z) 和 ps ) 一 定 于 B77 时 ,0 值 只 
依赖 于 闭 曲线 c, 此 时 ， 
z(2 十 3)，，2z2y(z2: 十 3), 


A=TTT tt D1 
2 z(z 十 3) 2zzy(z: 十 3) 
外 一 由 nds 一 I 到 二 1 dydz 十 (CE 十 15 dzdr 一 32drdy. 
3， 散 度 
9.3.26 证明: 
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(1) div(a 十 = diva 十 divb， 

(2) div(ac) 二 c.gradu (c 为 常 向 量 ,u 为 数量 ) 

(3) div (wa) = udiva 十 agradu. 

证 (1) 设 a== qi 十 qj 十 ok, b= 二 bi 十 bj 十 bk， 则 


div(a +b) = 这 十 B) 十 二 十 加 十 过 (十 加 


全 + 各 十 多 = 十 又 十 到 十 到 = diva 二 divb， 
(2) 设 c= oa 4 oj 十 c 到 ,其 中 case 是 常数 则 


div (we) 二 她 (esD 十 EXC 十 去 (oa 


二 
tayt+er=-° Bradu. 


(3) div (wa) = 证 (a + 地 oo 本 Ea 


所 | 和 
二 u( 儿 EE 负 ) 二 4 主 Er 
= udiva + a * gradwu. 


9.3.27 求 div(gradu). 


a 
解 gradx = 3 二 Wit Ew 故 
divCgradu) = div(ai + Ei 


2 Ci 
E52 译 (区 /一 大 二 守 ++ 守 = 人 
9.3. 28 求 div[gradf(7), 其 中 + = Vz 十 六 十 己 . 在 什么 情况 
F,div[gradf(r)] = 


解 ”因为 gradf(r) 一 了 (>)gradr = P(r) .并 , 故 
es = [70] 十 如 [ 芋 PrD] 十 训 [ 二 PCD] 


2 3 一 二 和 
frr)( 瑟 十 扫 十 二 ) P+) 


一 了 () 十 全 7 (7). 
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要 div[gradf(r)] = 0, 只 要 也 (r) 十 之 P(r) 一 0. 把 该 方程 改写 成 
rf"(r) 十 2f (7) 一 0， 

或 [rfr(r) 十 也 (r)] 十 了 (r) 一 0. 

积分 之 ,得 ”rp (>) 十 f(r) 二 。,(c 为 常数 ). 

再 积分 ,得 rf(r) = or 十 cv (ci 为 常数 ). 


故 当 fr) = “十 全 时 ,div[gradf(r)] 一 0. 
9.3. 29 计算;(1) divr;(2) div 工 ;(3) div[f(r)c]，e 为 常 向 量 . 
解 (Dadivr= 衬 十 熏 十 至 一 3， 


Ey 
r FR 2 站 六 
(2) dv 开 一 最 ( 卫 ) 十 部 (上 十 训 信 ) 
yy 2 i 1 
一 (十 一 瑟 ) 十 ( 士 一 若 ) 十 (十 一 所 ) 
ea he 
了 73 7 
(3) div[f(r)c] = ceradf(r) = e+ fn) + = {De r). 


9.3.30 求 div[f(r)r], 在 什么 情况 下 ， 该 向 量 的 散 度 为 过 ? 
解 div[f(r)r] = fr)divr +r: pe 


= 3f(r)+r*f(r) = 3f(r) + rf (7). 


要 div[f(r)r] = 0, 只 要 3f(r) 十 rp (r) = 0, 即 相 一 一 卫 . 积 分 之 ， 


得 fr) 一 厨 ,Ce 为 常数 ), 故 当 fr) 一 到 时 ,div[fCr) 中 一 0， 


9.3.31 求 由 引力 中 心 的 有 限 系统 所 产生 的 动力 场 的 散 度 . 
解 ” 设 引力 中 心 位 于 点 M(z,y,z), 具 有 质量 m, 它 吸引 着 坐标 为 
Mi(zpgiyz)G 二 1,…,n) 的 za 个 质量 分 别 为 mi(i 一 1,…,n) 的 质点 , 则 


引力 场 为 下 一 De Li 5 全 ,其 中 上 是 引力 常数 ,r 是 由 点 Mi(zys2) 引 
向 点 W 的 向 量 ， 出 


divF = tm > m[2 + EA + 如 
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2 
Ee > m[ 访 3(z 到 zi) 3(y = 驴 )2 ee- 3 ]=0. 


9. 3. 32 质点 pz 以 一 a 
旋转 , 求 速度 向 量 ”和 加 速度 向 量 a 的 散 度 . 
解 设 向 径 r~ 一 一 十 好 十 决 , 则 


"=@Xr= wkX (zi 二 下 十 奖 ) = 一 wi 二 wrj, 
其 中 。 = |e|, 所 以 
divm EA wy) 十 加 (7) 十 如 (0) = 0 
又 因为 a 二 加 二 各 (一 oyi 十 ooj) 一 一。 归 i 十 时 i 
且 至 -ww= 一 岂 , 琢 =w= or， 


所 以 aa 一 一 oz(zi 十 yj). 
从 而 diva 一 一 ozdiv(zi 十 yj) 一 一 2ow2. 


4. 环 量 

9.3.33 求 向 量 场 4 一 一 下 十 七 十 ce (ec 为 常数 ) 沿 圆周 z? 十 产 
二 R?,z 二 0 的 环 量 . 

解 ” 环 量 T= 中 4 由 = 中 一 gt 十 zy 十 ode. 因 周 本 十 六 二 


尼 ,z 二 0 的 参数 方程 为 
= PRcosg,y = Rsing,z = 0, 


于 是 T= Lessing + Rcos'g 十 c «040 = 2xRe. 
9. 3.34 ” 求 向 量 下 二 一 冰 十 熙 十 吸 ,(e 为 常数 ) 的 环 量 ， 
(1) 沿 贺 周 z 十 六 = 1, z= 0; 
(2) 沿 圆周 (z 一 2)? 十 六 = 二 1, z= 0;- 
解 (1) 环 量 修 = 中 Fw- 中 一 二 zy 十 cts, 其中。 的 参 
数 方程 为 
r= cost, y= sint, z= 0 (0 <t< 27). 


故 有 
ye > 
r= [C— sint) (~— sint) + cost ， coll = [od = 28. 
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(2) 环 量 了 二 中 一 yr 十 zdy 十 cle, 其中。 的 参数 方程 为 
z= 2 二 cost,y = sint,z = 0(0 < t < 27). 
故 = em 十 (2 十 cost)cost]dt 一 Fa + 2cost)dt = 27. 


9. 3.35 求 向 量 F = grad(arctg 过) 沿 着 围 线 e 的 环 量 : 
(1) “不 围绕 oz 轴 ; a ed 


9 y 
解 F = grad(arctg 一 元 arctg i 十 Darete zi, 


9 
故 T= 中 Fw y+ We ay 


= acarets 二 ) = 0l|. 

(1) 当 曲 线 c 不 围绕 oz 轴 时 ,曲线 上 的 点 绕 c 一 周 时 ,9 值 没有 变化 ， 
故 得 T= 0. 

(2) 当 曲 线 。 按 右手 系 围绕 oz 轴 转 a 圈 时 ,由 于 曲线 上 的 点 每 绕 c 
一 周 ,9 增加 2x, 故 得 二 2nx. 

9.3.36 求 向 量 场 4 一 五 十 节 十 猴 沿 闭 曲线 ec: 

(= 1): 十 (9 一 1): 一 1， 
2z 十 2 一 1 一 >z 

正 向 的 环 量 以 及 A 在 任 一 点 处 的 最 大 环 量 密度 和 取得 最 大 环流 密度 


的 方向 
7 中 "ds 一 fe 


解 ” 环 量 
其 中 》) 为 平面 2z 十 2y 一 1 一 oN 的 分， 为 的 单位 法 向 
量 , 即 


= 2 
i 2 十 a 
V+2+r 3 3 3 


而 rotA = 二 i 十 j 十 k, 于 是 
"= re 人 1)ds 一 一 Ma 
2 人 
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一 一 ol dzdy 一 一 3 
Dy 


A 在 任意 一 点 的 最 大 环 量 密度 为 |rotA| = V3 ,取得 最 大 环 量 密 
度 方向 的 方向 余弦 为 


1 1 
cosa 一 cos 一 cosy v 
5. 旋 度 
9.3.37 证 明 
(1) rot(a 十 b) = rota 十 roth; 
(2) rot(ua) = urota 十 gradu X a. 
证 (1) 设 a= oi 十 mj 十 ak,b 二 bi 十 bj 十 bk, 则 有 
了 了 


i k 
9 9 9 
rot(a 十 一 | 去 E3 志 
a 二 Tb oy 二 hb ab, 
i jj k i jj 大 
-|aa3al+|a 223 
EE EE 
om a a @ oo 6 
= rota 十 rotb. 
9 0w) -， 史 | 红 
(2) 由 如 (ww) 二 w 砚 十 训 ?* 有 
i ij k 
9 9 9 
rot(xa) 一 | 去 EE 
Ua: aus Wa: 
i ij k i 了 kk 
-| aa 9 9a a a 
a 外 多 中 外 此 
Ga a a Or 0 Ga 


= urota 十 gradu X a. 
故 rot[c X f(r)r] = 2f(r)c 十 [cr “Tec— (rec) 。r]. 
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9. 3.38 求 (l)rotr; (2)rot[f(r)r]; (3)rotcf (7r); 
(4)rot[c X fr)r],(c 为 定向 量 )- 

解 (1) 由 r= 有 i 十 六 十 淆 得 

EE , 


rotr = = 0. 


N 入 |w 


0 3 
a % 
rz y 


(2) rot[f(r)r] = f(r)rotr + gradf(r) Xr 一 0 十 fr Xr= 0. 


(3) rotcf(r) = flr)rote + eradf(r) X e — Lr x e). 


(4) rot[c X f(r)r] = f(r)rot(c X r) + gradf(r) X (c X 7), 
但 是 


i j 到 

二 了 jo. 
E3 Ey E33 

2— cy cz 一 cz cg— os 

一 2(ci 十 cjj 十 c 炎 ) 一 2c. 


gradf(r) X《c X r) = x (c X (7r) 


rot(c X r) 一 


一 ro *r)c 一 (r。c)r]. 
9. 3.39 求 (1)rot(grada);(2)div(rota). 
解 (1) 如 果 w 具 有 对 z.y、z 的 二 阶 连续 混合 偏 导 数 , 则 它们 与 求 
导 次 序 无 关 , 故 有 


i j k 
AA 
rot(gradu) = |a WW 3z 
Qa dh 由 
EE 
(部 一 有 + ( 疙 要)+ 要 有 0. 


(2) 假定 oa 具有 对 z.y、z 的 二 阶 连续 混合 偏 导 数 , 则 有 
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2 2 2 
EE 
divrota = 3 3 
EE 
ds dg 4 
9 oo: 9 ,mu: du 9 ,%, 
去 人 各 十 襄 ( 生 一 吕 ) 十 去 (名 2 


Pa Pa) Fa Fa | Fm _ Pa 0 
Wr Pa hoy aa ao Nk 
9. 3. 40 ”物体 以 一 定 的 角速度 围绕 轴 4cosa,cosp,cosy) 旋转 , 求 
速度 向 量 ”在 空间 的 点 M(z,y,z) 和 在 已 知 时 刻 的 旋 度 . 
解 由 v=w% 二 wxr 有 


VW = ur 十 oz 一 Oy by = 


Vo 十 Or 一 osz， 
Vs = Vs wey 一 Wz 
又 由 
WW , 
rotw 一 yy 有 一 2w， rony = 2w， rot = 2 . 
可 得 roro = 2o. 


这 说 明 ,在 刚体 旋转 的 线 速度 场 中 , 任 一 点 M 处 的 旋 度 ,除去 一 个 
常数 因子 外 ,恰好 等 于 刚体 旋转 的 角速度 . 

9. 3.41 证 明 :div(a X 5b) 一 5 。rota -— a* rotb. 

证 div(a X b) 


eh 名 (op. ab) 十 EA ob) + ECab, — ob,) 


,dh ao dh _ he 所 go 

be 忆 ) 十 ( 吉 EE Ed 
% 翅 E20 %, We. 
-oy 


= b* rota — a *« rotb. 


9.3.42 求证 :矢量 场 f(z,y,z) 的 旋 度 的 散 度 但 为 零 . 
证 设 FGz,y,z) 一 Fi 十 FG 十 Pk, 则 


ag: Of, QF: OF:), , oF, oF: 
HOD it+ (EE ER 
故 有 了 
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(PR: — Br) + IW WP:) 十 了 人 


9 gp, 
div(rotF) = EE 天 EE 区 (如 9 


6. 几 个 重要 的 场 

9. 3.43 试 证 :向 量 场 人 一 (2z 十 3 十 (4 十 z 十 22z) 十 (27 一 
2)k 是 有 势 场 ,而 B== (zy 十 六 )i 十 ziyj 十 & 不 是 有 势 场 ,并 求 一 数量 函 
数 u(z,y,z) ,使 A 二 gradu(z,y,2). 


证 因为 
i # k 
a 9 3 
rotA = 克 Ey Ea 0， 


2z 十 yy 4 十 z 十 2z 2y 一 2 
所 以 A 为 有 势 场 ,而 rotB = (2z 一 z 一 2y)& 关 0, 所 以 B 不 是 有 势 
场 . 
现 求 u(z,y,z), 使 A = gradu(z,y,z). 
方法 1 求 u(z,y,z), 使 
du = (2z + y)dr + (dy 二 z+ 22)dy + (2y 一 2)dz 
= (2zdz 十 dydy 一 zdz) + (gdz 十 rdy) + 2(zdy + ydz) 


一 dz 十 2 一 子 ) + d(zy) 十 2d(yz) 


=d(r+ 2y— 可 + zy + 2y2). 


所 以 ulz,y,2) 一 22 十 282 一 部 十 zy 十 2yz 

方法 2 因为 A 是 有 势 场 ,在 场 内 沿 曲 线 积分 与 路 径 无 关 ,所 以 
u(r,y,2) = > 十 fies 十 z)dy 十 [Ke 一 2)dz 

二 民 十 2 十 区 十 29z 一 全. 


2 
方法 3 有 势 场 必 存 在 函数 x(z,y,z) ,使 
du = (2z 二 y)dz + (dy 二 z+ 22)dy 二 (2y — 2)dz, 


A 和 由 _ 
即 Ee Zz 


于 是 ulz,y,z) 一 ez 十 可 4 一 蒜 十 对 十 oj 
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又 因为 Ei 
所 以 ”名 入 号 4 十 2z, 于 是 


加 = [Cy + 2 = 29 + 2 + eal), 
即 wz,y)2) = x? 十 zy 十 28 十 2yz 十 c2(2). 
但 是 ”全 =2y 十 cs(2) ==2y 一 2 


所 以 02(z) 一 一 z，cz(2z) 一 一 所 十 c， 


从 而 wx(z,yvz) 一 妇 2 十 2 十 2 姑 十 2gz 一 去 +c. 


9. 3.44 ”确定 下 列 向 量 场 是 否 为 保守 场 ? 若 是 , 则 求 其 势 函数 . 


(1) 下 一 (zz 一 gz23 十 za,3zz2 一 zy); 
(2) F = (yz(2z7 + y+ 2),z2(7 + 2y + 2) ,zy + yy 二 22)). 
解 (1)P=zz 一 y,0 = zy 二 #23, R= 3z2— zy 


芝 - 红 = 一 * 一 52 天 0,rotF 关 0， 


所 以 下 不 是 保守 场 . 
(2) P= yz(27 + y+ 2), 0 = zz(z + 2y + 2), 
R= zy(z y+ 22). 


有 一 各 = (2 +270) 一 (+2y 4255) 一 0， 

芝 一 要 一 (2 四 十 六 十 292) 一 (2 四 十 并 十 28z) = 0， 

各 一 蓝 = (2zz 十 2jz 十 坊 一 (2zz 二 21z 十 罗 二 0 
即 rotF = 0. 


所 以 已 是 保守 场 , 设 势 函数 为 wz,y,z), 求 法 如 下 ; 
方法 1 因为 开 一 已 一 gz(2z 十 y 十 习 ， 所 以 


u(r,y,2) 一 ez 十 y 十 z)dz 十 p(y,2) 
= zyz 十 zyz 十 zyz 十 p(y,2). 
另 一 方面 ,由 党 一 0= zz 十 2 十 ,有 


一 上 对 2 一 
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Zz 十 279z 十 ZZ 十 (Y12) 一 zz(z 十 29 二 2), 
即 pyly,z) 一 0. 所 以 有 py,z) 一 ¥(2). 


再 由 党 二 R=zy(z 十 y 十 22), 有 


zy 十 zy 十 2zyz 十 WW(2) 一 zg(z 十 3 十 2z). 
即 多 (z) 一 0, 所 以 %(z) 一 “于 是 ,有 
M(zygy2) 一 zyz 十 zy zy2 十 ce. 
方法 2 因为 rotF 二 0, 所 以 积分 与 路 线 无 关 . 
azygyz) 一 区 Pdr+Qdy+ Rdz+e 
(0,0,0) 
三 esooe 十 esay 十 | zero Fo 
0 0 0 
一 [ac 十 y 十 2z)dz 十 ee 一 zzyz 十 zy2zz 十 zgz2 十 ec. 
9.3.45 设 向 量 场 F 一 (z? 十 3y?z)i 十 6zyzj 十 f(z,y,z)k 为 有 势 
场 ,f(z,y,z) 满足 型 一 0,7(0,0) = 0, 求 函数 f(z,y,z) 和 场 焉 的 势 
数 ,并 证 明 对 于 这 样 的 函数 f(z,y,z),F 不 是 管 量 场 . 
i ; 


1 k 

人 Ek EA 

解 rotF = Es EE 3 
x 二 3yz 6zgz f(r,y,2) 


= (过 — 6zp)i+ (3 — HU)i+ (6y2 一 by 


因为 是 有 势 场 ,所 以 rotF = 0, 于 是 


by) El 
EA 
a a 
即 A = 6zy， 型 一 3 


从 而 f(x,y,z) 一 saw = 3ry’ 十 p(z,z)， 
对 = 求 偏 导数 ,得 六 一 3 十 他 = 39, 由 此 红 一 0, 故 
Pz,2) = ci yz), 


于 是 fz,9z) 一 3zy 十 cr 十 #2). 青 由 题 设 装 二 0 及 f(0,0,z) 一 0， 
有 
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人 = 0， 
%(z) 十 ct 一 0， 
即 %(z) 一 一 c， 所 以 plz,z) 一 0. 故 f(z,y,2) 一 3zy?. 


uCzyyyz》 一 [ee 十 fn “dy 十 ae 一 本 ez 十 3zyzz. 
于 是 , 场 王 的 势 函 数 为 
V(z,gz) 一 一 2 十 5 一 一 了 一 3zyz 十 c. 
对 于 f(z,y,2) 一 3zj， 
divF = VY[(z? 十 3y2)it 6ryzi + 3zyk = 3z2 十 6zz 天 0， 
所 以 , 场 焉 不 是 管 量 场 . 
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HU 
§ 1 常数 项 级 数 
内 容 提 要 


1. 一 般 概念 
对 isi 三 十 qz 十 十 a 十 …, 如 果 前 4 项 部 分 
和 s 一 o 十 十， 人 所 组 成 的 数列 {s.} 收敛 , 即 ims, = s, 则 称 


> 收敛 . s 叫做 该 级 数 的 和 ,反之 , 称 级 数 发 散 . 


级 数 y。 收敛 的 必要 条 件 是 lima, 一 0. 
级 数 收 全 的 柯 西 (Cauehy) 准则 
级 数 > 收敛 的 充 要 条 件 为 :对 于 任意 的 *> 0, 存 在 正 整数 ,使 


得 当 和 >z 过 六 时 ,有 

|o+ 十 ar 十 … 十 om 过 4a; 
或 者 ,对 于 任意 的 。>> 0, 存 在 正 整数 ,使 得 当 a > 之 NN,p = 1,2,… 时 ， 
有 


la. 十 +z 十 … 十 w+ 二. 


2. 正 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 
(1) 比较 判别 法 
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对 于 正 项 级 数 六 ,> 5., 若 wh, 则 当 级 数 立 ,收敛 时 ,级 数 
一 定 收 钱 ; 当 级 数 1 发 散 时 ,级 数 6 一 定 发 散 ， 


着 lim 多 二 关上 0， 则 级 数 yo。 与 > 同时 收敛 或 同时 发 散 . 
(2) 贝尔 (D’Alembert) 比值 判别 法 
设 有 正 项 级 数 a., 如 果 lim 号 一 9, 则 当 9 < 1 时 ,级 数 收敛 当 


4 > 1 时 ,级 数 发 散 . 
(3) 柯 西 (Cauchy) 根 值 判别 法 


车 >>0 Gn 一 1,2,…) 及 lim YE = 9, 则 当 9<1 时 ,Yo 收 伍 ， 


当 4> 1 时 ,Ye 发散 

(4) 柯 西 (Cauchy) 积分 判别 法 

车 f(z) (z > 0) 是 非 负 的 不 增 函数 , 则 级 数 > ,f(n) 与 积分 
rc 同时 收 策 或 同时 发 艇 . 

(5) 拉 阿 伯 (Raabe) 判别 法 

当 m>0 4 二 1,2,) 及 lima( 守 一 上 一 7, 则 当 7>>1 时 ,yo 


收 敏 ; 当 ? 过 1 时 ,他 Ya. 发 散 . 


3. 任意 项 级 数 剑 散 性 的 判别 法 

(1) 交错 级 数 的 莱 布 尼 兹 (Leibniz) 判别 法 

对 于 交错 级 数 q% 一 o 十 一 十 … 十 (一 Dr+lm 十 … (a.>>0， 
?一 1 2)， 如 果 1) a 之 or (mn 一 1,2,…), 2) lima, 一 0, 则 交错 
级 数 收敛. 

(2) 绝对 收敛 与 条 件 收敛 
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车 任意 项 级 数 >)a. 各 项 的 绝对 值 所 组 成 的 级 数 le.| 收敛 , 则 
级 数 3 a, 收 但 ,并 说 级 数 3Ya, 绝对 收敛 . 


若 级 数 lo.| 发 散 ,而 任意 项 级 数 a, 收敛, 则 说 级 数 Yo 为 
条 件 收敛 . 


问题 与 解答 


1. 常数 项 级 数 的 一 般 概念 
判断 下 列 各 题 是 否 正确 (10. 1. 1 一 10. 1. 17 题 )， 


10.4.1 车 也)w 发 散 , 则 必 有 有 limw 去 0. 
非 .例如 调和 级 数 六 -发 散 .其 中 心 = 十, 而 limu 一 0 
10. 1. 2 若 limwu。 一 0, 则 D3 必 收 敛 . 


非 .如 调和 级 数 闵 ) 二,u 一 十 ,imw = im 上 一 0, 但 六 工 发 


10.1.3 若 limuw 天 0, 则 Du 必 发 散 . 
是 . 事实 上 ,着 limw 天 0, 而 >)w 收 但 ,由 级 数 收 全 的 必要 条 件 ,有 
limu 一 0, 与 已 知 条 件 不 符 . 故 知 > 'w 必 发 散 . 


10.1.4 级 数 Yu 收 全 的 充分 必要 条 件 是 前 a 项 之 和 所 构成 的 


数列 {s,} 有 界 . 
非 . 如 级 教 1 一 1 十 1 一 1 十 … 的 前 * 项 之 和 构成 的 数列 为 1,0， 
1,0,…，, 它 是 有 界 的 数列 ,但 是 级 数 1 一 1 十 1 一 1 十 … 发 散 . 
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正确 的 命题 是 ; 若 级 数 >)u 为 正 项 级 数 , 则 其 收敛 的 充分 必要 条 
件 是 前 a 项 之 和 所 构成 的 数列 {.) 有 界 . 

10.1.5 车 之 0,w 之 wti(n 二 1,2,…), 且 limw 一 0, 则 > 
必定 收 全 了 

非 . 各 调和 级 数 二 满足 一 上 二 > ou 一 二 > 二 = 


Hlimu, 一 0， 但 > 工 发 散 . 


#=1 


正确 的 命题 应 是 :车 交 错 级 数 了 (一) 加 满足 之 uri (n 一 1 


2，…)， 且 Jima = 0 则 六 (一 1m 收 伍 ( 此 命 古 称 为 荣 布 尼 兹 判别 
法 ). 
10.1.6 若 >)u 收敛, 则 六 lw| 必 收 伍 ， 


非 .如 交错 级 数 了 (一 1)"! 士 收 信 ,此 时 ,一 (一 DD 十 (x 一 


2 而 lul 一 十， 了 3 jul = 立 二 , 即 立 lw 为 调和 级 数 , 它 发 
散 . 
10.1.7 若 >)u 收敛 , 则 > (ww): 必 收 敛 . 


非 . 如 交错 级 数 > = Ec- D… -并 收 敌 ,此 时 ， 


zu 一 (一 D 


大" 二 而 = 立 十 发 散 . 


有 必要 指出 ,车 正 项 级 数 >)u 收敛 , 则 六 `(u): 必定 收 伍 . 
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10. 1.8 者 > 收 全, 则 x 必 收 敛 . 

非 .如 沁 吉 收 全 ,而 六) 二 发 

10.1.9 着 收 敏 , > 发 敌 , 则 > cx + w 必定 发 

是 .事实 上 , 阁 了 uw 收 敏 ,jw 发 散 , 而 > Ge 十 路人, 则 由 级 


数 的 性 质 知 , > [Cu 十 a) 一 uJ] 一 六 。 也 必定 收 敏 ,这 与 六 vv, 发散 
相 矛 盾 . 
10.1.10 若 >iu 与 >1w 都 发 散 , 则 >;(x 十 wu) 必定 发 散 . 


非 . 如 级 数 > wu 一 六 (点 - 工 、 六 -六 荆 都 发 散 ,但 
G+ ty = 可 二 收 全 
10.1.11 车 uw 收 化 ,So 发 散 , 则 wo。 必定 发 散 . 


非 .如 级 数 )w 一 六 二 收 全 ,而 级 数 信 >). 一 全 二 发 艇 , 易 知 
又 如 级 数 >)w 二 十 收 伍 ,而 级 数 仿 ,w 一 Sin 发散 ,此 时 
10.1.12 车 Dw 与 Dw 都 发 , 则 汪 )wi, 必定 发 和 


非 .如 级 数 六 一 六 由 .Su < 六 -上 = 都 发 笋 ,但 wo 一 
a a=1 Pr fry el 


N= 


10. 1. 13 者 收敛 ， 且 lim 名 一 1， > 必定 收敛 . 

非 . 各 级 数 > 和 Dc- D -大 收 旬 而 级 数 > - 
总 [让 + 加 是 一 个 收 人 级 数 与 一 个 发 数 级 数 之 和 ,由 反 证 法 
知 ,> 发 艇 -事实 上 ,设立 六 收 全 ,由 于 也 收敛 , 故 由 级 数 的 性 
质 可 知 ， Do- i Et 也 必 收 全, 这 是 不 可 能 的 ， 因而 六 必 
定 发 散 ,但 tim 各 一 1 

正确 的 命题 应 为 : 若 > 与 2， 者 是 正 项 级 数 , 则 当 > 收 生 ， 
有 lm 各 一 (时 , 必 有 立信 收敛. 

10.1. 14 者 Du 收敛 , 则 必 有 lim| Fg =r<1. 

非 . 如 级 数 (一 D"-! 十 收 合 ， 此 时 wu 一 (一 D: 二，w+1 一 


1. 


时 加 +1 一 
(一 1) 生计, 各 | 吾 | lim| 


1 + 1 1 1 1 
有 时 基 至 信 w 收 做, 而 Wm | 却 不 存在 ,如 辟 十 训 十 更 十 豆 


Ped 


1 1 1 1 和 
十 到 十 剖 十 … 为 两 个 收敛 级 数 吉 十 硬 十 而 十 …， 可 十 如 十 六 
十 … 之 和 ,因而 所 给 级 数 收敛 ,而 


十 上 
tml 和 | 一 lim 3 = lim($)"" = 0, - 
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lim | ss 也 


因而 iim | < 并 | 不 存在 

其 逆 命 题 正确 , 即 车 lim | 生 | 一 "之 1, 则 六)w 收 伍 ,这 即 是 级 数 
收敛 性 的 比值 判别 法 - 

10.1.15 若 >)w 收敛 , 则 必 有 lim Yu| 一 << 1 


非 .如 级 数 六 (一 1)… 工 收 敏 ,此 时 二 一 (一 D: 二 (一 1,2， 
…)， 但 是 im YIxT= imA/ 工 一 二 1. 其 逆 命 题 正确 , 即 若 
加 吉 坟 = 
a YT 一 "< 1, 则 也 收 全 ,这 即 是 级 数 收 全 性 的 根 信 刊 别 法 


10.1. 16 着 D 发 散 , 则 加 括号 后 所 得 的 新 级 数 亦 发 散 ， 


非 .如 1 一 1 十 jd … 发 散 , 但 加 括号 所 得 的 新 级 数 (1 一 1) 
十 (1 一 1) 十 … 却 是 收敛 的 . 
10.1.17 车 加 括号 后 的 级 数 发 散 , 则 原 级 数 必 发 散 . 


是 . 事实 上 , 设 原 级 数 > )u 收敛 , 则 由 级 数 的 性 质 可 知 ,加 括号 后 


所 成 的 新 级 数 仍 收敛 ,此 与 命题 条 件 不 符 , 故 知 所 给 命题 正确 . 
10. 1. 18 ” 求 下列 有 限 项 的 和 : 


1 1 1 
(1)s, T+ Pre DL 


(2)5=1.2 十 2.3 十 十 n(x 十 1); 
(3)5= 十 2 十 十 


1 1 
解 (DD 由 于 HE 二 订 一 生生 下 让 一 支 一 二 1 所 以 
En ee MR | 
“i 一 之 全 一 和 了 


pn 


1 
2 
ER 
s 二 1 
(2) 由 于 k(t 十 1) [Cm PA 2d? OD 


3 
= xct-D 


Ce 


(十 = 1)》 kk 一 1 一 2) 
SL 和 一人] 
b= 

(nt 1)n(n-— 1) 

Te 

(3) 因为 ee 小 玫 沙 


一 (一 1 一 3 一 1)2 十 3C 一 Ds 


:一 2 一 3.2: 十 3.2 十 1， 
2 一 1 一 3.13 十 31 二 1， 
将 上 面 各 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
Ca 十 D3 一 1 一 3(G12 十 22 十 … 十 m) 
十 3(1 十 2 十 … 十 za) 十 ma 
注意 到 1 十 2 十 3 十 … 十 a 一 全 * 于 上 , 则 有 
二 二 如 十 十 太一 和 [Ga 十 1 一 1 一半 上 


2 
_ aa 十 D)(2a 十 1 
。 


10.1. 19 直接 证 明 下 列 级 数 的 化 生性 并 求 和 


1 
DT 十 1 


Vn 十 1 十 Vn); 


(3) sin 下 合十 sin 2 


1 1 . 1 
) 二 (地 一 本) 十 一 十 ( 直 ) 


;所 以 


一 2] 
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pa 1 1 1 
解 (1) 因为 一 (本 干 太一 言 (可 4 一 而 二 7) 所 以 


S16+o + TD 
[GQ 一 赴 十 (二 一 击 ) 
二“ 十 (可 上 4 一 可 二] 
=- 二 Gd 一 页 上 
于 是 ,lim8, = Jim 言 (1 一 页 于 1) = 二 .因此 级 数 收敛 且 其 和 为 二 


(2) 因为 Vn 十 2 一 2 Va 十 
=(Va+2— Vit+D)— (Vtl— Vr), 


所 以 Ss.— DFI 2 Vt+1+ Vt) 


sl 


(Vrnt+2— Va+l)—(V2—1). 
于 是 lims, = lim[( Vn+2- Vat+1)—(V2— 1] 
i 
二 出 (V2—D)=1- V2. 
mo Ta Vii 
因此 级 数 收 敛 , 且 其 和 为 1 一 V 2. 


(3) 因为 2 sin 1 5 三 志和 多 ee oon (2 志 ,所 以 


8, 一 sin 工 十 sin 2 外 sin 


1 下 3 3z 5r 
i ce 15) 十 (ee 15 二 coe 127 
2sin -7 
12 
Mey (2n 一 1)r (2n 十 Dx 
Fe cos 2 二 | 
(2r 十 Dr 
2 12 
y 
2sin 17 


+ 
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因为 lim cos 《各 吉 = 不 存在 ,所 以 lim8. 不 存在 , 故 级 数 发 艇 . 
《4) 因为 


< 
全 
m 


人 


二 


i 


而 mn 之 1 所 以 0 之 呈 二 之 1, 于 是 lims. = limm[1 一 ( 呈 二 1) 
一 m. 因此 级 数 收敛 , 且 其 和 为 m 
10.1. 20 已 知 级 数 > )v 的 部 分 和 5. 一 十 荆 , 写 出 该 级 数 . 


解 因为 
信 一 十 如 十 … 十 ay 
人 -一 有 十 十 … 十 -1， 


所 以 =& 一 Sa 一 = 一 二 上 
因此 ,所 求 的 级 数 为 >) [一 LT] 
10.1.21 证 明 : 


1 
DT 


《2) > arctg jz 二 二 = 于 
se=l 


1 1，1 1 
解 〈1) 因为 和 i 一 了 一 (一 了 一 束 干 了 "所 以 
"1 _l,/_l 1 

5- i- 


1 1 Ia 1 1 
zLl 3)+( 5 + + (i 葡 二 1T)] 


$1 常数 项 级 数 


Pe | 1 1 1 1 
i 2' 故 2 7 一 I 2 


(2) 因为 


arctg 


1 + DC- 
| arcte 记 士 呈 二 arctg(n 十 1) 一 arctgn, 


y 到 Gs 
所 以 5. = 之 aretg 十 十 1) 一 arctgk] 
= arctg(n 十 1) 一 arctgl， 
又 lims, = lim[arctg(n 十 1) 一 arctgl] 一 -一 本 一 于, 故 


2 ectg TT 一半- 
10.1. 22 判 电 下 列 名 数 的 和 性， 


(1 一 一 十 
让 让 Va 
oo 
(2) > (二 ) ， 
n=l 
SE 1 
(G3) > ( 工 ) ， 
站 
Cl lm3 
(4) Pe 一 EE ). 


解 (1) 通 项 4 为 一 吉本 于 一 1 天 ,所 以 级 
数 发 散 . 
(2) 通 项 = [二 , 令 z 一 士 , 则 
limw, = limz’ = lime™ 一 1 天 0. 
所 以 此 级 数 发 散 . 
(3) 虽然 通 项 w 一 ( 工 】 一 了 一 "0 一), 但 因为 


1 
=1 十 一 一 十 一 一 十 … 十 
v2 


1 
Vn 


aA- 
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十 … 十 = Van， 
> 天 + 庆 大 
故 lim8, 一 十 co， 所 以 此 级 数 发 散 . 


(0 因为 二 ;为 /一 级 数 ,9 一 31, 地 级 数 去 收敛 . 又 因为 


lin"3 3 ln3 


级 数 到 (加) 为 等 比 级 数 ,g = 时 之 1， 故 级 数 》) 号 > 收 


全 . A 原 级 数 收敛 . 
10. 1. 23 ”讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 


CD 2-=1+(-D+ 束 +( 一 D 十 束 二 (一 D+ 
1 1 1 1 


十 十 
V2-1 V2+! YV3-1 V3+1 
1 


1 We 1 
nl Vatl va+li-1 Vri+l+l1 


we 1 1 
解 CD 设 2 (一 D+( 训 一 D+( 京 -1 


(2) 


十 


t+ (tm + 


因为 limw = tim (7H 下-5; 一 1 二 一 1 天 0, 所 以 级 数 uw 发 散 , 根 


据 级 数 的 性 质 可 知 , 原 级 数 > 发表. 


9 设 2x=| -| 
a rr rE 
a eevee 
ee i 
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1 1 2 
， 而 级 数 
Vza 十 1 一 1 Vr+l+1 * 


Sw -= 2》) 二 为 发 散 级 数 . 根据 级 数 的 性 质 可 知 , 原 级 数 


1 1 1 1 “ 
SE + : 
i 7 


10.1.24 证 明 : 级 数 1 一 六 十 二 一 所 十 … 收敛 并 求 其 和 . 
解 ” 设 5S, 二 1 一 也 十 字 一 于 十 避 十 (一 1 如 二 , 则 


Dy -2 3 


由 于 通 项 ww 一 


7 
3 = 了 十 让 + + 


5 I 
1 
ta 
+ 
将 上 面 两 式 相 加 ,得 
3 A 
I 
2 2n— 1 
be br 
于 是 ， 
Do. 52 2 二 :1 
38. 一 2 一 2 十 本 一 训 十 …… 十 (一 1 :CD -1 
和 
1 一 (一 也 )" 
= 一 一 一 一 十 (一 D1 芍 二 
1— (— =) 
和 


由 此 可 得 im3S, = 子 , 即 limS, = 半 , 因 此 原 级 数 收敛 , 且 其 和 为 -. 


10. 1. 25 证 明 :调和 级 数 1 十 去 十 寺 十 … 十 二 十 … 发 数 . 
证 法 1 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
InCk + 1) — Ink 二 十 1 及 < 证， 
(ett 1). 


即 in2 一 Inl<l， 


= = 


ma 十 D) 一 mm<< 二 ， 
故 ina+D<1+ 二 十 … 十 二. 
而 mn 二 D 一 十 co, 所 以 um 十 去 十 … 十 工 ) = 十 oo， 
于 是 ,级 数 1 十 于 十 … 十 十 十 … 发散 . 
证 法 2 ”利用 函数 不 等 式 In(1 十 z) < z，(z > 0), 可 得 
mk 十 D 一 nk 二 In( 十 十) 之 二 ;Gt 二 1210) 
故 Ine 十 D < 1 十 村 十 二 十 十. 而 liminCn 十 1D) = 十 co， 


所 以 im 十 去 十 …… 十 十 ) = 十 o. 
于 是 ,级 数 1 十 于 十 二 十 … 十 十 十 … 发 散 . 

证 法 3 ”利用 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ,因为 0 过 In(x 十 1) 一 Inn<< 
十 ， (n= 1,2,…), 而 Dy[inGa 十 1) 一 inm] 发 散 ,所 以 ,级 数 1 十 二 十 


十 十 … 发 散 . 漠 
证 法 4 ”利用 定 积分 . 
作曲 线 y = 十, (z > 0). 取 

z= 二 1,2,3,…,n, 过 这 些 点 作 z 轴 的 

垂 线 与 曲线 ! 一 二 (z> 0) 相交 , 作 

阶梯 形 ( 如 图 ), 则 
i 


>| ta- Inn. 10. 1. 25 题 图 
而 limlns 一 十 cc， 所 以 
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im 十 坦 十 … 十 工 ) 一 + oo， 
于 是 ,级 数 1 十 去 十 … 十 二 十 … 发 散 . 
证 法 5 利用 积分 判别 法 . 
因为 f(z) = 二 在 区 间 [1, 十 co] 上 为 正 的 连续 递减 函数 , 且 


| 二 发散 ,又 fo = 十， (n= 1,2,3,…), 所 以 ,由 积分 判别 法 知 


1 十 坦 十 人 … 十 二 十 … 发 散 . 
证 法 6 反 证 法 . 
若 级 数 1 十 于 十 … 十 工 十 … 收 伍 , 则 


“limS, = lim (1 十 上 后 二 :站 1) =a, 
i 2 n 
limss 一 im 十 去 十 … 十 下 ) 一 a 


a 为 有 限 数 . 于 是， lim(S — 8,) =a—a=0. 另 一 方面 ， 


lim(Sz 一 3 = lim( iT Fs 十 十 
= lim 工 ( 十 十 … 十 ) 
和 人 汪汪 1 站 和 
n 上 Ls n 
1 
=| .TH in2 


由 以 上 牙 盾 可 得 ,级 数 1 十 去 十 吉 十 … 十 士 十 … 发 艇 . 
证 法 7 反 证 法 . 
车 级 数 1 十 去 十 … 十 二 十 … 收敛 , 则 


limS. = lim(1 十 工 十 … 十 工 ) = 
ao ao ] n 
lms = lim(1 十 去 十 一 十 去 ) 一 


1 1 
牛 十 i 
小 
2 


1 
a 二 1 二 2 
知 ,lim (Sz, 一 8.) 关 0. 由 上 面 矛盾 可 知 ,级 数 1 十 本 十 … 十 让 于 党 


发 散 ， 
证 法 8 反 证 法 . 
车 级 数 1 十 去 十 … 十 十 十 … 收敛 , 则 级 数 


2 ee A DR 
站 下) 十 (可 十 tt 
1 1 1 
FIT 


Soz 一 5, = 


Eh 1) 十 … (x) 


1 1 
im 人 (二 Ti 十 3 rt oo 十 区 5 十 zi 


lim 1 汝 二 党 市 


wr 2 1 CE 
1 + z= 1+ 如 1 十 gi 


1 1 
过 上 = In2 头 0， 


所 以 级 数 ( * ) 发散 ,这 与 级 数 (* ) 收敛 矛盾 , 故 级 数 1 十 于 十 … 十 十 
十 … 发 散 . 

证 法 9 反 证 法 

车 级 数 1 十 去 十 … 十 十 十 … 收敛 , 则 级 数 


1 
4 


+ (z= + 二 

也 收敛 . 所 以 
1 1 
lim 二 了 十 到 二 + 二 0. 
1 We et 1 
Tt tri Xi 


) 二 过 人 
1 
2 


去 十 (村 十 


二 mA 


又 由 Fe 
可 知 ， 
一 aao 一 


后 
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tm{ 直 7+ 于 z+ “+ 二 天 0 
由 上 面 矛盾 可 知 ,级 数 1 十 二 十 寺 十 … 十 十 十 … 发散. 
证 法 10 用 “ 若 加 括号 后 所 成 的 级 数 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 ” 的 性 
质 . 
为 


lm[ 元 二- 十 十 … 十 天 0， 


1 1 
T+ 天 才 5 er) 


1 1 1 1 1 
ne et 


下 二 十 … 十 吉 末 二 加 -i) 十 … 发散 ,从 而 级 数 1 十 汉 十 言 十 
ds 
证 法 11 记 S. 一 1 二 去 十 … 十 二, 则 
y y 1 1 i 1 和 
Sn 一 8 一 二 T+ 十 3 十 “十 5 之 芭 = 去 - 
二 


于 是 ,不 论 入 多 么 大 ,只 要 ”> N, 就 有 158% 一 5.| 之 本 
由 数列 极限 存在 的 充 要 条 件 可 知 , 当 * -~ co 时 ,5。 的 极限 不 存在 
所 以 级 数 1 十 去 十 … 十 十 十 … 发 散 . 
证 法 12 ”利用 分 组 放 缩 不 等 式 . 


因为 1=1， 
es 
i 区 | 
1 1 1 Ls 
Er a 
1 1 和 1 1 1 | 
tot7t+s> tts 情 6 生 :2 
1 1 1 1 1 1 1 
gti0t"+i6>1t+16t"+16™ 2 


而 级 数 1 十 去 十 去 十 … 十 村 发 散 ,所 以 级 数 1 十 去 十 (二 二 了) 
一 159L 一 
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了 1 ，1 1 
十 (本 十 百 十 了 十 证 ) 十 … 发 散 , 故 级 数 1 十 于 十 襄 十 … 十 广 


十 … 发 散 . 
10.1.28 证明: 由 等 差 级 数 各 项 的 倒数 组 成 的 级 数 是 发 散 的 


证 设 等 关 级 数 为 > [a 二 oa 一 0 中， 其 中 4 为 公差 , 当 a>>0 时 ， 


总 存在 正 整数 w, 使 "< (m0 一 1)4, 则 当 之 wm 时 ,总 有 ae 十 "一 1)4< 
2(n 一 1)d, 于 是 


出 1 也 
ni > 0， 


注意 到 级 数 思 直 发 散 ,因而 级 数 3 7 于 一 i 发 数 ， ， 故 级 数 


光 - 寺 二-53 也 发 散 ; 当 4 一 0 时 ,不 可 能 为 ,此 时 级 数 二 十 二 
十 十 十 … 十 十 十 … 显然 发 散 ; 当 4 < 0 时 ,将 此 级 数 各 项 乘 以 - 1， 
即 化 为 4 > 0 时 的 情形 ,于 是 ,这 级 数 也 发 散 . 

综 上 所 述 ,不 论 4 为 何 值 ,级 数 > ;二 [iT 均 发 散 . 


10. 1. 27 证 明 , 才 级 数 > ,收敛 , 则 把 该 级 数 的 项 经 过 组 合 而 不 


变更 其 先后 次 序 所 得 的 级 数 4 也 收 化 , 且 有 相同 的 和 ,其 中 4. = 


六 wm = 1m << 产 < …)，, 反 之 不 真 , 举 出 例子 . 
证 设 级 数 的 > 人 部 分 和 数列 为 yc …， cy, 则 c 一 4 


,由 于 级 数 a 收 信 , 故 其 部 分 和 数列 (3.) 趋 于 定 值 8, 因 此 ， 


加 二 上 


一 1 


lime. = limS,.,,-1 = 5, 即 级 数 > 是 收 全 的 且 与 级 数 有 相同 的 


和 ,但 反之 不 真 ,例如 级 教 
一 1892 一 
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1 一 1 十 1 一 1 十 一 十 (一 D7 十 … 
是 发 散 的 ,但 按 下 述 方法 组 成 的 级 数 

G 一 D+G 一 D 十 十 (一 D 十 … 
却 是 收敛 的 . 


10. 1. 28 “证明 :着 级 数 >a. 的 各 项 是 正 的 ,而 把 这 级 数 的 项 经 过 
组 合 而 得 到 的 级 数 4 收 敏 , 则 原 级 数 a. 也 收 全 
证 因 > 收敛 , 设 其 和 为 5. 考虑 原 级 数 的 部 分 和 5. 一 > 


并 注意 到 mm > 0，(t= 1,2,…), 故 存在 m, 使 5. 一 De< py 
显然 8. < 8.+1 对 一 - 切 4 成立 ， 于 是 {5.} } 单调 上 升 且 有 界 . 因此 ， 极限 
limS, 存在 ， 故 级 数 收敛 . 

10.1.29 证 明 ， 车 数列 {6} 满足 limb, = oo, 则 


(级 数 忆 Gs 一 如 发 散 ， 


(2) 当 b 关 0 时 ， 级 数 ( 二 一 雹 ) = 二 


Le b 
证 4) 级 数 了) Ch 一 b) 的 部 分 和 
心 , 一 〈b2 一 b) 十 (bs — bz2) 十 -十 (B+i 一 6b) = b+ CO— bi 
由 于 limS. = lim (b+ 一 b) = oo, 所 以 ,级 数 Se 一 4) 发 散 . 


(2) 因为 如 关 0 时 ,县 lim 二 = 0. 故 级 数 >)( 一 下 的 部 分 和 


1 1 
) 十 (下 一 让 ) 十 十 全 


i 
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从 而 tims 一 im( 二 一 已- 一 二 ,所 以 级 数 沁 ( 信 起 收 笋 ， 


且 其 和 为 二. 
10.1. 30 ”利用 柯 西 审 敛 准则 ,判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
(Dm 二 节 十 “十 你 十 (lal 之 10)， 


De， 


s=1 
(3) dd Ds 


n 


(0 十 ， 
n=1 


1 1 1 1 1 
(0 lh 
解 ” (1) 因为 对 于 任何 自然 数 7, 都 有 


DN uwts 十 和 十 ui 一 1 六 + 着 + 全 | 


息 lot Ia 
< 十 0 洁 Le 
1 1 
iG 十 机 十 … 十 和 “Ti 
10 


于 是 ,对 任意 给 定 的 :之 0, 要 [wii 十 w+z 十 … 十 w+y| 过 。, 只 须 
gio 二 < “于 是 wa> 2 十 到 二 . 取 N 一 2 十 [eg 喜 ], 则 当 a> 入 时 ， 


< = I 0 5 


I 十 atz 十 十 mts| <<s 对 一 切 正 整 数 ? 缘 成 立 ,因此 级 数 > 全 


收敛 . 
(2) 因为 对 任何 自然 数 ,都 有 
[ti 十 tz 十 十 二 +2| 
sin(n 十 1): (Cn 十 2) 0 十 ) 
= EE Es + = a 十 ? 一 


in Ca + 1): 十 2) Ca 十?) 
< 也 i = + | 汪 3 直 = + 他 二 :| 


一 $8604 一 


1 1 1 1 了 -1 


St < 


于 是 对 任意 给 定 的 :>0, 只 要 取 N 一 [一 中 ], 则 当 *>> 时 ,对 任何 
自然 数 p, 都 有 

lw 十 w+ 十 … 十 + 过 8， 
据 柯 西 审 敛 准则 可 知 ， 所 3 收 全 . 


(3) 因为 对 任何 自然 数 7, 都 有 
jt 十 +z 十 … 十 +9| 
cs + Dr— cos(n+ 2)z | cos(n + 2) — cos(n 十 3)z 


nn 十 1 nn 十 2 
+ 
_ jcosln+ Dz ,Kl 
= 1+ DD Gt Ds 
_ em 十 ?十 Da| 
Rn 二 7 


1 1 1 1 2 _2 
<iT+ 2 pr VA 

于 是 ,对 任意 给 定 的 :二 0, 只 4 要 取 N = [2]， 则 当 w 二 时 ,对 任何 自 

然 数 p, 都 有 


lan wt 二 “十 m+i| < 
据 柯 西 审 剑 准则 可 知 ， 所 给 级 数 So 一 es 十 Dz 是 收 全 的 . 


《4) 不 论 六 取得 多 人 么 大 ， 只 要 取 * = N 十 1,? 一 六 十 1, 就 有 
|w+ 十 af 十 … 十 如 +s| 
1 


1 1 
-+rD+I+TTDTT5I+ +twrr wi 
1 1 1 
NTFD tonFrD t+antr 
上 于 
= +D.aGD= 室 ， 


一 1595 — 
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由 此 可 见 , 对 am 一 页 , 便 找 不 到 一 个 自 然 数 N, 当 之 N 时 ,使 得 对 于 任 
何 自然 数 p, 都 有 
十 +2 十 下 十 + 外 | 过 2 二 去 


由 柯 西 审 伍 准则 可 知 , > ) 二 发 散 . 
(5) 取 0<<m<< 音 ,不 论 * 多 么 大 , 若 令 ? 一 34, 则 有 


ur 十 mm+2 十 … 十 an+p| 
1 


1 1 1 1 1 
天 下 IT 十 列 下 2 一 天 十 8 十 十 配 一 5 十 琵 一 T 十 访 
da 
tT mt 本 二 可 一 琢 
EN LU EE SE SD, SE Rh OD Ee I ER 
itiit “+ > 3 二“ 十 ) 
= 省 > 


由 柯 西 审 和 准则 可 知 ,级 数 (3 十 十 二 二 一 天 二 -8) 发 人 
10.1.31 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 , 若 收敛 则 求 其 和 . 
(CD 瑟 十 言 十 二 十 直 十 看 十 … 
(了 一 机 十 叶 一 雪 十 
(3) 22 十 区 十 芭 池 十 …。 


解 (1) 这 是 首 项 为 也 , 公 比 4 二 去 的 等 比 级 数 ,因为 191 < 1 ,所 


a 


以 级 数 所 十 言 十 言 十 … 是 收 售 的 , 且 其 和 8 一 卫生 5 一条- 
(2) 这 是 首 项 为 羡 , 公 比 9 一 一 羡 的 等 比 级 数 ,因为 Iq| > 1, 因 此 


级 数 半 一 到 十 机 一 去 十 … 是 发 散 的 . 
(3) 这 是 首 项 为 22, 公 比 4 一 区 的 等 比 级 数 ,因为 91 < 1 所 以 级 
一 6 一 
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数 区 + 允 2 十 蕊 22 十 … 是 收 全 的 . 
1. az 试 下， 若 数 列 {0.} 收敛 于 a, 则 级 数 
Daa-e 
证 a “十 (a, 一 qa.+1) 
一 四 一 ao+l 
因为 lima.+i 一 所 以 lm 一 lim (o 一 o+0 = 一 a;, 即 
De at) 一 ol 一 0. 
10.1. 33 试 证 :如 果 limf(n) 存在 , 则 有 


DUG 二 D 一 fo]= limf(o) — f(1), 
Pi ee 


并 由 此 求 级 数 jc 二 的 和 . 


证 设 &.= [f(2) 一 fGD] 十 [f(G3) 一 了 (2)] 十 … 
十 [fGons 十 1) 一 fn)] 
一 7 十 1) 一 f(1)， 
又 limf(n) 存在 ,所 以 
limS, = lim[f(# + 1) — f(D)] = limf(n) — f(1), 
即 级 数 > [Cr 十 1) 一 f(1)] 收 , 且 其 和 为 iimf(n) 一 了 (1). 
pr pe 
令 f(w) = 一 士 , 则 
ps 1 全 < 
一 xm 十 1 TIT 十 广 一 fn 十 1) 一 fa)， 
而 timf(n) = lm( 一 十 ) = 0. 因 此 有 


四 1 加 
TS (十 1) 一 ) 
> n(n 1) ZU fo] 
一 limf(n) f(1)=0—(—D)=1, 
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即 DE I 


~ [CI 十 过) Ca 十 1)] 
10. 1. 34 于 的 和 


ln[(]1 十 Ta 十 21] G+ DinGa + 1) — nlnn 


解 因为 下 mrmaTD TG Dn Ti) nln 
1 1 
”nm (十 Dinoa 十 1 
所 以 
n+ +) 
Pe Se A 
“nen DT 
ey RG a es My ra 
站 ( 弯 zis) 不 (Hs 4in4 十 
i 
(zn 十 1)In(z 二 1) (s+ 2)In(s + 2) 
RE RG Ny 
9n2 (十 2)lin( 十 2)， 
1 | 
由 于 lm& = lim [55 — tac TF] ~ 2 
CA 1 
ln 。 In(Gn 十 1)*+) 2ln2” 


2 

10.1.35 ” 求 下 列 级 数 的 和 : 
1 

0 之 iDGT 可 | 


水 
0 DFG 


解 (1) 由 待定 系数 法 ,可 得 


，(m> 1). 


1 

1 | 
nF Damar xt 

注意 到 上 式 右 端 三 项 系数 之 和 为 零 , 所 以 


一 1588 一 


5. 一 (入 :二 T+ 2 -和 
(二 过 z+ 去 "于 加 
+ 人 寺 . 言 3 
+ 二: 证 主 - 有 了 
1 1 Le 


(1) 的 另 解 ”用 拆 项 相 消 法 : 
1 1[_ 1 1 ] 
nn Di2)™ 2 nat1) Do 十 2 


"ll 1 
故人 = 2 $i | 


1[_1 1 
Tr [rs (mn 十 pr 
于 是 3 = lims, = 二 


(2) 用 拆 项 相 消 法 
1 


RCR 十 1)…(z 十 加) 
1 1 < 1 ] 
man 二 1m 二 m1) (n+ l(t 2 m)-” 


故 a 
3 一 之 [TF UE ry 半 而 ] 
一 坟 {[ 二 T+ [a 
Tt [yt 7 ot 
Ft[ TFT Te 
六 1 


mm GFIDGmTF in} 
一 599 一 
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WR et 
所 以 3 = lims, = 二- mi 


10.1. 3 六 下 刚才 数 的 和 。 
2 一 


(D 于 十 去 十 喜 十 …… 十 ee 
iret rr 
解 (1) 设 5S. 一 动 十 吝 十 这 十 十 代 二 ， ”0 
则 5. 一 吉 十 襄 十 高 十 “十 对 不 (2) 
(1) 式 减 (2) 式 ,得 
1 ae A ee 
南 s. = 去 + (去 十 南 十 光 十 起 十 (一 D2 寺 
= 
22 和 2a 一 1 1 1 2x— 1 
es 
Ls 
所 以 8 = lims, = 二 3. 
(2) 由 自然 数列 的 前 项 和 的 公式 
1 十 2 十 3 十 …… 十 4 一 2 
四 2 2 
有 &-ITITD+X2TD+S3TD+ TD 


. 22 act 5 ?全 夺 P 一 204 一 夺 亲 ， 
ne 
注 ”这 是 一 种 直接 求 和 法 ,这 种 方法 是 计算 部 分 和 5. 的 极限 , 仅 
当 3, 的 通 式 易于 求 得 时 ,才能 应 用 此 法 . 
10.1.37 ”证明 :级 数 arctg 去 arctg Fas 十 一 下 arctg Fa 十 
… 收敛 ,并 求 其 和 - 
解 ” 设 5, 一 arctg 汉 十 arct8F2 十 … 十 arctg 到 * 则 


一 1600 一 
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二 证 
TI 
2 arctg 于 十 aretg 了 元 arctg 2 3 arctg 2， 
1 . 
2 2.2: 


及 Ss Ss + arctg FL5 arctg 十 arctg FL 一 areg 寺 ， 
用 数学 归纳 法 ， 设 | 
Si~1 一 arctg £7 成 立 (k EN + 之 2), 则 


SC= Si arctg 2 i 一 二 


2 一 2 十 1) 
Tarcte 3 一 十 arctg F411 


于 是 5, = arctg #1 (一 1,2,…), 从 而 


二 1 
a 


limS, lm arctg ri arctgl 


故 级 数 > arce 示 ; 收 全 ,其 和 为 了 


要 
7 


2. 正 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 
《1) 比较 判别 法 
10. 1. 38 全 生生 全 人 的 判定 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


(CD 1 十 言 十 吉 十 去 二 3 
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以 级 数 > ;发散 


(2) 因 xuw = 


1 1 Se 
re De 而 2 六 (7 二 2 之 上 DD 收敛 ,所 


以 级 数 2 5 于 收 全 


(3) 因 w 一 二 二 了 < 页 一 而 页 收 信 , 所 以 级 数 上 
2 “= 
收敛 . 
1+n 用 n 1 7 
(人 D 因 w= 了 > 2 2n ,而 2 


> 工 发 散 ， 所 以 级 数 > et 


( 因而 二 I> 高 一 计 一 wm 而》 二 是 发 灿 的 ,所 以 


1 十 m 
六 和 也 发 散 


10.4.39 用 比较 判别 法 ,判定 级 数 >) 二 (a > 0) 的 敛 散 
性 . 
解 因 w= 了 二 < 直 一 (= 当 二 之 1, 即 4 之 1 时 级 


数 (十 收复 ,所 以 ,级 数 汪 一 上 收 全 


当 0<s<1 时 ,0<e<1, 故 4 一 > 了 4 十 [= 寺 ， 而 盖 
发 散 , 所 以 , 当 0<a<1 时 ,生发 
综 上 所 述 , 当 a> 1 时 , >) 让 二 收敛， 


SS 1 
当 0<。< 1 时 ,之 !T 十 发 散 
一 1802 一 
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10.1. 0 dd en 
1 


1 
(1) ew 4 
VE V3.5 V (2n — 1)(2n + 1) 
2 yi 
(3) 3 


m+a+ DD 
DE 
sal 


1 


1 el 
解 (1) 因 x > 去 = 二 v， 而 级 数 > ) -发 
V2n— D2nt1) 2 2 


艇 ,所 以 ,级 数 ) ET 


(2) 因 当 之 1 时 ， Am<n 了 于 是 wo TE> -大 六 ,而 级 数 


< 1 1 
一 一 发 散 ( 因 lim 一 一 = 1 头 0), 因 此 ， 一 -一 5 
2 7 发散 lim 二 级 数 之 ， -也 发 做 
(3) 因 < 
(2n2z 十 za 十 1) (nn?) 
因此 ,级 数 >) 一 一 一 也 收 伊 . 
Et 
(4) “< 是 以 公 比 为 寺 的 等 比 
级 数 ,收敛 , 故 所 给 级 数 收敛 . 
10. 1. 41 人 


(CD Za — cos T); 


= 


= 十, 而 级 数 ) 十 收 伍 ， 


EJ 
2 


TT 


解 (1) 因 tim 


-=1, 而 级 数 之 C3)* 一 去 收敛 ， 


= 
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故 级 数 六 (1 一 cos 万) 也 收 人 


(2) 因 于 < 。 人 
i 
} 2 
Se 
i 3 1， 
mn 


SN 2 证 
而 级 数 之 ， -发散 , 故 级 数 >/ J 
10.1.42 讨论 下 列 正 项 级 数 的 化 散人 性 : 
Vn 学 = LL 
0) (2) (3) 
之 2 了 之 有 lnn 
解 (1) a Vs 一 1, 且 级 数 沁 去 收 全 ， 
由 比较 判别 法 知 ,所 给 级 数 收敛 . 
Inn 2 ， 
《2) 由 于 lim 如/ 二) ee 


lnn 


Be 
人 0, 而 级 数 (3 ) 收 生 , 故 


所 给 级 数 也 收敛 . 
(3) 由 于 lm /个 一 如 省 一 +o, 而 级 数 全 二 发 散 ， 
故 所 给 级 数 发 散 . 


EN 1. 43 一 一 10.1.53 题 ) : 
10. 1. 43 3 Eh Y 和 Vn—2 


解 由 于 


四 mw( WA 十 2 十 Va—2) 
4 于 
jn 一 一 天 -一 一 一 一 一 一 | 一 一 2。 
而 me(Wa 十 2 十 /者 
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又 级 数 六 开 仅 当 a 十 去 > 1 时 收敛, 故 原 级 数 仅 当 = > 去 时 收 


not 牙 
敛 . 


Lz RAF 
10. 1. 44 Zs ra 


< RT 二 La 
解 2 而 一 和 于 7 


二 LA 了 Li 
一 之 [Cete 而 一 1D 二 (4 一 sn 两 十 1T)]， 


级 数 S01 一 ob 而 于) 及 了 (1 一 sn 元 守 了 了 都 是 正 项 级 数 ,由 于 


和 Li 
jm 1 一 吧 而 二 工 i 工 
ee 工 4 工 32， 
加 有 2 


而 级 数 立 二 发散， 人 十 收 伊 ， 故 级 数 )G1 一 se Te 发 和 


Sa — sin pr St 收敛 . 


从 而 ,级 数 (ets 二 忆 一 sin 吉 守卫) 发 散 . 
10. 1. 45 bp es 


解 ” 先 设 o> 2, 利 用 斯 特 林 格 公式 al 一 V2mmmre-"+ 牙 , (0 <6 
< 1), 即 得 
In(n! ) 2 十 亚 十 熙 十 9. 


ne 2 2 


显然 , 当 a>> 2 时 ， 级 数 > 去 忆 袜 训 以 有 
立志 均 收 么 ， 故 级 数 IC 2 收敛 . 


二 606. 一 
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Dlink 


现 设 a< 2, 由 于 limlnn 一 十 co, 从 而 lim 


一 十 ,因此 
In(n!), 1 1 2 Sd 
lim 一 / 1 一 lim 个- 一 一 十 co, 再 注意 到 此 时 >) 二 发 散 , 故 
poe ao 二 

n(n! ) 
级 数 了 1 5 发散. 
ch 区 
10.1.46 > in 一 一 . 
rn 
n 
解 
ch 区 ch 工 一 cos 并 ch 工 ee 
w= In ln |1 十 (人 < ， 
x x x 
2 bo CS 
中 二 
其 中 元 一 1 一 0 一 co). 由 于 
< 
,Chr 一 cos7rz 、。 shxrz 十 msinxz 。 zchrrz 十 mxcoszrz a 
lim 3 = lim = lim 一 
0 x 0 2z 0 2 
中 工 一 cos 工 
cosi 中 工 Si 
故 得 lim 宇 = lim .In|1 十 和 
二 二 co 
元 一 cos 二 
lim * lim 
pee La 
n 


如 
2 
5 


于 是 存在 常数 上 > 0, 当 ， 充分 大 时 ,有 | 衬 | 二 忆 即 lw| < 古 ， 


由 于 级 数 > 二 收敛 , 故 原 级 数 收 人 


ed 1 
10.1.47 > ) 一 一. 


并 有 


上- =b, 但 


解 ” 由 于 a! > (也 )", 故 有 


YB = H+, (no), 
因此 级 数 4. 发散, 从 而 原 级 数 也 发 散 . 


ee mm 
10. 1.48 之 ty 


mi edne)2 
解 “一 In 一 oa 


由 于 lim an 一 na 一 十 oo, 故 存在 wm 使 当 之 mm 时 ,有 
mlninn 一 ln2n 之 4.， 
其 中 4 为 大 于 零 的 常数 ,从 而 有 
Us Rn 


Et 
ee 


于 是 ,级 数 > ) 收敛， 
10. 1. 49 So D. 


= 
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解 ” 当 ca 过 0 时 ,ww 一 m 一 1 一 十 co co). 故 级 数 发 散 . 
当 一 1 过 a 二 0 时 ,由 于 


Ine 
Jo | Inz 
工地 ll 一 ER 2 ) 
lim 上 a 1 i , 1 zlolti ZITI 
to 1 e+tm _1 e+ 
-再 


— lal .shri 


= lime (nz 一 lal-0 一 十 co， 
故 对 于 二 中 一 1, 当 a 一 co 时 ,有 隔 袜 十 0, 因 此 ,存在 常数 > 0， 
a 


使 uw 之 #，, 但 当 lol 过 1 时 ， 级 数 之 ) 击发， 从 而 当 一 1<a< 


0 时 , 原 级 数 发 散 ; 当 a 过 一 1 时 ， 选取 ]， 使 "<p< 一 1， 于 是 la| 之 1p| 
二 1, 由 于 


Ins 
i 六，1 Inz 

Rs sel Wf Grr — ol * war) 
lim Sl lm im 
2 St he 

zm zm 一 1p| 

ae Q Inz 1 
= ,lime MD 


故 有 .im 区 一 ， 但 级 数 六 ; 贞 收 敏 ,从 而 当 =< -1 时, 原 级 
收敛 . 

10.1.50 En 二 一 nsin 二)]. 

解 一 In 去 一 Insin 滞 ). 


车 a < 0, 则 对 于 某 些 n,nCsin 二 ) 可 能 无 意义 , 故 必须 设 o> 0. 


当 a 一 0 时 ,w 二 一 Insinl = 常数 汪 > 0,(r 二 1,2,…), 故 此 时 级 数 
发 散 ; 当 a 二 0 时 ,将 w 改写 为 


1 1 
i 一 In[1 十 号 —1|] 
sin — sin 一 
R R 
so 
六 Tt 
1 
= ht 十 9 
2 
,Sinz” _ 1 Siny ysing_ | y— siny 
Fn ny 
一 lim 一 上 二 cosy ms 1 
加 一 
故 有 lm 他 一 井 . 由 此 可 知 , 当 2a> 1, 即 as> 于 时 ,级 数 >)w 收 伊 ， 
十 nl 
而 当 20 之 1, 即 a 之 计 时 ,级 数 >)w 发 散 . 
n= 
i 
10. 1. 51 ZF > 04> 0). 
We 1 
解 ” 由 于 lim 而 二 DG 二 Dr/ 7 
eo 
7 lm Torn tr 
1 eet 
芯 


lim 和 

人 

故 当 a 十 b> 1 时 ,级 数 收 敛 ; 而 当 a 十 b<< 1 时 ,级 数 发 散 . 
10.1.52 DCVata— Vnitrt 6). 


eg 
解 ” 由 公式 a。 一 ta 二 DCar 二 BP5 可 得 
Vat+a— Yani+b 


一 1609 一 
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(2 一 1)n 十 az 一 ) 
(Vn 二 at Ye 十 a 十 相 (n 十 a 十 VY 


由 此 可 知 ,不 论 。 = 半 还 是 天 去 , 当 充 分 大 时 ,上 式 右 端 均 保持 定 
号 , 故 原 级 数 可 当成 正 项 级 数 处 理 ， 


着。 一 半 , 由 于 
42 一 用 
lim CVa 十 ea 十 Yetntb)ntat Vr+ntb)_ ob 
aoo 1 Nii 
Ri 
而 级 数 >) -二 收敛, 故 原 级 数 收 全 
A 9 
若 a 关 方 ,由 于 
di (2a 一 1)n++am—b 和 
Vat+a+ Ye 十 n 十 DD)(n 十 a 十 yp Va 
守 和 和 
= 一 zx 0. 


而 级 数 > 本 发 散 , 故 原 级 数 发 散 . 


2& 十 1 


10.1.53 (1) >)( 


Pea n 
(2) nze ve 


解 (1D) 当 z 天 0 及 -1<z< 十 oo 时 ,有 in(1 十 z) 二 z 利 用 上 
式 即 得 


jn 


); 


ma 十 1 一 md 十 工 ) < 工 ， 

Rn Rn 
ES 注 1 1 
In 二 mnzTT in(1 ry | 


1 天 
内 TS 9 所 寺村 是 


一 10 一 


上 各 十 二 1 1 
0< ~—A/In < 过 
Vn a Vn vn++l1 
1 1 1 
wn n+l n(n 1) 1 
1 1 < < 


Vn Vrtl Vatl 
但 级 数 >) ;收敛 , 故 原 级 数 也 收 伍 . 


(2) 当 z 充 分 大 时 ,有 er 之 Bz7 (B > 0 为 常数 ), 故 存在 m, 使 当 
之 m 时 ,有 
0<we- /< er 一 了 十， 
但 级 数 > )w 主 收敛 , 故 原 级 数 也 收敛 . 
10. 4,54 设 级 数 > 与 4 收 化 ,上 且 对 一 切 自然 数 ", 等 式 6. < 


<. 成立, 证明: 级 数 > 'c 也 收 人 
证 ”因为 <c<5%, 所 以 0<<e 一 a 过 hb 一 a.. 
级 数 之 1( 一 %) 与 >)(c, 一 a.) 为 正 项 级 数 ,又 因为 级 数 > 'o 与 >) 


收 敏 ,所 以 , 正 项 级 数 之 ;Cu 一 o) 收 敛 ,而 一 w < 六 一 “所 以 正 项 级 
数 2 一 a.) 收敛. 

又 因 基 三 全 三 友 阅 硬 所 以 级 数 也 收敛- 

10. 1. 55 设 > 和 > 都 是 正 项 级 数 , 证 明 : 


(GD 车 yw 收 化 ,上 且 当 #>>m 时 ,和 二 ， 则 之 他 收敛 . 


a 
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ED 发 散 , 且 当 a > 时 ,时 > 2 则 uw 发散 . 
证 (01) 由 题 设 有 
be se ee Et A 


， 
wh vo ao+1 ~ Veot! Wai Vos 


将 上 面 各 不 等 式 两 边 分 别 相 乘 得 ,w 一 i, 于 是 ,由 比较 判别 法 知 ,级 


数 > 收敛 
(2) 用 类 似 (1) 的 方法 可 证 明之 . 
10.1.56 设 术 和 > 都 收 全 ， 证 明 级 数 (1) Blah (2) 


Ba + 01 (3) 5 二 | 都 收敛. 


证 (1) 由 于 eb| < 到 (es 十 翅 , 由 比较 原理 知 , >)1ab| 收 
am=mil 


敛 . 
(2) 因 0 志 (a 十 8)? 志 十 2|ab| 十 到, 故 由 比较 原理 知 ,级 数 


六 十 b)2 收敛 . 


(3) 在 (1) 中 取 一 荆 , 即 得 级 数 > ja| 收 化， 
10. 1. 57 设 {a} 为 单调 上 升 趋 于 无 穷 的 正 数 列 , 记 ww = 
2 一 人, 证明 当 p > 0 时 ,级 数 >)u 收 伍 ;? 之 0 时 ,该 级 数 发 散 . 


Gas+ 1 
i 一 一 “tl 一- 工 __L ES 
证 ?一 1 时 ,zw i FR 这 所 以 


sr (no), 故此 时 级 数 > 收 敏 . 


?> 1 时 ， 由 题 设 知 ， 当 ， 充分 大 时 ， 有 am 之 1， 因此 = 充分 大 时 ， 
中 之 a,, 从 而 . 


一 162 一 
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i 
0 入 51 一 4 和 区 94 
at1 tt 


由 比较 原理 和 = 1 时 的 结论 知 ， 收入 


0<pz<<1 时 ， 有 1 一 2> p12)， 对 于 任意 的 rzE (0,1), 在 
[0,1] 上 对 函数 f(z) = z? 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
f(D) — f(2)= F011—2),0<zr<ée<l1. 
即 1— z= pe-!(1 2 z). 


在 上 述 不 等 式 中 , 取 z = 汪 -, 即 得 0 之 村 < 一 于 人 二 二 


> eb 尖 外 入 比较 判别 法 知 , 当 0<p< 1 时 ， >)w 


?一 0 时 , 取 = 于 ,对 任意 的 N, 由 % -coCm ~- co) 知 ,总 可 以 
取 m 充 分 大 ,使 n>, 且 2tt A 


SA 二 Se Pe 
2 
故此 时 yw 发 艇 ， 


?二 0 时 ， 由 题 设 知 , 当 " 充分 大 时 ,有 a. 之 1,af<< 1, 从 而 s 充 分 大 


可， 


二 Ga+1 tt > 0. 
ao+1 


aas+) 
由 ?= 0 时 的 结论 知 ，>)u 发 散 . 
10.1. 58。 设 正 项 级 数 > )w 收 化 ,证 明 , 必 有 收 敏 的 正 项 级 数 
存在 ,使 Im 加 一 十 co. 


证 令 s= Nt 天 设 % 全 =， 则 把 


Fl 


= lS 
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是 单调 上 升 的 正 数 列 , 且 a. 一 co(n 一 co), 令 
St cpl, 


Mm tl 
由 10.1. 38 题 知 , > )u 收敛 ,但 


1 et Wh 
8— B+ 8—8 (8— +)(s— 8)" 


v= 


Ga+1 i 


于 是 lim = limai™? 一 十 co. 


10.1. 59 设 正 项 级 数 Du 发 散 ,证 明 必 有 发 散 的 正 项 级 数 


证 令 。= Dm, 则 (s.) 为 单调 上 升 数列 , 且 s 一 十 oo， 


Ca oo) ,因此 令 避 一 守 二 ,由 10. 1.36 题 知 , > 'o 发 散 ,而 一 。 


一 sa-1? 故 Im 习 一 1 lim 士 = 0. 


10.1.60 设 正 项 级 数 yo。 与 > 收敛 ,利用 不 等 式 (z 一 7)? 之 0 
证 明 ; 正 项 级 数 汪 Va8 与 -后 也 收 全 


证 由 0<(Va 一 V&):=a 十 一 2 Vab, 有 
Yah << 诗 (@u 十 如 ,而 级 数 去 (二) 一 去 (Ze 十 >) 收 化 ， 


故 由 比较 判别 法 知 ，, Yah 收 化 
着 令 4 一 去 ,显然 Zn 一 立志 收 化 , 故 由 上 面 已 证 得 的 结果 知 ， 
号 人 -瑟瑟 全 


一 项 H 一 


§ 1 常数 项 级 数 


(2) 比值 判别 法 
10. 1. 61 


3 
(1) 闷 
5 


4 ，5 ，6 
十 更 十 更 十 到 十 和 

5 ， 5 
DItartar 


1 21 3}! 
10t10+10t; 


1 4 9 
(引言 十 硬 十 村 十 3: 
3 3? 3 
TataR+ta.st 


(5) 
解 (1) 因 ,一 “去 2, 故 
Ust+1 


lim eH = lim ®t 3 


ee wo Zt! 


所 以 ,级 数 六 二 二 2 收 人 


5。 
(2) 因 w 一 贡 ' 故 


加 +1 


十 te 


(3) 


十 


2 


利用 比值 判别 法 ,判定 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


5 一 0<1， 


,+1 
lim lim 5 


DT 5 


所 以 ,级 数 沁 全 政绩、 


让 
(3) 因 w 一 如 , 故 


wim 十 1D1 .10 


lim 


lim 


nn 二 1 


10°+i nl 


所 以 ,级 数 六 ， 


a=l 


2 
(4) 因 z 一 璐 , 故 
Ca 十 1D3 3 


发 散 . 


nl 


10" 


Mtl 


lim 


10 WE- 0 


lim 


= lim 


所 以 ,级 数 > 仿 是 收 化 的 . 


n=1 


3"+1 ne 
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数 


3 
(5) 因 = 吉 丈 ' 故 


a 2+ neo2 3 nn 3 
下 一 名 下 DF “mati >>! 
SE 
所 以 ,级 数 之 ，i 去 发散- 

10. 1. 62 ”判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 

< 2"°。 nl 
D2 

2 ,2.5 2+ 5(3n 一 1) 
Ot Tm 

3 3 3 3 
(3) 二 20 二 3 二 4) 十 3 

1 2 3 4 
(WTIT+art+art+art+ 3 


[ao 十 DD! 了 


41…(2n) 5 


到 


解 (CD 因 w 一 2 , 故 
站 2m 
ln mi Fe tn ty 

=tim 一 2 一 = 之 <1 
(1 十 一 > “ 
LL 
本 Sm 2 9 
所 以 ,级 数 之 ,一 ” 收 全， 


(2) 因 w 一 


lim + = 


2。5…(3n 一 1) 
1。5…(4n 一 3)' 故 
2°+5°%(3n— 1)(3a 十 2).1。5…(4a 一 3) 


2 
所 以 ,级 数 1 


a Ty) 
,32_ 3 
Py re es 


»*5.…(3x— 1) 


5G4n 一 3) 收 全 
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(3) 因 xu 一 a( 卫 ), 故 


G+ DP" 


| Wy, i A 3 
a 3 i 
na) 
所 以 ， 级 数 >n(3-)" 收 全 
be 
(4) 因 wm 一 于, 故 
at 人 十 1)4 ,nl 2 十 1 
Jim wu -mt nt ue 5 )”， 
A 
所 以 ， 级 数 时 “ 收敛， 
1 
二 
(5) 因 w 一 ti 21" 故 
Wt Ca 上 放生 和 和 一 上 1 


lim = lim <<1， 


ms ln ean D2 ™ lm zi)™ 4 
所 以 ,级 数 了) rr 一 5-i 收 处 . 


[G+ Dy 
(6) 因 mw 1 41(2a)1' 故 
Wii (十 2) 一 人 十 2).， 
tn 0 “(2n + 2) nt 
于 是 lim = lim[(1 十 a er 
所 以 原 级 数 收 全 
10.1. 63 ”判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
(1) 六 zsn 到 
as=l 
1000 ，1000。1001 1000。1001 » 1002 
(2) 一 十 TS 洁 T 35 十 … 思 


解 (1) 因 = 2 sin 于 : 故 六 


一 W617 一 
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Fi = 
a 2 i 
be 2sin 工 sin 末 
sin 3S 
tl ,Sint 
而 血 一 元 一 四 中 直 (人 4 下 
sin 3 


坝 = 了 < 1, 放 级 数 了 2 sin 入 收 和 


lr 
(2) 由 于 lim w+ 一 lim 生生 = 十 二 1, 故 级 数 


< 1000 + 1001 * »… + (1000 十 四 
> 1 3 5。 Cn 十 1 收 全 
10. 1. 64 ”判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


(1) Et + CC— Dy/ 
(2) 六 wp, 其 中 。 为 任意 实数 ,p 为 非 负 实 数 . 
解 0< mL[V2 十 (一 1D] /3 入 maCV 2 十 1DV3 
对 于 级 数 >eCY 3 二 1)V3", 由 于 
lim SH lim A l0+ 二 六 一 et 1<1 
所 以 级 数 Te V2 十 DYV3' 收 敛 , 

从 而 可 知 , 级 数 >e[( V 3 十 (一 0 了 /3 也 收 人 


(2) ww 一 wer, 由 比值 判别 法 有 
lim Yt 一 lim 外 十 人 Jim(l 十 L 1 )p, 

故 当 0<< 二 1,c 为 任意 实数 时 ,级 数 收 伍 ， 

当 8 > le 为 任意 实数 时 ,级 数 发 散 ， 


当 p 二 1 时 ,比值 判别 法 失效 . 此 时 ww 一 mw, 由 ?级 数 的 剑 散 性 知道 ， 


一 8 


8$1 常数 项 级 数 


当 a<<- 工时， 级 数 收敛; 当 a 之 一 1 时 ,级 数 发 散 . 
10.1. 55 证明:lim 7 0. 
证 。 考虑 级 数 ) T+ 因 一 避让 


| (二 Ts (2 
Ue ly LG DT xn 
lm + 0.e=0<l 


所 以 级 数 1 收 全 ,由 级 数 收 人 的 必要 条 件 知 ，lma 一 0， 


即 lim er 0. 


10.1.66 判断 级 数 V3 V2 -V2+N2- V2+ V3 


Kl es 的 敛 散 性 . 


解 ”可 用 比值 判别 法 判定 ,但 计算 较 繁 . 为 此 先 将 4 变形 化 简 , 即 
将 各 项 表示 为 三 角 函 数 的 值 . 


ul V2= 2cos 7 T= 2sin = 


= V2 VY en 也 ) 
一 人 / 2。2 sinz 所 到 委 一 2sin 页 ， 

ee /a V 2 十 Vi + i 
=N2— V2 tes) = /2— 2eos 刺 一 2sin 页 ， 


利用 数学 归纳 法 可 证 得 通 项 为 w = 2 sin ee 


x 
2sin D7 


2Gsin 丈 十 sin 55 亦 十 sin -2 到 二 十 sini 十 …) 二 22 sin 3 


= 
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x .x 天 中 
2 sin aT3 nFri Fri 
因为 徊 种 =m 一 于 -im 
2 sin 7 Fr sin gr 
1 
= 也 < 
故 原 级 数 收敛 . 
(3) 根 值 判别 法 
10.1. 67 ”判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
oo 于 
解 ee Ze ome 加 一 一 吉 
i er 
<1， , 故 级 数 之 ) 二 二 收敛 
3 2 oo 
(2) 因为 0< 一 二 之 素 ,对 于 级 数 》) 芭 , 由 于 
lim Yu = lim -Ar 
oo a 2 
i 上 ncos 本 
故 级 数 > 去 收敛 ,从 而 级 数 2 一 未 一 也 收 丝 ， 


10.1. 68 ”判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
Sn 于 机 
DoF 
(2) 对 中 a ano0) ,mradb> 0, 且 a 


解 人 


因 lim Vu = tim 元 寺 1 i 1= == 方 < 1, 所 以 此 级 数 收敛 . 


C27 tw 一 (也) 所 以 Yu 一 也 -一生 -oo) 
On a a 
一 39 一 
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当 a >5 时 ,二 一] 列 级 数 2) 收敛， 


当 a<b 时 ,也 之 1， 则 级 数 沁 ( 记 -)" 发 散 . 
10. 1. 69 判断 下 面 级 数 的 全 散 性， 


Dat 2 冯 天 十， 人 
解 ”由 根 值 判别 法 
CD tim Ym Yu Yi- 二 NE 
i 
所 以 , 原 级 数 收敛 . 
(2) lim Yu = lim (名 二 | 证 fae 
所 以 ， 原 级 数 收 化， 


(3) lim Yu = lim LA 二 0, 所以, 原 级 数 收敛 . 


i 
R 


10.1.70 ”判断 级 数 
1 十 aa 十 四 十 中 十 ao 本 十 … 十 oo 吕 -十 oo 和 十 … 
的 伍 散 性 ，(e 之 0,5b 之 0)， 
解 ”该 级 数 的 通 项 可 表 为 
A 人 nm 一 2 十 1; 
tttb, n=- 2k 二 2. 
所 以 ，lim 凡 交 -全 Va = Vaan 2ktl; 
和 Vim ?ar = Vab, n= 2k+2, 
由 根 值 判别 法 知 , 当 ob 二 1 时 , 原 级 数 收敛 ; 当 ob >> 1 时 ,级 数 发 
散 ;当中 一 1 时 , 原 级 数 为 1 二 a 十 1 十 a 十 1 十 4 十 …, 发 数 . 


10.1.71 讨论 马 吉 Go 为 实数 ) 的 敛 散 性 . 


1621 一 


第 十 章 级 数 


解 ” 当 7 过 0 时 , 因 圳 不 趋 于 零 , 故 级 数 发 散 . 
当 p > 0 时 , 易 见 古 是 单调 递 碱 的 ,因为 
过 去, 当 ? 之 1 时 ， 
A 
| > 于, 当 ?< 1 时 . 


故 ? 之 1 时 收敛 ?p<<I 时 发 散 !2 = 1 时 失效 .但 用 其 它 方法 可 判断 此 时 
亦 发 散 . 

所 以 ,p > 1 时 级 数 收敛 ;jp 入 1 时 级 数 发 散 . 

注 ”此 题 利 用 了 第 二 根 值 法 : 


设 给 定 正 项 级 数 Su 三 妇 十 如 十 下 十 如 十 ， (4) 


若 级 数 (4) 的 项 单调 递 威 , 且 lim War 二 p, 则 当 p< 去 时 ,级 数 (4) 收 
化,p > 去 时 ,级 数 (4 发散. 
10. 72 用 根 值 法 剂 别 级 数目 的 化 基 性 
般 一 如 Y= 
一 吉 YY 一 吉 和 一， 
所 以 应 使 用 第 三 根 值 法 ,因为 
”加 VE 和 二 -1 > 二 


所 以 ,此 级 数 发 散 . 
注 ”第 三 根 值 法 为 : 


设 给 定 正 项 级 数 福 iu 一 和 十 由 十 … 十 和 证， (4 


—_ 
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若 级 数 (4) 的 项 单调 递 碱 , 且 lim 入 27%, 一 p, 则 当 p 二 去 时 ,级 数 (人 
收敛 ,p > 去 时 ,级 数 (4) 发 散 . 
10.1.73 判断 六 二 的 敛 散 性 . 


解 p= lm Yu = lim lS 
oo mln2m 一 
Calnzm) 


I» 


工 2 
邻 9 一 Cin) 则 ing = ee 
2 
limlny = lim lIn(nln’n) 
a 0 
二 nnn en 
二 
多 a 1 二 
= -maT 


“一 十 lnn 
n 


于 是 y= 二 1, 所 以 p== lim Yu =1. 


eg ' 1 
Mn 


令 y = [2n292 上 , 则 ny 一 In[2Gn225 ， 


n 


Ch 
limlny = lim In[2Cn2) Cn ] 

2 .2In2 。 攻 十 (In2")? 。22 。ln2 
二 2 (CIm255 


， 2n2 十 ln2。，ln2 
二 2 lim 一 2 


于 是 ,y 一 om 一 2, 所 以 户 一 lim Yur 一 二 :而 


一 16 一 
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站 1 1 1 
Am 一 lim A/ 222 ,, = lim py = lim 四 
ee 22 rN 27(In27)? ~ [2z 二 (ln22)2] 


这 
令 y 一 [2 Gn2*)?J], 则 
ln22 十 2in(ln22) 
RAR 


lny = 
2 ln22 
2 十 、 2 jn22 22° 
hy 2mn2r) ran | 2 ] 
0 ao om 2 In2? 
= lim[In2? 十 2 = In2? = In4, 


于 是 yo9 一 4 所 以 a 一 mf2ws 一 才 二 十， 故 级 数 与 
收 化 ， 
10.1.74 讨论 级 数 于 型 的 敛 散 性 . 
解法 1 用 比较 判别 法 
nl 1 
因为 不过 高 而 站 训 收敛 ,所 以 ， 级 数 祥 全 收敛 . 
解法 2 用 比值 判别 法 . 
an+1 二) 人 从 
因为 十 Dr a 0W 填 17* 而 
1 
[el + 地) 


= <1, 
已 


m ty = un: 


所 以 ， 级 数 > 中 王政 做 ， 
解法 3 用 根 值 判别 法 、 因为 
人 ee ey/ = tt 
到 二 an 二 十 加 过 二 9 十 In 区 ) = | 
= (zinz 一 z) 用 一 一 1， 
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所 以 ， im /于 二 e-! 之 1, 故 级 数 >) 型 收敛 . 


10.1.75 研究 > n( 卫 )， 的 敛 散 性 
解法 ! 用 比值 法 求解 
因为 守 ! 一 (a 十 D( 襄 )/a( 读 )" = 


1 3 
A 5° 


而 lm 总。 + = 时 ,所 以 级 数 > (二 收 生 

解法 ?用 要 令吉 

因为 多 mA/ om 六 一半 YY 而 im 辣 久 一 二 ,所 以 ,级 
数 >a( 孔 )* 收 人 

解法 3 用 比较 判别 法 求解 

因为 im Ya 一 1, 所 以 ,存在 自然 数 N, 当 n> 时 ,及 a < 
总. 故 当 a > NN 时 有 


3 
ans)=( n 5)<(FX) (CI 六 


而 SG 各》* 收 全 ,所 以 ,级 数 卫 aC 也 )" 收 全 .从 而 级 数 汪 a( 必 》 
收敛. 
解法 4 用 敏 散 性 的 定义 求解 . 令 。 一 >)k( 记 , 则 


E} "3 x 3 3 
襄 s = KB = Pa — DGC)Y +r), 
而 式 相 减 , 得 


i 3 
(1 5)s. se 一 a( Re (Bt, 
5 
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帮 。 一作 [3 


而 Im( 呈 一 0， lmna( 有 一 0 
车 -33 SC3 
所 以 ， lims, 一 | 4 ,于 是 ,之 in 5) 收敛 . 


10.1.76 研究 可 空 Ho > 0) 的 化 和 性. 
解法 1 用 比值 :求解 .因为 


WD 本 4 
wn Ca 十 Use al mt DD)" 


而 im 二 生 六 一生 ,所 以 , 当 0<s<e 时 ,> 2 收 敏 , 当 a > 
n=1 


an! 区 en” e e 
寺 ， 一 发散, 又 时 ,一 + ;二 > 
“时 D3: 发 散 ,又 当 a 一 时 uw (十 1) G 二 二) e 
1, 所 以 ,{w) 为 单调 上 升 数列 , 故 加 之 w= ea 一 2,3,…). 于 是 ,os 


0 一 co) ,所 以 , 当 一 “时 ,> 守 ! 发散. 


综 上 所 述 , 当 0 < < 时 ,级 数 六 2 收 化 当 上 >>e 时 , 袜 2 
发 散 . 

解法 2 用 根 值 法 求解 . 因为 Y = A/ 2 一 a 和 /于 ,而 
meA/ 中 = 二 ,所 以 , 当 0<e<e 时 ， 允 妆 >， 
六 和 发 散 ， 

又 当 4 一 时 ,us 0 一 oo) 所 以 , 当 a 一 。 时 ，》) 2 发 
散 . 

综 上 所 述 , 当 0 < < e 时 时 ,7 宫 收敛 ， 当 a 之。 时 ,该 级 数 发 
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散 . 
(4) 积分 判别 法 


10.1.77 判断 二 am 工 的 敛 散 性 . 


解 考虑 级 数 六 志 , 令 f(z) = 一 , 则 


er Er 


um ee = tim[lininn 一 Inin2] = co， 
wood 2 zlnz so 


二 sin sin 
发 散 . 而 im 一 一 一 = lim 一 一 二 1 由 比较 判别 法 


nlnn n 


故 级 数 志 


nlnn 
1 ,1 > 

知 ,2 训 sin( 广 ) 发 散 . 
10.1.78 i 


试 证 明之 并 判别 FT 厅 sn 二 的 化 散人 性 . 


证 取 f(z) 一 - zy" 则 f(z) 单调 递减 . 且 
下 1 要 lnlnz|,， 7 一 1 
人 1 1 " 
2z(lnz) Ts Te 3 关 1 


站 此 题 得 证 . 
| Cc 1 1 
tim TD 二 故 级 数 >RGTTDsn 于 发 
散 . 
IN 7 判别 级 数 ) 50 


解 。 易 知 函数 了 (x) 一 cnzysbiminzi( 不 论 P.9 为 何 实数 ) 的 导 酉 


数 当 z Se 故 当 = :充分 大 时 ， f(z) 是 非 负 递减 函数 . 
二 1, 则 


TT 的 敛 散 性 . 


see RN 
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| Tl #1 
3 zinzCininzy 一 Iinininz|+” ， gl 

当 9 二 1 时 收敛 , g 三 1 时 发 散 . 故 由 柯 西 积分 判别 法 知 , 原 级 数 当 
7 二 1,9 之 1 时 收敛 ,pz = 1,g 三 1 时 发 散 . 

车 zp 关 1, 作 代 换 Inz 二, 则 

+ dz tm 
| z(lnz)7(lninz)* | 如 (lnt)97 

当 ?>1 时 , 取 ?7 之 0, 使 ?一 昌之 1. 内 于 (不 好 为 侣 委 牧 ) 


a ra te rp 0 


故 积 分 ”二 收 化 .从 而 原 级 数 收 生 : 当 5< 1 时 , 取 +> 0, 使 ?二 
+ 了 5 由 于 


1 
ee 
A By; = dn, hy 


故 积分 |”; 发 散 . 从 而 原 级 数 发 散 。 


综 上 所 述 , 原 级 数 仅 当 ?一 1,9 > 1 及? > 1,9 任意 时 收敛 

(5) 拉 阿 伯 判 别 法 

利用 拉 阿 伯 判 别 法 ,研究 下 列 级 数 的 敛 散 性 (10. 1. 80 一 10. 1. 86 
题 )， 


10.1.80 (1) 之 学， 


一 十 oo， 


(2) Van! 
“= (2 十 YI1)(02 十 2 2 ).…(2 十 v 
RIRT 
人 Dtigrs'e> 0,9> 0). | 
le pa 
be Rt? hb 十 1 
解 (Din Dign Cn 由 于 
(x 十 1)*+1+? 
lima(—— 一 1) = lim Tt! lt jl 
eo htl i 3 
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1 N 
La | 卫生 Pratn | 
-过 = lim 
0 工 i 了 
ero- 和 ero | 
= lim < ?一 二 
Pe £ - Se 


故 当 p 一 二 之 1 即 p> 和 时 ,级 数 福 对 收 全 


a 


(2) -如 2 十 Vat+1, 由 于 


wh arti 
,2+ Va 十 1 

limn(a 1) = limn( 1) 

ee. -= Vatli 
ni 
Vat+l 

Vn! 
故 级 数 天 一 收敛 
2 )2+ V2)%2+ Vn) 
a 


网 ey RE 
limn( 四 1) = lima[(1 十 D+ 1] 


(十 zx 十- 至-) 一 1 
三 


0 z 


故 当 ? 十 9 之 1 时 ， 级 数 >) zt 二 二 而 收 全 


10.1.81 CD Dt Dt dD. T,p> 0,4>0; 


(0) Dy “4T, (p>0,9>0; 


a=l 


Wh n+1), 上 十 = 
解 ee 
lt 
lima( 疗 Fi 1) lim#[(1 十 寺 十 1] ce 
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QF 


=im— +1 
故 当 9 十 1 一 ?> 1, 即 4 之 ?时 , 原 级 数 收敛 . 
如 /2x 十 2 2 十 1) 
Di GF )', 由 于 
2 十 2)1+1), 1] 


We 
Hm DD ml 
(+2 + 1 

2 十 z 十 卫 
站 ? 要 


一 lim 


(2n — 1) 1 
故 当 9 十 二 > 1 时 ， 级 数 沁 [2 二 时， 十 收 全 


1 
a | alat+d) ，a(e 十 d)(a 十 24) 
10.1.82 〈1) 十 tor to tt" ,(a> 0, 


b> 0,4> 0); 


(2 > 空 
二 
加 _ bnd 
解 Datm' 由 于 
lim (= 1) limnC 二 1)》 lim 时 这 nt 
a ak Es 
vala t+ dCat (no— 1)4) 
(2) 由 于 
对 一 j= 二 二 二 一 雪 二 二 [十 二 )* 一 a 
1 (+ 二 "一 e 
i La 
二 二 ST > 
n 
应 用 洛 比 达 法 则 ,有 
3 mots 
lim (1 十 z) Ca 
0 立 0 工 
se laC 十 z 二 
= lim{e: [zr zn + 7))) 
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过 limet "+™ lim[® 一 《1 十 z)in(1 十 2)] 


0 0 z2(1 十 z) 
Jin 二 InGd+z  。 
elimFFaT Tr 2 
1 
(1 
于 1 e 1 
故 lima( D 一 于 Im 和 = 一 也 = 也 <<1， 
n 
所 以 , 原 级 数 发 散 。 
10.1.83 De. 
下 
解 由 于 x( 一 D 一 ae YT ye 二 
xy y。，_1 
= 和 (Yn — Yn), 
Vail1— Yn 
而 lim(Yrni+1— Vn) 
= i 0， 
To Vat li+ Ynn+ D+ Yn 
lim( Yn 十 一 区 RnR)-n 
lim 十 co， 
Ya 十 1D? 十 Ynln 十 由 十 久 
利用 lim 和 于 = ee 让 收 
Pe 
化. 
10. 1. 84 SD 
n= 
解 ” 先 设 c 关 0, 若 be 一 ad 关 0, 则 
一 DD 一 克拉- 于 香江 一 中 
ce-aoma+1) 
一 n(eiTOIamerira 1} 
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Coe—MYInt1+ LL) 


1 
| (be — b0)In(L + 到) 
(ce 一 ad)In(1 十 二 ) 十 
Cem 十 [can 十 1 十 坷 
1 


”Cana 十 [dana 二 TD 寺 可 
当 a-> oo 时 ,上 面 等 式 右 端的 第 一 个 因子 趋 于 1, 第 二 个 因子 趋 于 
te ~ ad ,第 三 个 因子 趋 于 零 . 因此 ,limx( 汪 一 1) == 0, 从 而 级 数 发 散 ， 
车 be 一 ad == 0, 此 时 x= 常 数 >0， Cn 一 12,…), 故 级 数 发 散 ;， 若 


nt 光 1 a 
[~— Tl td 《之 可) “InCl 


7 


C= 0, 则 ax --1)=e 
+ 
二)/ 汪 一 -后 (d 关 0),(n 一 00). 于 是 ,如 果 一 上 之 1, 即 和 过 
n n d d Wh | 


- 1 则 级 数 收敛 ;如 果 一 也 过 1, 则 级 数 发 散 ;如 果 一 也 一 1, 则 = 
二 (ec > 0 是 常数 ), 从 而 级 数 发 散 . 
10.1.85 Se ,> 0,5> 0,c> 0). 


， 
解 由 于 lim( 必 一 全 十 一 )7 二 


2 /an 
二 L 
el 
lim[ 工 SC 工 十 )] 
n n n 
nd 六 (nb 十 Inc) 一 In 一 2 


ie 
当 a 关 Vbe 时 ,In 一 上 天 0, 且 当 ) 充 分 大 时 ,级 数 的 项 不 变 号 ， 
Vic 


上 


故 当 a 关 Vie 时 ,级 数 六 tt 芝 所 二 < 发 散 


当 。 一 Vw 时 ,级 数 为 了 [一 性], 册 于 当 a 必 时 ,有 


一 W682 一 
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(Ca 
党 


/去 一 让 (ns ino", 上 级 数 ) 去 收敛, 故 原 级 数 


SIT= 9 收敛. 即 当 a = V5e 时 , 原 级 数 收敛 . 


10.1.86 DJa om’n, (a > 0). 


解 罗 二 a- tart tn?e) 

当 a 二 1 时 ,显然 = 1, 因 而 级 数 发 散 ， 

当天 1 时 ,考虑 正二/lnn = (6 十 clnn)Ina, 由 对 数 判 别 法 可 知 : 

(1) 当 c = 0,blna > 1, 即 >。 时, 原 级 数 收 敛 , 而 当 c = 0， 
blna 二 1,4 式 。 时, 原 级 数 发 散 . 

(2) 当 c 关 0,clna >> 0, 即 «二 1 时 , 原 级 数 收敛 ,而 当 c 头 0， 
clna < 0, 即 < 1 时 , 原 级 数 发 散 . 有 

综 上 所 述 , 仅 当 e = 0,e >>e 及 a >> 1 时 , 原 级 数 收敛 . 

(6) 综合 问题 


10.1.87 求 出 通 项 w 碱 小 的 阶 ,从 而 研究 级 数 Yu。 的 敛 散 性 . 


An As boss 
十 bn 十 … 十。 


CD ton,| 1 + 之 | .e> os> 0). 


(Duw = ,其 中 型 十 bm 十 十 b> 05 


解 (1) 由 于 一 o( 汕 ), 故 当 g 一 p> 之 1, 即 9 之 1 十 p 时 ,级 数 


7 
收敛 . 
(2) 显然 天 1, (否则 ,无 意义 ), 由 于 
ma 十 之 = 1 Ye i 
a nlnd ~ w= 
故 级 数 收 敛 . 


10.1. 88 。 求 出 通 项 减少 的 阶 . 从 而 研究 级 数 > uw 的 化 散人 性 . 
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(Dus em + ty; 


(2) w= lr. 
nite 
CE] L 


解 (1) (1 十 le 站 一 er- 南 +o， 
由 于 > 0, 且 


+0(S) 


Pp dt “[ 吉 十 o( 直 ) 了 一 ol 二)， 
故 仅 当 ? 二 1 和 有 要 收 级 
(2) 由 于 ww 一 = oil), 
故 级 数 发 散 . 


10. 1. 89 设 有 正 项 级 数 Ya。 三 十 a 十 … 十 a 十 … 和 级 数 


Heat . 十 呈 十 …, 下 列 命题 是 否 正确 ?如 果 正确 , 试 说 明 
之 ;如 果 不 正确 , 试 举 反例 . 
CD) 如 果 级 数 收敛 ， 则 局 收 线 ; 


(2) 如 果 级 数 > Ya 发 艇 , 则 发散， 


解 CD 如 果 级 数 > 收敛 , 则 有 lima. =- 0, 于 是 对 于 。 一 1, 存 在 
N>0, 当 za>N 时 ， 有 a pr 从 而 当 z 之 六 时 ,也 有 0<o<oaw<1， 
于 是 由 比较 判别 法 知 ,级 数 >a: 收 全 

(2) 级 数 和 > 发散 ,二 不 一 定 发 散 ,例如 ,熟知 的 级 数 
D0>0, 当 7 一 1 时 ， 允 3 十 是 调和 级 数 ， 发 散 , 当 7 宇 1, 如 5 二 


3 时 ,级 数 福 ) 十 却 收 全 a 
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10.1.90 证 明 :o 之 0 时 ， 正 项 级 数 》， 二 收 钱 . 


证 “ 令 fz) = z ~-'(z> 0), 用 中 值 定理 ,得 攻 2) 一 了 Ca) 一 (6)， 


(a 之 6 过 ). 取 a 二 n 一 1,6 二 n, 则 存在 (rn 一 1 二 6 过 nn), 使 
8。 一 《8 一 人) 一 


a 一 
1 ] 1 

由 此 可 得 , 当 4 宇 2 时 ， ,有 二 [车 二 一 去 本 
取 o 一 0, ec 一 二 [二 六 一 去 ] (之 2)， 把 级 数 Y)o 与 级 数 已 直 
比较 , 因 > ec 的 部 分 和 为 

1 1 1 

本 a 十 名 + + oy | 
i， (一 co) 
a a 


即 得 > 收敛 , 故 级 数 六 上- 对。 > 0 均 收 人 

10. 1. 91 设 级 数 > Yc. 和 了 7a 都 是 正 项 级 数 , 即 c 0,a >>0, 证 
明 :; 如 果 级 数 立 "ec 收 敏 并且 三 cr 一 0.1,2，, 风 级 数 立 也 
收 全 

证 由 题 设 可 得 下 往生 , 生 和 于, 之 入 忆 ， 


co a Cl Le Oi 


把 上 列 不 等 式 连 乘 起 来, 便 得 各 < 名 ,所 以 ,a, < 名., 由 于 级 数 Dc. 
敏 , 氏 为 常数 ,放生 6, 收 但 ,从 而 级 数 了 a. 收 全 
10.1. 92 证明: 设 正 项 级 数 》)a 的 项 单调 碱 小 , 则 级 数 a, 与 


级 数 > 2"6, 同时 收敛 或 同时 发 散 . 
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证 设 s=a 十 ao 十 … 十 on, 则 因 
a> mu> ">> a > >0, 
故 得 0 之 ss 之 十 《az 十 a9) 十 十 《ar 十 … 十 Get 1) 
<<o 十 2os 十 … 十 2 (1) 
且 有 sx 一 al 十 oz 十 (os 十 ab) 十 … 十 (oz 十 … 十 ao) 


了 十 oz 十 2a 十 … 十 2 an 


一 二 Co 十 2m 十 2 十 … 十 2az>>0. (2) 
由 (1) 式 知 : 者 zo 收 全 De 也 收敛 ; 由 (2) 式 知 ,车 
写 me 发 数 , 则 7w 也 发 人 
注 “在 此 命题 中 ,用 作 比 较 的 级 数 ;zur 可 以 用 更 普 记 的 级 数 
wa. 来 代 竺 ,其 中 为 任 一 自然 数 ,证 法 奖 似 ， 


10.1.93 设 0<zm 到- 工 了 Sinz 1，(n 一 2,3,…), 证 明 : 当 


?< 2 时 ,级 数 六 以 发 散 . 
证 易 知 z, 单 调 递 威 , 且 limz. = 0, 据 施 笃 效 定理 和 洛 比 达 法 则 
有 各 = 吉 了 = 吉 了 一 工 - 吉 了 工 上 了 
党 2 sin?z, 22 
,I? sinzz ， hr: 
im mn i 2 一 直到 一 2 
im 12 4 


r02 一 2cosz .04sin2r 
因此 ,lim W az, 一 V 3 .从 而 有 
lim FE = lim( Vz) = 2. 
王 Pr RAW 
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由 比较 判别 法 知 , > 与 > 十 同 发散 ,而 》 十 在 ?> 2 时 收 
化 ,p 芭 2 时 发 散 ,于 是 六 zz 在 > 2 时 收敛 ,p < 2 时 发 散 . 
10.1.94 ”证明 :着 Wm Ya 二 4g (a 之 0), 则 
《D 当 9 < 1 时 ,级 数 > yu. 收 敏 ， 


(2) 当 9 > 1 时 ,级 数 发 散 ( 柯 西 判别 法 的 推广 ). 
证 〈D 取 0<*<< 去 (1 一 人 ,由 于 画 Ya = 9, 故 存在 m, 使 


当 m>mw 时 ,有 0< Yo <9 十 z, 从 而 
0< Ya < 嘻 1 或 0<a< (本 Do)， 


由 于 0<9< 1, 故 0<2 二 上 < 1, 又 因 级 数 福 (二 1" 收 伍 , 故 级 数 
> 收敛 . 从 而 级 数 >> 收敛 . 
本 (2) 由 于 9 > 1, 故 对 于 序列 {a.}， 必 有 无 疮 多 个 a.， 能 使 不 等 式 
Ya >> 1 成 立 ,从 而 a, > 1. 于 是 当 n 一 oo 时 ,a. 不 可 能 趋 于 零 , 故 级 
数 之 ye 发 做 . 

10. 1.95 设 o. 关 0 (n= 1,2,*…) 且 lima, = a 关 0; 证明: 


0 Ze Ey 与 忆 人 起 一 二 -) 丝 收 全 


(2) PE — qe+i| SD 二 一 二 -| 同 敛 散 . 


Ca+1 


证 (1) 因 s.= Si 一 a 又 lima, = a 0, 所 以 


tims 一 一, 故 (a. 一 a+0) 收敛 . 同 理 可 证 明 级 数 之 (二 一 寺 -) 


| ou 


= 
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收敛 . 
(2) B 因 -上 二 < 一 laat|, 又 ma = lma+: 一 “天 0, 所 以 
二 二 
lim la 本 =@>>0. 


册 比 较 判 别 法 的 推论 可 知 ,|e 一 al 与 沁 )| 二 一 二-| 同 仇 全. 

10.1.96 ” 设 数 列 {na,}， 有 界 ,证 明 仿 Ya 收敛. 

证 “因为 数列 {ro.} ,有 界 , 所 以 存在 之 0, 使 aa.| 过 必 , 从 而 
可 知 , 0 二 二 < 外 竺 ,又 级 数 沁 江 收 化 ,所 以 级 数 沁 ) 收 人 

10. 1. 97 设 > 为 收敛 的 正 项 级 数 , {a, 一 "+1}”; 严格 单调 递 
减 ,证 明 : lm (3 一直) 一 十 oo 

证 因为 正 项 级 数 a. 收 人 ,所 以 ,lme, = lima,+， 二 0, 又 级 数 


Se 一 gat) 一 lim (a, — a+) =a> 0, 所 以 级 数 > Ca, 一 +1) 收 


全 . oy 所 以 a 之 a 之 0， Gil 2,，…)， 
区 


dat LH 1 eS 
和 5 入 
六 二 一 
< 
Ge tl 


所 以 ,之 Se 十 att), 故 


一 1838 一 
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lim ( L ) 之 lim 一 L 十 ceo. 
ao atl a, om 
2 (Ca 十 q+1) 


* (2n 一 上 ,考察 级 数 >)u 的 


10.1.98 设 w (于 ee 
敛 散 性 . 
让 ”= 1 一 十 十 可 ;所 以 二)?> 
A 
(> 地， 入 > 季 ， > ,二 = 二 ， 
把 4 个 式 子 相 乘 得 
二 


en nl 1 
(nr ie ty = 


而 级 数 > 去 发 散 ,所 以 级 数 >w 也 发 散 . 
10.1.99 设 o > 0,s 一 > > 发 , 证 明 : 全 收敛 ， 


证 因 a 之 0,s = 六 ,所 以 "<< 乞 < 


1 1 
> Ta 
因 发 散 ,所 以 lims. = Sa co， 于 是 2 一 十) = 
二 ,从 而 可 知 ,级 数 了 (5 一 二) 收敛 , 故 级 数 >) 入 也 收 化. 


1 
10.1.100 设 o>0( 人 一 1,2,…),limo[(Ce 一 1)o] 一 1 (02 过 


1 考察 级 数 > \o. 的 敏 散人 性 . 
解 ” 因 lims[(e 一 Da] = 1, 所 以 存在 Ni, 使 当 *> Ni 时 , 有 


ee 
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la[(e 一 Dq] 一 11<< 二 ,所 以 二 < le[ 人 二 一 Da]i<< 生 ,又 w> 
0, 所 以 广 <w[(e 一 Da] < 六 (1) 
令 f(D) =z(e 一 D0 <r<+ oo), 则 


FE 
>0. 


FD) = 中 (1 一 十 ) 一 1 PD 一 

所 以 所 (z) 在 区 间 [1, 十 cco) 上 是 增 函 数 ,又 
limf (z) 一 lim[erdl -4)—1=0, 

所 以 f(z) 在 区 间 [1, 十 ce) 上 便 小 于 零 , 从 而 可 知 f(z) 在 [1, 十 ceo) 上 

是 减 函数 . 


3 < ， 信 一 1 + 
叉 f(1)=e 1 之 本，limf(z) 一 lim T limer 一 1， 


zr 


所 以 1 过 F002) <e 一 1, (sz<+co) ,从 而 1 和 xD<e 一 1， 
于 是 存在 N:, 使 二 N; 时 ,有 


去 <a 中 一 D<< 立 ， (2) 
故 存在 N = max{Ni,Nz) ,使 > 之 N 时 ,(1)、(2) 两 式 恒 成 立 , 将 (D、(2) 
两 式 相 除 ,有 亏 < w-! < 3, 由 P 级 数 的 化 散 性 可 知 , 当 ? > 2 时 级 数 
Sa 收敛 , 当 1<p 过 2 时 ,级 数 了 a 发散 . 
10. 1. 101 ”研究 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


pd AE mF 时 


Far 
SS +21+ 二 nl 
(3) pr (4) > 二 
到 & 
解 CD 取 w 一 上 ~ dz 一 和 二 广 = 也" 去; 级 数 之 他 收敛、 


§ 1 常数 项 级 数 


生生 人 Vsz = ， 由 比较 判别 法 可 知 ， 
Ca sy 
| 站 5 收 全 
(2) 去 = V1i+ ee 


收敛 ， 故 立 收敛 . 


人 Dr ee 
(3) 取 =( 9 ), 则 lim = lim 元 5 站 = 1, 因 为 级 数 ym 


收敛 ， 放声 否 也 收敛 . 


ed Cn 
(4) i [ery Ti 到 ,因为 级 数 >/ 到 收敛， 


故 级 数 >) 十- 四 二 二 也 收 和 
10.1.102 (1) 证 明 : 当 z>e: 时 ,不 等 式 lnzz 二 z 成 立 ; 


(2) 利用 (1 的 结果 讨论 > za; 的 化 做 性 


解 (UD 站 证 1a < sy 即 逢 证 < 1, 令 PC) 一 下, 则 PCe) = 


1 
inzez 22 2zinz。 a In?z 


= <1, Ps) 


时 ,Pr(z) 过 0, 这 时 PCz) Weald 故 有 时 < 1 或 mntz 之 


一 Inz(2 一 inz) , 故 当 > 


所 党 


(2) 当 z 之 o: 时 ,Inzz < rz， i > 十, 从而， 当 a 之 9 时 ,有 


i 
吉之 二 —,n = 9,10,11,.* 
但 > 上 是 发 区 的 ,从 而 > 让 也 发 艇 , _ 
10.1.103 《〈1) 设 fz) 在 = 之 1 上 是 正 的 连续 单调 递减 函数 ,证 
一 1641 一 


第 十 章 级 数 


明 : > 7(b 与 fea 同 煞 散 . 
(2) 不 论 上 述 级 数 与 广义 积分 是 否 收敛 ， 证 明 : lim( f(b 
人 reean 有 一个 确定 的 极限 屿 且 0< -二 TD. 


证 《1) 由 
>; fra = frar + rear 十 … 十 此 (za 
De 


= fe >0, 
其 中 f(z) 是 在 zx 之 1 上 单调 递减 的 正 连续 函 教 , 故 
fF) > ar> f(k 十 1)， 


所 以 Sw > 之 三 rez> Ss). CD 


由 比较 判别 法 知 ,(1) 的 结论 为 真 
(2) 由 (1) 式 知 ， 


< Dw- f(z)dz < Sw 0 


= [rp 十 … 十 fa)] 一 [C2) 二 下 jn) 十 fln 十 1)] 
= f(1) — f+ 1) < f(D). (2) 


= 六 7(D - [year, 由 (2) 式 知 ,fs) 有 界 ,又 注意 到 


5 一 Brew 一 三 f(z)dr = > he [fC 一 f(z)]dz， 
及 在 [t,t 十 1] 上 有 f(k) 过 f(z), 故 有 
全 cr -#61 >0, 


因此 ,{s.} 是 正 项 级 数 的 部 分 和 ,{s.} 是 单调 的 ,单调 有 界 数列 必 有 极 
限 ,所 以 


tm CD 一 | fd) = 
1 
由 (2) 式 知 , 9 入 z 雪 fID). 
一 1842 一 
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10. 1. 104 已 知 无 穷 级 数 > 号 了 他,《e, > 0) 收敛 ,证 明 : 无 穷 级 数 
22 本 于 2 也 收 


2 at Deate 因为 


ja 车 
-> ,a 

由 全 分 的 几何 意义 ,可 条 

< Fe 12ee) 


下 


所 以 > 二 < 人 过 一 2 
因此 ,不 等 式 
Sn 1 + dr 
0o<c2 Bata<el 二 下 训 一 站 ,一 112 
t=l 


成 立 ,于 是 ,已 知 无 穷 级 数 六 ”人 收 华 , 所 以 无 穷 级 数字 也 收 但 ,由 


沾 


和 


正 项 级 数 的 比较 判别 法 ,得 无 穷 级 数 a.( 六 ) 六 二 收 化 . 
10.1.105 ” 试 证 :车 limf(n) 存在 ,由 有 了 [fn 十 1D) 一 foo] 一 
各 fo 一 区 D ,并 据 此 求 级 数 盖 50 于 1 和 中 十 汪 :的 和 ， 


证 “级 数 Y [fn + 1) 一 Cm)] 的 部 分 和 


n=1 
5 = [f(2) — f(1)] + [#63) — fF(2)] + ++ [fn + 1) — FCn)] 
= f(x+ 1)— ff), 
因为 limf(n) 存在 ,所 以 
lims, = lim[f(r + DD) — f(D] = limf(n) — f(1). 
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令 fCD = 一 十 , 则 
1 
“TD -+t Df 
而 limf(n) 一 lim( 一 十) = 0, 因 此 有 
Zt I = Set 1) — f(n)] 
= lim f(a) 一 fl =0 一 (一 1D)=1. 

令 g(m) = 一 点 , 则 

2n 十 1 1 1 

G+ 一 9 二 DD 一 9g), 


“TT Rt 1D 
lim( 一 二) = 0, 因 此 有 


而 limg(n) 一 
2 十 1 = Soo + Dy]= Hing 一 9(D 


之 An 十 1)2 


=0 Dr 


10. 1. 108 计算 im DY 


十 与 


m/e 
解 ” 当 + 固定 时 ,lim 十 下 /二 一 目 故 对 于 任 章 的 *> 0, 当 。 充 
中 


nz 
分 大 时 ,有 
! 
at1 : : 
| 
9 十 一 
生 本 
n 
。 于 3 
从 而 19) 一 一 全 | <e: 二 De 
五” 区 这 


81 常数 项 级 数 


因为 im 三 Se = J 所 以 ， 数列 (二 六 号 ) 有 界 ， 设 


四 


土 六 点 < M. 则 由 上 面 不 等 式 进一步 可 得 


fel 


a ER 
19)——s — DI<en 
2 


尘 ! 


这 说 明 数列 (>) 一 pe 5 祥生， 有 相同 的 极限 ,所 以 


六- i 
+ 与 ee 
10.1.107 已 知 某 级 数 的 部 分 和 为 : 
TS i 
一 本 十 去 十 亚 十 序 十 刺 十 页 十 刺 十 … 十 2 二 
(1) 求证 此 级 数 收 敛 ;(2) 求 出 其 和 . 
解 ”由 级 数 各 项 分 子 所 构成 的 序列 为 :1,1,2,3,5,8,13,21,34， 
55,…, 这 是 优选 法 中 常用 的 一 个 序列 , 它 的 通 项 为 


1 1+ v5 di 


la 


S 


“让 
Ct Ey es LV5 
考虑 。 4 
让 洒 2 _ dvVs5,. 
2 
1 十 /5 1— MS. 1~ V51) 
& 1+ V5 
| 
1+ V5 上) 
一 VS 1 一 分 | - i 
内 为 上 1 | .本 术 如 ,a 在 县 


- 
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Ft 
CD 设 % 一 估 , 则 轩 ! 一 去 全 ,由 于 lim 9 存在 , 故 lim 加 存 
在 ,县 tim aa 一 上 士 5 < 1, 于 是 所 给 级 数 收 敏 ， 


(2) 由 递 推 公式 一 公 一 -六 一 了 ww， 十 卫 w-; 可 得 
1 1 


Us 5 十 Fa = $+ Fe 3 ww-: 十 Tus 


将 上 面 各 等 式 的 两 端 分 别 相 加 ,得 
1 1 1 
,A 本 ss 


Ce a=1 


nn 一 oo 时 ,有 


所 以 ,s = 2. 
ne 
10.1. 108 证明 ;级 数 让 ) 红 款 5 收 化 ,并 求 其 和 ， 
n= 
3 一 D 上 +5 3a 十 5 
证 设 s 一 于 十 县 十 基 二 十 二 二 5 十 型 十 5， 
1 BM D+5 .3+5 
则 。” 访 % 二 本 十 荔 十 莫 十 … 十 Eo 
两 式 相 减 ,得 vy 
2 1 1 1 3 十 5 
了 一 号 十 3( 训 十 训 十 高 十 十 检 ) 一 污 直 
和 
人 了 s+5 
3 1 3°+1 
el 
8 ,9/1 1) 3+5 
1 + 名 ( 寺 一 到 | rr 
i 9 EB 
所 以 ,二 二 4 十 (二 -RD 一 Bn PE NS 


一 由 如 一 


§ 1 常数 项 级 数 


下 , 故 所 给 级 数 收敛 ,是 其 和 为 贡 , 即 六 也 二 5 一 48， 
10.1. 109 判定 级 数 >， 人 A 的 敛 散 性 . 
解 ”利用 积分 中 值 定理 ,有 
+_ $Y Ye .1 
站 R25 Fai mn 


因 CL Te et /7 PE Wt A 
十 22 十 5 mm (十 1)2 十 4 n 4 n 
1 
入 Be 


又 因 上 rs 5 0, 故 由 2 十 的 收 剑 性 可 推 知 ， 


习 = 也 是 收 人 的 
注 ”此 题 先 利用 积分 中 值 定理 转化 级 数 的 通 项 式 ,再 用 比较 法 关 


定 原 级 数 的 敛 散 性 


Im 区 


10.1.110 证明 :车 存在 a 二 0, 使 当 n 宇 no 时， 


之 1 十 a 


下 


jn 一 
人 之 0)， 则 级 数 > (uw > 0 收敛 ;车 > 之 mm 时 


发 散 ( 对 数 判别 法 ). 
1 


in 


证 车 古 和 之 1 十, 则 二 > mt 或 w 区 站 ,由 于 级 数 数 2) 5 


收 敏 , 故 级 数 >" 也 收 全 
Im 十 2 
着 过 <1, 则 二 二 之 4 或 之 十 ,由 于 级 数 >) -发 娄 ; 故 级 数 
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六 也 发 散 . 


01 设 轴 二 1 二 2, 当 # 之 3 时 ,ww 二 ww-z 十 zw- 证 
明 ， 
(1) 不 等 式 羡 w-， 二 uw 过 2w_ ,人 恒 成 立 ; 了 


(2) 判别 级 数 >) 二 的 六 散 性 . 


证 (DD 因 六 ou 一 wi 一 :之 0, 所 以 {ww} 为 递增 数列 ， 
于 是 ww-: 委 ww- 故 w 壕 2- 由 于 2 1 之 二 EP 所 以 


如 之 了 十 ww-: 一 Du) 得 证 . 


(2) 由 迪生 > (于 ) 志 ->…> (号 -wu 一 (号 ) 可 得 ， 


1 < (2)-， SC2)-， Sl 
0 << 计 三 (而 级 数 203)"! 收 伊 , 故 > 高 收 合 


= 二 1 二 1 


3. 任意 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 
10. 1. 112 ”判断 下 面 级 数 的 敛 散 性 : 


(CD1+ DL 


之 EIT 
1 1.3 1.34.5 1.3.5.7 
Tl +a 2 46 ta A468 


(2) > (一 DCVa 二 1 一 Wan ). 


全 
、 C2n— DIl 2n— Dil 2a+1 
证 Dr > (JI 22 十 2 

(2z)2 > (2n)? 一] 二 (2n 一 1)(2n 十 1) 有， 
[2.4.6.….(20]>1.3: .5 (2 — 1):(2n + 1), 


即 2.4.6.…'(2n) 二 1.3.5.…。，(2n 一 1) V2n 十 1. 


; 即 um 之 w+5 又 由 


1 ~、1L.3.5.….(m 一 D-Ca 一 DI、0 
Vii 2.4.6.…，。(2n) (Zr)1! 
9 a A i 四 Y 


= di ” EM 4 


§ 1 常数 项 级 数 
im 135 (Ga 一 ID jm (2 DL 
me lin -0 
由 莱 布 尼 兹 判别 法 知 ， 级 数 收 全 
(2) iim( Vant1— Vr)=1 0， 
上 
令 f(z) = 一 Vz, 则 
pz) 1 ee Vs — Vt!l,, 


1 
. 2Vz+1 2Vz 2 Vz(z+ 1) 
故 有 w= Van 十 2 一 WVa+1<uw= Vr+1l— Vr, 

由 莱 布 尼 兹 判别 法 可 知 , 原 交 错 级 数 收敛 . 

10.1. 113 ”判定 级 数 > (一 1)* 
解 因为 | 
1 Van 一 (一 1 

oe = (— 1) 

Va 十 (一 1 El 


1 
i 


由 莱 布 尼 效 判别 法 可 知 ,级 数 (一 1)， 
1 
10. 1. 114 证 明 , 级 数 冯 (一 1)-:C2n 一 111 收敛. 


《2n)11 


Ca 一 DI Ca+DII 2n+2 
证 法 1 因为 zy /am 二 211 一 如 十 了 > 1' 所 以 


C2n + D1l ~ (2n + 1)11 
(2n)11 《2 十 2)17- 
Ca 一 11 


又 lim casy7y 一 0, 故 由 交错 级 数 收敛 的 判别 法 知 ， 级 数 


ia 一 1)11 2 
Zr De CI 收 令 


二 《1 
A 
a 入 
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(2 — D!! 


证 法 2 设 % 一 35571“ 网 
a 2n 十 2 有 
ri i 


所 以 lima(as- 一 D = 方 ,于 是 ,存在 入, 当 n 之 入 时 , 0, > aoti 又 
Jime, = 0, 故 由 交错 级 数 收 全 的 判别 法 知 ,>》( 一 DC 也 收 


3 (2n — D! 
但 ,从 而 级 数 (一 1" 人 CT 收 全 


10.1.115 证 明 : 级 数 2) (一 D*-! 车 站 收 化 
证 法 1 因为 


1 
Gat, /rl aty,1_ +n 
mi Di en ee er e 


(1 
而 (1 十 二 ) We “所 以 


lt Dt 1 
对 tr po 


如 二 0 训 人 -于 收敛. 


有 e@ 


* 2 La On € 
证 法 2 设 a 可 去 , 则 A 1) le 1)， 
n 


“一 一 1) 二 
于 


lima, =0 , 故 级 数 盖 (一 0 去 收 全 ， 二) 入 训 闻 收 
及. 
10. 1. 116 WE 生生 二 本 的 了 


$1 常数 项 级 数 


x 1 1 
解法 1 因为 Dmatmt3 > xT’ x 


lim ji TG 所 以 ,由 交错 级 数 的 业 布 尼 效 判别 法 知 ， 


1 
级 数 之 5 全- 收 委 . 
解法 2 ee p32 点 收敛 ,所 以 


S (~ Dt De 
21 n(R 十 1)(n 十 5! 收敛 ,从 而 > ep 1) (n+ 2) 收敛 . 


sl 
1 


解法 3 因为 lm z@a 十 了 1 如 十 2 = 0, 而 > 十 收 伍 , 所 以 


ed a=l 


三 


< (一 Di 3 (Go bs . 
>| n(n 十 1)(n 十 本 | 收敛 , 故 Pre + 1)(s 二 2) 收敛 . 
1 - : 
解法 4 因为 f(z) 一 zzTDC 二 2 (z> 0) 为 正 的 连续 递减 函 


| Te 收敛 ,又 f(n) 一 GD a 页 ， 所 以 


(一 D-: 
Dl 和 1d 故 二 


| 
解法 5 令 " 一 i im 二 TD 二 万 ' 则 


1 
-2 Dt) 


-所 以 Js 一 1 击 政 笋 性 的 定义 外 ,级 著 156 《时 二 [家 旬 ， 
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SS (一 1 一 
于 是 ,级 数 ) mw 二 J)(a 干 5 收 全 
10.1.117 证 明 超越 几何 级 数 F(a,p,y,z) 
a Salat+ Dlatn— DBB+ DB+n— D),. 
1 十 之 nly(y 十 17 十 na 十 1) 
(a,6,? 为 实数 ， 且 ? 不 为 负 整数 和 零 )， 当 z = 一 1 且 y 一 a。 一 p> 一 1 
时 收 傅 , 当 z = 二 一 1 目 y 一 a 一 二 一 1 时 发 散 . 
证 法 1 设 w= 1， 
1)* 2 十 1)… "(a 十 z2 一 1)65(08 十 1… “8 十 一 了 
Wi 十 1)…(7 十 2 一 1) 
Ca 十 1)(G7 十 za) 


go a mA dn RA 
(r 二 1,2,…), 则 Pi 十 双 08 十 区 ,所 以 , 当 *> max{|ol, 


181, vy} 时 ,守之 0, 这 说 明 当 a>> max{la| ,1 ,1?1) 时 心 与 w++ 蜡 
号 ,也 说 明 此 时 FP(a,p,y， 一 1) 为 交错 级 数 . : 
而 maCT 一 D = tima[ 各 生 坟 久生 号 一 七 
Yim (n 十 1)(y 十 2) 一 (a 十 nn)(p 十 n) 
Powe (a+ n)(p+n) 
加 za(? 一 一 5 十 ln 十 ?一 ap 
同人 ou 二 
由 此 可 知 , 当 > 一 “一 6> 一 上 时 ,有 limw 一 0, 且 存在 自然 数 N > 
maxf|al,1p6| ,|)》, 当 之 和 时 ,lw 二 |m+i|. 故 级 数 P(a,p 一 1) 
收 伊 . 
当 ?一 ae 一 < 一 1 时 ,有 lima([le 上 一 D<<0, 故 we0 ooo)， 
所 以 ,级 数 F(a,p,y, 一 1) 发 散 . 
证 法 2 参见 1. M. 非 赫 金 哥 尔 欧 : 微 积分 学 教程 ,一 卷 二 分 册 . 
灿 
jn(2 十 -年 


一 一 一 -一 一 一 一 为 
Y (3n — 2)(3n + 2) 


如 一 《一 


10. 1. 118 判定 级 数 了 (一 tt 条 件 收 
敛 . 
ln(2 十 二) i 是 1) 


:. 解 Blin 0 
A > faa sn 2) Ri 5 
”一 和 一 


§ 1 常数 项 级 数 


1 
tat .Vn 2 0+ 
» Vn +t Dnt) m(2 十 二 ) 


sr D, Vn — 2 + 2) 
ln(2 十 二) Y(3a 十 1)(3a 十 5) 


即 w > w+r 由 交错 级 数 的 莱 布 尼 效 判别 法 知 ,此 级 数 收 伍 , 但 因 

m(2 十 二 ) 
VD Ve wm dn, 

而 级 数 霸 ， 并 发散 ,由 比较 判别 法 知 , 原 级 数 的 绝对 值 级 数 


<<1， 


m(2 十 十) 


天 一 一 一 一 发 散 . 从 而 原 级 数 条 件 收敛 . 
=- V3n — 2)(3n + 2) 

判定 已 给 级 数 是 否 收 剑 , 如 果 收 敛 ,是 绝对 收敛 ,还 是 条 件 收敛 ? 
(10. 1. 119 一 10. 1. 125 题 ) 


10.1.119 1 一 一 一 十 一 一 一 一 一 
V2 V3 Vi 
1 el 1 
解 ” 因 为 = 一 0,(n 一 co0), 且 > ;所 以 
为 Va Yan Vana 十 1 负 届 


1 
(一 1)+1 一 -一 。 
数 2 了 二 收 分 


又 Iul = 广 > 而 号 二 必用, 放 富 I 发 散 ,因此 
守 玫 D7 -大 条 作 收 和 

10.1.120 1 ee et Dn wh 

LR 
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沁 去 一 南 忆 二 发 ,所 以 汪 le1 发 敢 ,然而 < 下 二 oa- 
1 ‘2 

oo), 且 而 二 了 > 而 于 1; 所 以 pt 1D" 吉 二 了 条 件 收敛 . 


a=l 


10.1.121 (1) pe 了 了 


Ds WR eT ee 

(2 本 "本 上 * 训 十 言 "页 一 上 ea 
1 27 _ 64 

(3) 本 一 耶 十 型 一句 十 … 


解 (Dw= (~ Da 
1 二 "十 1 rs 1 


“T3100), 


所 以 之) lx| 收 化 , 即 (一 1D"…! 引 绝对 收 但 
和 ed 
(3) 因 w = (一 DO 言 :去 ,lu1= 寺 二， 
| | = Mg .3 。2。 1 一 1 
| 二 < 


所 以 六 lu| 收 敏 , 故 立 (Dr 工 地. 去 绝对 收 伍 . 


sl “=l1 


(3) zu = 到 (一 有 


ju 一 名士 D 2 .了 
和 ZTE 证 


所 以 六 lu| 收敛 , 故 六 (- 1 村 绝 对 收 全 


a=l a=l 


10.1.122 (1) Dy 


srD ae ln 20 3 ， 4 
Dr 


I 要 二 
(2) zsin 京 si 3 十 zsin 六 f 
" 4 了 
解 〈D 因 为 | ss2| 一 名 去 9 可 = 二 @ 士 区 于 < LO 


~ ce) ,所 以 p31 1 至 绝对 收 伍 . 


i 
人 下 
(2) w 一 ~ ein 二 | 元 iisinz 十]， 


x 

人 

Wh Wt i 十 2 
因为 1 一 | Ti 


加 
sn TI 


SD SR 绝对 收敛 . 


二 < 1 一 co)，, 所 以 


7P+1 | 


10. 1. 123 ne 二 二 Tt， a、6 为 常数 . 


解 w= sin ttp, 二 sin[ax 十 (a 十 £)] 
这 (一 1)ssin(a 十 一 4 )my 


当 " 充 分 大 时 ,sin(a 十 全) 保持 定 号 ,所 以 该 级 数 从 某 项 起 ， 以 后 


和 
当 a 不 为 整数 时 ， 不 论 8 为 何 值 ， 总 有 
lim lul = lim lsin(a + £)n| = jsinor| #0, 
故 级 数 发 散 ， 


当 a 为 整数 时 ,有 w = (一 D'+sin 有 x, 因而 ul = lsin 本 zl， 


显然 |u| = |sin x| 总 是 非 增 地 趋 于 零 , 故 由 莱 而 尼 兹 判别 法 知 ,所 
给 级 数 收 化 ,但 


|sin Cx] . sin > 


lel, 


= 上 x , 


而 级 数 之 二 发 艇 , 设 当 6 天 0 时 ,由 比较 判别 法 知 ， Dn kn 发 
散 ， 故 于 给 级 数 渐 件 临 和/ 当 净 二 大 统 娄 最 估 收 领 / 3 站 


一 代 凶 一 
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1 1 1 1 1 1 
101124 TF +iFi Ttr3tari sit 
1 1 1 十 (ae 天 0) 


5 二 57 一 5 十 
解 ”这 是 任意 项 级 数 ,考虑 每 三 项 加 一 括号 所 成 的 级 数 
De 

9 十 bn(e 一 1 十 于 一 2 一 1 
(+n 3)(at 3n— 2)(a+t 3 — 1)” 
此 级 数 显然 是 发 散 的 , 故 由 级 数 的 基本 性 质 可 知 ,所 给 的 级 数 发 散 . 


ey = sin 1 
10.1.125 (D2) (2 2 -下 A 
n=m2 


a=l A n 
解 (1) 由 于 lim Ce lime = eo 1， 
从 而 当 一 o 时 , 通 项 = 一 -不 趋 于 堆 , 故 原 级 数 发 人 


(2) 由 于 当 4 一 co 时 ,让 单调 下 降 且 趋 于 零 , 又 部 分 和 


。 cos 57 cos(n 人 
1 Dsin 窜 | 24 一 2° 12 二 
2 2 sin 57 sin 17 
有 界 , 故 级 数 收敛. 5 we 
sin 和 3 sin? 1 1— cos 宇 1 cos 富 
但 是 | Inn I 二 Pa 一 nn na 人 红妆 
cos 译 we 
总 击发 必 ， 级 数 汪 < i 收 伍 ， 故 级 数 信 ) 器 这 站 发散 ,从 而 , 原 级 
数 仅 为 条 件 收敛 . 
10.1. 126 研究 级 数 之) 生起 一 和 光一 一 的 绝对 收 敏和 条 伯 收 人 


解 CD 3 1 可 江 $9 信守 入 时 
— mm 一 


§ 1 常数 项 级 数 


发 散 . 2 一 是 交错 级 数 , 因 溃 一 0, (a 一 oo), 且 古 > 


G4 <7<D, ,所 以 马 ( 1 二 收敛 ， 于 是 立 (一 0 十 
华 3 > 1 时 绝对 收 伍 10 过 2 之 1 时 条 伯 收 氏 . 
当 p0 时 , 设 4 二 一 ?之 0, 当 4 一 时 ,wm 一 (一 D1! 十 一 


(一 Dw 不 趋 于 零 ,所 以 也)( 一 1D)' 直 在 p< 0 时 发 散 . 


10.1.127 证 明 :级 数 1 十 二 一 十 十 十 十 二 一 可 十 … 收 人 
牛 求 其 和 . 


解 ”显然 该 级 数 绝对 收敛 ,从 而 它 是 收敛 的 , 记 其 和 为 8, 考虑 特 
本 的 部 分 和 


由 = + 去 + 去 二 …… 十 下 + (二 二 二 二 十 下 让 


1 1 
一 (+t 十 二 35) 
1 1 
A 
1 2 1 Ff 1 
1 一 更 2 1 
1 1 
1 一 起 1 一 二 
1 1 2 2 
一 十 瑟 一 亦 ) 一 和 
到 一 到 
RS 1 _10 
必得 一 imse 一 二 LT 
1 一 更 


10.1. 128 ”研究 级 数 1 十 而 一 十 十 击 十 去 一 吝 十 调 十 南 
- 十 十 … 的 伍 散 性 . 
解 呈 扣 二 久 数 写 e 加 交付 人 其 中 


由 NE 
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1 1 1 
加 ay + 本 一 二 
1 1 

yet? 二 oC 六)] C2n)? ~ 1 
(QU 

3 
1 1 

-二 一 1) 十 坪 喧 一 专 )。 i + omrs)- (CD 


当 ?> 之 1 时 ， 级 数量 然 绝对 收 和， 当 0<》< 1 时 ,由 01D) 式 第 -项 
组 成 的 级 数 发 散 ,而 由 (1) 式 第 二 项 及 第 三 项 所 分 别 组 成 的 级 数 均 收 


伍 , 因 此 发， 从 而 当 0 二 p 过 1 时 , 原 级 数 发 散 . 

当 ? 一 1 时 ， 原 级 数 条 件 收敛 . 事实 上 ， 此 时 (1) 式 中 第 一 项 及 第 二 
项 为 举 , 而 由 第 三 项 所 组 成 的 级 数 收 全 , 族 >>u 收 租 , 从 而 原 级 数 收 
敛 , 但 级 数 1 十 计 十 1 十 十 十 十 十 计 十 言 十 十 十 二 + 一 是 发 
散 的 , 当 p 过 0 时 , 原 级 数 显然 发 散 . 

10. 1. 129 ”证 明 级 数 1 一 到 十 本 五 十 … 收敛 并 求 其 和 ， 


解 设 % 一 1 一 子 十 字 一 也 十 “十 (一 1 区 二 , 则 
1 1 3 5 党 一 3 
5 一 到 一 辫 十 束 一 丰 二 二 全 1D7 区 二 
+ (~ D2 
将 上 两 式 相 加 ,得 
3 2 2 2 _ ,2 一 1 


到 vee 2 。 
2 一 1 二 十 京 一 歼 十 … 十 (一 1 ‘S++ 1) TFT， 


34. 一 2 一 2 二 也 一 冀 十 “十 (一 Di 寻 十 (一 DD 名 二 1 
1— (— 1)-: 
过 _12n 一 1 2 
= 一 一 一 十 (一 D7! 车 1 2 (mo0). 


1 
Ls 


即 lims, = 所, 因此, 原 级 数 收 化 ,其 和 为 


§ 1 常数 项 级 数 


10.1.130 关 电 级 数 ) 一 CC 一 的 敛 散 性 . 
解 首先 研究 此 级 数 当 ， ? 为 何 什 时 绝对 收 全 由 于 


ge 
而 当 ? > 1 时， 级 数 盖 二 收敛, 故 当 ? > 1 时 ， 级 数 一 -绝对 


收 敏 , 当 p < 0 时 , 原 级 数 显然 发 散 . _ 
下 面 研究 0< ?< 1 时 原 级 数 的 敛 散 性 ,将 通 项 改写 成 一 一 


二 "由 于 级 数 沁 千夫 一 一 当 0<<p 芝 1 时 条 件 收敛 ， 而 序列 -= 为 

-单调 上 升 且 赵 于 1 的 序列 ， 后 由 阿 伯 了 判别 法 由 知 ， 级 数 

SS 千 上 一 收 售 ， 但 因 级 数 ) 
二 1 时 ， 原 级 数 仅 为 条 件 收 全 
10.1.131 判断 级 数 之 (一 D2 的 敏 散 性 
解 ” 设 w= (一 DD- zn ,由 


lm Vfl = tim 2 sz (CV Fainz): 
Re pe 


可 知 , 当 V 2 sinz < 1, 即 |z 一 ar| 过 于 时 ,级 数 袜 ie 绝对 收敛 . 
当 W 2sintz 一 1, 即 当 lz 一 mr| = 取 时 ， 原 级 数 为 > .| 
之 一 1 一 :一 ， 它 为 条 件 收敛， -~ 


当 a 2 sinz 福 oa> 1, 当 ?充分 
大 时 ,有 V lw| > 6 或 lu 过 宅 > 1 上 哉 表明 , 当 a-> co 时 ,ao 不 趋 于 
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零 , 故 此 时 原 级 数 发 散 . 


10.1.132 ”研究 级 数 1 十 [m(m 一 1) 十 2 Ee 


十 …] (GD 


mm — 1)*(m— ») 


十 
的 敛 散 性 ,其 中 四 关 0,1,2,… ， 
mm— 1 Mm 一 外 
解法 1 全 Do 一同 
站 (2) 
+1 一 一 1 
所 以 ， 当 m 给 定时 ， 级 数 (1) 从 某 一 项 开始 以 后 为 交错 级 数 
下 面 对 m 分 两 种 情形 进行 讨论 : 
(1) 当 m 过 0 时 ,由 (2) 式 知 ， 当 *-~co 时 ,ov 0， 所 以 级 数 (1) 当 
m 之 0 时 发 数 . 
(2) 当 m> 0 时 ,由 (2) 式 知 lo| > la.+1|， (9 
因 m > 0, 所 以 对 给 定 的 m, 存 在 自然 数 使 km 之 工 而 . 
se 一 D 一 mf 圭一 


limn (# 十 = 天 二 Mm) 
所 以 级 数 六 \o 收敛 , 故 lima'' = 0. 从 而 可 知 
lima, 一 0. 3 4) 
由 (3) 式 及 (4) 式 知 级 数 (1) 收 敏 . 
解法 2 ” 当 m 给 定时 ,级 数 (1) 从 某 一 项 开始 以 后 为 交错 级 数 , 又 


lima(T Le D = lima(| = ti. 
a 
ns lst+1i—m| 入 
所 以 ， 当 m 之 0 时 ， 级 数 (1) 收敛 ; 当 m < 0 时 ， a 
解法 3 ” 因 级 数 (1) 可 变 为 


1 一 和 十 mfl 十 (一 1 十 


tl 


= hm, 


(m— 1)(m— 2) 
21 
+ + ee + …]， 


381 常数 项 级 数 


而 1+ Cm 一 Dz 十 加 一 四 一 2 


二 二 个 二 De 二 2 一 
是 二 项 式 (1 十 z)"! 的 泰勒 级 数 , 所 以 , 当 m 一 1 一 1, 即 m>>0 时 ,级 
数 (1) 收 伍 ; 当 m 一 1 过 一 1, 即 m 二 0 时 ,级 数 (1) 发 散 . 

10. 1. 133 ”证 明 级 数 


(1) sinz 十 3 2 3 ee ) 


(2) oonr 十 吕 开 十 种 十 


在 区 间 (0,r) 内 不 绝对 收 全 。 
证 () | 2| > sme 一 1】 一 cos2nr 世 Cos2nz 


由 于 六 去 发 表 到 + < = 收 全 (这 是 因为 单调 赵 于 入 , 且 


Dee2n 有 界 ， 故 由 狄 利克 雷 判别 法 即 获 证 )， 故 级 数 之 "| | 在 


rel 


(0,7) 内 发 散 ,至 于 原 级 数 的 收敛 性 是 显然 的 ， 因此 ， 原 级 数 在 (047) 内 
仅 为 条 件 收敛 ， 
(2) 可 用 (1) 的 方法 证 明 . . 事实 上 ,由 


即 知 ， i Ee 
因此 , 原 级 数 在 人 0, 内 仅 为 条 件 收敛 ae 
10.1. 134 eh 是 绝对 收 级 、 条 件 收敛 ， ;还 
是 发 散 的 . | 
解 因 通 项 snCr 十 志 ) = (— D'sinil 址 ,车 0 ee 2 寺内 须 
> ef 一 1.89, 也 就 是 说 ， 当 * 之 2 时 ,有 0< 商 Ex 
故 sin 出 注 身 因而 原 级 数 是 一 个 交 铺 级 数 ， 


一 1668 一 
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为 考察 原 级 数 是 绝对 收敛 、 条 件 收 敏 , 还 是 发 散 的 ， 先 考虑 。 
已 Immer+ 十 )1 = 宫 记 的 分散 性 ,利用 正 项 级 数 的 比较 原则 ， 


1 
sin x 
由 lim 一 == 1 得 知 ， Dn 直 :与 立 丰 有 相同 的 多 艇 作 ， 利用 正 项 
， 证 


二 
级 数 的 比较 原则 ,lim 下 = lim 二 = 十 co 可 知 ， 如 去 发 下 ， 因而 


它 sm 直 发 艇 , 故 原 级 数 非 绝对 收 全 


为 讨论 级 数 是 条 件 收 伍 还 是 发 散 , 设 fz) 一 sm 喜 , 由 于 了 (2) 一 
ee 起 (一 Ea .二 ,而 当 z > 2 时 ,，P (z) < 0, 故 fKz) 单调 通 碱 , 故 
为 单调 递 碱 数 询 , 且 lima 一 0, 原 级 数 满足 莱 布 尼 兹 


如 = f(n) 二 sn 让 
审 敛 准则 , 故 原 级 数 收敛 ， 由 于 原 级 数 的 绝对 村 级 数 发 散 ， 故 原 仅 吉 条 
件 收敛. 


10. 1. 135 一动 点 从 点 Po( 一 1,1) 出 发 ,沿路 线 PoPiP2…P…… 前 
进 (如 图 ), 其 中 PP = 1,PiPs = 全 PP 


已 -iP, 一 Pp.- 2P.-,,…, 试 求 动 点 
极限 位 置 的 坐标 . 
解 ” 设 动 点 P 的 坐标 为 (2,9) . 
本 六 所 以 PvP 一 1， 
2 
PP:= 等 PoP, 一 了 ， 
PP = (于 )*， 


PP 一 全 PP = Cy, 


PPs = 


时 让 的 未 35: 题 团 oie 项 


‘ni 


§ 1 常数 项 级 数 


PP. = (4) i 
se ey + Cs 一 PP 和 (= Dn ety 站 
(各) 十 (名) (人 十 二 DC + 


这 是 公 比 4 一 一 (二 7 的 几何 级 数 , 故 得 
2 
i 
1-[- (3) 
y— 1= PPs— Ppt Pepe — «+ (— DiPs Ps + 
= C2) (2) (2) + 
3 3 3 3 
十 (一 DC 人) 十， 


这 是 公 比 9 一 一 ( 子 )”, 首 项 为 也 的 几何 级 数 , 故 得 


所 以 y 一 1 十 高 一 提 , 帮 动 点 P 的 极限 位 置 的 华 标 是 PC 一 寺 , 共 ). 
10. 1. 136 设 Cu 一 we) 是 绝对 收 和 级 数 ， de 


"=1 


级 数 ,证 明 ; 级 数 六 wo 收 全 
证 由 于 级 数 福 ov 一 绝对 收敛, 故 lmw 存在 ,这 是 因为 ,天 


设 Dtw 一 二 s, 则 


3 一 一 to) 十 (Ga 一 2) 十 … 十 (一 ie Du 
limwu, 二 s 十 w (存在 ). 


由 收敛 数列 的 性 质 可 知 。 :存在 WM >. 0, 对 王 任何 和 有 ln| << 对 .因而 
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lww < Mo, 再 根据 正 项 级 数 的 比较 关 别 法 知 ,级 数 人 lan| 收 货 , 即 
级 数 yn 的 对 收 才 ,因而 级 数 人 em 收敛, 
lo. .197 设 统 数 Q)o 为 条 件 收 敏 , 且 忆 = 六 la 二 
-总 


解 。 由 于 级 数 六 ,条 件 收 敏 ,所 以 > la| = 十 oo, 故 


10.1. 138 “ 洪 统 数 让 >a, 绝对 收敛, 证 明王 列 级 数 也 绝对 收 生 . 
xD Bay 2) Se (oz DD. - 


证 “(1D 因为 a 绝对 收 化, 所 以 lima 二 0, 当 = 充分 大 时 ;号 妇 


Ia1 , 故 统 数 好 也 绝对 收 委 AN 
(2) 因为 > 绝对 收敛 ,所 以 ima 一 0, 从 条 lm 二 二 一 也 
因此 当 # 充 分 大 时 ,0 < 开工 -< 2, 于 是 ， 


8 1 常数 项 级 数 


而 Sa 是 绝对 收敛 的 ， 故 T 侍 去 也 绝对 收敛 . 
10.1. 139 设 偶 函 数 fCz) 的 二 阶 导数 了 9(z) 在 点 z 二 0 的 一 个 邻 
域内 连续 , 且 f(0) = 1, 记 (0) = 2， 证 明 级 数 [fC 荆 ) 一 匡 绝 对 收 


全 
证 ”由 假设 条 件 知 ,f(z) 在 z = 0 的 邻近 可 表 为 一 阶 泰勒 公式 
fa =F0) + FO) + EG, (0<0<D 


又 因 f(z) 为 偶 函 数 ,因此 有 了 (0) = 0, 于 是 


Ha) = 1+ 92, f(s) 一 


由 于 jn(z) 在 z 一 0 的 邻 域内 连续 , 且 也 (0) = 2> 0, 若 令 z 一 十 ， 
则 limf"( 上 ) 一 PP(0) ~ 2, 由 极限 的 定义 ,对 于 任意 的 。> 0, 存 在 整数 
丸 > 0, 使 当 * 之 入 时 ,有 |P(2) 一 21 <。 即 


1 = PD, 


2— <P(L)<2+e, 


于 是 当 n 宇 NN 时 ,有 
0 


lfCLD) 一 11 = | 


去 [< G 上 + 二 ) 二 ， 


而 级 数 (1 十 专 ) 古 收敛 , 故 由 比较 判别 法 知 ， Dt ~ 1 对 
收 伍 . - 

10. 1. 140 dedi | 
2 名 二 (at b)" . 


证 由 于 lim 


la _ ,lal 
om 《用 le 一 mi 
故 级 数 盖 中 可 - 收敛 ， 人 而立 所 - 绝对 收敛 , 同 理 可 证 ， 之 六 绝对 收 
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伍 . 
按照 对 角 线 顺序 ,它们 的 乘积 的 各 项 为 一 1 = 候 机 和 


加 3 _ (a+ b)* 
之 区 OT -re ,于 人 


(x 二 1,2,…), 所 以 
3 0 ) = 半生 
10.1. 141 闪 呈 具有 下 而 性质 的 统 数 的 例子 来 
(1) 正 项 级 数 收敛 ,但 lim “2 不 存在 ; 


(2) limu, = 0, 但 交错 级 数 了)( 一 1)"+tw 却 是 发 散 的 . 
解 人 


十 杰 十 训 十 …, 易 知 它 是 收 化 的 ,但 当 * 为 奇数 时 ,一 一 下 

到 

= (3)", Yn "为 偶数 时 ,2 一 区 二 一 全 一 二 , 故 当 n 一 co 时 ， 
训 


前 者 趋 于 零 , 而 后 者 趋 于 十 co, 因此 lim 并 不 存在 . 
(2) 在 级 数 寺 一 二 十 半 一 二 十 en a 时 ， 虽 


满足 lmu 一 0, 但 (一 Doom 却 是 发 散 的 ,又 如 级 数 


和 上, 它 清 足 imu = lim 2 二 《一 !》 = 0, 但 也 是 发 散 的 . 


a=1 


一 6 一 


2 8 2 ”函数 项 级 数 与 知 级 数 


§ 2 函数 项 级 数 与 震级 数 
内 容 提要 


1. 收敛 半径 收敛 域 与 和 函数 _ 
设 函 数列 广 (z) ,f(z),… ,f(z),… 在 区 间 (a,b) 上 有 定义 , 则 式 子 
所 (z) 十 天 (7) 十 澡 十 天 (7z) 十 …… (1) 
叫做 函数 项 级 数 ,并 称 
sz) = f(z) 十 fz) + 二 f(z), zx € (a,b) 
为 级 数 (1) 的 前 ”项 的 部 分 和 , 如 果 对 于 某 个 zE (a,b), 极限 
lims(z) 存在 , 则 称 级 数 (1) 在 点 = 处 收敛 ,使 级 数 (1) 收敛 的 所 有 点 


的 全 体 称 为 级 数 (1) 的 收敛 域 ,在 收敛 域 上 ,级 数 (1) 的 和 是 z 的 函数 ， 
并 称 它 为 (1) 的 和 函数 , 记 为 s(z) = 之 ) 天 (z). 


特别 地 ,对 于 短 级 数 
了 oa 一 ao 十 az 十 az 十 … 十 az 十 …， (2) 
其 收敛 域 一 般 是 一 个 以 原点 为 中 心 ,半径 为 
R= im 过 | . (3) 
woo | +1 
的 收敛 区 间 ( 一 R,R). R 叫 短 级 数 (2) 的 收敛 半径 ,至 于 在 端点 z = 土 R 
处 , 罕 级 数 (2) 的 收敛 性 要 分 别 讨论 . 
2. 一 致 收 钱 


设 给 定 本 数 项 级 数 (z)(z E (a,5b),(a,b) 是 其 收 化 城 ), 如 果 
对 任意 的 :二 0， 总 存在 着 与 > 无 关 的 正 整数 N， 使 得 当 ” > X 时 , 恒 
有 


ls(z) — s(2)| <e (z € (a,b)), 
则 称谓 册 尖 级 数 卫 Ne) 在 (4.6) 4 于 噶 丙 于 sb 站 
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3. 一 致 收敛 的 充 要 条 件 ( 柯 西 准则 ) 
函数 项 级 数 (1) 在 其 收敛 域 (ae,b) 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 为 : 任 取 
ea > 0, 存 在 N > 06s 当 m 这 > NW. 时 ,总 有 
[fons) + foetals) + 二 (2)| <e, (2 € (a,b)) 
4. 一 致 收效 的 判别 法 
(1) 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 判别 法 


如 果 存 在 收 伍 的 常数 项 级 数 MM., 使 得 
|f.(z) | < M,,(z € (a,b) sn = 1,2,°°), 
则 级 数 (2) 在 (a,b) 上 绝对 并 一 致 收敛 . 


等 级 数 (2) 在 其 收敛 域内 枉 一 闭 区 间 上 一 - 要 收 全 ， i 
《2) 阿 贝尔 (Abel) 判别 法 


如 果 1D 级 数 la.(z) 在 区 间 (a ,6) 内 一 致 收敛 ; 2) 函数 bh.(z) 
(x 二 1,2,…) 全 体 是 有 界 的 , 亦 即 对 (a,5) 内 任 一 = 和 任 一 正 数 % 都 有 
la.(z)| 过, 并 对 每 一 个 :形成 一 单调 的 序列 , 则 级 数 也 a.(z)5.(z) 在 


区 间 (a,b) 内 一 致 收敛. 
(3) 狄 利克 雷 (Dirichtet) 判别 法 


如 果 1) 级 数 mC 的 部 分 和 全 体 是 有 界 的 ; 2) 序 则 &.(z) 
Ga 一 1,2,…) 对 于 每 一 个 < 都 是 单调 的 ,并 且 当 一 co 时 在 (o, 内 一 
致 地 趋 于 零 ， 则 级 数 Ya.CoDh() 在 区 间 (a,b) 内 一 致 收 化 


5. 和 函数 的 性 质 
(DD 连续 性 ”在 (a,b) 上 一 致 收 化 且 各 项 连续 的 函数 项 级 数 的 和 


函数 s(z) 一 Ss.) 在 (a,b) 上 是 连续 的 . 


(2) 逐 项 求 极限 ，| 设 丽 数 项 纹 数 泣 Mf(z) 在 (ovb) .上 至 收 仇 ) 且 
sm 2 
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有 有 限 极限 1mf.(a) 一 4 ke 一 1,2,…) 存在 ; 则 常数 项 级 数 六 4 收 
化, 是 有 
lim S.C = Smfn), zo € (qb). 
(3) 逐 项 求 导 ” 设 级 数 (1 的 收 敏 域 为 (a,5， 每 一 项 元 (z) 在 
(a,b) 上 可 导 , 且 级 数 信 fC 在 (a,5) 上 一 致 收敛 , 则 和 函数 s(z) 一 


六 fo 在 (a15) 上 可 导 , 且 有 (2) 一 Bw = p32 (2),(z€ 


(a,b)). 此 时 , 称 函 数 项 级 数 Sf.(z) 可 逐 项 求 导 - 
(4) 逐 项 求 积 设 级 数 六 ,Co) 在 (o,b) 上 一 致 收敛 , 且 每 一 项 


f(z) 在 该 区 间 上 连续 , 则 和 函数 s(z) 一 f(z) 在 (a,5) 上 可 积 , 且 
有 
[ou = [oor = 二 [re 


(5) 泰勒 (Taylor) 级 数 

设 函 数 f(z) 在 z 二 zo 处 各 阶 导 数 存 在 , 且 在 区 间 (zo 一 5,zo 十 56) 内 
(其 中 6 > 0) 有 |fo(z)| 入 MG 一 1,2,…), 则 在 (ze 一 5,ze 十 6) 内 
有 


HG 一 (an + 全 各 (一 十 爷们 (一 


人 


此 时 , 称 函 数 f(z) 在 点 mm 的 邻 域 内 可 以 展开 为 泰勒 级 教 . 
特别 地 , 若 zo = 0 时 , 称 f(z) 在 原点 附近 可 以 展开 为 马克 劳 林 
(Maclaurin) 级 数 , 即 


Ka) = F002 + He + He + + Fe + 
下 面 是 几 个 常见 函数 的 马克 劳 林 展开 式 : 
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De=1+z+ 贡 十 …… 上 十 三 二 ze (一 co 十 oo 


3 2 一 
0 ED 


2) sinz = 7 


3r +5 Cl 
zE (一 co, 十 co); 
a 24 na &, 
3) cosz = 1 2 十 本 “+( Dwar + 


zE (一 co 十 co); 
3 
人 mnGL 十 本 一 一 至 十 于 一 全 十 (一 D 三 十 


Zt 
€ (一 11] 
RE 本 
5) arctgz 一 z 了 十 局 十 ( DD 二 T+ » 
ze [一 11]; 
6)G 十 a" 一 1 十 呈 十 2 了 十 … 
十 Sa 一 D…(e 一 ?十 1) 
4 De st Di sz€(—1,1); 
特别 地 ,有 
[=1 二 De 
1 二 二 二 (一 11). 


问题 与 解答 


1. 函数 项 级 数 的 一 般 概念 
10. 2.1 讨论 下 列 函数 项 级 数 的 剑 散 性 、 


避 及 工 于 
GD 立志 GD 袜 计 和 


4 
1*3%(2n— 1) a < 2°sin" 
Cp 2 La CD 之 二 


(9 Dt 0) Ds 


“1 Bl 1 “= 


人 > 0， 3# 0); 


ET 


各 长 加 对 个 素 让 站 


一 HRQ 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 苦 级 数 


(7) 一 +t (8) Bat+ Ls 
解 〈D 令 上 一 y 则 有 六 三 = Sny， 
| 


显然 ,上 式 右 端 级 数 的 收敛 半 径 为 1, 因此 , 仅 当 |y| = 1 二 | 二 1, 即 
lz| > 1 时 , 原 级 数 绝对 收敛 . 


Ls 
(2) 由 于 lim 2 二 


一 1, 故 仅 当 | 元 | <<1 时 , 即 于 < 4z: 十 


pl 


下 于 ; 
4z 十 1 时 级 数 绝对 收敛 , 解 该 不 等 式 得 ,z> 一 计 或 :< 一 1, 这 即 为 所 


求 的 绝对 收敛 域 , 当 z 一 一 言 或 2 一 一 1 时 , 原 级 数 的 通 项 不 趋 于 零 , 故 
发 散 . rs 


(2 一 1)! 
CI m2 2z 
(3) 由 于 lm < 中 DT 一 各 起 寺 T 一 1 故人 仅 当 上 下 页 
(2 二 211 


1 时 ,级 数 绝对 收敛 , 解 此 不 等 式 ,4z2 之 1 十 2x: 十 xz, (z? 一 1D?>>0， 
即 | 1 天 1. 于 是 , 当 |z| 天 1 时 ,级 数 绝对 收敛, 当 z= 一 1 时 ， 原 级 数 为 


2 1 2 吉它 是 条 件 收敛 的 . 当 z = 1 时 , 原 级 数 为 


> 2 !, 它 是 发 散 的 . 
z 
(4) 由 于 lm 一 一 一 lm 方 (十 小 二 序 ， 
(w+ 1 
故 仅 当 |sinz| < 计时 ,级 数 绝对 收敛 . 解 之 ,得 jz 一 tr| 之 号 ,Ch 一 
0,， 士 1， 士 2,…)， 
当 lz hr| = 于 时 ,由 多 对 全 组 成 的 级 数 为 2? 十 " 它 是 收 全 


ee 必 全 
的 . 4 


sd 
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因此 , 当 lz 一 ir| 过 持 ,((k 一 0, 土 1, 土 2,…) 时 ,级 数 绝对 收 
伊 . 

《5) 对 于 任意 的 *, 只 要 "足够 大 ,级 数 的 项 就 为 正 , 因 此 , 它 可 以 看 
成 正 项 级 数 . 由 于 


一 lim(l 十 三) 一 e， 


故 利用 正 项 级 数 的 判别 法 知 , 当 z > 1 时 ,级 数 收 敛 , 且 绝 对 收 全 ; 当 
xz 委 1 时 ,级 数 发 散 ， 


(6) 车 + 过 1, 将 原 级 数 写成 2 


;由 于 
i 


0< 和 而 > 当 |z| < 1 时 收敛 ， 放 原 级 数 绝对 收 全 


工 十 二) 


同 理 , 当 y < 1 时 , 原 级 数 绝 对 收敛 . 
于 是 , 当 0 过 min(z,y) 二 1 时, 原 级 数 绝对 收敛 . 


六 i 
(7) 令 y 一 本 七 茎 , 则 原 级 数 变 成 y 的 等 级 数 > 2 一- 六 ,容易 求 
出 它 的 收敛 半径 
R= ml 和 | 一 二 


所 以 收 全 区 间 为 (一 1,D, 当 y 一 士 1 时 ,时 级 数 为 >)( 土 D2 , 取 


| 
i 


一 去 ' 因 为 lm 各 一 lim = lr 字 务 = 一 0, 由 比较 判别 


法 的 极限 形式 可 知 ， > 2 二 收 全 ,从 而 级 数 2 人 yy 的 收 全 
域 为 [一 1,11 ,三 天 级 教 的 收 剑 域 , 则 由 满足 不 等 式 一 1 < 3 十 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 短 级 数 


的 所 有 = 所 组 成 ,而 这 些 = 的 全 体 为 [一 6,0]. 
《8) 用 根 值 判 别 法 

lim Ylul = lim(1+ + 24)" 下 =el 寺 于 3 

故 当 el 寺 后 四 <1， 即 z 在 区 间作 二 4 入 DP wn, 级 数 绝对 收敛 ,在 


re se— 1 
这 个 区 各 外 发散, 
当 e| 填 未 = 1 时 , 因 
〈1 十 二 ?0— et 一 e 十 ,ta-> co)， 
故 级 数 发 散 . 


10. 2.2 讨论 本 数 项 级 数 之 一 0 2ams 的 全 生性. 


解 由 于 im A/1(- 1D 汪 :2 smz| 一 2| sinz|*, 因 此 ,根据 柯 西 


判别 法 , 当 2| sinz|? < 1 时 ,级 数 绝对 收敛 . 当 2| sinz|? > 1 时 ,级 数 发 
散 . 


解 不 等 式 | sinz| < -六 全 


一 卫 十 2mr<z<< 革 十 2mm， 


下 十 2mr<z<< 娃 十 2mm， 


或 一 于 + (ma 十 Dr<z<< 于 十 (2m 十 Dr， 
人 一 0, 十 1, 士 2… 
由 此 可 得 ,一 于 十 姑 <z< 王 十 hx, (二 0, 土 1, 土 2,…), 即 


级 数 在 区 间 (一 子 十 bz, 于 十 tn) 
考察 21 sinz| 一 1 的 情形 ,此 时 级 数 成 
Bc 1D: 2sm 2 D 生 二， 
易 知 该 级 数 条 件 收 级， 1 2 


et 
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解 21sinz|? 二 1 得 ,z 二 厢 士 本 ,= 0， 士 1, 士 2,…). 即 级 数 在 
点 集 (tr 士 王 | 上 = 0, 士 1, 士 2,…} 上 条 件 收敛 ,在 区 间 (tr 十 于， 


kr 十 3)， Ck 二 0, 土 1, 土 2,…) 上 发 散 . 
10. 2.3 ”讨论 级 数 
z 十 z(!1 一 sinz) 十 z(]1 — sinz)? 二 zx(1 一 sinz)3 十 … 
的 剑 散 性 
解 ”将 原 级 数 改写 为 
z[1 十 (1 一 sinz) 十 (1 一 sinz)2 十 (1 一 sinz)3 十 …]， 
令 1 一 sinz = g, 则 当 g 过 1 时 ,级 数 
1 二 q+ 二 9 十 二 -I 二 
收敛 , 故 当 |1 一 sinz| 1 时 , 原 级 数 收敛 , 解 不 等 式 11 一 sinz| 过 1, 得 
sinz > 0, 于 是 当 2npr 之 z 之 (24 十 Dz,(n 一 0, 土 1, 土 2,…) 时 级 数 
收敛 ; 
当 z 一 0 时 级 数 收 剑 ; 
当 z 关 0, 而 sinz 一 0 时 级 数 发 散 . 
当 sinz < 0, 即 (2n 十 1)xz<<z<(2n 十 2)r,(a 一 0, 士 1, 士 2,) 
时 级 数 发 散 . 
10. 2.4 ”函数 项 级 数 的 收敛 域 必 为 一 区 间 . 
解 。 非 .例如 ， 


1,z 为 有 理 点 ; 
0, z 为 无 理 点 ， 


则 易 知 Sw() 的 收敛 域 为 集合 {zlz 为 无 理 点 } ,这 并 非 区 间 - 
有 必要 指出 ， 等 级 数 的 收敛 区 域 必 为 一 区 间 . 
10. 2.5 求 级 数 >) sin 去 全 十 吕 ) 的 收敛 域 . 


an(z) 一 { 


1 
| 
,nam |3+z 
el 3 一 2 ~ 
Sn 3 如 半 提 多 并 六 


$ 2 函数 项 级 数 与 客 级 数 


交 3n 3 十 zx 3 十 z 
二 353 二 2 一 |3 二 丈 | 
3 十 z 
由 | > 


re | 
oo Sin 3— on 
当 z = 0 时 ,级 数 为 了 ) sin 志 , 因 im 一 - 业 一 1, 而 级 数 》) 引发 
散 , 故 z 一 0 时 所 给 级 数 发 散 . 


当 z 一 6 时 ,级 数 为 pa D" sin 吝 ， 因 lim sin 二 一 0， 


sin 5 后 < sin 二， 由 莱 布 尼 效 判别 法 知 ,此 交错 级 数 收敛 . 故 当 z 
= 6 时 ,所 给 级 数 收敛 ,因此 原 级 数 收 敏 域 为 (一 co,0),[6, 十 co). 


10. 2. 6 确定 级 数 仿 ,nzzz(1 一 z)" 的 收敛 域 . 


解 ” 令 y 一 z(1 一 , 则 级 数 成为 >n2ny, 故 当 


a+ jy at! 
ji Ca 十 D2 lyl" met! 
ee n2”|y|" ape 


即 当 |yl << 诈 时 ,级 数 >n22y 收 全 , 当 9 一 土 二 时 , 均 发 .秋收 全 


2°ly| = 4ly| < 1， 


为 一 地 <y< 才 .于是 , 当 一 让 <zQ1 一 力 << 赴 , 即 0 之 (一 去 
<< 立时 , 原 级 数 收敛 ,由 此 解 得 


人 
一 <z< 广 ,或 二 <:< 


1 -ey /2 
~ 


故 级 数 > yn2nz(1 一 z)* 的 收 全 域 为 


Ci A eA 


2) 或 (了 


10. 2.7 go 、，Ysin'z 的 收敛 域 . 


a 
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解 一 般 项 二 Vsin'z, 因为 lim | | = wsinzl ,所 以 ， 
当 z 关 也 十 hm,(k 二 0, 士 1， 土 2,…) 时 ,| Ysinz| < 1, 于 是 级 数 收 
敛 ; 

当 z 一 到 十 br, 一 0, 十 1, 土 2,…) 时 ,级 数 成 为 1 十 2 十 3 十 


十 2 十 下 或 一 1 十 2 一 3 十 十 (一 Dm 十 …, 显 然 这 两 个 级 数 
都 是 发 散 的 . 


所 以 ,已 给 级 数 的 收敛 域 是 除去 点 一 村 十 好 ,(t 一 0, 士 1, 士 2， 
…) 的 整个 数 轴 . 


10. 2.8 求 级 数 >， wd 的 收敛 域 . 


解 ” 设 a 元 证 了 由 于 lim| 吉 -| = 4 故 当 1 于 1 < 二 即 
z > 之 0 时 级 数 绝对 收敛 ; 当 z < 0 时 级 数 发 做 ; 当 z 二 0 时 ,级 数 成 为 
Dt T, 显 然 发 散 ,于 是 ， 级 数 六 元 二 和 (二 的 收敛 域 为 (0， 
十 co). 

10.2.9 确定 SS 宇 的 收 全 域 

解 ”对 :分 下 述 三 种 情况 讨论 . 

(G) 当 z 之 0 时 ， 由 于 /二 一 去 < 帮 级 数 > 二 上 收敛 ,又 因为 


COSnr 


SS | 二 二 ,所 以 > > 0 时 , 原 级 数 绝对 收敛. 


(2) 当 z= 0 时 ,全 有 2 = 1, 一 1,2,…), 从 而 可 知 原 级 数 发 
散 . 

(3) 当 z < 0 时 ,由 lm 本 
可 知 ,z 一 20 时 ,Se sr 0, 故 级 数 发 散 . 


10. 2. 10 求 级 数 > 思 志 二 沁 的 路 篆 培 . eh 


一 十 co, 以 及 nz-> oo 时 cosnz -> 0, 由 此 


一 6 一 


$2 函数 项 级 数 与 者 级 数 


1 
解 因 lim “0 lim + 2 1, 故 


0 十 DC 十 27 
当 | 守 十 z 十 1 <<1 即 一 1 二 好 十 z 十 1<<1 时 ,级 数 收敛 . 


当 开 十 z 十 1 之 1 时 ,(z 十 记过 才 ,由 此 可 得 ,|z 十 去 | < 去 
或 一 喜 <z 二 十 < 十 ,于 是 ,一 1<+<0. 

当 对 十 z 十 1 > 一 1 时 ,得 (z 十 羡 ) 之 一 于, 对 一 切 z 该 不 等 式 
成 立 , 故 级 数 在 (一 1,0) 内 收 伍 . 

当 z=0 或 ?一 一 1 时 ,级 数 成 为 2) ms 十 5' 收 化, 故 原 级 数 的 收 
敛 域 为 [一 1,0]. 

10.2.11 求 函 数 项 级 数 了 二 去 十 本 十 却 十 二 二 到 + … 的 收敛 


域 


解 ” 当 lz| 之 1 时 ,w 一 于 一 1 天 0 (一 co). 级 数 发 散 . 


当 |z| = 工时 ,级 数 成 为 发 散 级 数 :二 十 去 十 到 十 ……; 


当 jz| > 1 时 ,二 一 站 二 < (二 ) 而 > (点 ) 是 公 比 *= 点 < 
1 的 等 比 级 效 , 它 是 收银 的 ,因此 所 给 级 数 收敛 , 故 级 数 的 收敛 域 为 
(一 co 一 U)U(C ,二 co). 

10.2. 12 ” 求 级 数 > 笠 二 内 一 … 的 收敛 域 


解 ”级 数 为 


一 2 一 6 12 eA、 nt) 
(x i + 过 下 十 .十 所 沁 A 


国 lim i im /ev GE De tim le 
{ lz 一 1 入 8 
lee, lz=<1l>1. 
所 以 , 当 且 仅 当 |z 一 1| < 1 时 ,级 数 收 敛 , 故 级 数 收敛 域 为 [0,2]. 
一 1677 一 
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10. 2. 13 证 明 : 级 数 -二 十 Sleostz 对 一 切 z€ (一 oo, 十 oo) 发 


散 . 
证 ” 先 证 明 对 任意 的 z, 当 mn 一 oo 时 , 恒 有 cosnz > 0. 
采用 反 证 法 ,假若 cosnz 一 0, 则 对 恒等式 cos2nz 二 2cos?nz 一 1 的 两 
端 分 别 取 一 co 时 的 极限 ,将 得 到 0 一 一 1 的 荒 廖 结论 . 由 此 可 知 ,级 数 
不 符合 收敛 的 必要 条 件 , 因 此 ,级 数 对 一 切 zE (一 co, 十 co) 皆 发 


散 . 
(D7! 2+z)» 
10. 2. 14 求 本 数 项 级 数 >， ey (5 一 z)” 的 收敛 域 ,并 求 其 


和 . 

解 。 设 必 二) 二 yf 于 厅 一 “ 则 昂 知 级 数 >yag 的 收 全 半 
径 R= 1. 

当 |y| = 1 时 ,> le| 收敛, 故 级 数 > as 的 收敛 域 是 jy| < 1 ,由 


:二 '+ 过 0, 这 就 是 原 级 数 的 收敛 域 . 


设 1y| 之 1, f(y) = Dor, 则 有 


Sy 
[yf (9)] D3 Dy 


(4 Wind + 


所 以 ， f(y) = 


一 下 


如 果 认 为 D = limf(W = 2 Dra,, 


f(D = 和 TCD 一 > 
则 上 式 对 一 切 ly| 过 1 都 成 立 ， 所 以 当 z 过 0 时 ， 


RS D1 2 十 zu 3B st 
Cr 十 1) 2 一 rz (2 士 z): TS 
53) 
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8 2 函数 项 级 数 与 宪 级 数 


ln. 15。 求 级 数 》， 他 于 邓 的 收 全 城 及 和 本数 


解 ” 设 2 一 1=y, 0 一 zy 易 知 级 数 Day 的 收敛 半径 
一 1 又 由 于 级 数 3)a. 收 全 ,得 级 数 Yay 当 |y| = 1 时 也 收敛 , 故 原 
级 数 的 收敛 区 域 为 一 1| 1, 即 |z| < V2. 

设 f(9) = 2 ly| 二 1 时 ,由 于 


[yf(9)1" = Er 二 车 二 3 


所 以 f(y) = 二 oad | 平王 
如 果 认 为 ”f(1) = Sa.= lim f(y), 
n= 1 [oad 
f(—D= 2D De = limf(y), 
全 六 
则 上 式 对 一 切 ly| < ! 都 成 立 , 所 以 当 |z| < Y 2 时 ， 
SR 一 1 (2— sn(2— z) 
一 na 十 1) | 


10. 2.16 级 数 >)(z 一 2[z]) 对 于 怎样 的 = 值 收 全 ?并 求 其 和 . 
解 。 据 柯 西 判别 法 易 见 ,使 级 数 收 笋 的 = 值 ,应 满足 不 等 式 


十 1. 


lz 一 2[z]| <1, 
即 一 1<z 一 2[zj 过 1 或 一 1<{z} 一 [zj<!1 
一 1 十 {z}<<[z]<1 十 {z)} (1) 


其 中 {z} = z 一 [zj] 为 z 的 小 数 部 分 ,{z} 之 0， 

解 不 等 式 (1) ,因为 1 十 {z} 宇 1, 所 以 不 等 式 [z] 过 1 十 {z} 的 解 是 
rz 之 2 并 且 z 关 1; 又 因为 一 1 十 {z} 过 0, 所 以 一 1 十 {z} 过 [zj 的 解 
是 z 宇 0, 由 上 述 结果 可 知 一 1 十 {z} 之 [z]<<1i+ {z} 的 解 是 0<z< 
1 及 1<z<2. 

级 数 的 和 为 


ee 
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二 
1 


3—z 
10.2.17 证 明 : 对 一 切 的 zE (一 co, 十 co), 都 有 
esinkz 
2 去 2 WVr. 
证 先 证 予 备 知识 . 设 m,n 为 正 整数 , "> m, 又 z 尖 2lr,(( 一 0， 


土 1, 土 2,…), 则 有 
[Snel< (1) 
sin 工 
2 
证 明 | By sintz | = ee 
i sin -< 


1 yA 1 
[S$ 多 + 一 coskk 十 本) 


sin -7 
! 5 Cos(m Lys cosCm 十 十 )> 
i | 2 2 2 
sin 二 
< 三 二 二 [|esm -十 )z|+ on 十 二 oz] ] 
ST 5 cos(m 2 cos(m pA 
sin -本 
2 
1 
< pe i +» 
| sin 了 | 


于 是 (1) 式 得 证 ,下 面 证 明 本 题 . 
先 考虑 0 < z < 的 情形 . 
对 每 个 zE (0,7), 必 有 非 负 整数 m 适合 


mntl,. (2) 
久 < sinkz sinkz 
是 | sinkzr <| Sin， + | |: (3) 
了 有 | 忌 于 |< | 总 品 |+ | 玄学 


如 果 m== 0,(3) pos 如 果 m 源 nif33 式 右 端 第 
一 #680 一 


$ 2 函数 项 级 数 与 额 级 数 


二 项 就 没有 了 ,这 两 种 情形 ,对 全 部 论证 无 影响 - 
据 ! sina| < ia| 容易 推 得 


sinkz sk 
> = [< =m< vr. (4) 


上 二 1 


由 (1) 有 le ,8 二 mm 十 lm 十 2,.,n)， 
ea, sin 3 


由 阿 贝尔 引 理 , 有 
Sm sjnkr 
k 


[py 


1 
“公公 “NT 3) 
Nn 


又 因为 当 0 < 上 < 可 时 有 sint > 之 4 所 以 , 当 0<z 之 x 时 ,有 


sn 本 > 过. (6) 
据 (2)、(5)、(6) 得 
< | 1 
一 一 | 入 一 Li (7) 
pe A 
Tt 了 


据 (3)、(4)、(7) 即 得 知 , 当 0< 过 xz 二 x 时 , 欲 证 的 不 等 式 成 立 , 当 z 
一 一 7,0,7 时 ,和 欲 证 的 不 等 式 显然 成 立 ,因为 sin( 一 a) 一 一 sina, 从 而 ， 
易 见 一 <<z<0 时 ,向 证 的 不 等 式 成 立 . 

综 上 所 述 , 当 一 + 过 + 过 + 时 , 欲 证 的 不 等 式 成 立 . 由 正 弱 函数 以 
27 为 周期 可 知 , 欲 证 的 不 等 式 对 一 切 z € (一 ,十 co) 成 立 . 

10. 2. 18 利用 迎 至 一 [cosnzdz 证 明 : 对 0 过 + 过 + 和 一 切 自然 数 
nm, 有 0.(7) 3 于 一 > 0. 

证 首先 , 易 证 对 -- 切 实数 a, 恒等式 


sin(2k 一 1)C 3 十 oa) = sin(2k — 1)( 7 a) 


成 立 ,由 此 推 知 ,0.( 也 十 o) = 0.( 扫 一 0). 这 表示 0.(z) 关于 直线 + 一 
豆 对 称 ,所 以 ,只 要 证 明 在 [0, 子 ] 上 存 oz) 之 0, 即 可 


Ce 
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用 数学 归纳 法 或 三 角 函 数 的 和 差 化 积 公 式 , 容 易 证 明 


sin2nt 
Sew — De= pm (0<i<F). 


将 上 式 两 端 从 0 到 z 积 分 ， 利用 是 从 的 等 区; 即 可 得 到 
eS 二 sin2nt 
2Jo sint 4 


作 变 换 x = 2nt, 得 


[天 sinz 


os(z) 一 |， me 
Sn 37 
= 二 > 上 二 1) Sinu du + I sin a 
sin 57 ”sin 页 
ean 
了 Es Sinz ; 
[i i 5 小- 0 
2n 2n 
作 变换 二 z 十 kr, 得 
a 
EE = x — ed. (2) 
sin Ds Sin TT 
由 (1).(2) 即 得 
| 
NS i "ln 
Dt 0 一 加 da。 C3) 
sin pr 


注意 到 0<z<< 季 ,0<k< 吾 < 吾 . 季 =m, 并且, 当 0<<z<<x 时 ， 


有 


z 十 TXT -z 十 2 z+ (4— Dr 
2n 2n <" 2n < 刻 


ee 
Li0,0=0,1,2,.,k CO— 1), 
llr(i= 0,1,2,.. ,~ 2). 


0< 翅 < < (4) 


一 1082 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 宕 级 数 


如 果 上 为 偶数 ,由 (1) 知 ， 
ou(z) = (1 一 1 十 (1 一 1 十 … 十 (人 -2 一 7 
Me lk 
十 人 sin < 和 下 
右 端 每 项 非 负 , 故 有 wm.(z) 过 0. 


如 果 * 为 奇数 , 仍 由 (1) 知 ， 
ot) = DD + D+ + Cs — Ls) 


ee 
下 全 :二 下 了 


右 端 除 最 后 一 项 外 , 均 为 非 负 ， 考虑 最 后 _- 项 ,其 中 
和 Sinz 
be EC 
2n 
当 0 达 z 芝 2nz 一 kx 时 ,有 


2nz 一 kr 十 tr Ld 


z+ (tolD)x z+ i 
o< 2n < 2n < 2n < 
故 有 ,1 > 外 “一 中 去 所 以 ,0.(z) 之 0 
sh et ,ov(z) 之 0. 
“0 


10.2.19 设 fo(z) 在 区 间 [0,a] 上 连续 ,a > 0, 而 且 f(z) = 
人 -eurvze [oaq,a 一 1,2,…), 证 明 ;无 穷 级 数 Yf.(z) 在 区 间 


[0,a] 上 是 绝对 收敛 的 . 
证 已 知 folz) 在 区 间 [0,a] 上 连续 , 故 存在 M > 0, 使 
Ifo(z)| < M, z € [0,a] 


成 立 ,又 |) = | farl < fh le < oh， 
f(z)| = 1 fhe Bh 了 Mr， 


利用 数学 归纳 法 ,可 以 证 明 |f.(z)| 入 二 Mz € [0,al, (n= 1,2,.…) 
成 立 . 
因为 十 Mz 坟 二 Ma,zE [0,o]. 显然 正 项 级 数 祥 二 We 收 全 ， 由 


一 1683 一 
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比较 判别 法 得 ， Si 在 区 间 [0,aj 上 收敛 ， WD. (z) 在 区 间 
[0,a] 上 绝对 收敛 

2. 标 级 数 的 收敛 区 间 

求 下 列 等 级 数 的 收敛 区 间 (10 2. 20--10. 2. 29 题 ): 


Ed 
10. 2. 20 1 一 + 到 二 了 人 


解 ” 因 为 4 一 (一 上 D' 二 ,所 以 


(n+ 1)? 
1l. 


当 z = 一 1 时 ,级 数 1 十 1 十 亦 十 机 十 … 是 ?级 数 . 且 p 一 2>> 
1, 故 收敛; 


当 z 二 1 时 ,级 数 为 1 一 1 + 可 一 机 十 …, 因 二 = 证 - > 0,(n—> 
下 县 训 > 而 寺 T+ 所 以 也 收 人 

从 而 收 全 区 间 为 [1,1] 

10. 2. 21 zr 十 ee + + 

解 ” 因 为 a 一 吉 守 二 所 以 


R= 加 | 这 ee lim 
Pi 


n+)?+1_1 
3 1 


当下 时 ,级 数 忆 二 收 级 ， 


时 ,级 数 忆 三 生 1( 汪 一 汪汪 也 收 生 ， 
所 以 ,收敛 区 间 为 [一 去 ,二 J 
1 3 


Ea 1 3 
10.2.22 1 十 ZA 2 


解困 为 点 一 半生 让 合计 也 二 ,用 比值 关 册 法 ， 


— 884 一 


$ 2 函数 项 级 数 与 圭 级 数 


1.3.5.…(2n — 1)(2n + 1) 
34. Gan Con 2) 
.22 
T3521 
故 当 |z| 过 :1, 即 |z| < 1 时, 原 级 数 收敛 . 
当 z 一 士 1 时 , 原 级 数 为 交错 级 数 ,上 且 有 


1.3.5…C2n 一 1 0 1) 


Wm 刘 由 = 


1z 上 | 


lima, = lim 


Pe we 2 .4。6…2* 
关于 (1) 的 证 明 如 下 : 
当 a > 0 时 ,有 不 等 式 “7 < 本 ,由 此 有 


pe 
1? » 3 (2n 一 1)? 1 
即 一 区， Ty 2 十 1 
1。3。5…(2nx 一 1) 1 
2 .4。6…2x Vantl 
由 不 等 式 (1) 和 (2) 及 >>w+ 可 知 ,z= 土 1 时 ,级 数 收 敛 , 故 原 级 数 的 
收敛 区 间 为 [一 1,1]. 


10. 2. 23 DE 
1 


(2) 


n! aD! 
rl 


= lim(! 二 二) 一 


解 有 = lim| -| = lim 
om Gotl sn 


当 z 一 一 时 ,级 数 成 为 > (一 1752 ,这 是 交错 级 数 ,因为 号 一 


“一 
Se > 1, 所 以 limw 去 0, 故 级 数 发 散 . 
(二 村》 和 


当 z 一“ 时 ,级 数 成 为 2 ,显然 发 数 . 故 所 给 备 级 数 的 收 伊 半 
径 及 一。 收敛 区 间 为 (一 eye). 


< 


| 0 说 (sa 十 1)3 十 1 
解 8= 血 | 二 |=a = 


m1 Cnt 1)? 
在 :一 一 1 处 ,级 数 成 为 (一 1)"- 苹 这 是 交 销 级 数 , 易 证 它 收 
之 
在 + 一 1 处 ,级 数 成 为 了 二 因 为 Fr 全 之 十 ' 帮 该 级 数 发 
做 .于 是 级 数 的 发 化 半径 R 二 1, 收 敏 区 间 为 [一 1，1)， 
10. 2. 25 Sc D's: 
解 ”该 级 数 没有 偶 次 等 的 项 ,由 


stlz) = 各 | 一 Do 1 二 


lm | uC Eno) 


ee 
= 村 lzl 


可 知 , 当 寺 lz1? < 1, 即 1z| < V3 时 ,该 级 数 收敛 , 收 伍 半 径 一 
V 3 . 


一 本 时 ,级 数 万 为 了 (一 Dr, 收 人 
当 z 一 VB 时 ,级 数 成 为 已 (一 1D" 有, 收 人 


于 是 , 短 级 数 的 收敛 区 间 为 [一 V3 , V3. 
10.2.26 (1) DB) — 3); 


Ly [a 
Or sa i 
解 (1) 因 a 二 14 所 以 R= lim| 汪 |= 由 lz 一 3 之 1 知 ， 


2<z<4. 


一 86 一 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 舌 级 数 


当 z 一 2 时 ,级 数 (一 1D)" 发 散 ; 当 z 一 4 时 ,级 数 六 1 发散 , 因 


此 ,收敛 区 间 为 (2,4). 
(2) ”由 于 
Z2a 一 1 
Ce St | + ,0), 
(2 十 1)。(2n 十 1) 1 


所 以 ,收敛 区 间 为 (一 co， 十 ce). 
10. 2. 27 lgz 十 (lgz)? 十 〈lgz)3 十 


解 因 R= tim | | = 1, 故 当 一 1< lgz<<1， 即 当 古 天 z<< 
10 时 级 数 收 化 

当 z 一 而 时 ,级 数 > de 而) = >)( 一 1", 发 散 ; 

当 z 二 10 时 ,级 数 >) C810)* 二 六 1, 发散 . 
因此 ,该 级 数 的 收敛 区 间 为 (而 ,10. 


10. 2. 28 2 
解 因为 w= 人 Dw 所 以 
, [>1, 1z|>>2 时 ; 
lim | 2 _ 
ee 二 1, |z| < 2 时 . 


由 比值 判别 法 知 , 当 |z| < 2 时 ， 珠 级 数 绝对 收敛 ， 当 = 一 2 或 = 
二 一 2 时 ， 原 级 数 为 交错 级 数 ) 5 二 二 上 或 Pe DY 由 莱 布 尼 兹 
判别 法 知 ,这 两 个 级 数 收 全 ， 故 原 级 数 的 收敛 区 间 为 [一 2,2]. 


C2, 由 于 R 一 tm | 二 | 十, 故 吉 数 收 全 


二 
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半径 为 及 = 可 
在 端点 z 一 一 1 一 言 = 一 千 处 ,级 数 成 为 


.十 (2 
< 3 十 (2): 人 = (—D + (3) 
> vv“ 
n 3 n 


因为 级 数 (一 号 和 了) 士 (也) 都 收 化 , 所 以 当 z 一 一 所 时 , 原 级 
数 收敛 . 
当 z 一 一 1 十 言 一 -- 各 时 ,级 数 成 为 


2). 
SE ~ 1 十 (一 本) 
> “(3) ， 


nn 及 


因为 > 二 发散 ,而 > 二 (对 ) 收 全 , 故 当 = = 一 二 时 , 原 级 数 发 籽 ， 


故 原 级 数 的 收敛 区 间 为 [一 地, 一 号) 


10. 2. 30 ” 求 下 列 宪 级 数 的 收敛 区 间 : 


EY .sg SC De” 
Do Da it 2 3 
C2n -1 Sn 5)" 
(3) DBD) or? (4) > 一 一; 
2 
(D0>0): (© FC. 
i “inVn 
解 (1) 应 用 比值 判别 法 
a 2 1 
| 


当 |z? 之 1, 即 一 1 过 z 之 1 时 ,级 数 收敛 . 
当 # 一 土 1 时 , 原 级 数 为 2) 和 汪汪 , 它 是 收 化 的 , 故 收 合 区 间 为 


(doll, : ! > 


§ 2 函数 项 级 数 与 赛 级 数 


|rl?— 0°. |zj’,(n -> oo0), 


上 
Cr+ D2n + 2) 
故 收敛 区 间 为 (一 co, 十 ee. 


2n 十 
(2) “23027 = 有 lz 


a 即 一 V2 <z< V2 时 ,级 数 收敛 . 


St 


一 半 lzl25 Go co) 


当 z= 土 V3 时， 原 级 数 为 也) 时 


收 化 区 间 为 (一 V3 ,V2). 
Va 
Vn++] 

当 Ee 5j < 0 级 数 收 敛 ; 

当 二 4 时 , 原 级 数 为 Dg , 它 满足 交错 级 数 的 收敛 条 件 , 是 
收敛 的 ， ， 

当 = 6 时 , 原 级 数 为 > =, 它 是 7 一 译 < 1 的 六 级 数 ,是 发 
散 的 . 因此 收敛 区 间 是 [4,6). | 

(5) 令 c= max(ay), 则 及 Ye 过 Ye 十 如 过 Y2e ,由 于 
lim YY2e 一 “, 故 im Ye 十 如 一 c, 由 根 值 判 别 法 ,有 


mV 
当地 zj < 下 即 -ee<z<<< 时 ,级 数 收敛. 


当 z 盖 士 < 时 ,级 数 的 一 般 项 不 趋 于 0, 所 以 是 发 散 的 , 故 收敛 区 间 
为 (-- cvc). 


(6) 用 根 值 判别 法 ,lim Yi 一 lim -一 1z 介 
Va 


是 发 散 的 ,所 以 原 级 数 的 


whi|_ 


(4) 


lIz— 5|— |z— 5|,(n-> co). 


1 
lz = 二 |. 


Inn We 
仿 吕 二 全 , 则 Iny. = ,Jiminy. 一 lim 0, 所 以 limz 一】 


又 im Ya 一 1 故 im Yul = lz|- 
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当 |z| 二 1, 即 一 1 二 z 二 1 时 ,级 数 收敛 . 
当 z 一 1 时 , 原 级 数 为 >) (一 此, 它 满足 交错 级 数 的 收敛 条 件 ,是 


Ya 
收敛 的 . 
DD*__l 
当 z = 一 1 时 , 原 = 了 
人 


1 


3 


jim 三 * 1， . 1 
由 lim 二 所 可 知 级 数 > 一 = 发散 


所 以 级 数 的 收敛 区 间 为 (一 1,1]. 
10. 2. 31 。 求 级 数 > )(1 十 立 + 霹 圣 志 未 十) 及 


Sv oe 的 收敛 半径 . 


解 ”对 于 级 数 >)G 十 方 十 寺 十 十 十 zr， (CD 
“= 
入 1 1 1 
因为 车 下 二 
所 i 
2 3 n 
1 1 
1+ -一 ， 
机 工 "5 
1 十 也 3 大 
ntl 1 
故 Lb 


当 a -co 时 ,aa ~- 1, 故 级 数 (1 的 收敛 半径 为 1 
对 于 级 数 > -二 -=, 有 


1 VY Rn 
到 VC 二 DLL "Wal Vana 十 1 "VA 
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$2 函数 项 级 数 与 矫 级 数 


而 一 上 = Yr, 1 < 
Watl Va WMait+l ~ 
(x mt 1 二 1 


1 下 
由 Me lime” 二 e? 二 1 可 得 ,limn* 二 1], lim(n 十 1 二 = 1. 


, 当 n -= co 时 ,at 1, 故 级 数 福 \( 1)，- 闻 _ 的 收 伍 半径 为 上 
因而 , 当 时 ,2 2 Yi 的 
10. 2. 32 。 求 下 列 宕 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 区 间 ,并 研究 其 在 收 
八 区 间 晴 上 的 性质， 
1 …(22 一 1)] 一 上 
> 2 ys 


(2) Se 十 号 )ra> 0,5> 0); 


3> Gn) rtg。 

王 Can)1 8 
3 .5…(2n 一 1)] 1 

解 (D) 记 a [aa (x) 4 到, 由 于 

所 十 1 

mm 十 2 


故 收敛 半径 R= 2; 收 化 区 间 为 (一 2 1,2 十 1), 即 (一 1,3). 
当 # 一 1 时 ,级 数 为 也 (一 1) [3 225] , 显 纹 ,该 级 
数 在 7 > 2 时 绝对 收敛 ;在 0 < ? < 2 时 条 件 收 化 ;在 p 过 0 时 发 散 . 
当 = 一 3 时 ,级 数 为 > [3322 也 ] , 它 在 ?> 2 时 绝对 
收敛 ,在 ?<< 2 时 发 散 。 


pd Pie 7 一角 
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(2) 考虑 级 数 》) 全 及 六 艺 = ,容易 求 得 ,它们 的 收 伍 半径 分 别 
为 尺 一 十 及 嫩 一方, 故 原 级 数 的 收 化 半径 R= minCR Rao) 一 min( 二 ， 
二 7 收敛 区 间 为 (一 R,R)。 

当 z = 一 时 ,着 a 过 5, 则 级 数 为 

+ 


= Sc- D+ Sc 1 
对 于 上 式 右 六 的 第 一 个 级 数 ， 利用 达 朱 下 尔 判别 法 有 


(Ca 
b 
(一 D+ 
lim mo le SE yes 
ee (2) . 
(一 由 一 一 
帮 知 其 为 绝对 收敛 ,而 第 二 个 级 数 显然 为 绝对 收敛 . 
因此 , 当 a < 时 ,级 数 绝对 收 笋 . 
当 a 之 5 时 ， 人 
SE+ 号) 一 全 


= = Sc D+ 二 (全 )， 
上 式 右 喘 的 第 -- 个 级 数 条 件 收敛 ， 第 二 个 级 数 绝对 收敛 ( 当 5<o 时 ) 或 
条 件 收敛 ( 当 5 二 a 时 ), 故 4 之 5 时 ,级 数 条 件 收敛. 
当 z 一 RR 时 ,车 a < 5, 则 级 歼 为 


St+ 十 盖 )C)- = Si 十 Pe We 
由 前 有 和 其 为 弛 对 下 :着 * > ,级 数 为 
be Ly -+ 2 ey, 
它 是 个 发 民 级 数 与 收 人 级 数 的 和 ， 让 为 发 让 数 、“ 
~- 1692 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 舌 级 数 


(3) 记 o, = 了 一 二 , 由 于 


WN At sal bli oi 
Vi 十 1 - 
的 人 于 性 入 二 和 和 1), 当 z 一 1 时 ， 级 数 为 


WwW 
< -< 天 Ee = 收敛. 故 级 数 


lim | 二 -| = Jim3 


ws Vanz 十 上 WA 十 3 
收敛 . 
当 z = 一 1 时 ,级 数 绝对 收 化 ,总 之 , 当 |z| 二 1 时 ,级 数 绝对 收 
敛 . 
(1 十 2cos 字 )" 
(4) 记 u= 一 一 一 一 ;由 于 lim YY |a.| = 3, 故 收敛 半径 R= 


lnn 


总 ;收敛 区 间 为 (一 志 , 霹 ), 当 |z| = 坦 时 ,对 于 一 8k, 由 


立 (1L 十 2cos2kz) 1 六 1 
ln8 3 Im 十 ln8 


[gt 

1 1 | ol 
及 FTIn8 > m3 > 0, 且 之 ) TB 发 散 , 故 级 数 之 ji 二 1 
发 散 , 不 难 证 明 : 当 z = 8 十 1,8k 十 2…,8k 十 7 一 4 2,…) 时 ,级 
数 


一 、 (1 十 2cos FY 
避 - 一 和 


和 上 ,去 ;单调 趋 于 零 , 且 


至 站 | -去 


a=2 


1+ V2,, 1 十 V2. 
<Saty? ”<< ) 


< 区 2 1 = 上 十 2 .<8 
1 十 V2 2 一 V2 
I 
六 导 虹 人 3 


一 1693 一 


第 十 章 级 数 


根 据 狄 利克 雷 判别 法 可 知 , 级 数 (1) 收敛 ,于 是 当 |z| = 计 时 , 原 
级 数 是 一 个 发 散 级 数 与 诸 收敛 级 数 依次 相 加 而 成 的 ,因此 , 它 是 发 散 
的 . 


、、， 3nCnl)3 
(5) 记 o 一 C3n)! ;由 于 


Jim | 卫 | lim 《3 十 1)(3a 十 2) 
wm | at sn 9(n 十 1 ” 


故 当 ltgz| 之 1 时 , 即 当 lz 一 好 | << 于 ( 为 整数 ) 时 ,级 数 绝对 收 
伊 ; 当 |z 一 好 | > 于 时 ,级 数 发 散 , 当 |z 一 好 | = 下 时 ,级 数 为 


Sn 3>(Cn1)3 机 

之 CN + 1), 
工 |m | (3s 十 1)(3» + 2) 

由 于 |rn| 1 


0Gn -> co) ,级 数 发 散 ， 于 是 ,级 数 >， 生生 中 re， 的 收敛 域 为 满足 不 竺 


三 1, 故 |a| < lc+ 中 ,从 而 这 


式 lz 一 好 | < 于 (为 整数 ) 的 一 切 z 值 所 所 成 的 集合 . 


3. 函数 展开 成 各 级 数 及 其 应 用 

(1) 函数 展开 成 等 级 数 

10. 2. 33 ” 若 f(z) 为 偶 ( 奇 ) 函数 , 则 f(z) 的 泰勒 级 数 中 必 不 含 奇 
( 偶 ) 次 项 . 


解 ”是 .事实 上 , 若 
f(7) 一 ao 十 az 十 az 十 … 十 az 十 …， 
则 于 (一 2 一 一 az 十 az 十 … 十 (一 Da 十 


车 f(z) 为 偶 函 数 , 即 f( 一 z) = f(z), 由 短 级 数 展开 的 唯一 性 可 知 ， 
上 面 两 级 数 的 对 应 系数 相等 , 故 有 a Ql aa = aye 


一 ao+t , 即 


0 一 ai 一 as 一 … 一 al 一 … 
这 说 明 偶 函 数 的 泰勒 级 数 中 只 含 偶 次 项 ， 同 理 可 知 奇 函 数 的 泰勒 
级 数 中 只 含 奇 次 项 ， 
10.2.34 将 sla>>0,0 关 15 展开 成 的 竹 级 数 . 
一 4694 一 


8 2 函数 项 级 数 与 客 级 数 


解 二 em 二 ,其 中 y= 二 (inae)z, 当 z 在 区 间 ( 一 co, 十 co) 
内 变化 时 ,y 也 在 (一 co, 十 cc) 内 变化 , 且 有 


Ea Ea 
1 十 y 十 新 十 下 十 六 十 一口 之 y 之 十 oo)， 
以 y= 二 (Ina)z 代入 上 式 , 得 
2 
一 1 十 no) + ee + + Mee 十 …， 


(一 ce <zr<+eco) 
10.2.35 ”把 下 列 函数 展开 为 z 的 等 级 数 ,并 求 其 收敛 区 间 . 


(D SF; (2) coszz; 
(3) 一 二- 一， (4) In(1 + z — 2z2)， 
Vi= 2 
22 Ea 2 
解 (De=1+z 二 下 十 订 十 … 十 二 十 … (zl < ceo); 
2 3 
er 一 1 一 z 十 新 一 新 十 “十 (一 1 条 十 …， 
(lz| < 0); 
kn Ea Ea 
所 以 ， 5 = [2+2.35+2 Br 
Ed 25 2n 十 上 
=z 十 新 十 前 二 + 久富 <co)， 
1 十 cos2z _ 1 ,1 (2z)* (2z)’ 
(2 000 2 T+ 3 + 
+ (~ D" KT + *] 
cs 2 
=1+ DC Dr < 0). 
(ee 
(3) z[1 十 (一 2z) 
VI— 2r 11 
(一 二 (一 二 一 D 
十 1 一 (一 2z0: 十 … 
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(一 赴 )( 一 译 一 D…( 一 圭一 二 DD 
+ (一 2z)* 十 …] 
ee i 吉本 全 2 DP 


Sr 2 一 111 
一 工 十 2 1 


当 z 一 一 i 时 ,级 数 为 一 交错 级 数 


2n  D1! 
4 2 Da 


它 是 收 伍 的 ; 当 z =- 二 时 ， 无 定义 ,从 而 


1 1 
2 <r<). 


(4) 因 In(1 十 zx 一 2z2) 
一 Jn[(1 一 z(1 十 2z)] 一 In(l 一 z) 十 In(1 十 2z， 
在 一 1 入 z<<1 中 ， 


mG n= DD -人 Do 
而 在 一 1 < 2z 么 1 即 一 超过 a 


nd + 27) = > (CD :于 


因此 ,nC1 -+ z -- 2z) 一 SO 用 (一 于 二] 

10. 2. 36 ”将 函数 f(z) 一 序 展开 成 z 的 短 级 数 ,并 确定 收敛 

V2 一 > 

区 间 . 

解 f(z2) = 一 一 = 一 一 (1 一 三 ?十 

2 一 3 V2 2 
zx 1 芝 1。3 zx 1。3。5 Yb 
= vat PR 


§ 2 函数 项 级 数 与 军 级 数 


1。3。5…(2s 一 1) 


二 


Pr 
(一 本 六 下] 


1 1 1 1。3 
一 Y 255 十 于 2 二 和 
1.3-.5 ， 1:3.5(n 一 1D ， 
ey i 二 J 


当 z 一 一 2 时 ,这 是 交错 级 数 ,由 莱 布 尼 效 判别 法 知 其 收敛 ， 
当 z 一 2 时 , 它 成 为 正 项 级 数 ,由 拉 阿 伯 判 别 法 可 知 ,该 正 项 级 数 发 
散 , 故 其 收敛 区 间 为 [一 2,2). 

4z2 十 30z 十 68 


10. 2.37 ”把 函数 f(x) = CFD 2) 展开 成 z 的 知 级 数 . 


4z 十 30z 十 68 4 2 
解 f(D 一 2 
4 多 并 - 
[1 te 4 dr er A Be 


es DY ee 
EL 一 2 于 ) 二 3( 了 一 1) 


+ (~ Do + (4) 


Te 


ix ， 2 x 
“2 Dt CF), Cdr YD). 


lt D3 


= PE Dr 十 DB (~ 2<z<2). 
2 
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10. 2. 38 ”把 函数 f(z) 一 


ae 展开 成 z 的 震级 数 . 
1 


1 1 
解 因为 T 二 了 一 7 a TT 


1 一 z 
eR hha ,然后 相 减 并 乘 以 二 , 即 得 


fn = 本 {(1 十 z 十 到 十 … 十 十 …) 
一 [1 一 2 十 4 一 … 十 (一 122 十 …]) 


= 本 [1 一 (一 D'2]r. 
又 因 二 二 及 二 二 展 成 的 等 比 级 数 分 别 在 1<z<1 及 一 上 


<<z 志 六 内 收 伍 , 故 展开 式 在 一半 <<z<< 二 内 收敛. 


10. 2.39 将 f(z) 二 In(1 十 z 十 2 十 zx’) 展 为 z 的 帘 级 数 , 并 求 其 
收敛 区 间 ， 
解 ff(z) =in(1 十 z 十 妆 十 23) 


1 一 2 
In4T z= In(l zz) 一 In(1 一 z)，z 天 1 


jn4， z 二 1， 


所 以 ,由 
ia 。 
In(1 一 2 一 一 [z 十 本 十 配 下 


一 LY = 一 Zz ee 工 eo. 
与 In(1 一 z) [十 序 十 可 十 | 


的 收敛 区 间 分 别 为 (一 1,1),[ 一 1,1) 可 知 
f(z) = a 7 


E4 Ea 2 
Be i ee! 

E4 Ea EB 区 Ei 
ey oh Le 
了 性 一 2 工业 一 1 1 人 

驻 一 2 十 欢 二 T 十 (本 De 


-= 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 千 级 数 


ES 3 区 
* 十 守 十 可 十 (一 于 ) 十 第 二 下 十 我 一 3 
ze 3 
Te 


的 收敛 半径 为 1, 收敛 区 问 为 (一 1,1). 

10. 2.40 ”把 函数 /(z) = esinz 展 开 成 z 的 每 级 数 ,并 指出 展开 式 
成 立 的 范围 . 

解法 1 按 泰勒 公式 展开 ,因为 


f(z) 一 ersinr 十 eeosz = W 2ersin(z 十 工 )， 


4 
fr(z) = W 2 [ersin(z 十 4 十 ercos(z 十 也 )] 
二 2ersin(z 十 到 )， ee 


fz) = (V2 )rersin(z 十 Sy, 


故 f00) 一 0,7 (0) = 1,77(0) = 2 ,f(0) 二 (V2 sin 字 ， 


有 一 ] ,2,3… 
加 “~ (V2 )"sin 下 
干 f°(0) 。 ~ 4 
1 2 
CV 2 )sin 环 CV 2 Yr 
过 4 
nl ” 
而 lim CY 2 /人 V2) = lim 2. -5 
oa nt mn 二 1 


所 以 级 数 立 ”CCY 2 2 的 收 俩 区 间 为 (一 co， + oo), 于 是 级 数 


wm (V2 )'sin 于 


3 一 一 一 4 的 收 伊 区 间 为 (一 oo, + oo). 
n= * 
RD = fo 


(x+ DI 


-= .16099 一 
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(Vv 2)"sin(é 十 “二 


一 GT (在 0,z 之 间 )， 
因为 
ia 二 | , 
(nt 1)! 
而 级 数 >) C2 的 收 化 区 间 为 (一 oo, 十 co), 故 有 
jm 2 
am 《wn 二 1)! " 
由 此 可 知 ， 
lim k,(z) = 0. 
综 上 所 述 ， 
~ (VY 2 )sin 全 
exsinz 一 人 (-- coe<z< 十 oo). 


nl 


解法 2 用 徊 级 数 的 性 质 展开 因为 
1 


ee a 


ji 一 a 3 a pe a 一 4 qe 
sinz = x ~ 377 + 二 十 (= 蕊 鞍 7 ws 


(一 co<<z<< 十 ce)， 


故 由 军 级 数 的 乘法 法 则 有 
ersinz 二 《1 十 z 十 让 十 … 十 r+ ce。 
。(z 一 用 本 和 15 二 十 (一 Dt 
31 51! (2n 一 1)! 
和 a A elk 
0 t+ 
2 4) 2( 一 4)szt4s 
(4n 二 2)1 (dn 十 3)1! 
(oo <r<+ 0), 
解法 3 用 备 级 数 的 性 质 及 展开 式 的 唯一 性 展开 - 
因为 er, sinz 在 (一 <o, 十 co) 内 均 可 展开 为 * 的 短 级 数 , 所 以 
e vsinz 在 (一 co, 十 ceo) 内 可 展开 为 z 的 宕 级 数 , 而 f(0) = 0,fo(0) = 


十 ) 


二 


8$ 2 函数 项 级 数 与 霉 级 数 


(CV 2 )sin 字 , 故 根据 展开 式 的 唯一 性 ,有 


(CV 2 y'sin 三 


ersinz 和 全 0 > Pn 4 Ts 


(~ co <r<+ om). 
解法 4 因 e4+2 一 er(cosr 十 isinr) = ercosz 十 iessinz, 又 


i Qt Ds Gt, QU+DY (+i 
tt ta +t sr + 4a 
让 $) tiztt+! (1 十 0)*+274+2 
十 二 TD + rt 
+. (1 十 1)2+324+3 (1 十 4) 4 二 474 十 4 
[二 31 < 人 二 人 
芝 2 4 4 区- 
-+t + + + 
2 。 2 CA) 
+ [再 十 站 = 二 站 一 站 二 二 全 人 


(一 4) 。2 。zt+2 (一 4 和。2 。zh+3 


十 十 0 .zet4 十 ii， 


(4 十 2)! (4 3)1 
比较 系数 得 
ie i el 
ersinz 二 + 十 如 十 了 30z + 4 (二 1 
十 3 二 十 0.。zo+t 十 


(和 十 2)1 (4n + 3)1 
rr€ (一 co, 十 co)， 
10.2.41 利用 基本 展开 式 , 写 出 下 列 函 数 关 于 z 的 等 级 数 展开 


式 : 
(CD sinazi (2) Im A/ 士 z; 
i 
1 ZCosa 一 2 
OT 0 1 一 26 干 吉 


(5) ecos(z sina). 
解 (1) sinxz 一 sinz Ss 了 sin3z 
十 1 


3 Zr _ le 32+lz2+1 
1 DTD 7 Dt Di 


一 1701 —. 
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二 


C2 In Af} nl 十 z) — In(l — z)] 


= 1 [Se D" 于 


a=l 


2 
$3 Dn! 福 zm+t!t, (|z| <+ o0). 
=0 


Zr2a+1 


= 之 8TT T,Clz| < D. 
1 1 
一 G 十 二 7 


W 5 十 V5] 


se 2 "| 二 直上 
(t+) + (= EEE 小 ]-， 


ZCOSa 一 22 
1 一 2zcosa 十 z2 
| [ cosa 十 isina cosa 一 isina 
2 Lz 一 (cosa 十 ksina) zr— (cosa— isina) 


(4) 


1 1 
Le 2 fi 一 z(cosa 一 isina) RE 1 一 z(cosa 十 | 


= 一 上 十 于 和 [=cow 一 isina)" 十 Se Ccosa + isina)" | 


一 1883 一 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 竺 级 数 


二 = (cosna 一 isinna 十 cosna 十 isinna) 


2 


1 
其 中 |z| < min(Tesss+ isina| " |cosa 一 iinol” 1. 


(5) 首先 注意 到 et 一 ecmteoo 一 en 的 实 部 就 是 
eeecos(zsina) ,为 此 先 求 ee 的 展开 式 . 


o 一 SD: 二 (2) = D3 = 二 (eosna 十 isinmn) 
=0 
尼 玫 上 并 二 二 的 部 ， 即 得 
erowecos (zsina) 一 之 Se, (lz| <+ co)， 
比较 虚 部 ,还 可 得 到 
ermesin (zsina) 一 3 sam， (|z| <+ co). 
=0 


10.2.42 ”把 -二 展开 成 z 的 矫 级 数 . 


Sinz 


解 ” 设 f(z) = -一 ,此 函数 在 z 一 0 处 无 定义 ， 但 lim 5 三 1, 因 


sinz 0 SINZ 
此 定义 (0) = 1. f(z) 为 偶 函 数 ,可 设 

= r+ ort 十， 
所 以 z 一 sinz(ao 十 azz: 十 atz4 十 …) 


| 2 [¢ 2 4 ) 
”一代 一 可 十 可 十 …) oa 十 azz 十 at 十 … 
二 qoz 十 (qz 一 全 )z 十 (区 一 优 十 a0z ew 
比较 两 端 同 次 短 系 数 : 
Re 
@ 一 po. a 
ao qz 1 1 7 
0 


6 36 120 360%” 
， La " 
所 以 lt et +t 


一 1703 一 
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由 于 与 x 二 0 最 接近 的 sinz 的 零点 是 r, 故 级 数 收敛 区 间 为 
|r| =< x. > 
1 
10.2.43 把 函数 f(z) 二 二 J0T 二 ZT 二 250T 二 2 展开 
成 z 的 震级 数 . 
解 ” 设 z* 夫 1, 将 分 子 分 母 同 乘 以 (1 一 z)， 得 了 一 本 二 ,用 除 
法 ,得 


si 2 a ET 


1— 2 
所 以 , 当 lz| < 1 时， 
f(z) 一 上 一 z 十 2 一 20 十 2 一 2 十 心 。 
10.2.44 ”把 tgz 展开 成 = 的 每 级 数 到 含有 z 的 项 为 止 
解 tez = 5 所 以 把 sinz 与 cosz 的 展开 式 相 除 ,得 


2Z3 25 27 
T0190, WM 
A 
2 24 720 
由 于 cosz 最 接近 > = 0 的 零点 是 于 ,因此 
2 下 
ez 一 z 十 村 十 吝 = + 十 …， (lz| < 各 ). 
10. 2. 45 ”把 ecosz 展开 成 = 的 
解 把 e 一 1+z+ 吉 + 吉 十 - .十 五 十 … (一 oo<<z< 十 co) 
Ei 六 
与 cer 一 1 一 谭 十 和 一 “十 (一 DD pg <r<+ oo) 
相 乘 , 即 得 
A 
让 ] 
f (0 一 而 +0+3 + a ke 


me A 十 …，,zE (一 co, 十 co). 
10.2.46 ”把 函数 (1 十 z)in(1 十 z) 展开 为 泰勒 级 数 . 
解 ” 由 in(1l 十 z) 的 泰勒 级 与 1 十 训 相 乘 卫 得 
一 于 村 一 


8 2 函数 项 级 数 与 客 级 数 


〈L 十 z)tn(1 十 z) 


2 i 
= (1 二 DF 一 所 十 年 一 “十 (一 Dm 十 J 


十 (一 D 一 :有 十 …… 十 于 
La 
+ 
十 王 十 必 十 (一 0 和 十 (一 1 十 
一 1 3 


一 z 十 (1 一 一 


一 z 十 bp D™ es 


因 In(1 十 2) 展开 的 泰勒 级 数 在 一 1 < = < 1 上 收敛, 乘 以 多 项 式 
十 z 的 结果 ,在 一 1<z 委 1 上 仍 收 和 敛 .于 是 ,函数 (] 十 z)in(1 十 z) 在 
一 1 过 xz 过 1 上 展开 的 泰勒 级 数 为 


QDI+tD -+ De Dt 


"=2 


10.2.47 将 f(z) = [志士 。 展 成 = 的 等 级 数 ,并 求 收 伊 区 间 ， 


解法 1 当 |z 1<1 时 有 


两 端 求 导 ,得 
de 


ts 六 mr 小， 二 六 Cn 上 1)zz. 


"=0 “=0 


1 1 < x 
解法 2 由 二 一 Zr I 2 Dee, Iz| <1, 


gs- -= (Dr)'- 2 
及 i= 2 at = DD 
人 


一 1705 一 
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?十 1 1 1 1 
得 ti $e + et 
二 [2 十 Pe Du- 


= Dt Dr, 1 有 于 


10. 2. 48 将 函数 f(z) 二 arccosz 展开 为 z 的 宕 级 数 , 写 出 收敛 区 
间 ,并 利用 所 得 级 数 ,导出 一 个 求 圆周 率 x 的 公式 . 


解 arccosz = EE 


25 
“二 十 … 


(2n 6 ». ra+1 
2 。 EE 本 …(20 “2 十 1 


4 *。3。5。。(2s 一 1) st! 
= + Ds 


ER TC i 
该 展开 式 当 一 1 二 z 二 1 时 成 立 
i 由 拉 阿 伯 判 别 法 知 , 当 an- co 时 


十 …) 


1.3.5.…Ca 1) 
rr ALCa 士 (2n 十 3) 1] 
1 Cm 1) (3n TF 1 
4 "6" (an TF 2) Cont 3) 
5 
Er 
(+ 2 
La 


故此 短 级 数 的 收敛 区 间 为 [一 1,1]. 
令 z 一 1， 即 得 求 圆周 率 = 的 公式 : 


1、3。5。…(2a 一 1)》 1 
gi z+ 思考 TEE 


10. 2. 49 从 下 站 生生 让 z 的 等 级 数 - 
一 1 一 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 千 级 数 


(1) arcsinz; (2) 


解 ” (1) arcsinz = [ 


/1 —¢ 
= + 志 e+ 二 + 
1。3。5。…(2n 一 1) 


志 4 Ge 
1 1 十 1 “3 B+ 
2 ”37 2.4° 
二 的 1 
2.4.6.…(z (ant 1) 
1.3.5.…(2n 一 1) zzmtl 
-+ > 2 .4.6.…(2z) 38 十 T 


t2 十 “dt 


x 十 


Ttl | 


=:+ 人 “rE 1). 
注 利用 拉 阿 伯 判 别 法 ,可 可 以 证 明 级 数 在 z = 土 1 处 都 收敛 . 
(2) 由 于 (1 十 z 一 1 十 ma 十 mm 一 12 十 … 


21 
年 mm— 1)…(m 一 2 十 1) 


加 2 十 
(一 1<z<D 
1 
令 m 一 一 于, 便 有 
和 
Jr EE 
(1<zr< DD 
1 
在 z= 一 1 处 ， 意义 ， 二 一 1 处 ,(1) 式 不 成 立 . 
YI 十 z 
1 
在 z= 二 1 处 ， 
VI 十 z 
1 1-3 1.3.5 1.3.5.7 
1 一 王 二 24 一 35426 十 2546.8 一 


收敛 , 故 在 z = 1 处 ,展开 式 (1) 成 立 , 于 是 有 


一 1707 一 


1 1 1.3 1 173.6， iv85s9 
IE 
(一 1<z 迄 1) 
10. 2. 50 ”把 函数 f(z) = (z 十 D[in(z 十 1) 一 1 展 成 = 的 每 级 
数 ,并 求 它 的 收敛 区 间 . 


解 由 于 f(z) 一 (z 十 1)[in(z 十 1) 一 1],P(z) ==In(1 十 7), 而 


二 >- Dr (lz| < D ,由 


下 


四 ,tl 
f(D=nd+D)=] T= < 


SE bd » z+? 
可 得 , f(z) 一 | 7 Coaz Dvariers’, < 


当 z 一 1 时 ， 33 (一 D' 志 寺 二 ;十 为 收 全 的 交错 级 数 ， 


当 z= 一 1 时 ,六 rr 十 太 收 生 , 故 fc) 展 成 的 等 级 数 的 
=0 


收敛 区 间 为 [一 1,1]. 
10. 2. 51 展开 让 (和 - 


) 为 = 的 等 级 数 ,并 指出 它 的 收 化 区 间 ， 
利用 此 结果 , 求 级 数 六 ，[ 忆 T 的 和 . 


解 ” 先 把 f(z) = 全 二 +! 展开 为 等 级 数 ,然后 逐 项 微分 . 


2 
定义 (0) 一 1, 因 e 一 1+z 十 新 十 “十 天 十 (ls| <o0)， 
所 以 


人 2 zx 
一 十 (z 十 车 十 … 十 茹 十 …) 
工 六 
一 1 十 下 十 一 十 三 十 (<<c) 
从 而 有 
di 一 LN gt ne 
zt Di 


$ 2 函数 项 级 数 与 舌 级 数 


ze 一 ea 十 1 < n 
芭 


当 z= ] 时, 即 得 es ri 


10. 2. 52 ” 求 函 数 f(z) 一 fna 十 28)4dt 的 等 级 数 展开 式 ,并 确定 
它 的 收敛 半径 . 
解 ”在 展开 式 


mdl 二 四 一 + 一 于 十 导 一 一 Dm 于,(lz <D 
中 ,将 z 代 以 22, 得 


2 RS 
nl 十 220 一 22 一 + 


+ (一 DC 二， 


(全 二 一 二) 
2 


户 


所 以 f(z) 一 fna + 2 = 2 — 


5 十 32 
3 2 .5 ”3.7 


二 


1 
半 色 R= 一 -一 . 
收敛 半径 2 


10. 2. 53 ”积分 定义 的 误差 函数 


erfz 一 大 | 和 
在 工程 数学 中 十 分 重要 , 试 把 它 展开 成 z 的 者 级 数 . 

解 ” 因 该 积分 不 能 用 初等 函数 表示 ,但 通过 对 被 积 函 数 。-” 的 展 
开 式 逐 项 积分 可 求 出 它 的 等 级 数 展开 式 . 


陋 zx? 3 其 

因为 < 二 1 二 zs 十 如 十 可 十 “十 厅 十 :lz| < 0)， 
所 以 ， 
-1 二 站 
e 一 一 上 于 十 而 引 十 看 le 让 二 (lz| < co) 
逐 项 积分 得 

人 -和 = 一 号 + 

D 3 


> 
nD tt 


B21) ~ 7C37) 


一 1709 一 
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a wt ee. 
+ “+t Tt Dad Clb 
Ea Ee -A Re de 
所 以 ere + 31 7 tg. 
a 
十 (一 1 本 于 1 十 …，(lz| < co)， 


10. 2. 54 ”把 函数 m(z 十 V1 十 z) 展开 成 z 的 短 级 数 . 


1 
解 因 [inGz 十 V1 十 z= 一 (1 十 zz) 一 
V1 十 了 
而 (1 十 z?? -十 
1 1 1 
二 (一 二)( 一 到 一 D…( 一 豆 一 sa 十 了 
=1+ Dr i (z2) 
= a 
SS (2n 一 D1L 
二 1 十 > Dl < D. 
两 边 积 分 得 
ar+ z2) kar = [1 十 于 全 D'S Dm, 
sm i 
即 
nz + VITA)=z+ Di a < 


10. 2. 55 ”将 函数 f(z) = arctg4 


4 十 所 展开 为 = 的 每 级 数 . 


1 到 24 
解 f(z) 二 。 一 术 。 > (一 DT) 
16 加 2 1+( 3 ); 2 去 16 


= 2 — D(H), lz| <2. 
= 
4 


mW fr cu see 十 于, 故 
4 六 < 1 
f(z) arctg 7 二 x 了 下 1 1)* rt Jaa 
D)’ 


下 Sn (一 
三 十 霖 六/ 关 下 (到 Js 了 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 等级 数 


1 
因为 级 数 生 了 收敛 , 故 当 = 一 士 2 时 ,级 数 子 十 总 关于 1 收 全 ， 


4 十 型 re 
即 arctg 4 士 三 一 Kd +, lz <2 


显然 ， 函数 f(z) == arcte 4 二 士 所 在 点 z 一 士 2 处 无 定义 ， 但 当 z 一 2 与 
z 一 一 2 时 ,f(z) 的 极限 存在 ,而 且 为 了 , 故 当 z 一 十 2 时 ,可 以 补充 定义 
f( 士 2) == 二. 


10. 2. 56 i dz — ey, 
(1) 证 明 :y 满足 微分 方程 y 一 2zy 一 1; 
(2) 把 y 展 为 z 的 吞 级 数 ; 
(3) 写 出 它 的 收敛 域 ; 
解 (1) 对 给 定 的 表达 式 两 边 求 导 ,得 e- = 一 2ze-"y 十 egy， 
因 e-* 关 0, 故 有 一 2zy = 1. 
(2) ”将 (1) 中 的 微分 方程 两 边 连 续 求 导 , 得 
= 27y + 2y, y" = 22 + dy sy) = 2zy® 十 6 
一 般 地 ,有 
3 一 2 D+ 2(n— Dy ,Cn 二 2). 
当 z 二 0 时 ， 8 dz = ery My = 0 (0) = 1, 
(0) = y*(0) = =¥"(0) = 0, (0)=4=2.2, 
¥0) = 22。2。4, ,y+0) = 2 2。4。…。(2n)， 


所 以 9? 3 fOr 一 z 十 六 3 十 1 et 


2 Wy br 
be er i 


(3)” 因 lim 2 一 0, 故 级 数 的 收敛 域 为 (一 co， 十 co). 


10. 2. 57 将 函数 ja) 二 zarctgz 一 In V1 十 袜 展 为 z 的 震级 
数 . 


A Te A 并 容光 个 


一 1731 一 


第 十 章 级 数 


"ees fr ee 
= SD- Ca 


In V1 十 到 一 二 nd 十 2) 一 诗 2(- D" 


三 乒 ， zE [— 1,1). 


a zz2a+1 1 ¢ 2a+2 
故 f(z) 2. Di 2 2 | 
< Wh | 1 
-DF TD 


- z+2 
2 Dm mr er- bl 


10. 2. 58 和 型 完全 椭圆 积 


分 PCb) 一 
Ts 
解 F(t) = 


| 
= G+ inip + being + 十 SP sinnp 十 …)dp 
= 各 人 Ss Pie). 

10. 2. 59 按 模 *(0 二 一 1) 的 正 整 数 短 展 开 第 二 型 完全 椭 较 积 
分 E(k) 一 户 V1 一 psin’gdg. 

解 EOD 二 Vi— ete 


Sy 2x 一 1)11 
fla 1 Can! oi sin"p}dp 


x 


_ Ca 一 DII 。 达 
21! Er ad “i 


10.2.60 ”把 函数 f(z) = 
一 抱 认 一 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 竺 级 数 


解 f(z) 一 


1 1 1 1 
1—z > 工 2 i 


| = 二 0 s=l 


(lz| > D. 


10. 2. 61 把 函 数 f(z) 一 nz 按 分 式 三 二 的 正 整 数 每 展开 成 等 级 


数 . 
+*—1 网 
解 ”f(z) = inz = Im 2 
到 二 "=0 
这 里 利用 了 10. 2. 41(2) 题 的 结果 . 
10. 2. 62 ”把 函数 f(z) = 一 -三 一 按 分 式 一 一 的 正 整 数 智 展 开 
把 万 二 式 T 干 z 的 正 整 
成 寡 级 数 . 


解 f(z) 


V1+z= 一 -。 1 


Ea 

T+z" NF 
1 一 了 

ba 2z 

TF Th 


z Sn (Cn 一 1)!!，z ， 
Ta 2 Carl GT 二 2) 


3 (2n — 1)11 二- 
Tt TF 


当 | 于 :| 之 1, 即 当 z>> 一 去 时 ,级 数 收 全 
当 < 一 一 去 时 , 它 是 条 件 收敛 ,因此 ,级 数 的 收 化 域 为 :之 一 十. 
10. 2. 83 ”把 函数 f(z) = 二 展开 为 (z 一 3) 的 每 级 数 . 


解 f(z) 


1 1 1. 1 
3 十 (z 一 3) 3 1 十 三 
= 3 (一 3): 
一 可 人 1 3 二 装 了 和 


a 
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二 二 


因为 即 0 二 z 过 6, 故 收敛 区 间 为 (0,6). 


10. 2. 64 ”将 函数 % z 展开 成 z 十 1 的 短 级 数 . 
解 。 YF= 一 [1 一 (z 十 DF 


宝洁 ( 计 一 D…( 计 一 a 十 


ss br [— (z+ D]] 


a= nl 


! 


= 一 1 十 一 一 
Dt 2 5.8。…。(3a 一 4 

所 pt 1):+e-D+ 3 (z 十 1) 

mie 四 SN 2 5.8.…(3n 一 4) 
1 二 一 a 一 十 i 


因为 4= 言 之 0, 所 以 一 1< 一 Gz 十 DD 之 1, 从 而 0< 一 <2， 
即 收敛 区 间 为 [0,2j. 
10. 2. 65 把 函数 二 二 区 十 6 展 成 十 4 的 筹 级 数 . 


(z+ 1) 


1 1 1 1 1 
解 元 7 一 GTDGCT5 (GFi s+6) 
1 1 i 
5 一 3 二 GT 条 一 3CT 
下 束 


[一 村 : . 

5 3 z 十 4 2 z 十 4 

ls 1 十 一 2 一 

Te 
15 2 十 4 10 z+4’ 
了 一 3 1 丰 5 
1 sz 十 4 1l a 
因 二 = (省 闷 京 cc + 全 的 收 敏 区 域 为 


8 2 ”函数 项 级 数 与 宕 级 数 


I< ls+ <3, 


2 Se pe (z+ 人" 的 收 伍 区 域 为 


| 一 2 < 1 即 |z 十 4| 过 2, 所 以 ,所 给 函数 展 成 < 十 4 的 竺 级 数 


(s+ 4)" 


= 一 Er 碳 + 乞 凡 e+ 4) (DD 


它 的 收敛 区 域 为 |z 十 4| 二 3 与 |z 十 4| 二 2 的 公共 部 分 , 即 lz 十 4| 过 
2 或 一 6<z<< 一 2. 
在 < 一 一 2 处 ,(1) 式 右边 的 级 数 成 为 


S| (一 D',, 
一 Dt F102 (2) 


而 要 限 im[# 丰 + 生生 ]2 一 a[ 吉 “+ 和 和] 扣 交 不 丰 
2 


在 ,所 以 ,级 数 (2) 发 散 . 
在 z= 一 6 时 ,(1) 式 右 边 的 级 数 成 为 
2 i 二 所 区 3 2 人 


而 极限 lm[15 + 各- 针 ]( 一 2 


a 二 上 十 
lim[15 3 
3) 


所 以 ,级 数 (3) 发 散 . 故 所 给 函 教 展 成 > 十 4 的 智 级 数 为 (1) 式 ,收敛 区 
域 为 一 6<z<< 一 2. 


10. 2. 68 ”把 函数 sinz 展开 成 z 一 二 的 敌 级 数 . 
解 ” 因 sinz 一 sn[(z 一 于 ) 十 于] 


1 
+ 一 而 关 %， 


= EB = 
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a [sin(z 一 和 十 cos(z 一 4 


a 本 立 nt 
而 sin(z 一 于 pt Dm (zl <+ 0), 
(z— 工 )> 
cos(z 一 3 = Sei 一 tw 二， (|zl 一 十 co). 


故 sinz 展 成 < 一 三 的 宕 级 数 为 
这 (zz 一 瑟 )m (rt! 
sinz 一 2 六 — 4 


2 Dr + eat Dr 
(lz| < 十 oo) 
10. 2. 67 把 函数 f(z) = in 
数 的 收敛 范围 . 
解 因为 
Inz = In[1 十 (z 一 0)]= Dc- DG 一 JE (0,2] - 


tn(1 十 z)=In[2 十 (一 1U]=In[2(G 十 ob 


= In2 十 In(1 十 了 


本 xz 一 1 
m2+ So Da )", +€ (~— 1,3]. 
由 于 (0,2] 和 (一 1,3] 的 公共 部 分 为 (0,2] ,其 以 
InT 和 z= In In(1 + 7) 
= DED ing 
Pe » 
有 Dl 
-De DEC 
= n+ De 


一 #16 一 


§ 2 函数 项 级 教 与 等 级 数 


收敛 区 间 为 (0,2]. 


10.2.68 ”把 级 数 立 (1 于 -5EE -的 和 函数 展开 为 


(z 一 1) 的 竺 级 数 . 
解 ”级 数 的 和 函数 为 

下 zl 
D-DD! 

ed 

= ‘Dc = 四 1 
一 4sin 村， zE (一 co 十 co). 
再 将 其 展 为 (z 一 1) 的 等 级 数 ， 
sz) 一 4sin 于 一 in( 丁 十 :本 


4 
= 4(sin -cos 一 一 + cos 十 sin 于 


,1 ._1 .z 一 1 
sin 4 27 1) tani 4 2 


) 


1 < . 1 2 一 
te:4 2 Dm 


1)at!] 


全 Dsin 了 
= ra 
(一 Dreos 了 本 
十 Fai 1)?+!], xz€ (一 co 十 co) 
(2) 利用 等 级 数 展开 式 求 近似 值 


求 下 列 各 数 的 近似 值 (10. 2. 69 一 10. 2. 75 题 ) : 
10. 2. 69 in3( 精 确 到 0. 0001). 


解 。 在 公式 
法 cf 十 z r+! 
nD = 2 十 三 十 于 十 了 了 二 


(zl < 1) 中 ， CR 


2 


第 十 章 级 数 


i 
2 he A We 
工 2[ 序 十 可 (本 )1 十 襄 ( 本 ) 十 李 (了 十 
2 


jn3 一 In 
1 一 
OH ( 工 )a+s 
由 于 一 2[34 二 + Bn 二 5 +] 
之 2[C 寺 > 十 ( 雪 )*r 十 …] 
和 2 
2 
5 
5 
要 求 尺 之 5X 10-5 即 3.2-:> 于 或 2 > 过 ,只 须 s>>7 即 可 . 


取 ”= 7, 且 每 项 都 精确 到 0. 5 xX 10-5, 则 有 
mt 
十 枯 二 7 思 十 让 (二 ?器 
+ + 区 + 
+ T1111+ 5 


1 ts 1 
2 3 Qi 


PT KS A NE SE Sl 
= 2[F + 24+ 160+ 896 106496] 


让 
1+12+80+ 748+ 3304 
~ 1 + 0.08333 十 0.01250 十 0. 00223 十 0. 00043 
十 0. 00009 十 0. 00002 


= 1. 09860 ~ 1. 0986. 
10. 2.70 二 (精确 到 0. 0001). 


解 十 =e'=1+( 一 D+ 


(一 D: (一 1 
a + 


1 
21 


十 十 (一 .上 十 … 

se (— 1) EY es 
1 

+ 星人 


因 Ee : . 
因 j8.( 一 1 一 | 一 1 +t Dri 
殉 要 求 1R.( 一 D1 过 吉 过 0.5 X 107 ,因此 之 8, 取 一 8, 且 每 项 


都 精确 到 0. 5 X 10-5, 于 是 
— iié — 


§ 2 函数 项 级 数 与 等级 数 


1 DD: (一 1 
1+ (一 D 二 十 二 二 
一 1 十 (一 D 十 0.50000 十 (一 0.16667) 十 0.04167 
十 (一 0.00833) 十 0.00139 十 (一 0.00020) 
~ 0. 36786 < 0. 3679. 


10.2.71 Ve (精确 到 0. 001). 


(ly): (ea 
解 Wy ep a 
=1+ 寺 二 5T+， | 
1 nl: 
因 及 (可 ) 一 i 二 Ee Ew DY + 
} 1 了 
< 让 十 到 5 十 “一 让 (1 十 十 十 可 十 …) 


a es 


现 要 求 及 (二 ) < 了 3 二 < 0.5 X 10-*, 只 须 a 之 6 即 可 . 
取 a = 6, 每 项 都 精确 到 0. 5 XxX 10-“, 则 有 


1 1 1 1 1 
veltatatn. ta t+ 
~ 1. 0000 + 0. 5000 十 0. 1250 十 0. 0208 十 0.0026 十 0. 0003 
2 1. 6487 ~ 1. 649. 


1 
10. 2. 72 C 10-5). 
六 (精确 到 
解 ”在 展开 式 。 = 了 亏 ,(- co <z<+co) 中 , 取 
z = 一 二, 便 得 到 


1 SS 1 1 1 
Yl ta mt 


这 是 一 个 请 中 某 布 尼 此 定理 条 从 的 交情 级 数 ， 因此 如 取 前 项 之 和 作 
为 近似 值 , 其 截断 误差 为 |r.| < 霹 因 Bm 105, 所 以 取 前 五 项 就 
可 以 了 ,将 奇数 项 与 偶数 项 分 别 相 加 ,得 


一 1719 一 
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x 1.020067 一 0. 201333 = 0. 818734. 
总 € 
10.2.73 ”VY1.015 (精确 到 0. 001). 


解 YI015 = 和 /1+ -5 


1005 
要 ll1_.] 
St 主 ( 1 未 a a 
一 1+ 了 0 一 二 3 + 二 
CD 
=1+T 一旦 (5 :十 225(-5 )， 
T0050 一半 GE 
ee 
=!1+ 击 一 + 过: 页- 
Ft 
若 要 求 | 及 | 过 2 5 X 10-* 只 须 a 之 1. 取 


n=1, 是 各 大 第 名册 0.5 X 10-4, 则 有 
V1.015~ 1 + 0m 20 = 1. 0000 + 0. 0050 = 1. 005. 


10.2.74 ”V250 (精确 到 0. 001). 


解 Ya50 = /24301 + 775) = aA/ + a5 


§ 2 函数 项 级 数 与 等级 数 


4。9 。.…(5s 一 6 1 
着 要 求 |R| < 全 2 全 一 多 。 人 <<0.5X 二 了 x 1073, 


只 须 * 之 2, 取 二 2. 且 每 项 都 精确 到 0.5 X 10-', 则 有 
1 


3250 ~ 3[1 + 证] 3[1+0.0058] 一 3X 1. 0058 


= 3.0174 ~ 3.017. 
10. 2. 75 ”cos10* (精确 到 0. 0001). 


解 ”cos10 = cosT6 


一 — PTT 一 1 
二 人 二 + + (D's 


若 要 求 | 及 | 过 < “(和 ”之 0.5 X10 只 须 # 之 2. 到 n=2， 
且 每 项 都 精确 到 0.5 X 10-5, 则 有 


cosl0° 过 ] 一 击 (种 2 ~ 1 一 0.01523 = 0. 98477 2 0. 9848. 


10. 2. 76 ”利用 aretsz 的 等 级 数 展开 式 及 恒等式 于 = arce 才 


十 arets 广 近似 计算 数 <, (准确 到 三 位 小 数 )- 


解 因为 arctgz 一 z 邱 十 各 卫士 … (一 1 和 xz 和 1)， 


十， 


EA 1 于 
所 以 本 一 arctg 本 十 arctg -本 


1 1 1 1 1 1 

二 (也 十 吝 ) 一 各 ( 妆 十 全 ;十 百 ( 剖 十 事 ) 
+ 
4 二 了 So | 4 1 4 1 
从 而 *==4( 亏 十 条 (机 十 二) 十 阁 ( 去 十 吉 ) 二 ( 击 二 机) 


十 -这 是 交角， 若 取 前 四 项 的 和 作 = 的 近似 值 , 则 绝对 误差 为 
Ia < 二 (页 十 吉 ) < 击 < 这 . 符 各 精度 要 求 .于 是 
一 1721 — 


第 十 章 ， 级 数 
| Ws | rp 4,1 ,1 
TY 二 可 ) 一 对 ( 融 十 硬 ) 十 (十 剖 ) 一 了 ( 太 十 本) 
a 3. 1416. 
(3) 计算 下 列 定 积分 的 近似 值 (10. 2. 77 一 10. 2. 84 题 ): 
10. 2.77 全 ee (精确 到 0. 001). 
zs z+1 
解 因 arctgz 一 z 一 可 十 本 一 “十 (一 D' 吉 二 T+ 在 |z| 
过 1 内 一 致 收敛 , 故 
arctgz _ | _ 2 2 机 
a i 


在 0 委 z 入 0.5 内 一 致 收敛 ,因此 


0.5 0.5 eo rm 
= DD 


-5 a 1 Dy .ol 
Dt -多 干 17 (a 


若 要 求 1 < < 二"10- ;只 须 * 汪 3. 取 a 二 3, 且 


每 项 应 计算 到 精确 度 为 0.5 xX 10-!, 于 是 
Sarctgz 1 1 
上 r 的 3 + 可! 25 
a 0. 5000 — 0. 0139 + 0. 0013 = 0. 4874 ~~ 0. 487. 


10.2.78 fe /dz (精确 到 0. 0001). 


解 因 。 人 =1+Vz 二 而 CVzD 二 +- .CO 
在 [0, 十 co) 上 一 致 收敛, 因此 


2 
本 Ze 十 5 
若 要 求 


RS 二 2 


2 
MGTFDl! + emi De 
一 Ha 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 等级 数 


4 
十 硬 干 D(x 十 2)(Ca 十 4) 

ns 十 2 
(aa 十 1)…( 十 p)CGa 十 ?十 2) 


1 ,1 > 5 
十 百 十 京 十 "一 359TG 二 可 


十 十 …] 


2 
ne at! 
1 


< X 10-， 


只 须 ect ei 


必 


ye 1 2 
人 tw 1 二 于 十 让 3 十 2 二 
2 2 


十 十 


1。2。3。 5.7 1.2.3.4.。5.6.8 
1 
= 1 十 且 + 支 + 吉 + 克 + 高 十 坑 [+ 细 


和 1 0 十 0. 66667 十 eG 25000 十 0. 06667 十 0. 01389 
十 0. 00238 十 0. 00035 十 0. 00004 
六 2. 00000 = 2. 0000. 


10. 2. 79 fe (精确 到 0. 001). 


2 0 
解 fe dz fa 不 十 可 红 十 可 )dz 
ee he Wee ee 
-1 ta to 


如 取 写 出 来 的 诸 项 ,计算 到 小 数 点 后 第 四 位 , 则 有 
0.7473 < | = 0.7476, 


于 是 ， ea ~ 0.747. 


10. 2. 80 下 gr (精确 到 0. 0001). 
zsinz, _ [1 CE 
解 | eh 
2 oS 
2 ts 77 


如 取 写 出 的 诸 项 计算 积分 值 , 则 有 


— 1 


第 十 章 级 数 


1. e051 < 下 Al. 6054， 


于 是 ， 下 sy, ~ 1. 605. 


10. 2. 81 全 全 = (精确 到 0. 001). 
解 a 
1 
rp ie 2 D(C) 
= Ppt Dt, 
s=0 


于 是 了 一 EE T= A DC 


-了 后 DD 1 )a+a 
3n 十 3( > 


1 ee 


ee a) 十 二 二 二 条 下台 
取 前 两 项 的 近似 值 计算 ,得 
1= 0.119+ 04, (0<0<0.001) 
若 用 直接 积分 法 , 则 有 
J dz -J 1 Ee 
2 1+z’ : 3 1+z 32 一 2 十 1 
| (二 DD)* 和 2z 一 1、+= 
《二 一 二 了 二 a ya 
PE 
V3 2 56 Fe 
we i 
jn(1 十 z) 


10. 2..82 和 一 一 Jz (精确 到 0. 001). 
解 ” 当 10 入 z 乏 100 时 ,有 


nC 十 z= nz 十 十 )] = Inz 十 SEDT,. AN 


二 车 24 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 竺 级 数 


i ts Dj, 


100 Inzy, 《一 CC Pe 
[ee 工 让 SE 上 


_ 3 人 
一 oo+ 袜 i ~ I) 
3 下 人 Sr 
一 了 mi10 二 和 (一 1 一 和 IF 一 而 ) 
1 1 
toi — 6)+ 
~ 8. 041. 
10. 2. 83 f sg, (精确 到 0. 001). 
1 
2 arcsinz，_ (2 1 1。3z5 区 
解 了 z fl G+ + 二 人) 
1 1.3 


= 去 + 于 了 A 1 
如 取 前 三 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 


1.3°.5 1 1 1 
0<R<246 元 "六 (1 十 剖 十 …) 
1 1 1 
10 
1 一 京 


于 是 Fe arcsinzyv ~ 0. 507. 


10. 2. 84 fa (精确 到 0. 001). 


解 ”注意 到 


一 ee 一 1 十 zz 十 Cnz) Ce 


31 十 … 十 1 十 …， 


和 vivzdz = (一 1) 三 了 4ysr1' 于 是 
ee (CE TD 


E 
Jzaz=1-- 才 + 页 -6+t™， 


机 职 衣 外 项 计算 积分 村 ， 得 其 误 荧 


第 十 章 ”级 数 


0< hm 
故 [saz = 0.783. 
和 
10. 2. 85 来 | TI 干 zi 的 值 . 
解 rie) 


er T+ 
= | ze (1 — er + er — dz 
[一 ze- et™ [ 3 er et” 


1 2 、 : 
一 1 一 更 十 束 一 … 一 五. 
10. 2.86 求 正弦 曲线 y 二 sinz (0 生 z 委 m) 一 波 之 弧 长 ,要 求 精确 
到 0. 01. 
解 ” 设 弧 长 为 s, 则 


:= 上 VIT7i=2 作 VT 二 Set 


= 2 FG + Teo — zl’ + Beosts — «de. 
sm2( + 广 到 PIED 和 和 Bt 2 
= x+ 村 一 襄 + 遍 一 站 


如 取 写 出 的 诸 项 计算 * 值 , 则 其 误差 
3 .5 .2 81 1 
0< RB < 21 rz < 
于 是 SS 3.14(1 十 0.25 一 0.05 十 0.02) = 3.83. 

19.2.87 ”两 根 电 杆 之 间 的 电线 成 抛物 线形 状 , 设 电 杆 之 间 的 距 
离 25= 20 米 ,电线 凹 处 的 矢 4= 40 厘 米 ,计算 电线 的 长 讽 : 要 求 难 确 到 
1 厘米. 

26 二 


3 2 函数 项 级 数 与 圭 级 数 


解 先 建立 抛物 线 408 的 方 了 
程 , 取 坐 标 系 如 图 所 示 , 则 方程 的 标 
准 形式 为 二 = 2py. 由 于 此 抛物 线 过 
点 B8(10,0.4), 所 以 10? = 2p(0. 4) ， 
7 = 125, 于 是 抛物 线 的 方程 为 y 一 让 


项, 由 此 可 得 ,所 求 的 电线 长 为 4 Bh x 


:=2 有 Vi+ GD | 
o 125 10. 2.87 题 图 


2 
加 250 | VT+ ta 


2 
= 250 ha + ta 
1.3， 1.3.5, 


一 250 后 + a + 和 + at 
= 250( 癌 十 言 .去 (区 > 一 二， pr 
如 取 前 两 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 
250 ,2 _ 
0 < < ( 坝 2< 10-， 
因此 ,es 250[ 藻 十 于 .去 ( 准 ) 门 = 20 十 0.02 = 20.02( 米 ). 即 所 


求 的 电线 长 为 20. 02 米 . 

10. 2. 88 已 知 函 数 (1) f(z) = arctgz; (2) f(z) = eecos(zsina) ， 
求 f(0). 

解 (1) 因 fz) 一 Dc D"ET 了 ' 故 得 


D* (2m)1, n=2m+ 1s 
0， # 一 2m. 


fo 一 人 
(2) 因 f(z) 一 之 Sx, 故 得 To(0) = cosna, (# = 1,2,°°°). 


10.2.89 设 f(z) 一 生 , 求 fo(zo(Gz 关 0. 
解 ” 将 f(z) 展 成 为 (z 一 zo) 的 等 级 数 ,天 


e=e0e 
一 1727 一 


er —z 
i nt i A 
ee ee 1 
2 十 (z 一 zo) zo 1 十 2 一 寻 
zo 


了 一 Xo 
全 + …]， 


把 上 面 两 个 守 级 数 相 乘 ,得 乞 一 全 (1 十 > ee 一 0)") ,其 中 
Dl 
del (i pm + a ) 丰 + ; 


= Sl lL 
= zl 


fg) = nt SL 工 )- 
所 以 f(z0) 一 4 志 2 ee 


(nC— 1).…(k+ 1) 


en 2) 人 HT 
k=0 


(3) 利用 短 级 数 展开 式 求 和 
10. 2. 99 。 求 级 数 下 于 … 的 和 . 


解 先 求 守 级 数 祥 本 的 和 函 教 s(z). 


由 于 s(z) = 3) 于 ,所 以 ， 
,ds < 


Ti—z 


sD) = > 一 1 十 zx 十 于 十 … 一 
人 
一 一 In(1 一 z)，(lzl| < 1). 


从 而 ,sGz) = 和; 
念 3 了 , 则 得 二 mnG 一 二 ) = 一 mm 三. 
2 求 到 十 于 十 于 二 天 全 2 上 … 的 和 . 
解 根据 二 项 展开 式 有 本 : - 


一 1724 一 


§ 2 函数 项 组 数 与 等 级 数 


过 S 12 Dl 
Viti=1+ DD ~ 1K), 


x 1 2 一 3)11 
Mt?=1+ 2 Di 1 
“3 1.3.5 


故去 十 卫生 和 十 玖 村 十 … 
A 人 
10.2. 82 。 求 级 数 立 > 25 
> 1 全 -的 和 。 


解 可 以 证 而 上 沁 各 信 交 量 政 人 ,由 所 给 各 要 数 的 物 丰 ,利用 
级 数 沪 二 一 ez € (一 co, 十 co), 则 有 


nl_ < mtl < 1 加 1 
2 LT SET 


De 


| sn 1 
D3 1 (a . (e—2)= 1 
| 1 1l el 
之 al Ze Dit -t+ 
并 -1I+Y 工 -2-e 一 1+e 一 2= 2e 一 3) 
on! Son! 
ed | 中 1 < 失 w 十 1 ha 
之 nl Ze 5] 之 ml! 一 
十 | 
-nr + 3 2e 一 3 十 2 一 (e 一 2 一 e 十 4 
人 Sv (— 2) 这 
人 » Nl 2 es 尿 鞭 
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10.2.93 求 言 十 训 十 喜 十 … 上 十 开元 工 十 … 的 和 . 


3 2 一 1 
解法 1 记 > 一 支 十 训 十 喜 二 … 十 2 , 则 


a 二 + 去 + 去 +… 二 南 二 二 去 ey 
十 2( 南 十 i 一 2( 吉 一 二 
区 
+2( 二 +…… 十 去 ==2(zH 一 去 ) 
于 mm 
+2 ,去 = 2( 二 一 去 
= 一 去 +2( 寺 十 击 十 + 到 0) 一 2@ 二 了 
总 证 去 十 2 ED 2 D 
一 3 趟 :一 所 元 
而 lim 区 ;一 0, lm 双 寺 1 = 0, 所 以 jms 一 3, 帮 二 
解法 2 设 % 一 支 十 吝 十 高 十 “十 型 二 , 则 
译 % 一直 十 襄 十 识 十 十 型 二 十 允 二 1， 
两 式 相 减 ,得 
圭一 二 十 2( 吉 十 机 十 出 十 一 + 直 一 各! 
Se 
故 * 3 一 一 2 于是 人 2 tine 


sl 


解法 3 因为 当 |z| < 1 时 ,六 (zs 一 1Dz 收敛, 且 


一 a981 一 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 窗 级 数 


立时 = 


而 Sn — De = Farr — a 


sl a=1 


ee z z Ea 
(2 pe er 
25 2 z(CL 十 z) 
GE 二 一 < 


全 二 1 _z(1 十 z) 
所 以 2 =a=l = 


解法 4 因为 当 |z| < V2 时 ， Ss Wi 
nm-l 
sn、 2n 一 1 2 十 z 
> 和 
2 一 1 SS 2 一 1 < 证。 = 罕 寺 癌 | 
n=1 2 和 2 zl 3 


注 利用 类 亿 方 法 可 以 来 得 


1 
(Cn 一 DY 一 各 二 果 ， lal<1. 
ss=l 


: | 
10.2.94。 求 级 数 。 一 > 05F 干 TC 红 十 可 的 和 


1 
解 由 于 袜 三 Ta 万- mh- 玉生 2 
虑 级 数 5(z) 一 CD) 
考虑 级 数 40D = 总 本 1 和 p49) 一 站 于 
6(z) 一 plz) = 3 fou — > [eu 
A 4 
由 
一 Drrire 
-- 启 "*- 访 + 评注 


— 1731 一 
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得 2 1 x 
= 一 2arctg 一 (z 十 少 ) 一 ; 
a a 2 3V3 


因 5(z) 一 p(z) 连续 ,又 
6(1) 一 p(1) = ctg 一 一 一 四 + 去 — 
六 3 W3 


i 3V3 3vy 


所 以 s = 一 工 一 . 
Me 


CD ss 《一 1) 
10. 2. 95 求 访 吉 ， > 与 忆 弛 的 和 


"=0 n= 


解 ” 因 为 SE, (一 ceo<z<< 十 co)， 


六 全 DD 
2 一 In(z 十 1)，( 一 1<z 魏 1， 


> 完 Det = arctgz, (|z| < 1), 


所 以 DL-time =。， 


上 Eo 


解 ” 设 s(z) = 1 十 2z 十 3z 十 … 十 az 十 …, 逐 项 积分 得 ， 
eestetit tert 1 (lz|<D 


] 一 
再 逐 项 微分 ,得 


- 全 
1+2+37+ + + 0 (rl <1 


一 38 一 


$ 2 函数 项 级 数 与 等 级 数 


10.2. 97 求 竺 级 数 让 ) < 全 二 2-! 在 收 敏 区 间 上 的 和 函数 ,并 

Snlnt 1) 
求 2 3 一 的 值 

解法 1 “由 比值 判别 法 知 , > Ga 寺 ee-, 在 (一 1,1 内 收 伍 , 令 
此 等 级 数 的 和 为 f(z), 则 

(forces) a = EP = 去 3 a z 

于 是 f(z) 一 二 (二 )" = ay 
即 D+ 


和 


求 忆 于 D > 和 ， 即 是 求 当 z 二 二 } 1 时， 等 级 数 -2 i D, 一 之 


和 ， 由 上 面 结果 有 


n(n 1) 2 n(n 1) 1 2 1 
一 一 
2 a 


解法 2 求 和 级 数 沁 "到 上 的 和 ,可 考虑 等 级 数 Syn(s 十 D= 
的 和 函 雪 在 = 一 二 处 的 值 , 而 短 级 数 


Dr + Dr=7 ，(—1<z<), 


nnt+D)_ 3 _9 
于 是 之 ”3 一 Tr 
1 一 言 ) 


2z 
1 一 z)3 


10. 2. 98 求 竺 级 数 > te 的 和 函数 ,并 求 级 数 
St a(n+ 1) 的 和 . 
i 人 


~— M3 
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解 ”由 比值 判 别 法 ,有 | 后 | 一 2 到 21z| 一 去 lz| ,Cs-> co), 故 
级 数 的 收敛 半径 为 R 2. 
当 z 一 2 时 ,2， 2 二 也 一 naCn 十 1) ,发 散 ， 


当 z 一 一 2 时 , 二 De- 六 (De 二 D, 发 散 


故 原 级 数 的 收敛 区 间 为 (一 2,2) ,在 收敛 区 间 ( 一 2,2) 内 将 者 级 教 逐 项 
积分 ,得 


na 十 1) < fa 十 1) ， 
[> i w= St d 


加 a 
= 220+ DZ)’, 


再 积分 一 次 ,得 
se Rs ,fs z 、。 
>ze + DG 二 [ze + DOSY 
(3 
= ZS "14 = 
1— i eh Pe 
2 
Cs A 
故 > 24n 十 DY GY = 
nn 1) .8r— 2 
所 以 ,之 ， [三 
(8 — 45)(2—z) +2(8: 一 2z， 


(2 3) 


1 时 ,得 袜 2 二 (8— 12— D+28— 2)= 16. 


10.2. 99 求 级 数 >) 并 二 1z>-: 的 收敛 区 间 以 及 它 在 收敛 区 间 


内 的 和 函数 ,并 求 之 ) 各 二 二) 
解 。 先 求 收敛 区 间 . 
一 她 条 一 


8 2 ”函数 项 级 数 与 塞 级 数 


方法 1 当 # 一 0 时 ， 忆 2 二 J 收 敏 , 当 = 关 0 时, 设 一 


2n wh 上 十 王 
和 , 则 lim | 二 | mm 十 1 一 志 2z2. 故 当 0 过 32<1 


时 , 即 0 < lz| 过 < VT 时 ,级 数 沁 各 二 1 收 全 
当 s= 士 VE 时 ,总和 4 二 V2)* 一 圭 加 和 二 由 由 于 


“=l 


2n Co— 人 
i ， 2 二 1( 圭 a 
吉 和 = 所 以 忆 V 2 )”… 发散 . 


综 上 所 述 , ly 的 收敛 区 间 为 (一 V2 ,V2). 

方法 2 因为 a 

> 各 二 lm-! :2 2n 元 1 -> z>) 2 10z27 
若 令 民 -= 则 袜 a 对 1 而 


ee 时 二 ， 
又 当 z 一 2 时 ,级 数 >) 也 元 1z = ! 发 散 , 且 z 之 0, 故 它 的 


收 语 区 间 为 [0,2), 由 一 民 可 知 ,级 数学 ) 加 去 于 (<)…! 的 收 做 区 间 为 
(一 V2，V 3 ), 于 是 ,级 数 > 二 +>) 并， 的 收 
敛 区 间 也 为 (一 V2,V 2) 


< 人 


方法 3 因为 + 2 寺 ee， pt DCS)… 令 到 二“ 则 


pa 一 DC) 一 Ee 四 Dz ,容易 求 得 ,级 至) (2 一 1Dz 的 收 
分 区 间 为 [0, 0), 而 = = 号 , 故 之 ;Cs D( 呈 ) 的 收 必 区间 为 


二 
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(一 Y3 ，V3)， 从 而 下 元 te-， 的 收 敏 区 间 也 为 (_， V3 


W 2 ). 
再 求 2 也 二 >-! 的 和 函数 . 
方法 1 因为 2 去 


2 lz>-:, 而 


2 一 1 < 2 一 了 : 
[S pa le 本 人 


2 
所 以 立 es Le 过 对 2n — le-5d] 
上 
- {a 0 < 


5 这 2 Wp 和 
s(。 1 


a 一 和 
了 ”~ a) 


@— 下 lzi<v2 
Ea 
方法 3 因为 
于 训 丰 十 六 十 下 十 红 二 lew 十 
swml 
所 以 
Ea SL 3 2 一 3 
EP 本 


8 2 函数 项 级 孝 与 等 级 数 


两 式 相 减 ,得 (1 - 玫 )D lo! 


多 开 本 二 
一 了 十 亏 十 灭 二 十 Ze 十 
zr 
z 光 、 工 
一 二 十 元 十 也 5,lz|< Y2， 
1 一 二 
2 
< 2n 一 1 2 >z z(2 十 2) 
于 是 ， ZI” + 


一 (2 二 2 289 
学 .有 


10. 2. 100 ” 求 级 数 3(z) 一 Der 的 和 函数 ,(|z| < 1. 


解 s*(z) = + Die 一 一 六 br 


=l 


-> (zt+Dn 一 Dy PR (D+ — Ce 
Ee “二 1 f= fl 
a 2 1 
i 


10. 2. 101 求 级 数 s 一 全)(1 十 十 十 可 计 十 … 十 十)z* 的 和 丽 数 . 


(|zl < 1). 
解 ” 取 ya 为 绝对 收 全 级 数 


a=0 


Tlete+ -十 = 十 …， (lz|<D 
和 A 


se 
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再 取 了 4 为 - in(1 一 z) 的 泰勒 级 数 


md 一 可 一 0 十 z 十 于 十 本 十 …… 十 三 十 …(lzl<D 
两 级 数 相 乘 ,得 


了 
“=—1: 世 +z: 这 + .十 zz 十 mm .0 
1 1 
= 十 去 士 … 十 十)z， 
故 s 一 >)0+ 计 二 言 + 二 二 一 一 2 一 必 . 


注 “如 果 级 数 >a 与 bh 都 收 伍 , 作 这 两 个 级 数 的 乘积 立 'o， 其 中 
二 一 0 k=0 sw0 
cc = aob, 十 ab- 十 … 十 abo 如 > 也 收敛 , 则 必 有 


10. 2. 102 ” 求 下 列 级 数 的 和 函数 s(z). 

Ent De pe 

解 (CD 因为 
ie 


所 以 ,GT 一 二 = De 


GE = Dr De = D+ Dr, 
全 


二 -4 


Ze + Dr= 2 + Da! = z(T 
— 3 一 


1 ), 
PE 


§ 2 函数 项 级 数 与 客 级 数 


性 2z 
Zt Dr = (Ta) = sy 

二 
(2) 因为 bm | | 一 lm 名 十 量 ! 一 0, 故 级 数 的 收敛 区 间 为 


(一 co, 十 co). 设 sC) = 六 "二 1 (一 ce<z<< 十 co), 则 


“=1 


fee = Sl [re -也 守 -: 和 =- s(e 一 1)， 


“1 * 
(一 ce<z<< 十 co) 


故 有 slz) 一 


于 是 sz) 二 直 |sGa)az = 二 [z(e DJ=elr+ Dl 
(一 co <r<+ oo). 


10. 2. 103 求 级 数 冯 ， 二 于 的 和 函数 


与 Ea ul 1 
解 ZamTD-2 -i 
< Sm 
i 


一 上 


一 上 


| 


设 sz) 一 闷 三 ; 则 


si (2) = Se 下 二 (lz| < 1)， 


人 
故 si(z) = 和 世 =-- In(1 一 2,(|z| < 1), 又 设 
二) 于 一 [In(1 一 一] 


Ps 
EE es es i 
I 
a(D) 一 sD) =— nl D+ D+1 


WAS Eal 。 
所 以 , 21 二 TD 一 
es 1 1 
一 1739 一 
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10. 2. 104 求 壬 级 数 }xa(z 一 1)"…! 的 收 敏 区 间 , 并 求 其 在 收 敏 
区 间 内 的 和 函数 . Ee 

解 。 因 lm| | 一 lm 二 一 1, 且 当 + 一 1 一 士 1 时 级 数 均 发 
散 , 故 收 伍 区 间 为 |z 一 1| < 1 或 (0,2). 下 面 求 守 级 数 的 和 . 

Se -2D= (| Ze — Diaz)’ 


一 > ac 一 Wd = (Deb) 
Pe 
、 -|( 二 二 1 
1 一 CD) 02 一 2 
10. 2. 105 求 级 数 于 7 十 十 于 人 二 一 十 


1 
太一 15* 十 … 的 收 全 区间, 并 求 级 数 的 和 画 数 . 


2z20+D 


im +! = jim 
解 mim GT TD ms 
恩 2 一 1 
er nT 7 


故 当 |z| < 1 时 ,级 数 收 敏 ,而 当 = 一 土 1 时 ,级 数 成 为 二 5， 


由 于 如 天 [ 殉 一 1 收 笋 ,所 以 原 级 数 的 收敛 区 间 为 [一 1,1]. 


| > 2 
设 *G) 一 忆 5 一 DCz| 之 上 D ,显然 *(0) 一 0， 


sy (z) 一 D0) = 0 
?0 = Dt 
于 是 w() 一 | Tax 一 二 nj 十， 

:9 一 ni + ina -1a] 


一 eto 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 千 级 数 


zdzr » “ 汪 
一 一 D 一 和 

1 十 = 025 1 1 十 z 

I—z | FlinT 2 + in(l — #)], 


(lz|=1) 


到 [zindl +2)—| 


1 
3 [zlin 


局 1 

故 oD- 2 mm 
1 

1-3+3 

1 
至 二 了 

10. 2. 106 ” 求 级 数 
1 


1 1 > 
本 一 区 十 有 一 十 (一 1 


的 收敛 区 间 及 其 在 收敛 区 间 内 的 和 函数 . 
解 ” 先 求 收敛 区 间 . 


A 1 
因为 w= (一 Da TD， 故 


1 
2n(2n 一 1) 


1 
一 玫 十 … 一 In2. 


1 
十 …… 十 
1 
3 


十 … 


1 
nD + 


十 1 
所 以 , 收 化 半径 R 二 1. 
又 当 z = 十 1 时 ,|uw| < 二, 而》 点 收敛 , 故 当 = 一 士 1 时 ,所 给 
级 数 收敛 .于 是 ,收敛 区 间 为 [一 11 


再 求 和 函数 . 
方法 1 因为 
1 1 1 
(DD 

一 z 一 二 2 十 十 (一 De 十 …… 一 InGL 十 a， 
故 当 lz| < 1 时 ,有 


1 1 
[$2 -2se+ 人 十 (一 1 


1 1 
lim Der/ mt = 


+1 十 00) 


1 了 
TD + 


= Ja + Ddt， 


cn 


1 1 1 be 
即 了 7 一 Fa + 二 (一 Dm + 
= +t Dn to -nl <n 
人 1 站 
当 z 1 时 ,级 数 二 3+ 十 ( DT 十 … 收 钱 ， 
且 (z 十 DIn(1 十 z) 一 z 在 z== 1 处 连续 ,所 以 


1 1 a 1 Ey 
Ft D+ = nl 
1 


又 当 z 一 一 1 时 ,级 数 雪 十 43 十 … 十 ji 二 本 5 十 … 收 化, 且 
其 和 1 


1 a L 
综 上 所 述 ,了 一 二- D+ “DD 
和 当 一 1<z 过 1 时 ; 
ee i, 当 z= 一 1 时 . 


方法 2 国光 当下 全 全 有 
m1 十 站 一 4 一 各 # 十 雪 8 十 十 (一 De 二 
故 当 |z| < 工时 ,有 
= = 1 | 
fna + da fe $+ De ta 


pp WR os A 
i 站 Tt Dt 
1 1 
即 FD i + 
= (z+ Din(l+z) oz,(|z| < ), 
以 下 同方 法 1. 
方法 3 和 1 时 ,有 
1 ， 1 
2 + 十 ( D"" Tm Dt 


(z2 二 中 有 十 … 十 (一 De+i Tt ee 


十 (一 去 十 寺 十 怀 十 (一 Dr 寺 


一 zimn(1 十 z) 十 In(1 十 z) 一 z 
一 (十 Din(l 十 z) 一 z， A 


2 十 …) 


8 2 函数 项 级 数 与 等级 数 


ee | 1 ee 
又 当 z 一 一 1 时 ,元 十 3 十 “十 a 十) 十 “二 1; 所 以 
1 1 js 1 we 
于 一 三 3 十 … 十 人 Diam + 


a 当 一 1<z<1 时 ; 
和 1 当 z 一 一 1 时 . 
10.2.107 求 之 jm 的 收敛 区 间 , 并 求 它 在 收敛 区 间 内 的 和 函 
数 . 
解 ” 先 求 收敛 区 间 . 


因为 w=, 故 lim 关 一 i ?十 上 一 


又 当 z 二 土 1 时 ,Sn( 寺 a 


为 (一 1,1). 
再 求 和 函数 . 


方法 1 因为 ea 一 > fra = Se 一 
|z| < 1, 所 以 用 四 本 
De = sD = sO da] -= 


re lzl|=<1. 


Sy = (CT) z 1 
方法 2 因为 (7) 27) (Ts = sy 


所 以 Sr De) = Uy 
1 1 A 


方法 3 因为 Ser = s+ 2 4 3 + + 


sD ae 一 了 十 2z 十 … 十 人 一 1D)z 十 ……， 
两 式 相 减 , 得 


2 
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(1 一 2z) Dre =z 十 十 开 十 一 十 人 十 二 


sl 


于 是 De = tl < 1 


2*z7-! 


10. 2. 108 求 级 数 六 ;2 的 和 函数 ,其 中 | 


解 ” 设 此 级 数 之 和 为 *(z) ,前 (a 十 1) 项 之 和 为 +1Cz), 则 


工 一 2 


1 2z 2 2 。 zz- 
Ss+1(7) er Ei er 
证 1 1 2z 22: 。z2-: 
I Ttrtitrtat i 
et 
十 … 十 
1 十 2 
1 1 2z 
因为 It I 
27 | 27 22z22 一 ! 
IT—z™ 1+ 1 
CR i i 
1 一 2 1 十 于 1—2 
P| Gt 。 
站 可 1 一 于 1 十 z2 
Snr) = Ti 
故 当 |z| < 1 时 ,s(z) = lims.+1(7) 一 
10. 2. 109 利用 等 式 cos 也 cos -cos 均一 sinz _ 求 和 
2sin 工 
2 
Ng Sp i pe, 
s(z) 一 记 t 色 本 十 玫 色 本 十 … 十 京 色 元， 
a 
解 由 于 去 一 一 Smaz .一 一 atgar, 故 有 


一 BF 一 


8 2 函数 项 级 数 与 等 级 数 


s(z) = 一 全 meos 了 一 三 本 


2 
Tt. 2 As 


一 人 os 
ad z » 工 
一 一 到 [lneos 万 十 lncos 本 十 … 十 lneos 未] 

d z 2 zx 
nn Pa i 

d z 1 z 
去 Cnsinz in2sin 57) 到 ct 阿 ctgz. 

10. 2. 110 ” 求 级 数 sinz 十 加 天 十 … 十 名 哇 二 …(0<z<< 从 的 

和 函数 . 


解 ” 设 。 为 部 分 和 , 则 s = sinz 十 到 莽 十 … 十 并 旦 ,给 和 式 
ou 一 cosz 十 cos2z 十 … 十 cosnz 两 边 同 乘 以 2sin 二 并 用 三 角 公 式 
2sin 地 costz 二 sin(k 十 去 )z 一 sn 一 去 )z, 上 一 1,2，， 


则 有 。 2sin 子 0. = (sin 地 一 sin 子 ) 十 sin(3z 一 sin 地 5) 十 


十 [sin(* 十 羡 )= 一 sin(* 一 忆 )z] 


一 sin(# 十 去 一 sin 子 ， 


sin(n + 2)z 1 
所 以 o. = 一 一事 ' 把 0. 取 从 z 到 的 积分 ,由 于 
?sin 7 
有 一 sinktr _ sinktz -sintz 
Os 2 “EA 
vsin (Ca 十 到 )z | 
故 得 一 s, 一 dz 一 | 二 dz. 所 以 ， 
”2sin -2 2 


1 Sin(n 十 去 = 
= 了 Cr 一 2) 一 pp Te 
， ”an 
对 最 后 一 个 积分 用 分 部 积分 法 ,有 ，，.， 心 ” ，“ 扯 雏 , 玉 
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«Sin(z 十 去 cos(Cza 十 羡 )z COS(R 十 半 )zeos 去 
| rT Ee | a 
in 2 Rn 2 sin 2 Rn 2 In 3 


由 于 上 式 最 后 两 项 的 分 母 都 含有 十 二， 而 其 余部 分 为 有 界 量 
(0<<z 芭 办 , 故 当 a- co 时 ,其 极限 为 堆 ， 
于 是 ,无 穷 级 数 的 和 为 寺 ( 一 z), 即 


i 让 局 有 same 十 eS 1 


10. 2.111 求 下 面 级 数 的 和 : 


= 1 
CD 2 FT 


(2) 1 十 gcosz 十 … 十 Y-'cos(n 一 1)z,|19| 过 1. 


1 he 2 
解 (DD) 由 于 FE 二 太一 计 一 正二 了 *' 一 1,2,…), 故 级 数 的 


部 分 和 s. 为 


一 (十 于 十 必 十 责 ) 一 2( 林 十 百 十 必 十 焉 二 1 
Ee 了 yy Lp a 一 2 
一 20 十 去 十 沪 十 亢 ) 一 201 十 于 十 交 十 误 ) 十 2 一 而 二 
1l 1 2 
202) In) 2(Z2 二 ln2n) 一 2in2 十 2 一 两 十 


而 ams 一 2 一 2n2, 所 以 FE TD 一 2 一 292. 
《2) 由 于 coskz 十 cos(k 一 2)z 一 2coszcos( 一 2)z,k 二 2,3，… 
故 有 s 十 qzs 一 1 十 gcosz 十 9?(cos2z 十 1) 十 9(cos3z 十 cosz) 十 … 
= 1 一 gcosz 十 2gcosr 。(] 十 gcosz 十 gicos2z 十 …) 
一 1 一 9cosz 十 2gcosz 。s 


移 项 , 解 得 * 一 了 二 


一 746 一 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 禾 级 数 


10. 2. 112 ” 求 级 数 y 一 > Ee 的 和 函数 . 


解 y= 之 [Eh 2s), 
3S [Go— DIy -2 
= D8(2k — 1)(2z) 


二 20)! 


a [Go 21 
-1+ 总 CE 4 — 1 (27) 


一 4 十 之 et 
zy 一 > LG — D127)s— 2 
Fe 


C1 
= > Piescn" : 
= 一 xz 十 六 一 4， 
由 此 可 得 微分 方程 
-zz —4=0, 
初始 条 件 为 : 当 z = 0 时 ,y 二 y 二 0 .为 了 求解 , 令 z 二 sint, 则 
1 一 五 ==cos%, 训 二 并 安 二 yoot， 
diy 


7 scos2 一 ysint = (1 — zz) — zy, 
故 得 名 一 4 一 0, 初 始 条 件 换 为 当 :一 0 时 ,y 一 y 一 0, 由 此 解 得 y 一 2 
= 2(arcsinz)’. 


10. 2. 113 求 和 
< 22 _ 
1 a 本 Dt = Dr 


解 1 = (1 0 a 


又 当 = 一 0 时 一 = 1,z= 0, ,这 是 入 分 方程 组， PN 
一 1747 一 
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=e— py™= ly z 二 0,( 当 z= 二 0 时 ) 方 程 六 二 一 y 的 通 
解 是 y = cicosz 十 cssinz, 所 以 ¥ 一 一 ctsinz 十 czcosz, 用 z 二 0,y 二 1， 
y 二 0 代入 上 面 二 式 , 得 待定 常数 c == 1; cz 二 0, 即 有 3# 一 cosz, 从 而 
2 一 一 = sinz. 

10. 2. 114 求 S)rcoen0， 六 vainsg 的 和 . 
. 
Ll—s 


解 。 因 -一 lz, (2 一 re,r 一 |z| <D, 而 


0 
1—z 1 二 (cosg 十 ising) 1—2rco9iri 1 一 2rc089 + ri’ 
又 DJ = >)m(cosg 十 ising) = > ricosag 十 i> rsinag, 所 以 ， 
-0 na- "=0 sa-0 
> IN ee 
1— 2rcosb 二 ri’ 
rsing 
rainng 一 T— zg ni — ag Fr 0 <r<1,0<0<2n). 


10.2.115 已 知 级 数 1 十 于 十 车 十 莉 十 …， 
(1) 确定 其 收敛 区 间 ; 

(2) 求 它 的 和 函数 s(z)， 

(3) 求 s(z) 在 z = 0 处 的 各 阶 导数 ; 

(4) 证 明 lim 一 0 


(5) 求 ( 吉 ) 的 近似 值 ,使 其 误差 准确 到 10-* 


ee 1 (2#)1 
解 “Dim 一 各 56TDT ~ = 
故 级 数 的 收敛 半径 8 = 十 oo, 收 敛 区 间 是 (一 co, 十 co). 


Gi 
(2) 设 slz) 二 1 十 可 十 看 十 本 十 …' 则 
Pe 
zG) 一 * 十 和 十 可 十 : 
2 
于 是 s(z) 十 #(z) 一 1 十 z 十 下 十 
由 eB 十 ,一 台所 届 全 仁 二 

一 操 色 一 


十, 厂 十 可 t= Te 


8 2 函数 项 级 数 与 等 级 数 


s(z) 一 eh [ fedear 十 c|= ee 十 c]= 于 十 ce 一 
又 由 s(0) == 1 可 得 。 一 去 ,所 以 ,级 数 的 和 函数 为 


sz) 一 二 (十 e9 一 chz 


(3) 由 s(z) 一 chz,s' (z) 一 shz,sy(z) = chz,***,s‘™) = chz,s‘™- (2) 
= shz,(n = 1,2,…), 有 s*(0) 一 1,s-D(0) 一 0,C = 1,2,.). 


(4) 着。 一 0, 则 显然 有 lim 后 一 0. 
着 a 天 0, 由 (1 可 知 ,对 任何 ,他 [ 都 收 化 ,所 以 羡 [号 
=0 a=0 
收 丝 , 亦 即 不 论 。 为 任何 正 数 或 负数 ,级 数 立 ， 2 都 收 人 ,根据 级 数 


i 
收敛 的 必要 条 件 ,有 lim T= 
(5) 当 0<z<1 时 ， 
lao(oD1 入 1 去 e+eDO1< 二 e+D<<2， 


由 马克 劳 林 公式 ,以 z 二 二 代入 ,误差 为 


x 吉 1 ，， 
IRB|l<—6r = m10 ， 
故 所 求 的 近似 值 为 
1 1 
1 2 
s(F)OT1 十 如 十 和 一 1 十 0.125 十 0.0026 一 1.1276. 
! 41 
4. 一 至 收敛 


研究 下 面 序列 在 给 定 区 间 上 的 一 致 收 全 性 (10. 2. 116 一 10. 2. 128 
题 ): 
10.2.118 f(2) =#; (D0 生 = 二 去 (WO Srl 


解 “D 当 0<* 二 去 时 友和 二 0 一 fa, 任 葵 > 多 由于 


th 
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I 一 了 2)1 = |zl"<< (人 入 )", 故 要 使 | 环 (z) 一 J(z)| < 只 须 去 < 
1 1 
jn 一 如 一 


m2 ' 取 NN 二 re 
所 以 对 任 给 的 *> 0, 存 在 N, 当 > 时 ,对 于 [0, 二 ] 上 的 一 切 = 


值 , 均 有 | 环 (z) 一 fa)| 一 f(z) 一 01 < “因此 ,无 (z) 一 二 在 [0, 卫 ] 
上 一 致 收敛 于 零 . 
(2) f(z) 一 limfi (z) 一 人 


。, 即 4 二 


5 一 1; 


0.0 委 z<< 1. 


取 s, 使 0(<a<< 了 到 ,不 论 * 多 么 大 ， NREC 


上 f( 一 一) - fo)| a 去 > to， 


Yi YY 
因此 ,f(z) 在 [0,1] 上 收 爸 ， 但 不 一 致 收敛. 
10. 2. 117 f.(z)= 二 0<z<+ en. 
解 ” 当 0<z<+ 吕 时 ,limf(z) 一 0=f(z), 又 | 了 (7) 一 f(z)| 


一 ;< 十 , 任 给 :和 0, 要 使 f(z) 一 了 (D1 过。 只 须 二 之。, 即 > 


士 . 取 N= [二 ], 则 当 a> N 时 ,对 于 z> 0 的 -- 切 z 值 ,都 有 


|f(z) 一 fGz)| 一 |fGz) — 0 <e. 
因此 ,f(z) 在 (0, 十 co) 人 ee 


10. 2. 118 f.(z)= Pi (DO<zS<1; (Ws<+ oo. 
解 (1) 当 0 过 z1 时 ,limf.(z) = 0= f(z), 取 eo, 使 0 过 a< 
1, 不 论 多么 大 ,只 要 取 z 一 十, 就 有 
fT 1) =1> 


因此 ,f.(z) 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 
和 2) 当 党 妇 才 中 od 时 ,hi 的 革 革 


一 6 一 


8$ 2 ”函数 项 级 数 与 知 级 数 


2 ， 


|f.(z) 一 fGz)| TF 2 


任 给 :之 0, 要 使 |fGz) 一 了 (2)| < 。 只 须 a> 二 , 取 六 一 [二 ],， 则 当 
na 之 N 时 ,对 于 zy 之 1 的 一 切 z 值 , 均 有 
|f(z) — f(z)| < 

因此 ,f(z) 在 (1, 十 cc) 上 一 致 收敛 . 

10. 2. 119 f.(z)=2—z*,0<r<l. 

解 当 0 往 z 入 1 时 ,limf.(z) =0= f(z), 又 

|f(z) 一 f(2)| = 2 
取 m 使 0 过 < 之 地, 不论 "多 么 大 ,只 要 取 z 一 一 ,就 有 
V2 


IC 一 ) 1= 志 > 


V2 | 
因此 ,f(z) 在 [0,1] 上 收敛 但 不 一 致 收敛. 


10. 2. 120 f.(z) 二 /二 十， — oo<r<+oo. 


解 ” 当 -co<z<+co 时 ， 
limf.(z) = |z| = f(Gz)， 


ee 三 二 a 
又 [fz) — f(z)| S << 工 = 到， 
A+ 二 十 |z| 到 
任 给 * > 0, 要 使 |(z) 一 了 (2)| <<e 只 须 a>> 十 , 取 和 = [十 ], 则 当 
4 之 NNW 时 ,对 于 一 切实 数 z, 都 有 
|f(z) — f(2)| <。、 
因此 ,f(z) 在 (一 2, 十) 上 一 Ee 
10. 2. 121 f.(z) 一 na( _ /D0 < 
解 > 


-难于 三 寺 训 器 芥 汪 i 夫 
一 7951 一 
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za[z 十 二 —z] 1 
limf.(z) = lim f(z), 
op Lp “Ma 
车 取 z == 十 , 则 有 
£1) 


1 
2V+ 

VT- 
Aa 2 | Mr 


Vn 1 
EPO Al ES ge 
2(W2 十 D: 18 
当 充分 大 时 , 它 就 可 以 大 于 指定 的 > 0, 因 此 ,f(z) 在 (0, 十 co) 上 
收敛 但 不 一 致 收敛 . 
10. 2. 122 f(z) = sm， 二 区 5 让 bo。 


解 ” 当 一 co<<z<< 十 co 时 ,lmf(z) 一 0 二 f(z), 又 


|sinaz| 
n 


|f(z) 一 f(2)1= 


< 二, 
任 给 :> 0, 要 使 中 (z) 一 了 1 < = 只 须 a>> 工 , 到 一 [ 荆 ], 则 当 


4 之 N 时 ,对 于 一 切实 数 z, 都 有 
If.(7) 一 f(2)| < 
因此 ,f.(z) 在 (一 co， 十 ceo) 上 一 致 收敛 . 
10. 2. 123 (1)f.(z) = arctgnz,0 zz < 十 co 
(2)f.(7) = zarctgaz,0 < <+ co. 


解 (1) 当 0<z<+ 吕 时 ,limf.(z) 二 也 二 f(z), 取 wm, 使 0 过 
< 于 ,不 论 a 多 么 大 ， 只 要 取 = 二 小， 就 有 
1- 二) 一 TD)1 = laretel 一 至 | 一 于 > 
因此 ,f.(z) 在 (0, 十 co) 上 收敛 但 不 一 致 收敛 . 


§ 2 函数 项 级 数 与 者 级 数 


(2) 当 0<z<< 十 co 时 ,lmf(z) 一 号 z 一 f(z), 又 


1f(z) 一 f(z)| = zlarctgnz 了 3| z| arctg | Sz. 


任 给 :之 0, 要 使 | 于 (2) 一 了 (z)| 之 s, 只 须 a> 十 , 取 N = [ 工 ], 则 当 
a>N 时 ,对 于 z>0 的 一 切 z 值 , 均 有 
If.(2) 一 f(D < 

因此 ,f.(z) 在 (0, 十 co) 上 一 致 收 化. 

10. 2. 124 下 (z) = ee (GD) 一 1 之 z 之 4 其 中 i 为 任意 的 正 数 ， 
(2) 一 ce <z 志 十 co. 

解 (1) 当 一 上 <z<< 十 ! 时 ， 

limf.(z) = 0= f(z), 
又 当 " > [全 时 ， 
| 于 (z) 一 f(D | = ee Seo, 
任 给 。> 0( 可 设 *< 1D) ,要 使 | 也 (z) 一 f(z) | 过。, 只 须 *>>[] 且 eo- 
1 1 
< >i+in . 取 叉 一 [十 n ], 则 当 s 之 w 时 ,对 
z 即 只 要 YE 取 [ 本 3 
于 (一 4D 上 的 一 切 z 值 ,都 有 
Ilf.(z) 一 f(z)| < 。， 

因此 ,f(z) 在 (一 2,2) 上 一 致 收敛 . 

(2) 当 一 ce <z<< 十 oo 时 , limf.(z) 二 0 二 f(z). 取 eo 使 0 过 6 
过 1, 不论 多么 大 ,只 要 取 x 二 ,就 有 

]f(z) — ff)|=1> 6, 

因此 ,f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 收敛 但 不 一 致 收敛 . 

10.2.125 f(z) 一 ZInE,0<r<l. 


解 当 0<z<1 时 ,lim 三 一 0, 又 lim tint 一 0, 故 
ed se 
limf.(z) = 0 = f(z). 


又 1fz) 一 fz)1=1 记 In 三 |, 任 给 :> 0, 由 于 lim tlnt = 0, 故 存在 6 


— 
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= 6(o > 0, 使 当 0< 4< 6 时 , 恒 有 ant| <* 取 = [二 ], 则 当 *> 


W 时 ,十 <5, 从 而 对 一 切 0< z < 1, 都 有 0<< 二 < 5, 故 


f(s) 一 fa)1 一 | 二 mn 过 | <<。， 
因此 ,f(z) 在 (0,1) 上 一 致 收敛 . 
[说 Os 
四 
10.2.128 f(D = 4e2(2 一 aD， 工 <z<<2; 
n n Rn 
0， :之 之 . 


在 闭 区间 0<z<1 上 . 
解 ” 当 :二 0 时 ,f(z) = 0, 因 而 limf.(0) 一 0. 


当 z 关 0 时 ,在 [0,1] 上 ,z> 0, 对 任 给 的 :> 0, 取 适当 大 的 正 整数 
> 十 ,使 徊 zx, 则 当 n>>N 时 ,有 之 < 各 <z, 于 是 f(z) 一 0, 因 此 ， 
当 0 和 z* 生 1 时 ， 

limf.(z) = 0= f(2). 
取 a, 使 0 过 之 1, 不论 # 多 么 大 ,只 要 取 z = 十 ,就 有 
I( 喜 ) 一 琴 吉 )| 一 于 :去 = 1> 
因此 ,f.(z) 在 [0,1] 上 收敛 而 不 一 致 收敛 

10.2.127 f(z) =n(s — D),1<zr<a. 

解 ” 当 1<z<a 时 ， 

人 

1 

过 
并 有 If 一 了 D1 = ln( 二 一 D 一 nn[L 二 (二 一 D]I 
(一 D 一 本 一 D 十 呈 直 一 Di+avo(( 二 一 D91 


limf.(z) = lim Ee Inz = f(z), 


一 4154 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 客 级 数 


ee 
i 2 

志和 十 o( 南 ) < oo 十 4 二 

n 1 天 n 


» 
a 


RB 
其 中 4 > 0 为 常数 ,选取 适当 大 的 V, 上 面 不 等 式 当 a > Ni 时 成 立 , 显 
然 对 任 给 的 。> 0, 存 在 N:, 使 当 a > Nz 时 ,One 十 4, 点 <。 于 是 ， 
取 N = max(N,N2), 则 当 z 之 N 时 ,对 于 [1,e] 上 的 一 切 = 值 ， 均 有 


|f(z) 一 f(z)| < e, 
因此 ,f.(z) 在 [1,a] 上 一 致 收敛 . 


10.2.128 f.(z)= Yl+r,0<zr<2. 
， _ /1,0<z<1, 
解 f(z) = limf.() 一 人 1<z 入 2. 
当 0 和 xz 委 1 时 ， 
Eid te 


1 
be 

a 十 (1 二 zr 二 1 " 
当 1 二 +z 世 2 时 ， 


|) 一 fGz)| 一 | Vit+r zl 
1 


(1 十 加 5 守 十 (1 十 5 十 十 zz。 (1 十 zz 二 十 
1 1 
< 
因此 ,对 于 0<<z<<2 的 一 切 z 值 , 均 有 
IfGz) 一 Ka < 二. 


任 给 > 0, 要 使 f(z) 一 Ka1 < o 只 须 a> 十 , 取 W 一 [二 ] 则 当 
?之 N 时 ,对 于 [0,2] 上 一 切 z 值 , 均 有 


| 天 (z) 一 fsz)| 天 = 
因此 ,f.(z) 在 [0,2] 上 一 至 收敛、 


10. 2. 129 级 数 之 i2 “sin 京 是 否 一 致 收 伊 ? 
有 


-— 
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项 ， 即 从 某 项 开始 ,有 12sin 对 | < lzl(3) 

因 并 11( 字 )* 是 等 比 级 数 , 公 比 为 之 (< 1)， 故 收敛 , 从 而 级 数 
六 zsin 去 对 任意 z 均 绝对 收 全 
n=0 


取 N, 使 8 入 r, 则 对 于 满足 之 的 * 以 及 满足 |z| 之 a Ca 为 任 
意 正 数 ) 的 >, 都 有 
jz 


lsn 总 | 和 二， 


于 是 ， 级 数 之 于 = 在 任意 有 限 区 间 一 。<< z 之 。 上 一 至 收 人 

10.2. 130 设 f(z) 为 定义 于 区 间 (a,6) 内 的 任意 函数 ,县 (2) 一 
GJ, 一 1,2,…). 证 明 : 当 一 oo 时 ,所 () 一 致 收敛 于 fa) ,ba 之 
<b). 

证 “由 于 |f(z) 一 FC)| = 二 |[nf(z)] 一 f(z)| 过 士 , 克 对 任 给 
的 *> 0, 取 N = [十 ], 则 当 a > N 时 ,对 于 一 切 zE Cob), 均 有 


|f(Cz) 一 JGz)| < e， 
因此 ,f(z) 在 (ae,b) 上 一 致 收敛 于 f(z). 


10. 2. 131 设 f(z) 一 六 ,二 f(z 十 一 ), 其 中 7(z) 为 连续 函数 ,证 


明 :序列 了 (z) 在 任何 有 穷 闭 区 间 [a,6] 上 一 致 收敛 .“ 
证 设 子 (z) 的 极限 函数 为 F(z), 则 


人 
PCz) = lmfGz) 一 “su = 2 su 


-总 Te+ 二 十 和 )， (0<4<<1. 


由 于 F(z) 在 [ab 十 口上 连续 ， 故 它 在 [a,b 十 1] 上 一 致 连 续 , 即 对 任 给 
的 。> 0, 存 在 5 一 5(z) > 0, 使 对 于 [a,6 十 1] 上 的 任 章 点 + 及 zs 只 要 
当 Iz 一 ”| 之 6 时 ,就 有 |fz) 一 的 [之 


一 986 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 宕 级 数 


今 取 N = [二 ] + 1, 则 当 * > Nie 和 z<5 时 ,有 
i 十 印 ) - (z 十 二 )|<< 工 一 二 一 5 
n 3 各 Rn N 
且 z 十 二 fab 十 1],z 十 万 十 多 € [ob 十 1, Gi= 0 
一 1), 于 是 
; 
PD 一 FD1< 忆 下 HG 十 二 十 和 一 Je 十 于) 


|(z 十 


< 
因此 ,所 .(z) 在 [a,6] 上 一 致 收 但 于 f(z). 
10. 2. 132 试 证 :f.(z) = Inz 十 圭 在 (0, 十 ce) 内 一 致 收敛 ,而 


sz) = (nz 十 十 ) 在 (0， 十 co) 内 不 一 致 收敛. 


证 易 见 天 (x) 与 s(z) 在 (0, 十 ce) 内 分 别 收敛 于 inz 与 In’z. 
对 任 给 的 。 > 0, 欲 使 当 > Nz > 0 时 , 恒 有 


lnz 圭 上 一 nz 三 二 < 
n n 


成 立 ,只 要 取 W = [ 工 ], 因 此 ,也 (z) 一 Inz 十 十 在 (0, 十 oo) 内 一 致 收 
敛 于 lnz. 但 是 ,存在 es = 2, 对 任何 自然 数 入 ,都 存在 m= 2N > N,zo 一 
ez > 0, 使 


| (nz 十 1): 一 Inzzo| = 人 
mo a 


>2=4 


成 立 , 故 s(z) = (Inz 十 十) 在 (0,， 十 co) 内 不 一 致 收 伍 . 


10. 2. 133 ” 试 证 :f(z) = mz 在 [c, 十 co),(c > 0), 上 一 致 发 散 于 
co, 而 在 (0, 十 co) 内 不 一 致 发 散 于 oo. 
证 ”对 任 给 的 内 > 0, 欲 使 当 a 之 N 和 z 之 c 时 , 恒 有 jsz| 天 之 


收成 立 , 只 要 当 a > 时 ,人 恒 有 mm> M, 即 "> 世 成 立即 可 . 
取 N 一 [各 ], 因 此 ,f(z) 一 = 在 [c, 十 co) 上 一 致 发 散 于 oo. 


一 7657 一 
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但 是 ,存在 We = 1 ,对 任何 自然 数 W, 都 存在 m = 2N > Nm 一 让 > 
0, 使 nerol = 1 成立 ,因此 ,f(z) = c 在 (0， 十 co) 内 不 一 致 发 散 于 


oo。 


10, 2. 134 ”研究 天 (z) 一 


二 
性 . 

解 ” 易 见 天 (z) 在 [1, 十 co) 上 收 敏 于 aretgz, 由 于 对 任何 自然 数 
mn 都 有 


Sup{ ] 5 Jarctgz 十 arctgr| :7 之 1} 
= sup{= En 1) 一 CT 
而 lim zea Ty 四 5 一 0， 依 定理 : (也 (z)} 在 点 集 X 上 一 致 收敛 于 f(x) 的 充 
要 条 件 是 limsup{ |f.(z) 一 f(z) |:z € X} 二 0, 可 知 扩 (2) 一 让 Taretgz 
在 [1, 十 oo) 上 一 致 收敛 于 arctgz. 
» ba 
10. 2. 135 Wa 二 起 二 
证 易 见 f(z) 一 
[0, 十 co) ,Cn = 1,2,…) ,而 
各 [| 


依 定理 : {f(z)} 在 点 集 X 上 一 致 收敛 于 f(z) 的 充 要 条 件 是 对 任意 数列 
人 zEX = 1,2,…)， 都 有 lim | 也 (z.) 一 f(z)| 一 0 PAN 


I 在 [0, 十 co) 上 不 一 致 收敛 . \ 
10. 2. 136， 试 证 :天 (zx) 一 AS 在 (- 4D 内 一 致 收 全 于 


Izl. 、 
LE 


证 “由 于 VT 在 [0, 十 co) 上 -下 连续 ,而 w(c) 二 二 
(一 44D 内 一 致 收 策 于 二, 且 守 在 (一 20 内 便 非 仙 . 


一 yd8 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 备 级 数 


对 任意 自然 数 a， =E (一 4D) ,都 有 直 站 >> 0, 依 定理 : 设 f() 


在 区 间 V 上 一 致 连续 ,{9.(z)} 在 区 间 X 内 闭 一 致 收敛 于 glz), 且 对 任意 
[a,8] CX, 当 a 过 xz 过 8 时 ,glz) €E VU, 又 存在 自然 数 N, 当 n> N,a 委 
z 声 B 时 ,g.(z) EUV, 那么 {f(g.(z))} 在 X 内 闭 一 致 收敛 于 f[g(z)j ,可知 


ff = A/ 2 二 下 在 (一 40 内 一 到 收敛 于 lz|、 


10. 2. 137 试 证 :(z) = cosj 二 三 在 (一 co, 十 co) 内 一 致 收敛 
于 1. 
证 由 于 对 任 坟 日 约 多 和 z Sr 十 co) ,都 有 


雪人 0s 二 Pr 


县 limeos 二 一 1. 人 定理 设 和 在 自然 数 N, 当 > 和 zE X 时 , 恒 有 
天 (z) 人 gz) 过 hh(z) 成立 ,{ 天 (z)) 与 {h(z)) 均 在 点 集 X 上 一 致 收 僵 于 
9g(z)， 则 {g.(z)} 也 在 XX 上 一 致 收敛 于 g(x) ,可知 f(x) == eos + 去 在 
(一 co, 十 ce) 内 一 致 收敛 于 1. 
10. 2. 138 ” 试 证 :天 (z) 一 ET Taretgzsin(z 十 二 ) 在 [1, 十 ceo) 上 
一 致 收敛 于 sinzarctgz. 
证 因 y.(z)= 


Tarctgz 在 [1, 十 cc) 上 一 致 收敛 于 arctgz， 


如 (z) = sin(z 十 ,十 co) 上 一 致 收敛 于 sinz, 且 arctgz 与 sinz 在 


[1, 十 co) 上 有 界 , 依 定理 : 设 {f(z) } 与 {g.(z)} 在 点 集 X 上 分 别 一 致 收 
敛 于 f(z) 与 9(z), 且 f(z) 与 g(z) 均 在 X 上 有 和 界 , 则 {f(z)g.(z)} 在 X 上 
于 履 罗 于 re 且 f(z)g(z) 在 X 上 有 界 ， 可 知 f(x) 一 


证 Tarctgzsin(z 十 二) 在 [1, 十 co) 上 一 臻 收敛 于 sinzarctgz. 


10. 2. 139 ， 试 证 : f(z) 一 二 eee 王 过 在 (一 oo， 十 oo) 内 一 致 收 伍 
于 0. 
证 。 因 gs 寺 赤 一 致 收 敏 轴 9, 又 岂 (z) 一 cas 二 在 (一 co, 十 co) 
内 一 致 有 界 . 依 定 破 ; 设 癸 (3 在 点 案 : 全 上 岂 致 收 伍 于 0, 又 {w%(z)) 在 
一 :459 一 
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六 上 往 后 一 致 有 界 , 则 函数 列 {f.(z)g.(z)} 在 XX 上 一 致 收敛 于 0, 可知 


不 (z) = -em 三 在 (一 oo， 十 co) 上 一 致 收敛 于 0. 


sin(z 十 1) 
10. 2. 140 。 试 证 :f(z) 二 一 一 一 在 (一 oo, 十 oo) 内 一 致 收 
0 十 一 二 
敛 于 sinz. 

证 由 于 gz) = sin(z 十 工 ) 与 h(z) = cos 证 二 在 
(一 so， 十 ee) 内 分 别 一 致 收敛 于 sinz 与 1, 又 jsinz1 入 1> 0, 依 定理 ， 
设 {f(z)} 与 {9.(z)} 在 点 集 X 上 分 别 一 致 收敛 于 f(z) 与 9(z), 且 f(z) 
在 X 上 有 界 ,又 存在 ac > 0, 使 对 于 任意 z €E X, 都 有 lg(zx)| 之 a 成 立 ， 


he 在 XX 上 一 致 收 合 于 开 2》, 目 玫 弛 在 XX 上 有 界 ,可 知 藉 (7) 一 


sin(z 十 1) 


在 (一 co, 十 co) 内 一 致 收敛 于 sinz. 
7 十 二 二 2 
10. 2.141 ”对 任意 自然 数 *, 函 数 
0, z 为 L0,1] 上 的 其 它 点 ， 
(其 中 二 …，a 均 为 (0,1) 内 的 既 约 分 数 ) ,都 是 在 
这 上 只 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函数 , 求 f(z) 在 [0,1] 上 的 极限 函 


解 (1) 当 z= 0,1 时 ,limf.(z) = liml = 1; 


(2) 当 = 为 (0,1) 内 的 任 一 既 约 分 数 名 时 ,由 于 所 (2) = 所 ttCz) 一 
“一 1， 故 limf(z) 一 liml = 1; 
(3) 当 = :为 [0， 1] 上 的 无 理 数 时 ， limf.(z) 一 lim0 二 0. 从 而 可 知 ， 
了 f(z) 的 极限 函数 f(z) 为 
f(z) 一 人 党 [0: 二 罗 有 浊 点 于 站 
0 当 zL0,1j. 上 的 乔 理 点 时 ， 
一 84960 一 
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而 f(z) 在 [0,1] 上 不 可 积 . 
依 定理 ; 设 {f.(z)} 在 有 限 区 间 X 上 一 致 收敛 于 f(z), 又 存在 自然 
数 入 , 当 # 祖 时 ,对 任何 [a,p] CX, 天 (z) 均 在 [a,p] 上 可 积 ,那么 


2 2 
[ro = sim fa, 
即 | imf(zaz = lim |“.(z)ar. 说 明 积分 号 与 极限 号 可 以 交换 次 序 ， 


又 对 任 zE X， 从 ou] 均 在 X 上 一 致 收敛 于 人 row 可 科 f(z) 在 


[0,1] 上 不 一 致 收敛 . 
研究 下 列 级 数 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 (10. 2. 142 一 10. 2. 148 
题 ) : 


10. 2. 142 对 ,DD 在 半 区 间 *<* 和 2 一 * 上 ， 其 中 se 之 0 
(2) 在 闭 区 间 0 之 < 2r 上. 
解 (1 当 *。 生 z 生 2r 一 * 时 ， [Demi < 


sel 


1 
< 
| sin 吝 
十 趋 于 零 而 不 依赖 于 z， 故 由 狄 利克 雷 判别 法 知 ， 亿 数 2 在 

[se,2x 一 四 上 一 致 收敛. 


(2) 显然 ， 级 数 袜 sm 在 [0， 2z] 上 条 件 收敛 ,但 它 不 一 致 收入 . 


， 又 


事实 上 , 设 Y wz) 在 [0,2z] 上 一 致 收 全 ,其 中 心 (z) 一 sm ,Cn 一 


1,2,…), 则 对 于 任 给 的 :> 0, 例如 取 。 二 本, 必 存在 Ni 一 Nis),( 它 与 
7 无 关 ), 当 之 Ni 时 ,对 于 [0,2x] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 

ri(z) 十 +z(z) 十 … 十 t+rz)| < 
其 中 为 任意 自然 数 , 取 Na>> 2N 记 mm 一 max{[ 加 ],[ 生 下]), 则 
宇和 Ni, 又 取 p, 使 mo 十 p= 二 Ni 十 1, 则 有 

[ot1(2) 十 wo+z(z) 十 … 十 wo+r(z)| < 


< 让 二 
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也 即 有 | 》) 1<e 人 = [02m， (x) 
. tccnst2 


今 取 太 二 坝 革 5" 卫 - 当然 上 式 成 立 ,但 由 于 当 和 十 1<n<N, 十 2 
时 ， a 


LL 


n 
Wi’ 于 是 加 (zo) 
_ sinnz 
Se > 六 于 3, 从 而 有 


1 1 
>3 wy) 沿革 3 >3 1> 击 十 3": 十 2)= 亏 


A 
tir< Nt 有 +ics<wata 


这 与 (* ) 式 矛 盾 , 故 证 明了 级 数 >) sme 在 [0,2z] 上 条 件 收 化 ,而 不 
一 致 收 全 


10. 2. 143 > (D 在 区 间 lz| < ?内 ,( 其 中 9 过 1);(2) 在 区 
间 |z| < 1 内 . 


解 (1) 由 于 jz| < 及 六 y 收 仇 (0<v< 1)， 由 维尔 斯 特 拉 斯 
ee lz| <4 过 1 内 绝对 并 一 致 收 化 


(2) s.(z) = Ee= 壬 


一 , 当 |z z| 二 1 时 ,有 


a | 
s(z) = lims.(z) eh ep 


取 %, 使 0< %<< 半 ,不 论 * 多 么 大 ,只 要 取 z 一 -就 有 


生 
ly el | Cd > 广 >a， 
2 2 1—"vY2 


因此 ,级 数 六 = 在 |z| < 1 内 收 但 而 不 一 致 收 全 


— 1 一 


8 2 函数 项 级 数 与 客 级 数 


> + 1 
10. 2. 144 全 - 霸 六， —1<z<1. 


zt+1 +1 
8(Z) = FTI ™?* rm 


当 一 1<z<1 时 ， 有 ao 二 lims,(z) 一 z， 


本 加 |z|*+1 
|a(z) 一 s(z)| = Ee 


于 是 ,对 任 给 的 。> 0, 只 要 二 <。 即 a>> 十, 若 取 W = [二 ], 则 当 

4 之 NW 时 ,对 于 [一 1,1] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 |s(z) 一 s(z)| < * 因 此 ， 
cs z+! 

级 数 >,Cw 一 5 于 T) 在 [一 1,1] 上 一 致 收 人 


< 十， 


10. 2. 145 台 0 一 or, 在 间 区 同 0< <z<1lL 上 . 


解 s(z) = Sa —z)r= (1 三 1 一 z+!, 于 是 
Pr 1 


1,0<z<1; 
0,z = 0, 


取 % 使 0<< 评 不论" 多么 大 ,只 要 取 + 一 二, 识 有 


因此 ,级 数 六 (1 -zz 在 [0,1] 上 收敛 而 不 一 致 收 全 . 


s(z) = lims,(z) = { 


1 1 | 
|s.(- S(T 站 1 一 1 广 下 元， 


10. 2. 146 2 年 二 0 和 z 和 2r. 
解 eg "TF eT 


0< i < 


帮 当 ”一 oo 时 ,十 本 在 0<+< 红 上 一 致 地 趋 于 零 , 又 由 于 


i 
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Dc- 1)| 过 因此, 由 狄 利克 备 判别 法 知 ,级 数 立 秆 已 
[0;2z] 上 一 致 收 全 


2nr 
ee 3 
10. 2. 147 一 ceo<z< 二 co. . 
p3 7 
解 “|1> oo 了 |< 一 上 - 一 ,又 一 二 一 对 于 每 一 个 


Et lsin 村 V3 Vet 
+ € (一 oo, 十 co) 都 是 单调 递减 的 , 且 由 于 一 一 一 过 十 , 故 对 于 每 


VY 8 十 22 
oog2mz 
ey 2 3 
个 z -- 致 趋 于 零 ,因此 由 狄 利克 雷 判 别 法 知 级 数 之 TREE 在 


(一 2， 十 co) 上 一 致 收敛. 


10. 2. 148 5 sme,o<:<+ co. 
a=l Mn+z 


解 ” 当 z= 2mz, (m 一 0,1,2,…) 时 ，> Jsinzsinkz 一 0， 
Pea 
当 z 天 2mrCm 一 0,1,2,…) 时 ， 
| > ,sinzsinktz| = |sinz| 。 | > )sintz| < |sinz| . 
[en bei 


lsin 去 | 
= 2leos 冯 | 2 


于 是 , 对 一 切 zE [0, 十 o0), 均 有 | sinzsiniz| < 2, 又 对 于 每 一 个 z 


fa 
1 


€ [0, 十 co)， 关于 ”都 是 单调 递减 的 , 且 由 


1 
Mn+zr 
1 
知 , 当 nm 一 co 时 ， 
ee 


利克 竺 判别 法 知 ,级 数 ) es 在 [0, 十 吃 ) 上 一 致 收 但 
a n z 


— F764 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 短 级 数 


10. 2. 149 ”利用 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ,证 明 下 列 函 数 项 级 数 在 所 
指 区 间 内 一 致 收敛 : 


RN -下 
WZ FT ~ <<+ coi 


2 co 


o 立 元 < jzl<?2; 

CD >， ， |z| < o a 为 任意 正 数 ; 
"ls! 

3 lz| < 十 oo 

(Hn + Pr lz| < 


(7 >)arete eh, lz| <+ ce. 


解 CD 由 于 1 二 十 zl< 二 ,而 袜 二 收敛 ， 襄 级 数 沁 十 志 在 
(一 co， 十 co) 内 一 致 收敛 . 

(2) 当 = 一 0 时 ,级 数 显然 收 敏 于 零 , 当 = 之 0 时 ,1 十 a? 之 2mz， 
于 是 1 和 去， 又 因 沁 去 收 全 训 级 数 沁 二 可 在 [0， 
十 co) 上 一 致 收敛 . 

(3) 当 二 入 lz| < 2 时 ， 


-1 入- 王 -(lz| 上 + | ) < 
和 Wd 21™* 全 » 
A Van Va 


应 用 达 朗 伯 尔 判 别 法 , 当 -> oo 时 ， 
有 


一 1765: 一 
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(ma 十 1)?* 2°+2 
1 


Vn 
故 六 一 收 伊 ,因此 ， 纪 娄 2- 和 


Iz|<2 时 


(4) 当 n= 二 2m 或 2m 十 1 时 ,w(z) 一 ee 与 


Zen lz| <a 时 ,不 论 *== 2m 或 "一 2m 十 1, 均 有 | 若 | < 


. 和 gm azm+1 
襄 " 应 用 达 委 贝 尔 判 别 法 , 易 证 级 数 忆 后 及 2 气 1 


2 与 enn) 当 1z| < 时 绝对 并 一 致 收 化 ,从 而 , 原 级 娄 


| 二 a 时 一 致 收敛 . 


“1 [2 


(5) 当 |z| <+ co 时 ，| Se| < 吉 , 且 > 去 收敛 , 故 级 数 
|z| <+ 时 一 致 收 人 
(6) 当 n 充 分 大 ( 即 4 之 mw) 时 ， 站 lz i 


jn(1 十 一 天) = +0( 二 了 


Er 


,而 利用 柯 西 判别 法 知 级 数 br 


亏本 


但 当 |z| 过 a 时 ,| 下 


| < nln2n 


收敛, > ， 圳 也 收敛 , 故 级 数 In 十 定 环 ) 当 |z| 之。 时 一 致 收敛 . 
(7 由 于 # 十 旭 之 20|sl, 获 1 后 过 区 当 充分 大 


(4 之 mw) 时 ,对 于 |z| < 十 co, 有 
Ee 1786! 一 


§ 2 ”函数 项 级 数 与 寡 级 数 


2z 
人 


2: 2: 1 1 
larctg Fi| [二 二 二 二 或 V1 Sto 


又 因 >) 雇 及 > 二 均 收敛 , 故 级 数 > aretg 二 二 当 |z| < 十 oo 时 
一 致 收敛 . 

10. 2. 150 ”不 连续 函数 的 序列 可 否 一 致 收敛 于 连续 函数 ? 

解 可以. 例如 函数 列 扼 (z) 二 下 p(z) ,Cn 一 1,2,…), 其 中 pCz) 


10, 若 z 为 无 理 数 ; 
1, 若 z 为 有 理 数 . 


续 , 但 由 于 jf)| 入 二 ,= 12，， 一 ce<<z< 十 co) , 故 当 a- 


ce 时 ,也 (z) 在 一 co 之 +z 过 十 品 上 一 致 趋 于 零 ,而 f(z) 二 0 (一 co << 
z << 十 0) ,显然 是 连续 函数 , 即 不 连续 函数 的 序列 可 以 一 致 收敛 于 连 
续 函数 . 


10.2. 151 ， 证 明 , 若 级 数 > "|(z) | 在 [a,6] 上 -- 致 收 伍 , 则 级 数 


显然 ,f(z) 在 一 ce <<z<< 十 co 上 每 一 点 均 不 连 


六 Ace 在 [a,6] 上 也 一 致 收 全 . 


证 ”由 柯 西 准则 和 题 设 知 ,对 任 给 的 。> 0, 存 在 YX = N(e), 使 当 
n 之 NW 时 ,对 于 [a,8] 内 的 一 切 z 值 , 均 有 
Ifti(z) | 十 | 天 ta(z) | 十 十 | 天 4,(z)| 过 6， 
其 中 ? 为 任意 自然 数 ,由 于 
[fr+iGz) 十 天 +2(z) 十 … 十 下 412) | 
|fri(z)| 十 |f+z(z)| 十 十 [fts(2)| 过 2 


故 根据 一 致 收敛 的 柯 西 准则 知 ,级 数 f(z) 在 [a,6] 上 -到 收 人 . 
10. 2. 152 ”车 级 数 SD 在 [ea, 妇 上 绝对 并 一 致 收敛 , 则 级 数 
六 Ice 在 [o 轨 上 是 否 必定 一 致 收 伍 ? 


解 ”未 必 . 例如 了 }( 一 TD" 二 区 关 答 fo;i 十 上 阁 对 并 一 致 收敛， 


< 
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但 其 绝对 值 级 数 不 一 致 收敛 . 
事实 上 ,显然 级 数 >)|( 一 DD)*(1 一 Dz| = 了 >)(1 一 zr 在 [0,1] 


上 收敛 而 不 一致 收 敛 ,因此 ,只 要 证 明 级 数 六 (一 1)"(1 一 z)z 在 [0,1] 
上 一 致 收 钙 就 可 以 了 . 
首先 , 当 z 一 0 及 xz 二 1 时 ,级 数 ( 一 1)*(1 一 zz 显然 收敛 , 当 


0 过 z 之 1 时 ， 级 数 之) 一 DQ—Dr=0 -5 立 一 1)"w 是 交错 
级 数 且 满 足 莱 布 尼 效 条 件 ， 故 收敛 . 要 证 其 一 致 收 仇 ， 只 要 证 其 余 式 
及 (z) = 立 c- DG 一 9 一致 趋 于 零 ( 对 0<z 入 D) 即 可 ， 


tl 


对 于 满足 莱 布 尼 效 条 件 的 交错 级 数 , 余 式 估计 为 
IR(DI Eo— D+, (0<z<1). 


令 fCz) 一 (1 一 z)e+ ,通过 求 导数 易 知 ,此 函数 当 z 一 十 当 时 在 [0,1] 
上 达到 最 大 值 , 故 当 0 < = < 1 时 , 恒 有 


s+ 1 1 
eit: za 十 2) 一 二 二 < 二 
于 是 ， IR(D)| < 2'(0<r<1n= es 


时 ,及 (5) 关于 0 之 < 1 到 起 于 专 
10. 2. 153 ”证 明 :等 级 数 > \ar 在 全 部 位 于 其 收敛 区 间 内 的 任何 
闭 区 间 上 一 致 收 合 . 人 
证 设 竺 级 数 ya. 的 收 全 区 间 为 (一 RPR> 0), 且 [人 


[一 B,J, 令 7 一 max{|a|,16|), 则 当 zE [a,5] 时 ,有 
lar| < a)» a = |or"|， 


由 三 设 知 ;lor | 收敛， 族 竺 级 数 ez 在 [a, 妇 上 绝对 并 一 致 收敛 - 
由 于 [要 的 任意 性 ， 故 结论 得 证 - 


一 1988: 一 


8 2 函数 项 级 数 与 等 级 数 


10. 2. 154 车 级 数 > .收敛 , 则 儿 利 克 雷 级 数 六 和 当 :之 0 时 
一 致 收 生 . 
证 0< 圳 <1, 且 十 对 每 一 个 :之 0 是 单调 的 ,又 De. 当 z 之 0 


时 一 致 收 敏 , 故 由 阿 贝尔 判别 法 知 ,级 数 汪 ) 和 当 * > 0 时 一 致 收 全 


10. 2. 155 级 数 ) 二 z € [0, 匡 ,是 否 一 致 收敛 ? 
解 ” 当 z= 0 时 ,w(z) 三 0, 故 级 数 收敛 , 且 其 和 s(z) = 0. 
当 0< 二 z 达 1 时 ， 因 lim Yu (z) AE 


i 于 三 1, 故 所 给 
级 数 收敛 , 且 其 和 ei i 
: A 


l+s 
s(z) 在 z 二 0 处 不 连续 ,但 级 数 的 各 项 w(x) 在 0 过 xz 过 1 上 是 连续 
的 ,所 以 级 数 不 一 致 收敛. 否则 , 若 所 给 级 数 一 致 收敛 , 则 其 和 函数 应 为 
连续 函数 ,与 上 述 结论 矛盾 . 
10. 2. 156 ” 设 mu(z) 一 tz(1 一 z) 一 (一 1)z( — 2z):-!,(k=1, 


2,…)， 证 明 , 级 数 之 ia) 在 闭 区 间 [0,1] 上 不 一 致 收 剑 . 


证 设 s.(z) pe mz(1 一 2)", 则 s.(0) = s.(1) = 1, 因 此 ， 
当 z 一 0 及 + = 二 1 时 ， Jims(z) 一 sz) =0, 当 0<z<<1 时 ,0 一 1 一 > 
机 ;而 tim (1 一 z》" =0, , 故 lms(z) 一 0， 所 以 对 0 过 x 志 1， ,都 有 lims.(z) 
1 

一 0. 取 z, 一 7 二 了 则 
R.(z) = = 二 jE 一 (Ti 一 
由 于 limR,(z,) 了 0, 故 所 给 级 数 不 一 致 收敛 . 
10. 2. 157 et ten 


1 jobs 


)'+tiw el, 


Ee 


一 1 2 
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解 非 ,如 级 数 (2) 一 = 十 立 人 一 一 在 [0 中 上 收 敏 旧 
s(z) = PR 全 ‘Oe SE mh 但 s(z) 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 
事实 上 ,由 于 % 一 ”>, 对 于 一 去, 不 论 自 然 数 N 取 多 大 ,总 存在 =， 


使 0 二 2- 丰 之 z 之 1， 当 n 二 入 十 1 时 ， 


rs(z)| = |s(z) 一 s(Gz)| = zt > 2 


EE i 


2 


即 沪 ywz) 在 [0,1] 上 不 一 致 收 人 
10. 2. 158 若 级 数 六 1f.(z)| 在 [o,5] 上 一 致 收敛 , 则 级 数 
ks) 在 [a,0] 上 也 一 致 收 合 


解 ”是 . 设 %(z) = DT: = Cs), 则 任 给 :之 0, 都 
存在 不 依赖 于 z 的 自然 数 w, 使 当 * 之 义 时 ,有 
1%(z)1 = DFI = DD < 


因而 之 )|f(z)| < >)1f(z)| ,又 
—e<— DNADI < DD < DD Ss, 


由 夹 通 定 理 可 知 lm > fjKz) 一 0, 故 知 沁 f(z) 在 [2, 妇 上 也 一 致 收 
敛 . 
10. 2. 159 ” 若 级 数 > )w(z) 的 各 项 w(z),n 一 1,2,…, 在 [a,5] 上 


连续 , 则 其 和 函数 s(z) 在 [a,5] 上 也 必 连 续 . 
解 ” 非 .六 级 数 z 十 (并 王 四 牛 填 (如 二 二 十 “在 [0,1] 上 
收敛, 并 且 各 项 w(z) = z,w(z) = 二 一 2-!'s 二 2,3,…, 在 [0,1] 上 都 连 
-一 499b 一 


§ 2 函数 项 级 数 与 等 级 数 


续 , 但 是 其 和 函数 
s(z) 一 lims,(z) = limz = { 
在 z = 1 处 不 连续 . 
10. 2. 160 着 等 级 数 >az 的 收 全 半径 为 有， 0<r<R， 则 > 
在 jz| 过 + 上 必 一 致 收 化 
解 ” 是 .事实 上 ,着 0<<+ 过 8， 为 ee 的 收 人 半径 ， 则 可 知 


0,0<z<1; 


i, xz 一 1 


2 a7" 绝对 收敛 ,而 |z| 和 > 时 ,有 laz| 三 ler"| ,因此 由 M- 判别 法 可 


知 , Slae 在 lz| 入 > 上 一 致 收敛. 
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$3” 傅 里 叶 级 数 
内 容 提 要 


1. 函数 f(z) 的 伟 里 叶 级 数 的 收效 定理 
定理 1 设 (1)f(z) 在 [一 x,x] 上 分 段 连 续 ;(2)f(z) 在 [一 x;x] 上 
分 段 连续 可 导 , 则 由 傅 里 叶 系 数 


a 一 二 f(z)cosnzdz, (n 一 0,1,2，)， 
人 (1) 
b, 一 二 人 raneara 一 1 2,…) 


人 
二 杯 Se COSRT 十 bsinnr) 


在 区 间 [ 一 <,z] i 并 且 它 的 和 = 
f(z), 当 z 是 f(z) 在 (一 r,r) 内 的 连续 点 时 ; 


经 一 了 寺 1 十 9，。 当 :是 f(z) 在 (一 rz) 内 的 间断 点 时 
忒 一 工 十 0) 十 f(r 一 0) 
5 ， 


当 z== 土 x 时 . 
此 时 称 f(z) 在 [一 r,x] 上 可 展开 为 全 里 叶 级 数 . 

特别 地 , 当 f(z) 是 在 [一 Tn] 上 的 连续 偶 函 数 时 , &. = 0, 这 时 

f(z) 一 全 十 Dao, z € [一 ,7]. 
当 f(z) 是 [一 x,"] 上 的 连续 奇数 时 , 一 0, 这 时 
f(z) = Dosim zE (— x,7). 

(3) 与 (4) 式 中 ab 仍 由 (1) 式 确定 . 

2. 任意 区 间 上 的 传 里 叶 级 数 

定理 2 ” 设 f(z) 在 区 间 [ 一 “口上 连续 , 且 连 续 可 导 , 则 f(z) 在 
(一 4D 内 可 展开 为 广义 传 里 叶 级 数 , 即 

一 1772 一 


8$ 3 傅 里 叶 级 数 


NAT RAT. 


f(z) = 他 十 eT + bsin 7), (2) 


其 中 a 一 十 「 (zcos Tdz, Cn = 0,1,2,.°°), 
， 


RAAT 


4= 士 [ fnsin Sd, Cn = 1,2,.°). (3) 
2 


3. 复数 形式 的 传 里 叶 级 数 
设 f(z) 在 [一 上 ,口上 分 段 光滑 , 且 f(z) 为 以 2 为 周期 的 周期 函数 ， 
则 f(z) 的 传 里 叶 级 数 的 复数 形式 为 


> Ce， (4) 


其 中 0, 一直 |f Dedz, (一 0, 土 1, 土 21…) 


4. 函数 展开 为 正弦 或 余弦 级 数 

设 函 数 f(z) 定义 在 [0,w]( 或 [0, 人 ]) 上 ,满足 收敛 定理 的 条 件 , 要 
把 它 在 [0,x]( 或 [0,]) 上 展开 为 只 含 正弦 项 或 余弦 项 的 仁 里 叶 级 数 ， 
只 要 将 函数 f(x) 作 奇 式 延 拓 或 偶 式 延 拓 即 可 得 到 . 2 


问题 与 解答 


1. 传 里 叶 系 数 和 传 里 叶 级 数 的 收敛 性 
10.3.1 设 有 一 个 周期 函数 , 它 在 一 个 周期 中 的 定义 是 
二 
fo 一 1{ kt, 0<z<r， 
把 它 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 上 
解 


f(z) 在 zi 一 0 与 zs 二 4 处 的 各 阶 
导数 都 等 于 零 ,由 于 f(z) 是 奇 函 数 ,所 以 10. 3. 1 题 图 
六 一 [iicoenr; + jodsizs] = 由 [2teos0 — 2keainz] 


wr IT 


第 十 章 级 数 
4 
= "为 奇数 > 
0， ?为 偶数 . 
故 f(z) = 入 Gginz + 二 sin3z 十 了 一 sin5z 十 …). 
ss— Xn<<0, 
10.3.2 求 函 数 f(z) 一 人 “和 < 的 传 里 叶 级 数 
/0,—s<zs<0s | 
解 (人 a 9 


(b) 


函数 及 导数 
了 (z) j=— 到 
f(r) jz 一 一 2r 
f°"(z) Jo 一 2 和 一 一 2 
z 一 一 处 的 路 值 与 :处 的 路 值 相同 . 攻 

= 2 

区 ao 一 二 [a = 号 ， 
mu 一 志 [— Jsin0 一 jzsinnx 一 二 jeos0 一 Lj bosnr 


十 去 josin0 十 此 “sinnr] 


= 志 [rsinax 十 Poosnn 十 二 二 (2sin0 一 2sinar)] 


2 


$ 3 傅 里 时 级 数 


= 入 eosnr = 2 
所 以 ,a 二 一 各 ,a 一 亩 ,一 一 训 ,… 
二 [ zeosnz 十 2zsinmr 二 (2cos0 2cosnz)] 
r+ 1)* — 1], 


2 
故 f(x) = 写 一 2cosz 十 (x 一 二 )sinz + 二 cos27 一 Fsin2z 十 …. 


10. 3.3 在 区 间 ( 一 rr) 内 把 函数 f(z) = sinaz(a > 0) 展开 为 傅 


里 叶 级 数 . 
解 (1) 当 a 不 是 整数 时 .因为 f(z) 在 (一 r,zr) 上 为 奇 函数 , 故 


m= 0,a,=0, (n= 1,2,.), 
b= 这 sinarsinnzaz 二 『 roosCn 一 a)z ~— cos(n 十 a)zjdz 
下 Jo 和 Jo 2 


一 2sinar , (— Dt 
x ma? 


i (一 1)e+1 
故 sinaz 一 2 >， 人 7 Dsinnz,(— xf rn), (a 1,2,..°). 


Pr 


n=l 
(2) 当 a 为 整数 时 ,ao = 0,a, = 0,(n 一 1,2,…)， 
| RN ed De ps 
b= +| Sinazsinnzdz 人 (三 角 函 数 的 正 交 人 性) 
故 sinaz 一 了 bsinmz 一 sinr，( 一 <z<<r)， (一 1,2.…). 


即 为 整数 时 ,sinaz 的 传 里 时 级 数 就 是 它 本 身 . 


综 上 所 述 
2sinar < < Daz -< 
sinaz 一 xn A 一 
sinaz, a= 1,2,.,(— xr<r< 7). 


10.3.4 设 在 区 间 [ 一 r,z] 上 , f(x) 为 偶 函 数 , 且 f( 子 十 


一 一 天 季 二 zs 证 明 :f(z) 的 储 捍 叶 级 数 震 并 式 中 所 有 系数 oo = 0,(n 
一 1775 一 
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一 0,1,2,…). 
证 az 一 沁 [reos2nar 
2 9 


三 2[ fifeos2nrar 十 | eos2nadz], 
令 ! 二 也 一 z, 则 第 一 个 积分 
osc)eos2nraz = 一 二 f(T 一 tcos(nx 一 2nt)dt 
9 于 2 
= [irc 一 DecosCnz 一 2nt)dt. 
6 “2 
令 ! 二 + 一 孔 , 则 第 二 个 积分 


下 f(z)cos2nzdz 一 frc¥ + Deos Cn + 2nt)dt. 
于 ht 


注意 到 7 于 十 仿 一 一 天 于 一 D，cos(ar 一 2m) = cos(nr 十 2m)， 
则 有 az = 0，( 一 0,1,2,…). 

10. 3.5 ”将 如 图 所 示 的 锯齿 波 在 区 间 ( 一 r,z) 内 展开 成 传 里 叶 级 
数 , 并 利用 所 得 的 结果 求 无 穷 级 数 > 了 的 和 . 


f(x) 


10. 3. 5 题 图 > 
解 ”由 图 可 知 ,该 锯齿 波 为 奇 函 数 ,因此 可 设 f(z) = > bsintz， 
于 是 


2 1 2 [f" (一 De2 
or 六 ja 名 | min 人 生 这 2 


一 1776 一 


8 3 健 里 叶 级 数 


et 
所 以 f(z) = SS D 2sintz ， 
一 上 


从 而 所 呈 DD” 2 
10. 3.6“ 将 函数 f(z) 二 三,( 一 + 之 z 过 7) ,展开 为 传 里 叶 级 数 ,并 
D+ 
求 级 数 >) ~ 一 的 和 
解 ” f(z) 为 偶 函 数 , 故 5. = 0， (n= 1,2,…)， 
了 人 1-z-m 2 ， 
一 二 六 ze 去 [本 .一 二 
ou 一 +[. ZCOSRTdT 一 [acoonzds 
= 三 [ 瑟 sinmz 十 如 cosnz 一 sinnz] 一 全 coonr 
= 入 (一 Do = 2) 
由 于 f(z) 一 a TD) ls 
至 十 ‘人 Seoon, I€(— 7). 


令 z==0， a 上 一 五 

10. 3.7 设 fz) 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 ,并 且 其 傅 里 叶 系数 
为 ap、 (Cn 一 0,1,2,…)， 

(1) 求 f(z 十 人 (为 常数 ) 的 傅 里 叶 系数 


(2) 求 二 roycz + Dt 的 伟 里 叶 系 数 ,并 利用 所 得 结果 推出 


二 | reoe = 全 + Be 十 8. 


解 (1) f(z 十 0) 的 傅 里 叶 系数 
pi 二 [re + Deoenrdz — [RGEC — Da 


a -5 | f(t) [eosntcosn! 十 sinntsinn!]Jdt 
= 二 二 f(Depouiat cp 十 人 二 #4 Caraband 


= 
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= qa.cosnl 十 bsinnl, (x = 0,1,2,°.); 

B= [fet osmda = LY fsint — Oa 
= 二 f(D Lsinnicosnl 十 cosntsina! Jdt 
= bcosnl 十 assinnl, (n = 1,2,…) 


(2) 令 PCn) = 二 | foyGze + Da 于 是 F(z) 的 仿 蜂 叶 系数 
1 [rowar 二 三 2 人 rorc + WdtJdr 


1 


| [十 ig f(z + DdrJf (Dat 


全 呈 广 ， 了 (za)dau]fCt)dt 


:1 [sau = a, 


.PR(z)cosnzdz 


叶 | f(z 十 t)cosnzdz ]f(t)dt 


Co + bsinnt J]f (0)dt 

22 一 1,2，); 

因为 F( 一 z) 一 -4 zf f(Df(— z+ dt = 十 三 Fut zf(Ddu 
x « x -~ 


> 
SR al- al- al- al- sl- sl- 3a 


时 RE 


= ft Df = PO), 
所 以 ,F(z) 是 偶 函 数 , 故 有 B. = 0,(n == 1,2,*…). 
又 F(z) 一 二 上 f(DF(z + Dat 
一 刍 寺 hconz 一 时 + SY Ca + boom, 


SR 2 
+[. FoOd 一 本 十 Se :十 82). 
10. 3.8 在 区 间 ( 一 r,z) 和 f(D) 一 shaz 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 
解 ”因为 所 z) 为 奇 函 数 ,从 南 ao 二 ;a. 二 0, 县 


一 378 一 


妾 


8$3 傅 里 时 级 数 


b= 这 [starsinnrr 
TJo 


= i 二 sharecosnz| 十 | cosnrchards] 


En 2 
[shor 十 六 charsinnz| 一 到 [sharsinnadz] 
这 2 _ bh 
Ft n 
mn i 
= ar, 


即 b= 
故 按 展开 定理 ,f(z) 可 展开 为 
2 > (一 Do minz 一 shar (— # < zn). 


十 a 
,0<r<F; 
在 [~ 椰 , 子 ] 上 展开 
0, 一 也 +<0 
为 人 博 里 叶 级 数 ,并 指出 它 所 收敛 的 函数 . 
解 a= 三 | eu = ei 一 D， 


10. 3.9 ”将 函数 f(z) 一 


= 上 ercos 2 = 之 : eeeos2nzar 
9 Ed x Jo 


“TT 于 Tl De 一 -0 


5 i D+ieF + 1], 


所 以 ,f(z) 在 [一 _ 上 的 傅 里 叶 级 数 为 


1 ,于 1 < 2[( 一 1)"eF — 1] 
(一 D+ 2 Tos2nr 


1 > ha[ (-— Dre 十 二 
T+ 4 本 


BF ‘sin in2nz » 


es, 它 收 敏 于 
一 1779 - 
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0， 一 羡 <z<<0 
g(z) = 1 
了 ， z 一 0; 
二 :到 :到 
10. 3. 10 在 区 间 ( 一 ,z) 中 把 函数 f(r) 一 | 全 人 
展开 为 傅 里 叶 级 数 ,其 中 及 4 为 常数 . 
解 由 于 
b—a 


1 0 1 i 
es [| 入 Ee ee 一 
0 
= 十 | ecoonzdz + [brcoonzdz = 
x J- LD 
0 
b= 二 | arsinnzdz 十 | bzsinnzdz 一 
Fj) x Jo 


故 按 展开 定理 ,f(z) 可 展开 为 


o—b a 
[1— (~— DY], 


st yr, 
Rn 


de 


了 Sr 十 2 - > + (+ Sinnz 
ar, 一 T<xz<0; 
-化 z= 0; 
br, 0<zr<an. 


， 一 x+<i< 
10.3. 1 把 函数 KKz) 一 (0，，0 ,展开 为 信里 叶 级 


数 . 


解 a 一 ! 三 rou I au 三 ， 
os 一 二 『 于 (it)cosntdtl = 2 [sinteosmt 
—s x 0 


Pe We i 
= Emo+ 1 一 sin(a — 1)t]dt 
1 cos( Di 直人 2 De 


ee a7L 2 十 1 了 一 了 
和 


8$3 傅 里 叶 级 数 


cos(n 二 Ds | cosln 一 Dx 十 cos0 eas0- 


a7[ n+1 n—l1 n+1 a—l 
-+ 
0， n= 3,5,7，…3 
-人 = *= 2,4,6,.， 
[| 2 二 |[ flt)costdt 一 一 [ sintcostdt 一 0， 


让 [feos — Dt ~ cos(n + Dildt 


1 [是 一 1)t sin(Cn 十 Dogs 


[1 ee 0, n= 2,3,4,.， 


= intdt 一 -final 一- 
b= 元 rosnm = 2 [sn tdt = pm 


全 必 相 人 于 于 汪 作 ， 将 系数 代入 傅 里 叶 级 数 公式 ,得 
了 (t) 一 了 后 六 (Ceosu 十 bsinnt) 


一 一 十 了 sint 一 2> 二 古 二 Teos2uz € [~ rr]. 


10.3.12 已 知 函 数 f(z) 一 持续 所 


~ 


5D 在 [一 m 本 -上 将 展开 为 傅 里 叶 级 数 ， 
(2) 求 级 数 六 Tc 的 和 


解 (1) 因为 f(x) = 了 (一 7z), 故 6b 二:0,(n 二 1,2,*…)， 
和 


pr [| ercosnzdz 十 | 一 ee] 


1 COSNTF 1 再 @ “(— Cosnx) 《一 DA 
er—e™li+e 1+w 1+n Ns 


= 
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_ cosnr _ (一 1" 
1 十 开工 十 到 


又 作证 人 一 jr 一 0) 一 (nm) 一 了 (一 7), 故 在 [一 


1 sn、 
可 上 ,f(z) 一 本 十 之 2 一 一 cosnz. 


A 


(2) 在 上 式 中 , 令 z 一 子 , 得 


和 
十 一 一 zcos4r 十 … 十 TT Cn 十 


” 本 +eo 宇 1 1 1 1 1 
T+ T+ TT 


(1) fr .e+e 
所 以 2 TF 2 "eer 2 
一 1， 一 mv0 
10. 3. 13 将 周期 函数 fcz) 一 | 1 2 


叶 级 数 ,并 据 此 求 周期 函数 


» — ,0),， 
fi(z) = 他 2 a 及 f(z) 一 |zlzE (~ 7) 
] 


的 傅 里 叶 级 数 ,并 下 级 数 了 [1 十 可 十 吉 十 … 十 二 155 十 …] 的 
和 . : 


展 为 傅 里 


解 “= 二 [ f(z)cosnrdr 
过 出 『 (— 1)cosnzdz 十 返 和 eu 一 0， 
x —s x 0 
(一 0,1,2.…)， 
1 人 i 
= 一 (一 1)sinazdz 十 一 | sinazdz 
n —s 4 9 


i 


— i1982 一 


8 3 傅 里 叶 级 数 


0， n= 2,4,6,.， 


、 < sin(2n 一 1)z 
所 以 ,f(z) 一 2 


(一 ceo<z<<coz 天 0, 土 r, 士 2r,…)， 


而 f(2) = 一 (2), 所 以 ， 


1(z) 一 人 4 sinz 十 1 sin3z 十 …] 
f 2 3 
a 二 +b 2 —8 一 sin(2n 一 1)z 
2 > 2 1 ， 


a 0,， 士 r， 士 27,*…). 


又 f(z) = fest, 
, sin(2n 一 1)z Dz]s 和 sin(2n 一 1)z D2, 
Ho -二 [ 关 沁 攻 二 2 二 1 9 pe 2n—1I 


4 1 
和 >r- [zcos(2n — 1)z], 


—.l 4 1 
= Fe D+ i 


当 z 一 了 于 时 ,有 (也) = 也 ,代入 上 式 得 
1 3 1 5 


下 得 
2 [eos 2 + 3c + BCs a 
十 1 os 2 二 1 | 
C2n — 1 2 


4 工 1 
十 二 [1 十 束 十 束 十 一 十 全 0 


一 [1 十 检 十 下 十 二 二 ++ 
这 样 便 求 得 f(z) 的 傅 里 叶 展 开 式 


一 1 一 


] 
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LL 


4 1 
f(z) 一 辽 rer Dz, (— x<r<n). 


并 求 得 级 数 的 和 为 
4[1 十 训 十 吉 十 十 


a 
Ct 


2. 正弦 级 数 和 余弦 级 数 
10. 3.14 ”把 函数 f(z) 一 ,0 过 xz 过 7) 展开 为 正弦 级 数 . 


2 mk > 

二 sinnzdz = Dr cosnz Zinnz] 
了， 艺 坟 年 
x 2 na 


又 fr) = 0,f(0) = 也 闫 0, 因 此 仅 在 区 间 (0,x] 上 有 


学 一 了 < sinnz 
i 


10. 3.15 ”把 函数 f(z) 一 一 sin 序 十 1, (0 之 z 之 77), 展开 为 正弦 
级 数 ， 


2 有 
解 一 “= 过 下 (一 sin 豆 十 1)sinnzdz 
= [ 一 2sin sinazdz 十 2 [sinnzaz 
Lk 2 
U 


= + [cos( 广 十 mn)z 一 cos( 于 一 mn)z]jdz 十 一 2 [sinnaar 


sin( 广 十 ma)z sin( 坟 一 ns 


二 2 cosnz-= 
= 工 十 el > i 
Co Ea 
1 1 
I 2 MN + 2 (DI 
x 二 车 二 RN 
2 2 


a I TC TOM Dic 
十 二。 na 一 
i > 


一 4 — 


$3 传 里 叶 级 数 


CD 2 | 2 一 ID 


守 区 ea RE 
二 Bn 2[1 = (= 17"] 
(= PC422 一 1) 机 RN 


因为 f(z) = 一 sin 元 十 1 在 [0,x] 上 连续 , 但 f(0) = 1 关 0， 
f(r) 一 0, 故 在 (0,x] 上 有 
sin 序 十 1= >){( 一 1)" Bn Di 


< xrld 一 1) nT 
一 1)"4: — C1) 
2 Ds + i)sinn. 


10. 3.16 把 函数 f(z) = 2z 十 3,(0 达 z 过 7) 展开 为 余弦 级 数 . 
解 m 一 全 | Gez+3)tz= 寺 [23 


= + 3 一 2(r 十 3) 


0 一 2 2 [cr 十 3)cosnzdz 
二 [ 红 士 3 


元 [一 sinnz 十 es 


= 这 [各 cosnn 一 三 起 [( 1)* — 1]. 
故 f(z) = 2z 十 3 在 [0,z] i 


2z 十 3 二 Xx 十 3 十 4 ko 


8 Sn cos(2k 和 4 Dr 

TA CF 

10. 3.17 ”把 函数 f(z) 一 ,00 三 z+), 展 为 余弦 级 数 . 
2 f 

解 m= 之 [= 二 [二 ce 一 二 [一 1 


人 2 -ez(2cosnz 十 sinnz)-> 
轩 上 cosnzdz 一 = -二 证 0 


4 十 rere See 2 


二 7X 十 3 


一 
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4 
Tz Ve 


因为 f(z) = ez ak 7] eat 因此 在 [0,x] 上 有 


ez + 《> 《一 1 Ls 
10. 3. 18 ”把 函数 f(z) = 全 过 “三 上 展开 为 人 弦 级 数 
解 mm 全 人 .二 = 纪 ， 
,= 2 { feos + cenrtz} = 2 LE = Sn 


由 于 f(z) 在 [0,4),(h,x] 上 上 分 月 连 续 , 且 z 一 A 为 第 一 类 间 晰 点 , 因 
此 在 [0,h) 及 (4,x] 上 有 展开 式 
3 an hh 2 < sinnh rz. 


十 


大 
f(z) = + 


10. 3. 19 ”把 函数 f(x) = 纤 开 为 余弦 级 数 . 


EA 
8 
人 
2 
一 一 
人 
a 
人 
全 
一 一 
二 
~ 
人 
十 
忆 
和 
I 
as 和 人 
a 
Wk 
四 
人 
中 
十 
中 
十 
D3 
A 
2 


xt 2 nt x 
2 十 十 和 可 2) 
3 3 

六 ++) =2( 守 + Di 


上 


人 ~ al 


al al Al ls als 


下 Cosard? Es (z 十 a 
EC 


soe 十 [Et 盾 ls 玫 上 卫 } 


| 


I 
pr 
3 
S SE 
CE 
昌 
十 
El 
RE 


中 | 
3 
~| 
未 
和 
S| 


$3 傅 里 叶 级 数 


因为 f(z) 在 [0, 也 ),( 也 ,"] 上 连续 , 且 在 z= 也 处 是 第 一 类 间断 
点 ,因而 在 [0, 了 于) 及 (也 ,x] 上 有 展开 式 


f(D) = 1 十 总 
和 立 直 (~ 1)* 一 cos cos 之 ] 一 到 sn 到) com. 
一 5,0<z< 子 ; 
19. 3. 20 ”把 函数 f(z) 一 二 展开 为 余弦 级 数 . 
27, <r 
~ 2(fEc 
解 = 三 人 作 Sar + 27ae) 
2 和 2 
一 全 人 [一 5 入 十 [co]: } 
2 5r 2 73 
w+" 1 
5r 学 7 
= 二 (一 和 +T27) = 一 5 十 下; 


作 一 5cosnzdz 十 | 
0 


下 
上 
Ms ls al as 


一 二 ([ 一 seine 冰 [sinez 十 入 cosnz 一 二 innz i) 
一 (~ 5 竺 十 好 Ey 
ee xn! sin 3 COSRTF Dn EB 7 ee 2 
和 
Te} 
2 ， 5 开 4、，ag Ax 
pt = mta sing+i(— LD 
2z a 
a 2 


因为 f(r) 在 [0, 马 ) 及 (也,] 上 分 段 连续 , 且 + = 也 是 第 一 类 间 
断 点 ,因此 在 [0, 也 ) 及 (也 ,xz] 上 有 展开 式 ， 


A 


第 十 章 级 数 
f(z) 一 一 十 玄 " 十 之 2D- 1)* 企 天 cos 于 


十 (入 一 一 5)sin 等)jeosnr. 
3. 周期 为 2 的 傅 里 叶 级 数 
10. 3. 21 把 函数 f(z) = secz， (一 于 <z< 开 了 )， 展开 为 傅 里 时 级 
数 . 
解 ”显然 ,f(z) = seer 在 (一 于 ,了 ) 内 连续 ,而 且 是 偶 商 数 . 故 
b. = 0,(n = 1,2，…). 


ao 一 三 | era 5 电 [injte( 子 十 I 
8 
一 元 Dnl 


1 一 cos(z 十 工 ) 
二 [nl 一 一 一 一 一 一] 人 
sin(z + 3) 


一 上 [ml 二 二 snz] 信 一 Bnd + V2), 


下 


站 


w= 3 Eg, n= 1,2,.°). 


由 于 cos4nz cir 4z) 一 一 Zin dn 2z)sin2z 
一 一 4sin(4nz 一 2z)sinzcosz 
= 2[cos(4nz 一 z) 一 eos(4nz 一 3r)]cosz， 


8 [Tt cos4nz 
故 4 一 丈 9 Cosr 上 


一 2 | Eeecw 一 Dz — cos(4n — 3)z]dz 十 3 | sur 
16- 1 


> Lm i 


3 
4 2 


i 到 ER : 3 TD] 十 ri 


一 F283 一 


83 傅 里 叶 级 数 
_ 16 D7 工 (一 D， 3z 
a i i 
16, ,V2, 1 1 
D+ 
_16, VCD ee 
A 
由 此 递 推 公式 ,得 
16V2~ Cl) 
i. 2 ID t+" 
_l6V2~ (一 1 8 er 
Dt at V2), 
(n= 1,2,.). 


于 是 ,f(x) 在 (一 于, 村) 内 晨 开 成 的 埔里 叶 级 数 为 
secz = 4in(l + V2) 十 六 [andl+ V2) 


“= 
A 二 一】 
所 六 ye Dl (— <4 
10. 3.22 将 函数 
zy Ol 
ro-1 1， 1<z<<2， 
3 一 z，2<z<3， 
展开 成 侍 里 叶 级 数 . 
解 m= 针 [fa 


= a 十 人 十 [KE 一 atz]- 各 
ao = 3 [feos 加 Eg 


Fe 2 [Es Ci 村 [EE Ci [KE rz)cos 好 dz] 


2r3 2nx 9 
3 Laasin 3 + qn 


(cos2 束 


1 四 


下 全. 
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3 ，， hn 证 2nr 
于 33 
3 ,dar 9 9 dnx. 
Zn 3 4m27r2 4R27r2 3 ] 


(cos 2 十 cos 4 2), (n= 1,2,."). 


2n2r? 3 3 
2. 已 2nz 
hh 3 rcsin 3 dr 


[= 2 dz 十 fs dz 牛 he z)sin a | 


= .等 + ee 等 
pl 等 本 于 十 pe 3 + en 等 ] 
了 Gin 2 十 sin 4 ="0, (n= 1,2,.). 
故 f(z) 一 呈 3 > 让 (2 一 cos 2 0s 各)eos 2 


2 9 之 1 2?nrz  ， 1<An 1 
3 322 ms 3 十 2 > COS2nrz. 
由 于 f(z) 在 区 间 (0,3) 内 连续 , 故 其 傅 里 时 级 数 在 (0,3) 内 收敛 于 


f(z). 
当 z 二 0 或 3 时 ,级 数 收敛 于 


$+ 0) +763 一 0)] = 0 一 (0) = 73), 
故 f(z) 车 [0,3] 上 展 成 的 傅 里 叶 级 数 为 
fnD = 去 一 总 > 上 o2 + 十 >) 志 cos2nrz， 


3 2 ne 27i2 
(0<r<3). 
cos 李 ， 0<z< 地 ， 
10. 3. 23 ”把 函数 f(z) = 1 展开 为 余弦 级 数 . 
0， Fr! 


az 0<2<< 必 也 
还 后 , 今 = 4 
解 作 偶 延 拓 , 令 f(z) {x 人 1 过 :过 0.7") 是 偶 耳 


数 ,b, 二 0,(a 一 1,2,…), 则 有 
890 一 


$3 傅 里 叶 级 数 


2 站 2 [5 az 
m= 了 [roe | cos 字 dr 一 寺 ， 
本 
ai 一 ? [eos Fur = } (1 + cos 22)dr = 到 
一 了 [fe 于 my 
a 二 i K Fd 1 上 
= [ste (CR Daz] 
0 
1 (s+ 1)mz L ，。 (一 1)xr 
mt 1 tm T 
1 ]】 (s+ 1)”x 1 (CR — Dx 
Ee i 
vou 
2 2 fn se 
- 二 人 2.3,……) 
1 nz Sc (— I) 2 
故 f(z) 一 元 十 了 cos 1 本 一 z, (0 委 z 委 0). 
EA Se 
10. 3.24 把 函数 f(z) = 展开 为 正弦 级 数 . 
lz <r<l 
2 
解 en dz 
2 
1 人 zsin P+ ({ 一 z)sin 至 
: 
-2 一 lz nnr aAr | 
人 人 nT { 十 起 in L J 
+[ (Dr 二 0 
nT Ll mn 1 \ 
互 
2 £2 nx U4 
1 2 + ing 
3 Li 好 
Ta 2 于 站 
2 22 nx 4 ， oa | 
LW 2 nnn 2 


一 1791 一 
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因为 f(z) 在 [0, 人 上 连续 , 且 f(0) = 0,f() = 0, 因 此 在 [0, 口 上 有 
展开 式 


f(z) 一 i 
4 C1): i (2 + LD)rr 
3 > i 


二 =， 0o<z<， 


2 —», Es 


10.3.25 ”把 函数 f(z) = 


展开 成 正弦 级 数 . 
解 ”把 f(z) 奇 延 拓 到 (一 4,0) 得 PCr)， 把 定义 在 区 间 (二 4， 0 中 的 
函数 PCz) 看 作 是 一 个 以 2! 为 周期 的 周期 函数 . 


一 了 (+aD， 一 <z< 一 二 


2 
2 ‘ ‘ 
F(z7) = I “<< 
2 |! 
了 (2), << 
和 ey Vy 
LL F(x) | 2 


b 

(a) 10. 3. 25 题 图 (b) 
2 / 
ey a -本 

2 4 { 
F(z) 了 于 <<z<< 本 3; 


一 1892 一 


$3 傅 里 叶 级 数 


am 一 0， (一 0.1,2,…)5 
1 1 -1 ax 人 地 
而 b= or 祈 [/ 了 工 一 (一 互 ) 十 (一 工 )sin 二 本 


4 (sin < 2) ; 
Gin 了 十 sin YY) 一 Fin 了 


-全 ?一 2k 十 1; 
0， na 一 24. 
由 于 在 (0,2) 中 有 二 f(z) ,因此 所 求 的 展开 式 为 
Sn、 (一 D” sin 2+ Dr, 
二 4 Ck 二 TD) 人 
10. 3.26 把 f(z) = arcsin Csinz) 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 
解 ” f(z) 是 以 2 为 周期 的 连续 周期 函数 . 又 f(x) 在 (一 *,x) 内 为 
奇 函 数 , 从 而 ,ao = a 二 0, 旦 


b= 2 | arcsin (sinz )sinnzdz 
下 Jo. 


一 2[ samu 十 [ (x 一 z)sinazdz] 
下 0 En 


2 z Pr 到 开 " 
一 二 [( 一 一 cosnz 十 一 sinaz)| COSsTz|| = 
A 人 于 9 天 和 


3 mm 了 
十 (sn nne) |;] 


je n= 2k; 
4 nr 
一 一 -Sin 一 一 4 


C= DA Rn 二 2k 十 1， 
(k= 0,1,2,.…) 


下 T(z) te 
4 rr 下 DinC2k 十 LD)z = arcsin(sinz)， 
hy 
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10.3.27 ”在 区 间 (oe 十 20) 中 把 f(z) = z 展开 为 传 里 叶 级 数 . 
解 由 于 
eal Faas = 2(e 十 0)， 


下 zcos Ear 
网 nz +2 中 uz 
1 Sin sin SSAdz 
nn nu 
= Ze, 4 (x = 1,2,3,° 
4 2 
a= +[ rsin dz 
RANZ ata 了 
= 一 二 zcos | + Wi 
二 一 ow, (n= 1,2,3,.° 
及 IF 
故 按 展开 定理 、 (7) 在 (aa 十 20 中 可 展开 为 
A 名 DD sin Peeos 于 一 cos sin 7) = 
1 


(dr<a+ 20). 
10. 3. 28 ”在 区 间 ( 一 也, 也) 中 ,把 f(z) = zeosz 颖 开 为 情 里 叶 级 


数 . 
解 ” 欠 为 f(z) 为 奇 函 数 , 故 at 二 a 二 0, 且 


b= Sseosrsin2nzar 
和 Jo 


一 二 | sina + Dz + sin(2n — Dz]dz 


2 [= zcos(2n 十 1)z , sin(2r+ 1)r _ reos(2n — 1)z 


aii + Crt) Wo 
nan De) 
(Za — D7 
et 
一 De， Vp (a — 1.2,3,.). 


故 毛 展开 定理 ,f(z) 可 展开 为 


一 794 一 


§ 3 傅 里 叶 级 数 
> Se Tin2nr = zcosz,(— 本 二 兰芝 2). 
10. 3. 29 。 将 周期 函数 f(z) = (z)( 其 中 (z) 是 到 与 它 最 近 的 束 
数 的 距离 ) 展 为 傅 里 时 级 数 . 


解 ” f(z) 是 以 1 为 周期 的 连续 周期 函数 ,由 于 


1 
mm 一 2 | ooe = ?| 十 ha = De]= 王 ， 


4 一 2 | eeoszwmnar 


2| [saeos2rraar 十 | C= Deoszurade | 
% TT 


1 


i ?Esa 十 aeos2nmrz] 


0 


+ [ssin2nrz 一 -sin2nnz 一 
Zn 


Za Treos2nm] 


lr 
= 
人 当 为 偶数 ; 


2 1 
i n= 二 2k 十 1， 
(k= 0,1,2,.) 


了 
一 ?| 上 zsin2nxzdz 十 | (1 一 zsin2umnd] 
有 


i | 了 
a [Feos2urz + Tain2nrz] 


0 


上 

人 
十 [一 趟 soszomz 十 了 元 eos2nzz 一 acos2nmz] | 

0 


= 0, (x= 1,2,3,.). 
故 按 展开 定理 ,f(z) 可 展 为 
1 2 Ncos2r(2k+ Dz a ys 
也 TI (z), ( <r<+ om). 


人 上 


”10.8;30... 将 天 期 函数 fi 一 - amz 属 开 为 愈 重 计 级 数 . 党 
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解 ”f(z) 是 以 x 为 周期 的 连续 周期 函数 , 又 f(z) 为 偶 函 数 , 从 而 


b= 0. 
0 三 4 felsinrlar = 4 ao = 人， 
4 售 |， 
4 一 六 | jsinz|cos2nzdz 
2 [ee 十 1l)z 一 sin(2n 一 1)z]dz 
LL 0 
= 2[- 一 cos(2n + 1)z + cos(2n — 1)z] 
3 2n 十 1 2n 一 1 风 
4 1 
ep 1° (= 1,2,3," .) 
故 按 展开 定理 ,f(z) 可 展 为 
2 4 lsinz|, (~ co <# <+ oo) 
10. 3. 31 ”把 函数 f(z) = nm,(0 壹 z 近 ,展开 为 余弦 级 数 ,并 由 
此 求 六 点 让 


解 ”对 函数 f(z) = z* 作 偶 延 拓 , 则 


[= 3zicosnz _ so > eos] 
4 


中 了 


2 [ee - See A D] 


nz 


2 
入 [入 十 (加 一 千 )( 一 7, (n==1,2,3,…). 
| 24 6 6: 24 6: 6r 
所 以 ,ai pr 让， az 到 m= 2 4= 
24 6r 


二 一 


故 2 早上 HG 用 -和 辐 cr++ 绎 or 二 竹 - 力 osat+…， 


§ 3 健 里 叶 级 教 


rz€ [0,7] 
2 
当 z==0 时 ,0 二 守 十 (一 略 ) 十 如 十 (一 如 ) 十 …， 
D1 2 i WE 
所 以 下 +artart+ 十 ti + ] 
. 1 了 
= 一 于 十 6r[ 主 一 豆 十 下 十 (一 D7 吉 十 …]， 
1 十 CR 
而 1 一 更 十 京 一 …… 十 (一 D 和 :二 十 汪 ， 
有 241 二 二 1 
所 以 和 [1 十 到 十 一 十 全 二 1 十] 
二 一 i 
Se FT 
Rh (D 
FE (2s 一 1)° 96 
而 :证 下 二 二 二 和 克 二 二 让 下 二 让 要 革 癌 ) (2) 
到 十 布 十 训 16(1+ 32+ 3 ， 
| 4 
CD + (2 得 , 己 二 一 而 
S 1 
10. 3. 32 证 明 : 2) = Ta(37 一 bzr + 27°), 
(0<z<n). 


证 先 将 f(z) = 3z 一 6rz (0 过 xz 芝 7) 展开 为 余弦 级 数 , 作 偶 延 
拓 , 故 b= 0， 


而 过 全 az 一 6rz)dz 一 一 4zz， 
下 9 

0 一 2 fess 一 6rz)cosnzdz 
EL 0 


一 2[s ee 一 6r ru] 
x 日 0 


2 [3( 霹 * 2cosnx) 一 6r( 址 cosnr 让 )] 


x 号 ， (n= 12.). 


于 是 有 ,3z: 一 6rz 一 一 条 十 BD) Bevons, 


一 
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即 沁 空 -> 二 (3 一 6xz 十 2xr2). 


10. 3. 33 将 f(z) 二 去 (7 一 在 (0,7) 上 展开 为 正弦 级 数 ,并 说 
明 此 级 数 在 (一 x,x) 内 是 否 一 致 收敛? 
解 ”将 函数 f(z) 作 奇 延 拓 , 故 a 二 0, (n= 0,1,2,…). 
b= 三 resnmar 一 二 fr 一 x)sinnrdr 
= sawu 三 二 站 ae 
0 x 0 


= Lc 一 cosnn) + 二 mosz| 一 二 | cosa 
nt nx o zj 


= ch 一 cosxr) 十 cosnx = 二 (一 1 2,…). 
LL n n 


f(z) 满足 狄 氏 条 件 , 在 [一 ,zx] 上 展 成 的 傅 里 叶 级 数 为 


工 -， 0 一 z 委 nm 
>3 二 sinuz 一 0， zz 一 0 
Pe 2 

一 —x<r<0. 


现在 根据 柯 西 判别 准则 证 明 > 一 Sinnz 在 (一 rz) 内 不 一 致 收敛 . 


事实 上 ， 个 认 信 玫 柳 和 总 有 正 整 数 和 存在 ， 当 避 >N 时 ,在 (一 
了 7) 内 总 有 点 zu 一 下 各 元 ,使 得 


0 i sin[(e 十 2 天" 半 ] 
2 十 1 加 石 十 2 
10 
sin(2ko *» 去 。 3 
+ + — 
Ld 1 1 1 
> sin er rp + 殴 ) 
2 1 2 
Be sn i 
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故 级 数 》) 上 sinnz 在 (一 x,7) 内 不 一 致 收 全 . 


10. 3. 34 ”对 展开 式 z 一 2 之 (一 D' sm (一 <z<<m) 用 逐 
项 积分 的 方法 , 求 函数 z* 和 码 在 区 间 ( 一 rz) 内 的 伟 里 叶 级 数 . 
解 将 原 式 在 [0,] 上 逐 项 积分 ,得 
于 = 15 DE, 
由 于 > > 二- 下 ,代入 上 式 , 即 得 


2== 玫 +4 立 (一 DE,(— z+<s<n). (1) 


将 (1) 式 在 [0,d] 上 逐 项 积分 并 将 z 一 2》) (一 上 sinnz 代入 , 即 得 
‘et 

z= 2 2 D+ 122)( 一 D's, 

(一 <<z<<X). 

利用 公式 cosr 一 二 ( 十 和 sinz 一 去 (t 十 眉 ! 式 中 


= 及 i= 中 ,将 [一 到 到 地 吉 (19| < 1) 展开 成 传 里 叶 级 数 . 


10. 3. 35 


解 由 于 
-en eu 
gsinz a 2i® We 
1 一 2gcosz 十 g? 1 一 9g(e" 十 er-=) 十 9 
oh (ec 一 ee) | 全 
2 “(T= gO ge Se 2i 1 一 4e"” lg” 


一 喜 [G 十 ge 十 ge 全 十 …) 一 (1 十 ge“ 十 gie-** 十 …)] 

= gsinz 十 gisin2z 十 … 

又 级 数 gsinz 十 gsin2z 十 9ssin3z 十 … 十 q'sinaz 十 … 满足 |g'sinnz| 

委 4 ,而 之 87(Cl9| < 1D 收敛 , 故 级 数 sinz 十 qssin2z 十 … 十 g'sinnz 十 … 
Pe . 


tr A 


-~ 一 
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即 为 其 和 -一 ( 它 是 周期 为 2+ 的 奇 函 数 ) 的 傅 里 叶 级 数 ， 
1— 2gcosz 十 9 


即 Din — 庆 让， (一 co <z<< 十 co). 


1 一 2gcosz 十 9 
In(1 一 2gcosz 十 9),(|9| < 1). 
解 由 于 1 一 29cosz 十 9 过 1 一 29 十 呈 一 (1 一 2 > 之 0， 
故 in(1 一 2gcosz 十 92) 是 (一 co, 十 ceo) 上 的 连续 函数 ,而 且 是 周期 为 2 
的 偶 函 数 ,将 函数 对 z 求 导数 ,得 


[in(1 一 2gcosz 十 92)]' = 


10. 3.38 利用 一 ;Cn ;~ SYgsinnz. (14| < 1) 展开 函数 


2gsinz 


3 2 gsinas, 
1— 2gcosr + 之 


(一 ce<<z<< 十 co). 
对 上 式 从 0 到 z 积 分 (由 于 上 式 中 级 数 在 (一 co, 十 co) 上 一 致 收 伍 , 故 
可 在 有 限 区 间 上 逐 项 积分 ) 则 有 


In(1 一 2gcosz + PP) = 上 2minz juz 十 2m(l 一 9) 


1 — 2gcosz 十 9 
二 25) ran + 2In(1 一 9) 
全 


-一 2 六 了 oone + 2 E+ 2nd -9)， 
而 In(1 一 9) 一 一 立 工 
In(1 一 2gcosz 十 92) 一 一 3 sm, (~— co <z<< 十 co)， 
由 于 右 端的 级 数 在 (一 co， 十 co) 上 -- 致 收 敏 ， 故 它 就 是 左 端 函数 的 傅 
里 叶 级 数 . 
10. 3. 37 ”应 当 如 何 把 给 定 在 区 间 (0, 子 ) 内 的 可 积 函数 f(z) 延 拓 
到 区 间 ( 一 *,z) 内 ,使 得 它 展开 成 的 全 里 叶 级 数 的 形状 为 
f(z) = > aeos(2n 一 1D)s, (— <z< nn. 
解 ”由 于 展开 式 中 无 正弦 项 , 故 f(z) 延 拓 到 (一 ,zx) 内 应 满足 


一 4800 一 
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天 一 2) = 了 (7) ,函数 f(x) 延 拓 到 (也 ,mn) 的 部 分 记 以 "(z), 则 按 题 设 应 


有 iscyeos2raas + 站 ee = 0, Gn = 0,1,2,). 
曙 T 
在 上 式 左 端 第 一 个 积分 中 作 代 换 一 z = y, 即 得 


一 [er 一 y)cos2nydy 十 | “ glz)cos2azdz = 0， 
El 
亦 即 『 [fr — z) 十 g(z)]cos2nzdz = 0, (n = 0,1,2,.). 
要 


要 使 上 式 成 立 ,显然 只 要 求 对 于 ( 子 ,z) 内 任何 < 值 , 恒 有 
f(x 一 z) 十 9g(z) 一 0， 
即 g(z) = 一 了 (一 +). 总 之 ,首先 要 在 (也 ,z) 内 定义 一 个 函数 ,使 它 等 


于 一 f(x 一 z); 然 后 再 按 偶 函 数 延 拓 到 (一 ,0) ,不 妨 将 延 拓 到 (一 7， 
7) 上 的 函数 仍 记 为 f(z) , 则 必 有 
f(— 7) = f(z), f(x — 7) 一 一 了 f(rz)，( 一 rr<z<m)， 


4. 综合 问题 
10. 3. 38 ” 设 f(z) 是 以 为 周期 的 反 周 期 函数 , 即 f(x 十 zx) 一 
一 f(z), 问 此 函数 在 区 间 ( 一 rr) 内 的 傅 里 叶 级 数 具 有 怎样 的 特性 ? 


= 车 [~ [ “f(r + zcosurdz 十 | roseao， 
Ca 一 0,1,2，): 
故 在 上 式 右 端 第 一 个 积分 中 , 令 z 十 x = 二 y, 则 得 
.= J [Cc 1)*+! 十 1]f(z)cosnzdz]， 
于 是 ,得 oz. 二 0, (wn 二 0,1,2,…). 同 理 ,可 得 bs 一 0, (n 二 1,2,…). 因 
此 ,函数 f(z) 在 (一 ,x) 内 的 仿 里 叶 级 数 的 特性 为 
Gn = 0, (xs = 0,1,2,.). ba = 0, (= 1,2,). 
10. 3. 39 二 个 具有 周期 为 27 的 函 歼 Aff(e); 若 函 雪 的 图 形 、 


“~ B04 一 
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(1) 以 点 (0,0),( 土 二 10) 为 对 称 中 心 ; 


(2) 以 坐标 原点 为 对 称 中 心 并 = 一 士 万 为 对 称 轴 ; 问 其 传 里 叶 系 


数 a.,b(n 二 1,2,…) 具有 怎样 的 特性 ? 
解 (1) 由 题 设 知 ,函数 f(z) 满足 
了 (一 z) f(z), 了 (r 一 z) 一 一 f(z)， 
因此 ,a. 二 0, (n= 0,1,2,…). 且 


六 和 2 {fycsinneae 竺 由 [一 fr 一 amdz 


-和 [所 f(r)sinnzdr 十 (一 1)* 下 feysinngay | 
2 


i 


= 二 上 [1 十 (一 1D"Jf(z)sinnzdz. 
于 是 bz- = 0，C 一 1,2,…). 即 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 的 特性 为 
ao = 0, (一 0,1,2,…)， bs) = 0, (n= 1,2,°). 
(2) 由 题 设 知 ,函数 f(z) 满足 
一 z) 一 一 fGz)， f(x — 7) 一 了 (z)， 
同 (1) 一 样 , a. = 0, (x = 0,1,2,…). 而 


Fa za 十 (一 D"+]f(z)sinnzdz, 


故 z = 0， (n 二 1,2,…). 因此 ,f(z) 的 傅 里 叶 系 数 的 特性 为 
a = 0, (n= 0,1,2，)，bo = 0, (n= 1,2，…). 
10.3.40 车 (1) 函数 pg( 一 z) = y(7z), (2) 函数 p( 一 7z) = 
一 %z)，, 问 plz) 与 8(z) 的 全 里 叶 系 数 a..b 与 a.、p. (n= 二 0,1,2,…) 之 
间 有 何 关 系 ? 
解 (1) 函数 p(z)、y(z) 的 傅 里 叶 系数 分 别 为 


二 = i 
上 = 到 | ,Plz)cosnzdz, b= 全 wosianaar， 
人 py Wi 
Ci pCa)eoonaar, hb. = 天 wapsinmar 


由 于 .一 上 [p(syeosnzdz 十]-pcnDeosnrdz], 故 在 上 式 右 端的 两 个 积 
分 中 作 代 换 一 < 一 ,并 将 9 一 友 二 WJ 术 和 Ns 即 得 


一 1882 一 
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一 去 [| woeoewe 中 | yeeras | 


-= 荆 | ¥en eosnrar = 0 
同 理 
b= [pcsinnar 十 pcsinneaz | 
到 二 [一 | cosinnar 一 E pz)sinazdz] 
9 ~s 


一 一 下 [ Pz)sinnzdz 一 一 p., 
因此 ,mw(z) 与 %(z) 的 伟 里 叶 系 数 a,、6, 与 a.、p. 的 关系 为 
m= (R= 0,1,2%), b,=— pf., (n= 1,2,3,."). 
(2) 由 于 a, 一 二 [we 十 | comuar|， 
故 在 上 式 右 端的 两 个 积分 中 作 代 换 一 z 二 y, 并 将 p( 一 z) 一 一 %z) 代 
入 , 即 得 
am 一 [~ [pceosrzar 一 全 wesuaa] 


一 一 二 『 Px)cosnzdz 一 一 ao 


同 理 有 6b, = 5., 因 此 ,mw(z) 与 y(z) 的 傅 里 叶 系 数 ob 与 mw、p. 的 关系 
为 


a 一 一 ay (n= 0,1,2%), b= p., (n= 1,2,3,."). 
10. 3.41 已 知 周期 为 2r 的 可 积 函 数 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 为 w、 
六 一 0,1,2,…)，, 试 计算 “平移 ”了 的 函数 fz 十 人 = 常数) 的 全 里 
叶 系 数 和 ,到 (Cn 一 0,1,2,，…). 
解 ”在 傅 里 叶 系数 “.. 的 表达 式 中 作 代 换 z 十 4 一 y, 并 注意 到 f(z) 
的 周期 性 , 即 有 


a 一 二 [sc 十 AD)cosnzdz 


一 十 | f(y) [cosnhcosny 十 sinnhsinny Jdy 


三 二 站 nea fosinissinntae | 


4 
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同 理 ,可 求 得 5. 一 bucosnk 一 qusinmh- 
10. 3.42 已 知 周期 为 2r 的 可 积 函数 f(z) 的 伟 电 中 芭 娄 为 a.、 


b(n 一 0,1,2,…) ,计算 斯 且 克 洛 夫 琴 数 所 (7?) 一 击 | ”7C5)45 的 傅 里 
时 系数 4.、B,，(n 一 0,1,2,…). 
解 由 于 
十 2 十 二 
fz+2n) 一 机 站 74 一 击 站 FE= fo， 
故 妃 (z) 仍 为 以 2r 为 周期 的 半期 孙 数 ， 于 是 令 6==z 十 y, 则 有 
4. 一 +[. f(z)cosnzdr 
=- 而 | com reos = 2 | fs 十 轨 由 
=- 二 | f(z 十 y)cosnzdr, ’ 
由 10. 3. 41 题 的 结果 可 知 ， 
十 [re 十 y)cogardz = qucosng 十 bsinny, 
故 A= 豆 民 (acosny 十 bsinny)dy 
ou n= 0; 
i 全 [eosnyay = = {em. Ds, 


2 多 


即 4 一 oo,4. 一 
2，). 

10.3.43 设 f(z) 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 ， 并 且 asb,(n 一 0， 
1,2,…) 为 其 伟 里 叶 系 数 . 求 卷 积 函 数 PCz) 二 十 fCOFz 十 Dd 的 
伟 里 叶 系 数 4.、B. (n 一 0,1,2, -) ,并 利用 所 得 结果 ,推出 李 雅 甫 诺 夫 
等 式 二 六 Pu = 这 + Dr + 

解 ”由 于 ee 


» (n= 1,2,.). 同 理 可 得 BB 一 » (4 一 1 


”TCDTCGz + 2r + Dd 
”CDf(z HD -Pay,, 
一 1804 一 
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故 Pz) 仍 是 以 3r 为 周期 的 函数 ,于 是 ,有 
二 二 .Po 一 二 | 二 | 了 CO)7Gz + Oat 


人 = 十 [. f(Dat 全 f= = 去 [[ zou] 一 602) 


Tr 


4 一 a EE F(z)oosnzdz = 二 cosnzdz [score + Dat 

= 二 人 rou rz + Oooonzar 
去 三 sul 总 CS) cosnscoont 十 sinnésinnt)dé 
mp 二 护 {a.f(t)cosnt 十 bf Csinnt Jat 一 ao2 十 52， 
一 m= 二 上. F(z)sinnzdzr = 去 sinnzdz | 了 (if(z 十 Dat 

= 点 『 TO | f(z 十 1)sinmzdz 

1 [ + 

人 了 (td 人 (CE) Csinngcosnt 一 cosnésinnt)dé 

1 


本 


二 [5.f Ct)cosnt 一 af(t)sinnt]dt = ba, 一 ah = 0. 
由 f(z) 的 连续 性 可 知 ， F(z) 不 仅 以 2r 为 周期 ,而 且 是 连续 函数 , 故 按 
展开 定理 , 注意 到 已 = 0 (x = 1,2,3,…), 即 得 F(z) 二 笃 十 


本 hicosnr, 因 此 ,特别 地 ,有 


nal 


(0 一 子 十 Sa 
n=1 
但 已 知 4 一 ao，4. 一 aw 十 ek 
ry) = fr0+ ou= tT fa 


故 得 二 | Pot 一 笃 十 Ds + 52). 
10. 3.44 。 求 三 角 级 数 天 星之 和 . 


一 1805 一 
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解 ”注意 到 2》) 三 -mnT (其 中 > 一 oo) 以 及 
n=l 


1 
i 


In 一 jn(1 一 cosz 一 isinz) 


= 一 去 m(2 -- 2cosz) + iaretg am 
一 一 ml2sin 玛 | 十 iarctgTamz (1) 
又 立志 - 庆 呈 SC 十 1 之 2 nn (2) 
比较 (1)、 (2) 两 式 的 余数 部 分 及 认 各 人， 即 得 
Se 一 一 In|2sin 1, (0 < +z < 2m)， 


< sinnz Sinz z 
及 oe arctg T — cosz arctg(ctg 2) 


<, (0<z< 2n). 
注 “其 中 用 到 Inz 一 In(|zle=) = In|z| 十 iargz, 若 z= 二 =z 十. 则 
In|z| = 于 mt 十 妨 ) ,而 argz 一 arctg 了 


10. 3.45 求 三 角 豚 数 > = 之 和 


解 ” 令 2 二 ， Mt 莹 二, 注意 到 


Sa 


4 =0 
及 ee Sn 信安 部 和 记 部 分 别 要 等 
的 关系 , 即 得 


Sinnz 


<r<+ co). 
10. 3. 4 和 In(1 一 2acosz 十 o) 宕 成 的 全 里 叶 级 数 为 
-2 Ye, (ol < », 计算 积分 、 1 i 


一 a886 一 
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fna 一 2acosz + oz)dz. 
解 ” 利 用 上 式 , 即 得 |al 三 1 时 ,有 
[na 一 2acosz + o)dz 一 一 22 ve = 0, 


当 al > 1 即 当 | 二 | < 工时 ,有 


ln(] 一 2ocosz 十 o2) 一 In[az(1 一 2 Leosr 十 右 )] 


一 lnaz 十 ln(1 一 了 cosa 十 十 )， 
利用 以 上 结果 , 即 得 当 |al 之 1 时 ,有 
[na 一 2acosz 十 o)dz = zlna2 = 2rlin|a|. 
10. 3.47 证明: 车 在 [a,6] 上 
f(z) = 他 十 2 ecomr 十 bsinnz) , 
则 必 有 lima, = limb. = 0. 
解 ” 若 f(z) = 他 + Svcosnr 十 psinnz), 则 右 端的 级 数 收敛 ， 
由 级 数 收敛 的 必要 条 件 有 


lim (acosnz 十 bsinnz) 一 0， 
注意 到 cosnz 与 sinnz 线性 无 关 , 则 必 有 
lima, 一 0， limb,. = 0. 
10. 3. 48 ”证 明 : 对 于 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 ,不 论 其 收敛 或 发 散 , 必 
定 总 可 以 逐 项 积分 , 且 积 分 后 的 级 数 之 和 等 于 f(z) 的 积分 的 傅 里 叶 级 
数 


一 解 考虑 


f(D) 一 他 + Decom 十 bsinnz) ， (1) 
P(r) 一 [uw — Ya, -=<z<n， (2) 


显然 F(z) 在 [一 x,x] 上 连续 , 且 
-= VE = 
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P(r) 一 到 ( D =[ fu mao = 0. 


把 F(z) 展 为 傅 里 叶 级 数 , 则 有 
Fa 一作 二 忆 Ceorr 十 Bsinns), (3) 
其 中 当 n 之 1 时 ， 
人 一 寺 |raoeonra = 十 PC am .一 二 人 esaneu 
b, 


和 
同 理 , 可 得 B, 一 全、 


为 了 求 出 入 ,利用 0 二 PC0) = 分 十 34., 可 以 得 到 
因此 F(z) = 3 [asinns 十 b.(1 — cosnz)], 
注意 到 上 式 与 7(z) 的 表达 式 ， 则 有 

swe = 用 之 dz 十 > [a.cosnz 十 bsinaz Jdz. 
10. 3. 49 ”证明 : 当 0 二 :二 x 时 有 
2z Ar 6: 1 家 -二 
i 

证 ”等 式 左 端 为 一 余弦 级 数 . 为 此 可 以 考虑 将 右 端的 函数 fz) 一 

方 一 人 sinz(0 < 之 z 之 7) 展 成 余弦 级 数 , 先 作 偶 延 拓 , 再 作 周 期 延 拓 , 得 


到 ff" (2). 
b=0, (n= 1,2,), 


[f° wa 2 Jo 2 in) 0， 


a 
= 二 | 于”(z)Fosnzdz = 二 | 过 二 -sinz)cosnzdz 
村 - 4 


一 1888 一 
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下 于 ae 十 l)z 一 sin(a 一 1)z]dz 


Eee 十 1)z _ ecos(Ca 一 1 
4C 十 1) 4G 一 1) 


Dl Dl 1 十 (一 1 
4 二 1 4 二 DJ amit i) 
和 7 为 奇数 ; 
= 1 
一 Gm 十 1);” "为 偶数 . 


i ke < __ cos2z ，cos4z | cos6z 2 
所 以 f(z) Zaeowz 一 全 二 十 汪 二 总 了 十 , 当 0<z<r 时 ， 


由 f(z) 的 连续 性 可 知 ,级 数 收敛 于 f(z), 即 
去 一 和 inz = 各 和 十 各 人 十 em 作 二 (0<z<< 困 . 
10.3.50 设 f(z)==10 一 z (5 之 z 之 15),f(z 十 10) = f(z), 试 

求 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 . 

解 由 fGz)=10 一 z(5<z<15) 的 图 形 及 f(z 十 10) 一 f(z) 

可 知 ,在 区 间 ( 一 5,5) 内 ,f(z) = 一 z. 

于 是 f(z) 在 (一 5,5) 内 为 奇 函数 , 故 
a =0, (n= 0,1,2.), 


2 (5 ain = C110 网 
= 地 z)sin -5 dz (一 1 去 (n= 1,2,.). 


故 f0s) = > (一 DD)" losin rz, 52 — 1) < z< 5(28 十 1， 


“= 
(bk = 0 二 二 2350。 
而 当 z 一 5(2# 士 1D) ,一 0, 土 1, 士 2…) 时 ,f(z) = 0. 


10. 3. 51 求 级 数 ) Ci 的 和 . 


解 ”把 该 级 数 看 作 三 角 级 数 六 一 也 ”oostz 在 = 一 0 处 的 值 , 即 


要 找 偶 函 数 f(z) ,使 它 满足 。 
i f(z)coskzdz 一 


Cm 
二 


tm 


1，2，…- (1) 


一 1809 一 
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和 romsenar = 二 [fo sme] — wl F (1) Dar 
= 二 [CD ,tr ea 
[ro) PC a ] 十 二 +[. "(2) Dz 
Hr T+ Lr Wa. 
由 于 ostr 二 eos( 一 br) 一 (一 六 族 取 f(s) 二 这 时 
和 


= 1,2,."， 
dz 一 全, 这 时 级 数 (1) 


二 | 了 (z)coskzdz 一 二 [2z ， 


另外 , 当 Tz) = 时 ,二 rou= 二 | 
和 党, 因 f(z) 在 z = 0 处 连续 ,于 是 ， 


成 为 二 到 直 45) 


Se 
10. 3. 52 求 级 数 ， 语 生 的 和 . 
解 用 分 部 积分 公式 ， 
sinkz 


[rosear = = f(z) 到 全 十 卫 (z) 


十 re oo 


-Ry 下 


站 
令 f(z) 为 偶 函 数 
i 0 入 z 入 也 
fr) = 0， <r<n 
f(— 2z), Ss 


则 f(z) 在 [一 +,z] 上 的 间断 点 是 z 一 二 极 大 值 只 有 气 ， 极 小 信 只 


一 她 加 一 
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有 0, 这 些 极 值 同时 分 别 是 f(z) 在 [一 ,x] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,又 


“= 汪 | f(r)coskrdr 一 | Zicoskrdr 
_ 2 :sinkz Coskz _ -| 
一 [ 站 十 2z- 有 2 -下 
2 -2 ， kx bd kx 2 . hx 
[zsin 2 十 五 cas 了 sin 2 ]， (k= 1,2,..), 
一 2 [oz = 上 
m= 到 |。 dz 一 Ta™ 


代入 学 十 人 十 bsinkz), 并 考虑 了 一 0, 则 有 


页 于 十 守 2 [sin < 十 六 cos 和 和 sn 邹 ] *cos(kt。0) 一 0， 
tr _ 10， k= 21, 
由 于 和 3 一 Dr 2 
om 和 = (一 人 4 一 24 
2 lo, 上 一 2 一 1. 
故 有 
开 和 Sn (一 DC "A AAD! 
21+ 2 21 A (20D? 到 CH 1 0 
ES 1 1 4 
由 了 了 4， 
SN (一 1 1 1 ,1 zr? 
及 之 1 
DT YO 
得 + 三" 于 十 2 (一 人]= 吏 . 


10. 3.53 ”将 函数 fz) 一 于 村 要 冯 按 余弦 展开 ; 
(2) 按 正弦 展开 ;(3) 在 区 间 (0,2r) 内 展开 ,并 利用 这 些 展开 式 , 求 级 数 


ol CS < 1 
pe :区 及 之 ; 页 一 的 和 . 


el 


2 


解 (1) 本 


人 
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os 一 三 [ee 一 (Esinnz 十 全 cosr 一 六 sinnz) | 
= (一 D 三 ,一 1 2) 
故 f(z) 在 [一 ,rz] 上 按 余弦 展开 为 
对 + 人 4 一 eosnr zzE [一 rz] 
ee 
(2) a 且 
re 
x 0 


2 


一 地 (= 污 一 cosnz 十 全 sinaz 十 cosnz) |; 
于 (Dt D1 = 1,2,0). 
故 f(z) 在 [0,”] Re 


Dt! < sin(2k + 1) 
2r 六 人 一 sinnz 一 一 (六 十 和 = 7,7€ [0,z]. 


nl 
2 


(3) 由 于 m= 工 | zidz -好 


@ 一 二 Z2cosnzdz 
LL 0 


2 
1 (esinnz 十 Zz cosnz 2 sinaz) [Ss 
Tn Rn n ® 


pe 


1 fa 
各 一 一 | zsinnrdz 
x Jo 


1 2 2z ， 2 
一 = Ss 十 元 sinnz 十 高 cosnz) 1。 


= =, (= 1,2,). 
故 f(z) 在 (0,2r) 上 可 展开 为 
2 Es 7 
杞 十 2 2 4D) EE = ,zs € (0,2n). 


sl 


在 展开 式 (1) 中 令 z 二 ,得 


和 


一 1882 一 
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到 十 Dp CC.) 
于 是 > 去 = 区 . (1 
在 展开 式 (2) 中 , 令 z 一 得 经 + 1 CD 一 下, 于 是 
立 CC- (2) 


将 级 数 (1) 与 (2) 相 加 ,得 
rl 
2 


3 1 二 
即 2 re Di (3) 


1 ! 1nz 
10. 3. 54 已 知 2 三 一 等 ,计算 | Ear 


解 | lnz jz 人 eza z 十 卫 一 …… 十 (-- TD 十 …)dz 


o1 十 z 
一 [KS 1)"zlnz)dz 


a=0 
一 >) Fc- 1)"z"Inzdz. 
so 
和 me 一 1 = wr. 
因为 | zanzdz = 二 Ta 一 0,1,2,…), 故 


| i zz 一 3 [Ke 1)°z"Inzdz 


Se ee 1 所 -A 
a 2 D's 


a=0 
[一 1 十 玄 一 训 十 起 一 “十 (一 1)" 吉 十 …] 
1 1 1 
= (一 1 一 站 一 硬 一 “一 吝 一 “) 
1 3 
二 2( 去 Ft “+ et") 


一 1813 一 
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2 +2 ty 于 二 > 
6 
10. 3.55 求 函 数 f(z) 一 。“ 在 [一 去 ,元 ] 上 的 最 小 值 ,并 求 出 最 
小 值 的 近似 值 , 使 其 误差 不 超过 10-. ~- 
解 ” (7z) = 一 2ze-, 令 下 (z) 二 0, 得 唯一 驻 点 z= 一 0, 而 f(0) = 
1 一方 ) 一 了 到 ) 一 e+ 


zr 
nl 


2 
因 “ 一 1 十 z 十 末 十 … 十 
1 1 


十 …, 令 z= 一 本 ,得 


1 TI 
tat tat 
< 0. 00261， 


24 56 沁 0. 00016, 取 前 四 项 就 可 使 误差 小 


e 十 一 1 十 (一 
由 1 

6X 64 
于 10-:, 故 


+ DE | 
LB ee i 
1 一 也 十 一 384 一 77864 


因此 所 求 的 最 小 值 为 了 土 二 ) = 。+, 其 近似 值 为 0.77864. 
10. 3. 56 ” 根 检 关系 式 [ea = 二 计算 级 数 1 一 十 十 二 一 古 


要 


十 避 十 (一 D5 十 … 的 和 . 


1 1 1 1 1 1 1 
一 | am 一 | za = | zs sdz »o 
解 1 人 dz， 4 六 dr, 7 f dz 16 [KE dr 


» 三 二 1 _ 1 Pr 十 1 a 
所 以 1 一 了 + 二 而 + 二 (二 Db 


一 Ca 一 ee + [a 一 十 (一 De fsa 十 ……， 
因为 1 一 肛 十 x 一 攻 十 … 一 T 二 二 两边 从 0 到 = 积分 得 
i sg 
hy Te te 
由 有 理 函 数 积分 法 ,得 


一 I — 
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| = 言 n2 十 本 


1 
3 一 人 


， eg 
所 以 1 Tt 106+ 在 区 一 -si 


了 A 


1 EA 
一 可 (十 一 一 ). 


A 


10. 3. 57 。” 先 计算 积分 / 一 ， 一 zsdx (Ga 为 正 整数 ) ,然后 证 明 
等 式 


CD 有 1 
立志 3 


上 二 0 


解 ” 令 z= sint, 则 有 
1= eco 


2n .22 一 2 .2 一 4 4 .2 
2 十 1 -2 一 1 2 一 3 5 3 
= QV1! 
(2 + Di! 
另 一 方面 ,(1 一 2 = >) (一 D'Ciz*, 则 有 
be 
1= | (1 一 oO 上 六 一 1)*Ctzzdz 
由 二 
一 S) [| (一 DACszzdz 一 2 1 i 
Pe 
& 3 (2n)!1 
于 是 立 Da Cn + DIT 
10.3.58 设 F(z)== cosnz 
之 Vm 十 n 


(1) 证 明 f(z) 处 处 连续 3 
(2) 若 w(z) 是 F(z) 的 原 函 数 , 上 且 p(0) = 0, 证 明 : 


V2 1 V2 


x 
CR A 
证 (1) 对 任何 z, 都 有 


= 十 本 一 
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Cosnr . 近 1 _ 
Yas 十 Vn 
a 在 


= Vn+n 
(一 co, 十 00) 内 一 致 收敛 ,又 级 数 的 各 项 一 2 一 在 (一 co, 十 co) 内 
内 VO 二 Rn 
都 是 连续 的 ,所 以 它 的 和 F(z) 在 (一 co， 十 co) 内 也 是 连续 的 , 即 F(z) 
处 处 连续 . 
(2) 若 p(x) 是 F(z) 的 原 函 数 , 且 p(0) = 0, 则 
[ear 


pz) = [rwar = V = Ssinnr 
| 2 


sn 


于 是 p( 子 ) Se 方 te 
二 二“ 为 交错 级 数 ,显然 及 <tdimw 一 0, 此 级 数 收 化， 
故 有 ?等 ) < 

若 取 余 项 | 有 .| < -< 7 
则 有 9( 也 ) > i 二 天 让 
即 ee 


1 3 
10. 3.59 设 函 数 f(z) = 二 所 A We 霹 序 十 “十 法 旭 诡 十 … 


(1) 证 明 :f(z) 在 [各 ,也 ] 上 连续 ; 


到 
(2) 计算 | f(z)dr. 


L 


8$3 伟 里 叶 级 数 


ea 


解 (1) 当 半 入 zx 福 可 时 ,有 1 于 去 | 入 去 这 


1 玛 
te 2 
而 im 二 一 2 一 二 <1， 故 级 数 去 吕 训 收 敦 . 由 维尔 斯 特 拉 斯 
1 2 
Pi 
甸 在 [各 ,所 ] 上 一 致 收 合 , 又 易 见 函 数 


判别 法 知 ,函数 项 级 数 > 去 吕 孙 
等 ,于 ] 上 过 


项 级 数 的 各 项 在 [- ,于 ] 上 是 连续 的 ,因此 ,函数 f(z) 在 [ 


续 . 
(2) 因为 函数 f(z) 在 [二 ,到 ] 上 一 致 收敛 , 故 逐 项 积分 ,得 
1 
上 f(z)dr = | tg 到 + 人 te dz 十 
本 


十 [ee 去 芭 训 dz 十 … 
生 


于 
{ 一 lncos 3 Ineos 3 jncos 2 »} > 
F 
= In(eos cos 识 os 训 | 
到 
Sinz 3 
ln 2 sn 
10.3.60 设 faz) = 吓人 L 二 对，(z > 0), 定 义 OO 
令 4= 40) + 4 二) 十 … 二 4CL) … 试 证 :2 <4<1. 
证 ”考察 In(1 十 1) 的 泰勒 展 式 
nl 二 =t 一 夯 十 二 一 竺 十 …， 
一 BI” 


第 十 章 级 数 


当 t€ (0,1) 时 , 右 端 的 级 数 是 一 交错 级 数 . 所 以 
[sy 2 前 和 t 
瑟 二 写 一 +“<0, 本 一 了 二 >>0. (GD 


2 
即 n+D < nd+) > ,te (0,1]. (2) 
当 zE (0,1] 时 ,利用 (2) 可 得 
fini+2) 
4 = 下 可 一 一 二 ts in + oa 


1 二 证 
> 计 训 je Eu THz 2 .6) 
a 1 


1 
Ts" TF Tl-3) 


1 
了 "T2 
所 以 4= ACD 十 4( 去 ) 十 4 


十 


中 = 


U I 
Ua 
4 + 
Wg 访 
VvV |- 十 “十 
1 
ms + 


“|— 加- “|— 
mm 
SI- NI— 


|o 


tb 
| 
BA 
人 
BY 
Pd be 


又 4(z) 一 ta 去 [nC 十 z)]?, 当 z>E (0,1] 时 ,利用 (2) 


可 得 4(z) < 去 志 ,所 以 


4 一 4(D 十 4( 去 ) 十 4( 林 ) 十 … < 二 G 十 直 十 束 十 ……) 


_ 1 1 时 1 .hh 
到 [1 十 ( 率 十 京 ) 十 (让 十 二 十 府 十 去)++ ] 


1 1 
< [ll+2(5) 十 402) 十] 
es RS = 
a[l 2 22 ] 一 | 
一 1888 一 
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综 上 所 述 , 即 得 友之 4<1. 
10. 3. 61 。 设 级 数 > a、Y 4、》 ec 分 别 收 化 于 4.B.C, 且 6 一 
a=0 as=0 "=0 
aob. 十 aibi 十 十 abo, (1 二 1,2,…), 则 C= 二 4B. 
证 作 宕 级 数 > or、> br 与 > cr, 由 于 当 z 二 1 时 ,它们 都 
收敛 ,因此 当 |z| < 1 时 ,上 述 三 个 宕 级 数 帮 收敛 , 设 fm) = > ar， 


"0 


g(z) 二 > bz, 由 
mm 0 
limf(z) = f(D) = >)o 一 4， limg(z) = 9(1) = > 六 一 B， 
et "=0 sol "=0 


从 而 有 f(z)g(z) 一 De (ri<D. 且 z=1 时 ,等 级 数 YYcz 收 

伍 , 故 0 s=0 
f(1)g(1) = lim f(z)9(z) = yo， 

即 C= 45. ji 全 


10.3.62 设 f(z) = 》) 过 ,直接 证 明 f(z)1(G) = f(z 十 人. 
4 


i 站 二 Se SA 1 . 
证 f(z)f‘y) 和 wi Tai Pa Ye 


1 en 
2 Ci 人 


0 t= 


本 nl a 
-a ‘ 宛 . CG 
= >) Dy) 
a=0 ~ Ts 
= t+ 
"=0 


一 趣 二 一 
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上 述 级 数 在 |z| < 十 ce 及 ly| 过 十 吕 时 绝对 收敛 . 故 重新 组 合 是 允许 
的 . 事实 上 , 若 f(z) = e', 等 式 f(z)f(y) = f(z 十 y) 即 为 指数 函数 的 特 
征 . 


10. 3. 63 ”利用 无 穷 乘 积 的 敛 散 性 ,证 明 下 列 各 式 : 
la- 二) 一 到 
cd 
,11 i 
1 
C3) Lo- a Pe 
) 站 a ins 
2 


s=l 


) Tat z’ (lzl < D); 


27 


) ai 5 a 
解 GD 记 P = 1 一 去 ,由 于 部 分 乘积 


P=]]P= 4 一 页 0 一 而 )…(1 一 十 ) 


并 
到 
(2) 记 P.= 所 | ,由 于 部 分 乘积 
“ 2 一 1 3 一 1 nol 
“一 工 2 et 
到 十 2 十 1 > ( 
az 十 了) -~ 去， 


?~ co)， 


83 伟 里 叶 级 数 


人 十 2)Ca 一 1 


,由 于 部 分 乘积 
5 2... 
3 14 na 十 1 


故 Ta- re ee 
(4) 当 z 关 0 时 ， 于 部 分 本 积 


“(1 +) 


故 Tles 
(5) 由 于 (1 一 2)P, 二 (1 一 z)(1 十 z) 


a=l 
一 zz+l 


从 而 (注意 |z| < D, 忆 ,= ] 寺 一 一 To 一 co), 故 
a 
ITd + 2 = 1 


(6) 在 函数 sinz 的 无 穷 乘积 展开 sinz 一 zIla 


i—s 


E24 
ZR 中 , 令 


一 至, 则 有 
Ee 1 站 Ca 一 1)C3n 十 1)， 
sn = 1 ca -31l (3 
于 是 得 
至 
局 3n 3 _ 27 
B73 


3n 
了 一 3z 十 1 sin 持 
|! 
10. 3. 64 。” 试 证 下 列 无 帘 彩 积 的 收敛 性 ,并 求 出 其 值 ; 
一 1821 一 
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也 (2 十 ,DC2n 十 7? 
二 (到 十 3)C2 十 5 


co 0) 


» I + rt} 

) 由 于 部 分 乘积 2 

“9.5"11.7" 13... (2n ~ 3)(2r + 3) 

7 7 了 -9 ”5.1 “C2n — 1)(2n 十 1) 
.C2n ~ D(2n+ 5) (2n + 1)(2n+7) 
“Gn TF Dnt 3) "(an + 3) (ont) 


‘(n> 00), 


证 
P. 


(! 
3 
5° 


3 3 
一 二 。 一 二 
7 2 十 3 7 


A >] (2n + DC2n + 7) 3 
故 无 穷 乘积 上 | (3 二 52 十 5 收敛 ,其 值 为 了 
(2) 由 于 部 分 乘积 ' 


i. CTY 
| 人 站 | 
P= or4 aTa 0 二 Do (~ 00) 


故 无 穷 乘积 Te 中 收 化, 且 其 值 为 a- 吕 


a 
(3) 因 1 十 es ta 生生 区 ,又 部 分 乘 各 
2 3 


PT Dd gi lan 
(n—1)(at+1) n(n+t 2) 
(2 十 1 ed Ey 
一 一 


故 无 穷 科 积 开 ] [十 二] 收敛 ,其 值 为 2. 


10. 4.85 可否 由 乘积 ] ] 与 ]]4 的 收 全 性 得 出 下 面 乘积 的 收 
敛 性 . 
Tle.t os . 2) lle i 


PT En st 


一 18 型 一 
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11 prqes (4) nl 卫 . 


3 


解 (1 不 可 以. 例如 , 采 积 ]| Cie 如 用 [la 十 点 ) 均 收 笋 ， 


但 条 积 ]][O 一 二 ) 十 (1 十 点 = lle: * wv) 却 发 散 ， 
(2) 可 以 . 事实 上 , 部 分 乘积 Q. = 下 PB 六 二 (pip2…*p.)?， 当 
n= co 时 ,其 极限 存在 且 为 严 , 故 下 天 收 敏 , 且 其 值 为 严 , 其 中 Tlz. 


=p#0. 
(3) 可 以 . 事实 上 ， 部 分 乘积 Q， = (Pipa…p.)(9g2… 9)， 当 moo 


时 ,极限 在 在 且 为 z9. 故 I lo 收敛 , 且 其 值 为 pq, 其 中 I la. 一 ?天 0， 
De=vzo 

(4) 可 以 .事实 上 ,部 分 乘积 0. 一 号 24 天 0 一 1,2,…), 当 
”一 co 时 ,极限 存在 且 为 她 , 故 工 | 至 收敛 , 且 其 值 为- 其 中 工 w 
一 ? 关 0， [l=s#0. 

10. 3. 66 ”研究 下 列 无 穷 乘 积 的 收敛 性 . 

0) 开 十， 


站 到 十 am 十 了 
2 私下 从 于 的 其 中 当 之 由 时 ,到 十 加 十 0> 0 


cs) 于 = 一 一. 
也 VE 十 1 

解 (1) 由 于 通 项 == 二 一 0 (n-> co) 不 满足 收敛 的 必要 条 件 
.一 1, 或 者 说 ,由 于 部 分 乘积 入 一 二 一 0， Ca- 吕 ) ;得 每 项 不 为 堆 ， 


一 1823 -一 


第 十 章 级 数 


故 无 穷 乘积 本 [ - 发散 于 入 


onth oo)n+ Cb — 5b) 
二 an 二 Bb man 二 6b 


邻 a Cnt (bb) yo, 4 时 ,a~ 去 ,由 于 疏 亦 收 


(2) 通 项 p. 二 


22 十 on 十 力 


敛 , 故 原 乘积 收敛 , 当 wm 关 a 时 ,由 于 开 十 an 十 5 之 0 且 o, ~ 全 一 <, 故 
SD 发 散 .从 而 原 乘积 也 发 散 . 
(3) 通 项 m 上 -一 , 故 Inp, = 一 去 In(1 十 十 )， 


考虑 级 数 


由 于 级 数 3 十 , 故 级 数 Dnt 十 吉 ) 收 伍 ， 从 而 级 数 Dnr kg, 


因此 ,无 穷 乘 积 1 收敛 . 


=1 Va 二 1 
10. 3. 67 ” 求 函 数 f(z) ,使 它 满足 方程 frar =e—1. 
解 ” 设 f(z) = >)ar, 将 其 代入 方程 得 六 (> an) = “一 1， 
即 
二 ja 十 1 
De -了 CE Dr 
比较 系数 ,得 a 一 zara1' 级 数 Dr 一 yat* 的 收敛 区 间 
为 (一 co, 十 co) ,因此 有 


2 Ea 号 1 2 
| gr rr. rr 


一 1824 一 


故 f(s) = 可 FE DT, =E (一 ,十 oo) 为 所 求 的 函数 
10.3.68 求 a T 的 和 函数 . 


解 因 |z ,而 DE T 收 伊 ,所 以 此 级 数 收敛 . 
若 令 f(z) 一 DE= 二 RE 


再 逐 项 积分 ,注意 到 》) se = 3 一 83 十 2 ( 见 10.3. 32 题 ), 所 


以 
fsa) Sas . > 5 


Se ey COSNZ 
不 立 泊 + Da 
3z: 一 Gaz 十 2m2 
12 


Sn 1 
十 2 ne 一 1)° 


一 一 f(z) 十 


由 此 式微 分 一 次 并 令 z = 二 0, 得 
二 (于 二 最 土 瑟 ) 1 ed 


再 微分 一 次 , 则 f(z) 一 一 PCz) 十 去 十 cosz. 解 此 微分 方程 ,由 fC0) 


地 (由 简单 变换 法 求 得 ) 确定 积分 常数 ,得 


> cosnz _ cosz (Fr)sinz+ 
A 4 2 


一 1835 一 
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10. 3. 69 。 求 极限 lim [eareinz — £01 ~ 2] 而 | 


解 此 极限 属于 型 ,用 洛 必 达 法 则 比较 麻烦 . 由 
cos?zsin2z 一 -sinz2z 一 5 一 cos4z) 


1 
8 8 ee 
4 4 
8 .4! 8 .61 61 


ods)™ 


和 (一 t= + 如 一 


于 是 lim Cos’zsin?r 一 zz(] 一 z?)$] 


m0 于 


32。。 2, s 
Jim 5 9*) 十 o(z5) 22 
45 


0 Ea 


6.3.70 求 极限 lim (1 一 z); DE 


解 ” 当 |z| 过 1 时 ,有 3) 一 和 .两 边 对 求 导 , 得 


n=l 


全 3 2 
Mm (1 — #3 一 rt (ps 
= lim [z(1 一 z) + 2z*] = 2. 


一 236 一 
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10. 3.71 ”利用 级 数 求 极限 
lim(1 十 可 十 可 十 “十 吉 )- 
解法 1 把 偶 函 数 f(z) = z? 在 区 间 [ 一 x,x] 上 展开 为 储 里 叶 级 
数 ,因为 函数 z? 满足 狄 利克 雷 条 件 , 故 健 里 叶 系 数 
了 5 二 站 二 | ee 人 
2 3 
ao 一 三 [ cosnzdz 二 一 二 | zdsinnz 


= 之 [zsinaz| 一 2 zsinnzdz] 


= 和 zdcosnz 一 时 [reosnzl 一 『 cosnzdz] 


一 起 [( 一 D'x — Tsinnz|’] 
= (—1) ,2 *)， 
b= 0, (x= 1,2,.…). 
所 以 z== 本 十 之 (一 D' 入 cosnr 再 令 z 二 7, 则 得 


2 Cy 2 二 SA 1 
于 一 可 二 42 人 一 DD) 一 可 十 427 而 ， 


2 


Jim(1 十 可 十 训 十 … Se 去) 一 在 . 


解法 2 ”把 函数 w(z) 一 > 在 区 间 [0,71 上 展开 为 余弦 级 数 , 即 把 
9(z) 一 z 在 区 间 [ 一 r,0] 上 作 偶 延 拓 后 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 求 得 系数 


b. = 0; 
= “xdz = 和 53 
au 一 多 “zeosnzdz sd ear 
x Jo RN Jo 
2 i 
[zsinnz|。 J sinaas] 去 cosnz | 
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4 
一 二 (eoonr 一 1) 一 | zt 当 " 为 奇数 时 ; 


Ne 


0 ” 当 w 为 偶数 时 . 
(2a 一 1)z, 再 令 z = 0, 得 


4 忆 
所 以 ，z = 2 


LL 4 N= 
Ve 也 光宇 (Bm 一 1 从 而 得 ， 本 tm 一 1 一 8" 于 是 


:一 计 =1+ 吉 十 训 十 一 十 走 十 
a es a | 
至 ” 环 C2n — 1) 


1 ! 
+ [去 十 志 + 京 +… 十 证] 


A 
lim(1 十 让 十 吝 十 。 a 


10. 3. ?2 ”利用 级 数 求 极限 tm (1 十 右 十 吉 十 … 十 六). 
解法 1 把 函数 z' 在 区 间 [0,x] 上 展 成 余弦 级 数 ,其 传 里 叶 系数 


ao 一 三 fr = Ss 
.= 之 ee 一 “| zdsinnz 
一 去 上 Zidcosnz 起 [( Dw 3 | Fear] 
一 《一 3 dn 
一 (一 1 5 一 de 全 ， 
La 


§ 3” 传 里 叶 级 数 


所 以 z= 


a Cl < 1 
令 z= ,得 le 页 一 名 2 、 
利用 上 题 结 果 , 得 
二 = 让 等 一 + 上书 让 


一 工 (五 RL eS 
一人 TB) = 


4 


即 tim(Q 十 友 7 十 高 十 .十 十 ) 二 而 


解法 2 把 区 数 在 区 间 [0,*] 上 展开 为 信里 时 余 引 级 数 ,利用 与 
解法 1 类 似 的 方法 可 得 同样 结果 ,但 方法 较 z' 稍 繁 . ( 略 ) 


解法 3 ”由 阿拉 伯 判 别 法 知 ,a, = 十 之 0 (x = 1,2,3…)， 


lma(z- 一 1) 一 ma[ 亿 二 六 于 一 ] 
a lim tratl > 


所 以 , 正 项 级 数 立 二 是 收敛 的 . 
再 将 偶 函 数 7G) 二 |z| 在 区 间 [ 一 2,2] 上 展 为 傅 里 叶 级 数 , 其 系 


数 为 : 
“= 了 [ll = ft = 2 
Pe Lg 2 nx 
a, 2 J reos 2 2dz 二 pi 
> 二 nT 4 
i 2 | sn dr 一 RA 77 


一 二 [5 1)° — 1]; (n= 1,2,.) 
b= 0, (a= 1,2,.). 
由 于 函数 f(z) = |zl 满足 狄 利克 雷 条 件 ; 故 


lz| =1+ 和 cc D'— em 宛 3 
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又 因 f(z) = |z| 在 [一 2,2] 上 连续 , 则 帕 塞 伐 (M. A. Parseval) 便 
等 式 
二 | ro = 本 + G+ 
成 ,这 时 1 2,f(D) 一 la, 故 有 
二 lzlstz 一 2 十 A D" ~ 13, 


2 
即 e+ > 去 [( 一 1) 一 1:， 


于 

2 

8 64 Sn .4 
或 =2+ 1 >) 二 57 由 此 可 得 ， Dt 357 


Cl 1 1 1 有 
> T 一 1 十 序 十 到 十 机 十 京 十 京 十 
一 (二 机 十 页 十 人 十 (二 十 冯 十 南 十 ……) 
1 1 | 
Rs 2 any 
-> + 机 沁 击 
Gy +t 
= 其 i 云 :中 
得 s 二 元 " 十 站 = 所 以 ,s 15 6" 一 30 , 即 
RD 1 1 dl 
十 一 1+ 南 十 机 十 人 = 0 


lim(! 十 识 十 剖 十 ~… .十 证 ) = 高 下 

解法 4 作 sinz 的 竺 级 数 展开 式 与 了 它 的 无 穷 乘积 展开 区， 令 其 相 

等 ,两 边 取 对 数 后 再 作 宕 级 数 展 开 并 整理 ,然后 比较 同 次 寡 项 的 系数 ， 
同时 可 得 
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700007001111 
§ 1 微分 方程 的 基本 概念 
内 容 提 爱 


含有 自 变量 、 未 知 函 数 与 未 知 函 数 的 导数 的 方程 称 为 微分 方程 . 未 
知 函 数 是 一 元 函数 的 微分 方程 , 称 为 常 微 分 方程 ,简称 微分 方程 . 它 的 
一 般 形 式 为 

Plz,yy 9, y) 一 0. 

微分 方程 中 未 知 函 数 导数 的 最 高 阶 数 称 为 方程 的 阶 . 微分 方程 按 
方程 的 阶 数 可 分 为 一 阶 微分 方程 与 高 阶 微分 方程 . 

使 微分 方程 成 为 恒等式 的 函数 称 为 方程 的 解 . 如 果 方 程 的 解 中 独 
立 的 任意 常数 的 个 数 与 方程 的 阶 数 相同 ; 则 称 它 为 方程 的 通 解 ;根据 初 
始 条 件 确定 出 通 解 中 的 任意 常数 就 得 到 方程 的 特 解 . 凡 用 于 确定 运动 
的 初始 状态 或 表示 曲线 在 某 一 点 特定 状态 的 条 件 ,一般 叫做 初始 条 件 . 

在 本 章 , 如 果 不 加 说 明 , 英 文大 写字 母 C 均 表示 任意 常数 . 


问题 与 解答 
11.1 1 求 以 三 参数 曲线 族 ? 一 时 十。 为 通 解 的 微分 方程 
解 ”将 给 定 的 曲线 方程 化 为 
(z+ Oy=artb, (1) 
对 方程 (1) 的 两 边关 于 = 连续 求 三 次 导数 ,得 二 3 
(2) 
188 = 
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2y 十 (z+ oOw=0, (3) 
3 + (z+ Oy =— 0, (4) 
从 (3)、(4) 两 式 中 消去 参数 c, 得 
3 一 车 yr 一 0, 或 yy 一 吝 (y7 
这 就 是 所 求 的 微分 方程 . 
11.1.2 求 平面 上 的 图 族 所 满足 的 微分 方程 . 
解 ” 设 平面 上 的 贺 族 为 
人 一 9 十 @ 一 D: 一 六 (GD 
将 (1) 式 连续 对 z 求 导 三 次 ,得 


z—a+Gy— Py = 0 : (2) 
1+ GQ— Ay+y’=.0, (3) 
(y— Py + 3 = 0. (4) 


从 (3)、(4) 两 式 中 消去 参数 6 得 
y+ — yy = 0. 

这 就 是 平面 上 的 回族 所 满足 的 微分 方程 

11. 1. 3 ”有 一 抛物 线 族 , 其 对 称 轴 为 y 轴 , 且 具有 公共 焦点 (0,0)， 
求 以 此 曲线 为 通 解 的 微分 方程 

解 以? 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 族 的 一 般 方程 为 

27y 一 22 十 5 (1) 

焦点 为 0, 元 十 号). 因为 原点 (0,0) 为 其 焦点 ,所 以 , 记 十 号 一 0, 从 
而 解 得 


一 一 及 (2) 
将 (2) 式 代入 (1) 式 ,得 抛物 线 的 方程 为 
2py = 7 — pp. (3) 
将 (3) 式 的 两 边 对 z 求 导 , 得 2py = 2z, 从 而 解 得 
p= 六 (4) 


将 (4) 式 代 入 (3) 式 , 得 


衬 -= 一 到 ， 即 2 一 zy 一 1 
这 就 是 所 求 的 微分 方程 半 ， 
“对 下 列 划 线 读 求 满足 给 定 祝 杀 体 的 -条 轴线 CILL 4_11.1.5 
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题 ) : 
11.1.4 3 一 Cisin(z 一 C)，3|,-- 一 1，y| -一 0. 
解 y = Cicos(z 一 C2). 由 初始 条 件 , 得 
(2 一 Cz) 一 1， 即 ge =1, 
Cicos(r 一 C2) 一 0， 一 cosC: = 0. 
由 此 解 得 C1 二 1, 0: 二 也 ,或 01 一 一 1 0: 一 一 也 
将 C1.C: 代 入 给 定 的 曲线 族 方 程 ,得 y == 一 cosz, 这 即 为 所 求 的 曲线 
方程 . 
11.1.5 y= Ce "+ Cx + Cx”, yl.-0=0, y|.-0= 1, 
|):-0 =— 2. 
解 y = 一 Ce" 十 Cze’ 十 20se*, y= Ce" 十 Cre’ 十 4Csez. 
由 初始 条 件 ; 得 


—0+C:+20:= 1, 

Ot+ C+ 40,=— 2, 
由 此 解 得 C1 = 一 局 ,= 三 ， c = 一 全 . 和 将 C1.C1.C; 代 入 给 定 的 曲线 
族 方程 ,得 ; 


{oto 


y= 二 (一 5e- 十 9er 一 4em). 


这 即 为 所 求 的 曲线 方程 . 
11.1.6 验证 y 二 zx 一 2arcctg(C 一 z) 是 微分 方程 y = cos(z 一 9) 
的 通 解 . 
证 将 y 二 + 一 2arcctg(C 一 z) 的 两 边 对 z 求 导 , 得 
Ps 
T+ (CO— 7 
因为 z 一 y = 2arcctg(C 一 z) ,所 以 
cos(z 一 y) = cos2arcctg(C 一 z) = 1 一 2sin’arcctg(C — z) 
2 2 
1 oarccBtO zl TT 
故 y 二 zx 一 2arcctg(C 一 z) 是 y = coslz 一 y) 的 通 解 . 
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§ 2 ”一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 
内 容 提 要 


1. 变量 可 分 离 的 微分 方程 
形 如 
氏 = MONG) (D 
的 方程 称 为 变量 可 分 离 的 微分 方程 . 


当 N(y) 天 0 时 ,将 方程 (1) 分 离 变量 后 积分 ,得 其 通 解 为 
元; = [xcoe 十 c. 
2. 一 阶 线性 微分 方程 
形 如 y 十 P(z)y = Q(z) 的 方程 称 为 一 阶 线性 微分 方程. 当 Q(z) 三 


0 时 , 称 为 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 ; 当 8(z) 兰 0 时 称 为 一 阶 线性 非 齐 次 
微分 方程 . 


一 阶 线性 齐 次 微分 方程 
y+P(z)y=0 (2) 
是 变量 可 分 离 的 微分 方程 ,其 通 解 为 y 二 Ce -ee 
一 阶 线 性 非 齐 次 微分 方程 
¥ ++ P(r)y = Q(z) (3) 


由 常数 变易 法 ,得 其 通 解 为 
y = e-jee[ ocala + oo]. 


3. 齐 次 微分 方程 
形 如 


僵 = 了 了) Cg) 
的 方程 称 为 齐 次 微分 方程 
通过 变量 置换 过 二 “或 zu, 可 将 齐 次 方程 (4) 化 为 变量 可 分 离 
一 三 到 一 
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的 微分 方程 
du dz 
让 f(w), 即 元 Pa 
解 此 微分 方程 ,并 换 回 原 变量 , 便 得 齐 次 方程 的 通 解 . 


4. 形 如 y 一 f( 呈 十 2 十 0 的 微分 方程 


G27 十 bzy 十 cz 
形 如 
(其 中 ai、az、b1、bz、c1、cz、 均 为 常数 ,上 且 c 与 c: 不 同时 为 零 ) 的 微分 方程 可 
按 下 列 方法 求解 : 
CD 当 | ” | 天 0 时 ,通过 轩 换 x 二 xX 十 hy 一 Y 十 4 可 将 原 方程 
化 为 齐 次 方程 
-f(t oy) 
~ qzX 十 b27 
其 中 与 4 可 由 方程 组 { 十 必 十 一 0” 确定 . 
(2) 当 | "|= 0, 即 和 一 全 二 二 时 ,通过 置换 az 十 by = 
可 将 原 方程 化 为 变量 可 分 离 的 微分 方程 
1 ,du 4 十 ci du 
(CG ), 即 kz. 
bl ad: Ma 十 cz 十 e 
本 bf 计生) 十 a 
5. 贝 努 利 (Bernoulli) 方程 
形 如 
y 十 PCz)3 = Q(z)y (6) 


(4 为 实数 , 且 4 关 0,1) 的 方程 称 为 贝 努 利 方程 . 
通过 变量 置换 y= 4, 可 将 贝 努 里 方程 化 为 一 阶 线性 微分 方程 
1 du 
二 “下 十 PCzD)u = 0(7), 
即 本 + (1 一 AP(z)z 一 (] 一 AQ(Cz). 
故 贝 努 利 方程 的 通 解 为 


y= eo- » Jee 2 fe: 一 人 D8Cpere5 fee 让 ql. 


ww 
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6. 全 微分 方程 (恰当 方程 ) 
如 果 微 分 方程 
Plz,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (7) 
的 左 端 恰好 是 某 一 个 函数 u(z,y) 的 全 微分 , 即 3 
du(z,¥) 一 Pl(z,¥)dr + Q(z,y)dy, 
则 称 该 方程 为 全 微分 方程 . 
设 函 数 P(z,y) .Q(z,y) 在 单 连通 区 域 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 
方程 Plz,y)dz 十 9Cz,y)dy 二 0 是 全 微分 方程 的 充 要 条 件 是 


PP_% 
惫 = 二 (8) 
在 区 域 C 内 恒 成 立 . 
全 微分 方程 (7) 的 解法 如 下 : 


(1) 观察 法 (分 项 组 合法 ) 

对 于 较 简 单 的 全 微分 方程 (7), 可 以 将 方程 左 端的 PC(z,y)dz 十 
Q(z,y)dy 重新 分 项 组 合 ,次 成 某 个 函数 的 全 微分 

(2) 曲线 积分 法 


方程 (7) 是 全 微分 方程 的 充 要 条 件 (8), 也 是 曲线 积分 | PCz,pDd 


十 Q(z,y)dy 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 , 所 以 可 以 任 取 一 条 自身 不 相交 的 
路 径 来 积分 ,得 到 全 微分 方程 (7) 的 通 解 为 


I Plzsdz + Q(z Ddy 一 C， 
(zs0"10) 
。 ; 
即 ea+ f otray = 0 
0 so 


或 [ P(z,y)dz 十 『 Qs dy = C. 
0 Yo 


7. 用 积分 因子 法 求解 的 一 阶 微分 方程 
如 果 微分 方程 
Pl(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0 (9) 
不 是 全 微分 方程 , 即 守 于， 但 有 一 个 适当 的 非 零 函数 4= Atz,9)， 
使 得 该 方程 乘 以 x(z,y) 后 成 为 全 微 方程 
HA(Cz,3gD)P(zys)dz 十 p(x,9)Q (zy) dy = 0, 
即 aP -0 - 
一 滁 ; 则 区 耳 数 xz; 为 该 方程 的 积分 因子 


一 到 9 一 
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函数 u(z,y) 是 方程 (9) 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 
auP) _ auQ) 
% 下 “ 
在 比较 简单 的 情形 下 ,积分 因子 可 以 赁 观察 得 到 . 
8. 用 变量 置换 法 求解 的 一 阶 微分 方程 
有 些 一 阶 微分 方程 可 以 通过 变量 置换 化 为 前 面 五 类 中 某 一 类 一 阶 
微分 方程 (变量 可 分 离 的 微分 方程 .一 阶 线性 微分 方程 、 齐 次 微分 方程 、 


形 如 ! = 也 于 十 好 寺 9) 的 微分 方程 \ 贝 努 利 方程 ). 确定 置换 函数 
通常 没有 固定 的 法 则 ,要 根据 方程 的 特点 来 确定 . 


(10) 


问题 与 解答 
1. 变量 可 分 离 的 微分 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 1 一 11. 2. 9 题 ) : 
11.2.1 y= 1=5 
解 ”分 离 变 量 ,得 
dy 二 dr 
v1l—y 1 一 2 


积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
arcsiny 一 arcsinz 十 C. 
11. 2. 2 sec’ztgydz 十 sec’ytgzdy 一 0. 
解 分离 变量 ,得 


Sec3 Sec’y 
dz 十 一 一 dy = 0. 
tgz tgy 四 


积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
lntgz 十 lntgy = ljnc， 即 tgztgy = c. 
事实 上 ,由 积分 公式 | 笠 =- mn1z| 十 0, 应 得 通 解 为 
Inltgz| 十 Inltgy| = In1C|，(C 为 任意 常数 ). 
即 ltgztgy| 二 1C1， 亦 即 tgztgy 一 士 C. 
因为 C 为 任意 常数 ,所 以 上 式 可 以 记 作 tgztgy = C- 
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为 了 简单 起 见 , 一 般 在 不 影响 结果 的 情况 下 ， 今后 对 形 如 | 呈 S ec 


的 积分 结果 , 均 省 略 绝对 值 符号 ,写成 | ur 一 Inf(z) 十 C 

11. 2.3 xz( 防 一 DE 1)dy = 0. 

解 ”分 离 变量 ,得 二 一 Tez 十 Fi = = 0. 积分 ， 得 所 求 的 通 解 
为 mn(z — DD) 十 In(y 1 即 ( 垃 一 D 人 一 D = c. 

11.2.4 z V1 二 yiz 二 yWVI 一 zty=0. 

解 ”分 离 变量 ,得 


le 
积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
VI—z+ Vir=c6: 
11. 2. 5 揽 = 10°+s, 
解 ”分 离 变 量 ,得 
10-rdy = 10*dz. 


积分 ,得 通 解 为 


10-， 10 0 
二 二 一 0 


11.2.6 (e+ 一 edz 十 (et 十 enDdy 一 0 
解 分 离 变量 ,得 


oe o 
FF 十 ie 一 0. 
积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
In(e 十 1) 十 in(er 一 1) 一 InC， 
即 (十 1)(Ce 一 1 一 C. 


11.2.7 y+ sinz 二 3 一 sin 3 
解 将 给 定 方程 变形 为 
y 


LM 
¥ 一 一 2cos Fsin 2 


分 离 变量 ,得 
一 i886 一 


§ 2 一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


2cos dz. 


in -站 
sin -7 


积分 ,得 通 解 为 
In[ese 去 — ctg 二] 一 一 2sin 元 十 Cl， 
Ce 本 ,CC = er). 


即 csc 和 ctg 
11.2.8 y— zy =a(y¥ + y). 
解 ”将 给 定 方程 化 为 
.ato =y— ay. 


dz 


分 离 变量 ,得 
7 
ya 4 十 工 
积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
万 二 1 = In(a + z) 十 InC. 


即 Fi e+). 
11.2.9 3 一 zy = (y+ y). 


解 ”将 给 定 方程 化 为 
(z+ =y— my. 


分 离 变量 ,得 
dy dr 
一 Ag2 了 十 和 
积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
lny 一 In(1 ~— xy) = In(z + 7) 一 lnC 
Os 


“TI 


即 
对 下 列 微 分 方程 , 求 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (11.2. 10 一 11. 2. 


12 题 ); 
11.2.10 y 一 ex- y= 0. 
解法 1 分 离 变量 ,得 edy = e*dz. 积分 ,得 通 解 为 
口 一 十 
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由 让 :~o 二 0, 确 定 C 二 去. 故 所 求 的 特 解 为 
= 让 (十 DD 或 2 一 "一 1 二 10. 

解法 2 ”分离 变 量 ,得 edy = e*dz, 积 分 ,得 
[ew = ear, el1= 地 二 二 


E23 
亦 即 。 二 二 (er 十 D). 这 就 是 所 求 的 特 解 . 
12 sinz 并 = ylny, ys = €. 
解法 1 分 离 变 量 ,得 -和 = -此 .积分 ,得 通 解 为 


ny sinz 
Ininy = In(cscz 一 ctgz) 十 InC, 
即 Iny 二 C(cscz 一 ctgz). 由 y|:-# 二 。 确 定 C = 1. 故 所 求 特 解 为 


Iny = cscz 一 ctgz. 


解法 2 “分离 变量 ,得 -和 @ = -此 .积分 ,得 所 求 的 特 解 为 


yny sinz” 


dy =| 2 
yny JFsinz’ 
即 ln(lny) = ln(cscz 一 ctgz)， 
亦 即 Iny = cscz 一 ctgz. 
a: 
11. 2. 12 党 1 一 z 十 六 一 zi 外 -一 1. 


解法 1 ”将 给 定 方程 变形 为 
至 = D+) 
用 分 离 变量 法 , 求 得 原 方程 的 通 解 为 
arctgy 一 一 了 十 5. 
由 初始 条 件 !(0) = 1, 确 定 C = 于 . 故 所 求 特 解 为 
arctgy 一 z 一 了 十 也- 


解法 2 分 离 变 量 ,得 
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§2 
dy _ 2 
了 = (1 一 z)dz. 
积分 ,得 所 求 的 特 解 为 
人 =[a 一 z)dz 


即 arctgy 一 z 一 到 十 子 : 
11. 2. 13 。 求 满足 一 一 |y 十 1| 十 |y 一 11,y(0) = 0 的 连续 解 
解 ” 当 ?> 1 时 , 原 方程 为 y = 2 或 他 一 2dr, 积 分 得 my 十 nc， 


一 2z, 或 z= 到 mcoi 
当 一 1<y< 1 时 , 原 方程 为 w = 2, 积 分 得 , 2z 二 y 十 Cz, 或 x 二 


至 g 十 co 
当 y < 一 1 时 , 原 方程 为 y 一 一 2y, 或 一 盏 = 2dz, 积 分 得 
2 


一 In( 一 站 十 In0; = 2z， 或 z= ln a 


由 条 件 y(0) = 0, 得 C: = 0. 再 利用 解 的 连续 性 , 即 


二 了 二 sm ,Ey 


mn 2 
= 1 
-1-0 一 jo 2 
由 此 可 确定 出 C; = e, C; 一 二 . 故 所 求 的 连续 解 为 
二 2 十 了 ny， 3 二 1 
z= -1<y<1; 
y<—1, 


一 志 [1 十 In( 一 DJ， 
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ez z=> 站 ， 
1 1 
或 3 一 12z， -< 
el 


2. 一 阶 线性 微分 方程 
11. 2.14 用 常数 变易 法 解 线性 微分 方程 型 一 ytgz 一 cosz. 


解 ” 先 解 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 绒 一 yigz = 0. 分 离 变量 ,得 


dy 


yy = tgzdz. 
积分 ,得 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 
lny 一 一 lncosr 十 InC， 即 y= 所 
设 给 定 的 非 齐 次 方程 的 通 解 为 y = 2 ,代入 该 方程 并 整理 化 简 ， 


得 
CI(Cz) = cos’z. 
积分 得 C(z) = 于 十 了 sin2z 十 C. 故 原 方程 的 通 解 为 


y= 志 字 十 卫 sin2z 十 C). 


求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 15 一 11. 2. 29 题 ) : 
11.2.15 电 十 也 一 1. 
dz 工 
解 ” 设 PCz) = 士 , 8(z) = 1, 则 所 求 通 解 为 
y = eeoe[ ocala 二 C1] = e- 旋 ( [Es 十 CD 


双 ee(|e 有 o) 区 (aa +ocj= 土 ( 殷 ra 
即 2 0 
11.2.16 zy 十 y 一 2 十 3z 十 2. 


一 1842 一 


$ 2 一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


即 


即 


解 。 原 方程 变形 为 y 十 羡 二 z 十 3 十 之 . 其 通 解 为 
y= ef [G+ 3 Zoltar + 0] 
= e-m[ fe 十 3 十 二 )endz 十 O] 


一 I[ fe 十 3z 十 2)dz 十 C] 


= 二 (村 十 号 2 十 2z 十 O， 
一 于 二 3 和 
本 2 二 


11,.2.17 《2 十 D 鱼 十 2zy 一 4z2. 
hz 
解 原 方程 变形 为 和 十 到 五 十 19 一 五 十 1" 其 通 解 为 
y= e-| 记 二 Po Bd + 0) 


ceo eero+a 


Ee FS + 0), 
Pp 
7 一 二 ITC32 十 0 
dy 1 
42 48 +TF -TF 
解 所 求 的 通 角 为 


y= ee[ | ee re 十 中] 


= o-jed+22 [nl+22 
ed [tse waz 十 C] 


-1 
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即 y ln le 
1—z 
| 
11.2.19 守 =29y 一 十 


解 ” 原 方程 变形 为 借 一 2zy 一 一 z= 十 z, 其 通 解 为 
y= el [= 了 十 zejczoedz + C0] 
=e[ [= 十 z)e-*dz 十 C] 
= Fe 十 C0) = ceo 十 邱 ， 
即 y= 二 Cer 十 于 
11.2.20 y 十 3 十 etgz 和 一 0. 


解法 1 将 原 方程 改写 为 王 十 ytgz = 一 3t8z. 这 是 线性 方程 ,其 通 
解 为 
y= e-Jwaf [c= 3tgz)ejaedz 十 C] = Cecosz 一 3， 


即 3 = Ccosz 一 3. 
解法 2 将 原 方程 分 离 变量 ,得 -后 3 =— tgrdz, 
积分 ,得 通 解 为 


in(y 十 3) = incosz 十 lnC, 即 y 十 3 一 Ceosz. 
11.2.21 y 十 3tgz 一 sin2z. 
解 ”所 求 通 解 为 
y = e -Jel Jsin2zeleeas 十 C) 


一 ew( |sin2ze-weoedz 十 C) 一 eosz 人 2 [aa EE o] 
一 cosr(— 2cosz 十 C) = Ccosz 一 2cos’z, 
即 3 = Ccosz 一 2cos2z. 


1.2..22 eastz y= tg. 


一 #44 


§ 2 一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


解 并 十 ysec2z = tgzsec2z， 


y= el rersecrzelm war 一 o] 


一 ee | ereerorar 十 o] 
e-w[(tgz 一 1)ew +C]=tgr— 1+ Ce wv, 
即 y= B87—1+Cew 
11.2.23 (zx?— 1)y 十 2zry 一 cosz 一 0. 


解 ” 原 方程 化 为 十 去 荆 1y 一 zs ,其 通 解 为 
| Ee raz + C) 


| ee ei 


= 于 le ps TGinz 十 C)， 
即 一 二 Ginz+ ,或 gz2 二 D 一 sinz=C 
四 二 
11.2.24 下 十 ye 
解 ”所 求 的 通 解 为 
站 Fe( fe ojeaz 十 c] 一 (ee 十 c] 
一 ez 十 C)， 
即 3 一 Ce 一 十 ze 一 
11.2.25 zy 一 一 ze 
解 ” 原 方程 化 为 y 一 和 3 二 e+, 其 通 解 为 
zy 一 ds( et eli + cj 
一 al be “eraz + C) 
= ot( fear + oe)= =e 二 (er 十 C)， 
即 y= er(e + 0). | 


A 
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11. 2. 26 至 = 
3 一 并 


解法 1 ”将 给 定 方程 变形 为 二 市 3 =1. 
方程 (1) 是 关于 变量 z 的 线性 方程 ,其 通 解 为 


z 一 ol dy 十 c] 一 十 


即 == 吉 + 二 或 六 一 2zy = cr 


(1) 


解法 2 ”该 方程 是 齐 次 方程 , 令 之 一 二 ww 或 y= zu, 则 原 方程 化 为 


du 和 22 一 好 
让 二 1, 即 z 且 一 上 


用 分 离 变量 法 解 方程 (2)， 得 ze2 一 2) 一 C. 
令 a 一 二 Stet 妨 -一 2zy 一 C. 


11. 2. 27 至 =: 
dr 


2 
解 条 大 方 和 认为 == 一 # 即 笃 一 
解 这 个 线性 方程 ,得 所 求 的 通 解 为 


xz 一 ee[ [c= ejay + C] = cer 十 二 2 二 2. 


11. 2.28 yidz 一 (所 十 2zy — z)dy = 0. 
解 将 司 帮 窜 安 形 为 


dr _ 2y— 1, ee 2y, 一 
wy pa 4 即 作 十 3 1. 
解 这 个 线性 方程 ,得 所 求 的 通 解 为 


z 一 lau [dP oj 一 Cyrer + 


11.2.29 ydzr + (] + yrdy = erdy 


为 和 十 让 如 一 所。 其 通 解 为 


z 一 e 此 (| 全 片 wzy 十 cj 


一 dd ze “tody 十 co)=s 四 |( fer 二 oj 


一 4184 一 . 


(2) 


8$2 一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


(lon tC) 
y 2 


2y y 
即 y= 苑 + 生 > 

求 下 列 微分 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (11. 2. 30 一 11. 2. 35 
题 ): 


曙 十 也 二 三 
11.2.30 站 十 吉 一 eg 一 0 


解 y=e 加 | de 二 c] 一 em"| ea 十 oj 
二 
也 
由 ,1 = 0, 确定 C = 0. 故 所 求 的 特 解 为 ?一 三 二 er- 
11. 2.31 ¥ 十 ycosz 一 sin2z， yl:-o = 1, 
解 y= | Jsin2zejeas 十 c) = em sin2zermaz 十 C 
= ee[2ewm(sinz 一 1) 十 C] = 2(sinz 一 1) 十 Ce 


由 y|:-o 二 1, 确 定 C = 3. 故 所 求 的 特 解 为 
y= 3e 十 2sinz 一 2. 


(fe + o) = tr — De 十 C]. 


11. 2. 32 cosz 到 = ysinz 十 cos y|:- = 1 
解 。 原 方程 化 为 错 一 ytez = cosz. 


y= dsl Jeosre- ear 十 c] = nd { [ee 9 a) 
= 志 (Jeeraz+ 0 一 起 (和 诗 + 守 +0). 
由 y|:=: 一 1, 确定 C= 一 1 一 子 . 故 所 求 的 特 解 为 
C3 Sin2z 


4 《一 
了 5 4 | 豆 )' 或 y 2cosz 


11.2.33 〈1 十 zsing)# — cosy 一 0， y|:-0 = 0. 
解 将 给 定 的 方程 改写 为 经 一 rtey 一 secy, 其 通 解 为 


Sinz 


je 


到 到 | Jsecye fray oj 一 Cd | [nn “ep 
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-而 e+- 中 


由 yl:-o 二 0, 确 定 C == 0. 故 所 求 的 特 解 为 < 一 5, 或 zcosy 一 外 
11.2.34 (1—2y++y=z, y(0)= 2. 
解 ”将 给 定 的 方程 变形 为 y 十 了 ;9 一 本 三 ,其 通 解 为 


es | T= efiar +C] 
1 (z 一 1)in(l 一 z) 十 CC 一 z). 
由 y(0) 一 2 确定 C= 1. 故 所 求 的 特 解 为 
3 一 1 一 (z 一 1)in(i 一 z) 十 (一 z)， 
11.2.35 zy 十 (1 一 z)y 一 ex， (0<z<+ oo), lim y(z) = 1. 
#0 


解 ”将 给 定 的 方程 变形 为 
+ 


(0<z<< 十 co) 
其 通 解 为 
2 i 2 
y= ose( | Se 十 c) a 十 9 
Ce 十 ez 
z 
lim (Ce 十 ez) 一 C 十 1， 
+ 


于 是 有 C 十 1 一 0, 即 二 一 1. 故 所 求 的 特 解 为 


e e” ee: 
y= Ce. 


由 lim y(z) = 1, 即 im 一 1, 得 lim (Cer 十 ez 一 0， 而 
0+ z 一 0 0 十 


， <zr< 
11. 2. 36 设 y 十 y 一 了 (2), 其 中 f(z) 一 EC 


4(0) 一 0 的 连续 函数 y 二 y(z) ,在 [0,1j,(1, 十 ce) 内 满足 微分 方程. 
解 ” 当 0 二 +z 过 1 时 , 原 方程 为 y 十 y = 1, 其 通 解 为 


se Jdeat o) = e+ 


当 1<z< 十 oo 时 , 原 方程 为 y 十 y 一 0, 其 通 解 为 y 一 Ce 
综 上 所 述 , 原 方程 的 通 解 为 


—'\f848 一 


§ 2 ”一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


全 0<zr<1; 
Cze 一 >1. 
所 求 函数 y 二 y(z) 是 给 定 方程 满足 连续 和 3#(0) = 0 两 个 条 件 的 特 


解 . 
由 y(0) 一 1 十 CI 可 设 ,1 十 C =0, 即 Ci 一 一 1, 所 以 
= 0<zr<1; 
YT Ge-:, >1 
lim = Ch ee ly 
sel—0 1 一 e 
lim y = lim ce 一生 . 
1 十 0 sl+0 © 
由 1 一 十 二 全 可 得 ,C: 一。 一 1. 故 所 求 的 函数 为 


os 0<zr<l1; 
?一 Ge 一 be z>1 
11. 2.37 设 f(z) 在 [0, 十 co) 上 连续 , 且 lm f(z) = 1, 求 证 :型 


十 y = f(z) 的 所 有 解 当 z 一 十 co 时 都 趋 于 1. 
解 给 出 的 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 为 
y 一 e- 信 [ [rd 十 c] = e- 工 roee 十 cl]. 


因为 f(z)e 连续 ,所 以 | 7(z)edz 存在 . 设 K(z)e 的 原画 数 为 PCz), 则 


row F(z) re0) = | ce PC0)， 


于 是 有 [roee 一 [roee 十 PC0). 
因此 , 通 解 又 可 以 写成 
y =e-[ ree + F(0) + C1] 


= e- 工 [sea + C0],(C = C+ F(0)). 
为 了 证 明 lim y 二 1, 先 证 明 tim f(zedz = oo. 因为 lim f(z) 一 
], 所 以 对 :二 去 ,存在 三 >0, 当 z 二 大 时 ,有 |f(z) 一 11 去 玛 即 
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1 1 
1 一 到 < flz) < 1 十 本 . 
于 是 有 f(z) > 去 ， f(z)e > 号 . 而 lim 人 Sadr =+ 0, 
s+ o 
所 以 lim | rcoeur = 十 co. 


一 十 
故 由 洛 比 达 法 则 ,得 
(zear 十 C 
limy= lim ~ = lim = lim f(z) = 1. 
so +m e s+ 
11.2.38 设 y(z).yz(z) 是 方程 w 十 Plz)y == Q(z) 的 两 个 不 同 的 


解 ,证 明 它 的 任意 一 个 解 (x) 满足 关系 式 2 二 世人 一生 (为 党 
数 ) 


了 (z)er 
e 


证 线性 方程 y 十 P(z)y = 8(z) 的 通 解 为 
y(z) = e-|ree[ ceodeeu 十 O， 
其 中 为 任意 常数 对 于 方程 的 任意 一 个 解 y(z) ,任意 常数 C 有 确定 的 
值 与 之 对 应 . 
设 方程 的 两 个 不 同 的 解 六 (z) .yz(z) 分 别 对 应 常数 CCz, 且 Cl 尖 
Cz, 即 yz) = e-jpexe[ Jecalreear 十 CD) 


ya(z) = e-jxee[ eeodee 十 ca)， 


gz) — ur) _ C—O 
于 是 有 yx) — yz G0 * 
11. 2. 39 ” 求 微分 方程 zy 十 oy = 1 十 江 满 足 初始 条 件 y(1) = 1 
的 解 y(z,a) ,其 中 a 为 参数 ,并 证 明 limy(z,a) 是 方程 zy = 1 十 x 的 
解 . 


解 ” 方 程 zy 十 ay 二 1 十 z2, 即 yy 十 2y = ! 士 二 的 通 解 为 


Ee Be EN -。 
We tT +0 


1 1 
由 y(1) = 1 确定 C 一 1 一 也 zz 十 2 因此 所 求 的 特 解 为 
1 
at2 


LA La = 小 咎 


(2 2), 


— 0880 一 
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i ci a 1 EF 
六 limy(z,a) lim[x eS ee ) + ia z-°)] 


= ime + lim 1 — £0) + lms se — £7) 


= 1 十 Inz 十 $C 1) 字 十 mnz 十 到 
2 
于 是 有 zy =z( 生 十 Inz 十 吉 ) 一 屏 十 1 
即 limy(r,a) 是 方程 zy = 1 十 z? 的 解 . 


11.2.46 设 f(z) 是 以 。% 为 周期 的 周期 函数 , 李 雅 普 诺 夫 证 明了 
对 于 线性 微分 方程 


型 十 妇 二 了 (z) ,Ck 为 常数 )， 
必 存 在 唯一 的 以 为 周期 的 符 解 ,把 这 个 解 求 出 来 . 
解 ”由 题 意 , 即 要 求 方程 伐 十 茹 一 f(z) 满足 条 件 y(z) 一 y(o 十 


z) 的 特 解 . 
给 定 方程 的 通 解 为 
y(z) = e-je[ J +C]=e-*[ roewa 十 o]， 
于 是 有 


yz 十 o) 一 eet+o[ [re 十 ojete+od(z 十 o) + 0] 
一 e-oe-o[e= | flz)erdz 十 C] 
Se [re 十 Ce-”]. 
由 ylz) = y(z 十 o), 得 Ce” 一 0, 从 而 C = 0. 故 所 求 的 特 解 为 
9 一 ee [re 


3. 齐 次 微分 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 41 一 11. 2. 49 题 ) 


yz 
11.2.4 3 和 
于 yz 


解 ” 令 二 一 由 或 ?一 ma, 将 原 方程 化 为 
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wz uo—1 即 = 全 1 十 好 
十 dz 1 十 zx 
用 分 离 变 量 法 解 这 个 方程 ,得 
z V1+ w= Ce-vew, 


用 “二 蕊 换 回 原 变量 ,得 给 定 方程 的 通 解 为 
Vr 一 Ce-“t-, 


11.2.42 yidz 十 (zy zx?)dy = 0. 
解 将 原 方程 变形 为 


SN 
dz w+ 

令 芯 二 或 y 一 zw 将 方程 (1) 化 为 
du 221+u 
"FI 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (2》, 得 
到 mdC2u 十 1) 一 Inx 一 lnz 十 lnC， 


即 Y2u 十 1 


一 Ciz. 


= 二 换 回 原 变量 ,得 给 定 方程 的 通 解 为 
2y 十 zx 一 Czy2， (C 一 02). 


时 2 
.2.43 -a 


解 令 过 一 2 或 一 
即 = 人 4 二 


I 


uw 十 2 站 
=1e ww 
用 分 离 变量 法 解 这 个 方程, 得 
了 
人 
故 原 方程 的 通 解 为 
GE 


一 152 一 


(1) 


“ (2) 


§ 2 ”一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


11. 2. 44 (十 3 开赴? 一 2 一 0 
dy _ 3 一 2z 
解 。 原 方程 为 作 一 一 基于 有 
ee 


du 4 一 2 4x2 十 4x 一 2 
让 让 二" 即 < 多 4 十 3 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 
zx(22 十 2 一 1 = C(2 十 1 一 Y 3 )- 一 片 . 
2 十 1 十 V3 


故 原 方程 的 通 解 为 


(2y° 十 2zy 一 z2)2 


2y 十 (1 十 YV3)z 
11.2.45 y(z?— zy y)dr+ zr + zy + ydy 一 0. 


CC 
解 ” 原 方程 为 儿 一 一 站 5 二 并 十 区 5) 


令 立 二 wu, 或 y= zw, 将 方程 (1) 化 为 


a Lt) 即 z 代 = 一 2u(l + w) 
dz 1+w+w 1 十 xz 十 二 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 zu = Ce-***. 故 原 方程 的 通 解 为 


zy 一 Ce-weef 


11.2.48 xz 一 zin 业 一 9 一 0 
解 ” 原 方程 为 y = sin 二 十 二 . 
令 立 二 ww 或 y= zu, 将 方程 (1) 化 为 


起 二 可 i 
urar = sin tu, 即 zzz = sinw. 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 
u = 2arctgCr, 


故 原 方程 的 通 解 为 y 一 2rarctgCz. 


en 
of2+a—-Y3 | 人 


(1) 


(2) 


(1) 


(2) 


(1) 


(2) 
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11.2.47 (z 十 yeos 二 )dz 二 zcos 二 四 一 0. 
解 ” 原 方程 为 公 = se 二 十 二 
令 二 一 ww 或 ! 一 zu, 将 方程 (1) 化 为 
十 人生 一 seex 十 即 了 至 一 see 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 z = ee, 故 原 方程 的 通 解 为 
= 一 Ce 
11. 2. 48 并 = 和 十 iny 一 Inz). 
解 。 原 方程 为 答 一 二 (1 十 四 二 )， 
令 二 一 或 9 = zw, 将 方程 (1) 化 为 
二 全 一 a(1 十 nm, 即 了 至 一 ulnu 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (2), 得 w = ec, 故 原 方程 的 通 解 为 


过 一 ec 或 了 一 ze 


11. 2. 49 z 并 一 y 一 Vr -z= 人 0. 
解 ” 当 z 二 0, 时 原 方程 可 化 为 


皇 = 二 二 AM/CD): -1 
令 立 二 或 y 一 汶 , 将 方程 (1) 化 为 
4 十 z 代 一 w 二 VE 一 1, 即 z 至 VET 
用 分 离 变 量 法 解 方 程 (2) ,得 
村 Vi 二 T = cr 


故 原 方程 (1) 的 通 解 为 了 十 Vy 一 z? = Cz 
当 z< 0, 时 原 方程 可 化 为 


四 一 了 /Ca 
下 二 (EY 1. 


一 WBC— 


(1) 


(2) 


(1) 


(2) 


(1) 


(2) 


(3) 


8 2 一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


令 生 一 ,或 y 一 zu, 将 方程 (2) 化 为 


= 从 一 一 22 一 1. (4) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (4) ,得 
2 十 VP-1=£. 
故 方程 (3) 的 通 解 为 y 一 Vy 一 x? 二 C. 
综 上 所 述 , 原 方程 的 通 解 为 
3# 十 Vr z= Crs, (2> 0),， 
或 y— Vr z=0, (<0) 


求 下 列 微分 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (11. 2. 50 一 11. 2. 51 
题 ) : 
11.2.50 (y: — 3z)dy 十 2zgdz 一 0， 引 :-。 一 


解 。 原 方程 为 全 - 5 到 六 (0D) 
二 二 ww 或 y 一 zw, 将 方程 (1) 化 为 


十 了 即 z 公 一 3 2 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2), 得 
uw 一 1) = Cz. 
故 原 方程 的 通 解 为 
(EL) = 0 P= 


由 y= 一 和 1 确定 6 一 | 故 所 求 的 特 解 为 呈 于 一 


11. 2. 51 全 护 )dz 十 (所 十 2ry 一 zdy = 0.y)s = 1. 
” 久 一 22 一 2 
解 ” 原 方程 为 公 - 拓 二 下 三 三 GD 
on 
,du za 一 2x 一 1 du 让 -十 妇 十 zx 十 1 
a 让 人 C2 


wt 十 24 一 1 
用 分 离 变 量 法 解 方 程 (2) ,得 、 


一 #855 一 


第 十 一 章 “微分 方程 


sl+w) 
er TT 一 Cc. 
故 原 方程 的 通 解 为 
+ 0, 


Z 十 3 
由 引 -: 一 1 确定 0 一 工 故 所 求 的 特 解 为 于 二 艺 一 1 


_ rdz 十 bg 十 ec 
4. 形 如 y 一 各 十 她 二 名) 的 微分 方程 


求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 52 一 11. 2. 59 题 ) : 
dy 一 z+l1 


11. 2. 52 dr ys 
y 一 z+ 十 1= 0, ea 
解 由 化 耻 二 5 二 0 解 得 z 一 Se 
令 z 二 X 一 2，y 二 7 一 3, 将 给 定 的 方程 化 为 
dy =X (1) 
dx 了 了 十 天 
解 齐 次 方程 (1). 令 支 二 ,或 Y 一 Xu, 将 方程 (1) 化 为 
"+X 各 ~ 后 十 即 x 各 = 一定 (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 


X Vt 1 = Ce 


X 一 z 十 2 了 3 十 3 
y 一 ， + 3 一 二 一 二 避 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 


Vz + 2)? + (y+ 3)? = Ce-west. 


| ed A 1 
3 十 z 十 全 
3 一 zz 一 2=0， 0 
解 由 人 二 二 4 二 0 解 得 :一 Se 
令 z 二 X 一 3,y 二 了 一 1, 或 X=z 十 3,7 =y 十 1, 将 原 方程 化 为 


用 | 


dy _ 
11. 2.53 到 一 


(1) 
解 齐 次 方程 . (1) 令 革 二 ,或 Y 一 各; 将 方程 (D) 化 为 | 


一 :1856 一 
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好 十 1 
2 十 工 


du 
s+ X 玉 二 #4 即 x 襄 (2) 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 
X2(1 十 好 ) = Ce 
X=7z++3, 了 十 1 
用 人 二 7 1 = 基 一 半生 的 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
(z+ 3)?+ (y+ 1)? = Ce 


11.2.54 旦 二 2( 了 二 2 )z 


dr 2 十 89 一】 
解 由 { 


y 十 2= 0， 
一 3, 一 一 2. 
各 二 和 二 1 0 二 得 MM 


令 z 二 XX 十 3,y 二 Y 一 2, 将 给 定 的 方程 化 为 
dy Yea 
= DB 
te ein 
du 四 十 
“+X 入 =2G 于 i” , 即 X 缴 Et (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 
Xs% = Ce 
X=zr—3 de + 二 二 2 
用 人 二 ;2 去 3 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
y 十 > 


11. 2. 55 3 一 7z 二 7= (37 一 7y 一 3) 笋 . 
le dy _ 3 一 7z 十 7 
解 原 方程 为 dr 37— 7y— 3 Wd 
(2 


3z 一 7? 一 3 一 0 
的 方程 化 为 


解 得 z = 1,y= 0. 令 z= 二 XX 十 1,y = 二 了 ,将 给 定 


此 _ 二 7X 十 37 
入” 3 一 和 


解 齐 次 方程 (2). Sx 一 或 了 = Wn 化 为 


(2) 


dx 3 一 7x 人 


用 分 训 变 量 法 解 广 程 (7, 得 
- 1857 一 
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Xx — 1)(s + 1) = CC. 
4 一 二 一 二 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
(十 z 一 1)50 一 2 十 1)2 一 C. 
11.2.58 (z 十 2y 一 4)dz 一 (2z 十 y 一 5)dy 一 0. 


要 dy __ z+ 27—~4 
解 原 方程 为 5. 一 37 寺 一 5 5 


X=r—1, 
= y, 


用 | 


z 十 2y 一 4 二 0， er S 
由 位 十 允 二 5 二 0 解 得 z 2,y 一 1. 令 z 二 X 十 2,y 二 了 十 1, 将 
方程 (1) 化 为 
dr _ 27+X 全 
dX 了 了 十 2X 
解 齐 次 方程 (2) 令 计 = 或 1 = Xu 将 方程 (2) 化 为 
,du t+ 2s du ]—w 
“+ XX=WTFD' 则 X= (3) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (3) ,得 


(+ ~ CXz(1 — w). 
ii—% 


一 5 二 了 了 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 


+y—3=C(z—y— 1), 
备 一 2 一 十 1 


11. 2. 57 本 
dz 9 一 ?2 十 5 

解 邻 y 一 z= 二 4s 或 y= 十 z, 将 原 方程 化 为 
二 _a 十 1 du ___4 
re 4 十 5 


用 分 离 变 量 法 解 这 个 方程 ,得 
好 十 10u 十 8z 一 C. 
用 4 二 y 一 z 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
G 作 一 z)2 二 10 人 一 z) 十 8z 一 C 或 (一 z)2 十 10y 一 2z=C. 


dy 
2 a 
11.2.58 (z+ y) a = 


解 ” 原 旋 各 为 多 一 二 全 yz <D 


令 z 十 y 二 uw 或 y 二 4 一 z, 将 原 方 程 (1) 化 为 
we 1888 一 
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du a? du a 
lt C2) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 


y+ C= aarctg 
用 4 二 y 十 z 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
y+ C=oarctg 二 或 2 一 一 gy 十 og 二 


a 1 
11. 2. 59 时 zy 
解法 1 令 z 十 y= 二 4u 或 y 二 4 一 z, 将 原 方 程 化 为 
du 1 du 1 
至 一 1 一 十 , 即 至 一 二 十 上 (GD 
用 分 离 变 量 法 解 这 个 方程 (1) ,得 
一 ln(1 十 zx) 一 z+4C. 
故 原 方程 的 通 解 为 


zy 一 lIn(1 十 z 十 站 二 z 十 0 或 y 一 In(1 十 z 十 四 二 人 0. 
解法 2 将 给 定 的 方程 变形 为 


(2) 
其 通 解 为 

z = es( few 十 C) = Ce 一 一 1 
即 2 一 Ce 一 一 1 


解法 3 方程 (2) 是 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 . 它 所 对 应 的 齐 次 
方程 坚 一 + 一 0 的 通 解 为 一 Ce , 它 的 一 个 特 解 为 z' 一 一 y 一 1, 故 
原 方程 的 通 解 为 x 二 Ce 一 y 一 1. 


5. 贝 努 利 (Bernoulli) 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 60 一 11. 2.70 题 ) : 


:i ey ey 
11.2.60 a 到 二 y. 


一 1889 一 
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解 之 得 
4 = | | 到 ear 十 o] = (Inz + 0). 
故 所 求 的 通 解 为 Vy 一 zz( 志 imz 十 0) 
11. 2. 61 下 十 二 = 3 中 
解 令 y-f=yt= 同 将 续 定 的 由 努 利 方程 化 为 纺 性 方程 


解 之 得 
3 


和 一 dr | za)e jear 十 中 = C 姓 一 了 
故 所 求 的 通 解 为 一 C 二 一 名 a*, 或 7y- 一 Cia 一 32 
11.2.62 (z+ y)dz 一 2zydy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 变形 为 


wy 1 1 
全 一 到 一 车 

解 这 个 贝 努 利 方程 , 令 w-“? = ¥ 二 4, 将 原 方程 化 为 线性 方程 
du 1 
en pd 一 1. 


解 之 得 
“= oe( (f -iaz + o) = Cz 十 zlnz. 
故 所 求 的 通 解 为 = Cz + zinz. 
11.2.63 (zy 一 zy)dy + (zr 一 5)dz = 0. 
解法 1 将 给 定 方程 变形 为 


dy 1 
人 | 

解 这 个 贝 努 利 方程 , 令 yy-“ ”= y= 二 4, 将 原 方程 化 为 线性 方程 
gh 


解 之 得 
一个- (后 az 十 一 cz 一 羡 . 
一 880 一 
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故 所 求 的 通 解 为 六 一 Ce 一 瑟 =- 
解法 2 将 原 方程 变形 为 
s+ 
2 a 
da (2)? ” 
z 


令 二 二 uw 或 y= Wi 


十 = 全 一 4 十 法 
用 分 高 变量 法 解 方 程 (2)， 得 
二 一 六 十 C. 


1 


-Er 


一 5， 即 = 到 (2) 


故 所 求 的 通 解 为 二 Cz 一 号 
11.2.64 zdy = y(zy 一 1)dz. 
解 ”将 给 定 方程 变形 为 


煤 十 二 一 天 


本 一 
解 这 个 贝 努 利 方程 , 令 y-? = 二 4, 将 原 方程 化 为 线性 方程 


Co 
Fm 四 了 一 . 


解 之 得 
u 一 de( | 1)e- 请 edz 十 o) = Cz 一 zinz. 


故 所 求 的 通 解 为 cz 一 zinz 或 y 


11. 2. 65 3y 一 ysecz 一 yttgr. 
解 ” 令 y-'= y= w, 将 给 定 的 贝 努 利 方程 化 为 线性 方程 


于 十 wecr = 一 tgz. 


Cz 一 zinz” 


解 之 得 
一 ot | tgz)e fdz + C] = 二 二 和 


故 所 求 的 通 解 为 Ne 
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en 
secz 十 tgz 
11.2.686 3zy — y— 3zy'nz = 0. 
解 ”将 给 定 的 方程 变形 为 
3y 一 Ly = 3y‘Inz. 


解 这 个 贝 努 利 方程 , 令 y= y; 二 4, 将 原 方程 化 为 线性 方程 


[A A = 3Inz. 
多 


y 1. 


解 之 得 
4 = eltaf f= 3linz)e|+edz + c] = 4 zaInz 二 :1 
故 所 求 的 通 解 为 
y= (aln 一 1D 或 za: 十 (ZInz 一 D=C. 
11.2.67 zdzr = (z2 十 所)dy- 
解 ”将 给 定 的 方程 变形 为 


dz l 


中 =¥ F 
解 这 个 贝 努 利 方程 , 令 z'-“ ?二 z? = 4, 将 原 方程 化 为 线性 方程 
全 一 2u = 2y’. 


解 之 得 
w= e-[-24[ [2 -aety 十 中 二 Cez 一 ( 因 十 y 十 去 
故 所 求 的 通 解 为 也 一 Ce” 一 (y* 十 y 十 去 ) 


gy ,23 = 
11. 2. 68 a 二 2y) = 一 1. 


解 ”将 给 定 的 方程 变形 为 
dz 3 2 
Ee yr 一 yz (1) 
解 这 个 贝 努 利 方程 , 令 x? = z-! 二 wu, 将 原 方程 化 为 线性 方程 
+ = ， 
解 之 得 洪流 
= 
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u 一 ee[ le yelmay + C] = Ce-ir* — y+ 2. 


故 所 求 的 通 解 为 二 = Ce 一 疡 十 2. 


11.2.69 y= Er 

解 ”将 给 定 的 方程 变形 为 
dr 1 2 6 
yy + —z = yz 

解 这 个 贝 努 利 方程 , 令 z' 二 2 一 2 将 方程 化 为 线性 方程 
du 5 2 
大 一 了 一 一 5y. 

解 之 得 


2 一 efiaf [= 5y’)e-Jiaay 十 O]=C% 十 By. 
故 所 求 的 通 解 为 点 = Cy 十 多 六 . 
11.2.70 zl2n2 十 DD 形 一 6y =0 
解法 1 将 给 定 的 方程 变形 为 


解 线性 方程 (2) ,得 


ee 二 全 2 C 
“= eft | Fady + 0] 7 二 
2 C 
故 所 求 的 通 解 为 z := 二 十 -天 ,或 一 2 十 yy 一 C V yz 
yy "es 


解法 2 ”将 给 定 的 方程 变形 为 6y*dz 一 z(2z 十 Ddy 二 0, 或 
6r2ydr 一 z3(2z3 + y)dy = 0. 
令 壮 一 和 将 方程 (3) 化 为 
2ydX — XC(2X + dy = 0, 


解 齐 次 方程 (4). 令 过 一， 或 下 三 yr; 将 方程 (4) 化 为 


一 1863 一 
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2ydu 一 x(2x 一 1)dy = 0. (5) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (5) ,得 
(2u — 1)? = Cyw?. 
一 三 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
(2z3 一 y)’ = Cgz6. 
求 下 列 微分 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (11. 2. 71 一 11. 2. 72 
题 ): 
11.2.71 2yy + 2zy = ze-*, yl:-o= 1. 
解 ” 令 六 = 4, 将 原 方程 化 为 线性 方程 


WW 十 2zru = ze 


一 nls ， < |= 2 十 C). 


故 原 方程 的 通 解 为 六 一 e-2( 于 十 CO，. 
由 yl:=。 二 1, 确 定 C = 1. 故 所 求 的 特 解 为 
= eA 于 十 1， 


< 


用 uw 一 芝 


解 之 得 


11.2.72 学 一 2 二 22072 二 0,2(0) 二 zzo 友 0). 


解 ” 原 方程 为 名 一 24 二 一 2e-?z*. 令 十 二 uw, 将 原 方程 化 为 线性 
方程 


本 十 2 一 2e7， 
解 之 得 
uo= (ee ea + oc) = e-?(2+ 0). 
故 原 方程 的 通 解 为 
二 一 et 上 0). 


由 <|.。 一 z, 确 定 C 一 二 . 故 所 求 的 特 解 为 


ee 1 = 


一 1864 一 
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6. 全 微分 方程 
(1) 观察 法 
用 观察 法 求 下 列 全 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 73 一 11. 2. 80 题 ): 


| tp 


解 。” 原 方程 为 4 三 十 4 于 一 darctg 二 一 0, 故 所 求 的 通 解 为 


Ea A 2 a 了 = 
了 十 2 arctg — C 或 十 六 一 2arctg CO. 


zdz 十 ydy 十 ydz 一 zdy 
VT 十 于 十 六 T+ 
解 。 原 方程 为 4 V1 十 于 十 扩 十 tarclg 地 = 0, 故 所 求 的 通 解 


11. 2. 74 0. 


为 
Vite+ +arg 0. 


11.2.75 2zydy 一 (er 一 妨 )dz. 
解 ”将 给 定 方程 变形 为 
(2zydy 十 yzdz) 一 edz 一 0， 
即 dz 妨 一 der 一 0. 
故 所 求 的 通 解 为 zy? 一 e* 二 C. 
11.2.76 (3z? 十 6zy2?)dz + (6z2y 十 dy’)dy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
3zzdz + 4gady + (6zyidz + 6ziydy) 一 0， 
即 dzs 十 dy! 十 d(3r2y:) = 0. 
故 所 求 的 通 解 为 z* 十 y 十 3z’y 一 C. 
2 
解 ”将 给 定 方 程 的 左边 重新 组 合 ,得 
人 十 二 各 十 二 二) 四 十 (2m2 十 2z9) 丰 一 0 


即 tat tt + br) + 
故 所 求 的 通 稻 为 : ti 
一 1865 一 
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I 1 
pr 
2 
11. 2. 78 2 


区 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 


yt! 二 Inzy++ zy 一 C. 


2 Ss: 1 
(Cd 一 术 @) 十 玉 自 一 有， 
即 4 和 + 二) 一 0. 
故 所 求 的 通 解 为 
2 
Fe 


11.2.79 (3z’? 十 ycosr)dz 十 (sinz 一 4y’)dy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
3z2dz 一 hydy + (ycoszdz 十 sinzdy) = 0， 
即 dzs 一 dy 十 dysinz = 0. 
故 所 求 的 通 解 为 x? 一 y' 十 ysinz 一 C. 
11.2.80 [cos(z++y) 十 3yJazr 十 [2ycos(z 十 妃 ) 十 3z]dy = 0. 
。 解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
[cos(z + 妨 )dz + 2ycos(z + yr)dy] + 3(ydz + zdy) = 0， 
即 dsin(z 十 ¥°) 十 3dzy = 0. 
故 所 求 的 通 解 为 sin(z 十 y) 十 3zy = C. 
(2) 曲线 积分 法 
用 曲线 积分 法 求 下 列 全 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 81- 一 11. 2. 84 题 ): 
11.2.81 (〈a: 一 2zy 一 y)dz — (z+ y)’dy = 0. 
解 设 P(z,y) 一 于 一 2zy 一 六 , 8(z,9) 一 一 (z 十 9)', 因 为 
Ea 一 一 2z 一 28 一 乳 ， 
所 以 给 定 的 方程 是 全 微分 方程 ,其 通 解 为 
ea) 
| (a — 2zy — ydr — (z+ ydy = C0, 
oo 
即 [ee 一 fc + ydy= C0, 


3 
亦 即 叶 一 坷 (十 凡 十 哥 一 0 或 恬 一 二 一 六 一 生 0 


一 4866 一 
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1 
11.2.82 [= 人 El 十 [ee 一 7 5 Jay=0. 
、 1 vr _ 1 
解 设 Plz,9) 一 二 Gy Q(z 9) = = pe 因为 
PP_ 一 ?zy _% 
a (一 J)3 a’ 
所 以 给 定 的 方程 是 全 微分 方程 ,其 通 解 为 
Cpl 1 
全 z (z— Di es —: y Jy =O, 
| 1 汪 
即 -e+ + 
亦 即 m+ 0 (C= 0+2+In2), 
11.2.83 ¥y (cosy 一 sinasinz)cosy + (cosz 一 sinasing)cosz = 0. 
解 ” 原 方 程 即 为 
(cosy 一 sinasinz)cosydy + (cosz 一 sinasiny)coszdz = 0. 
设 P= (cosz 一 sinasiny)cosz. @ = (cosy 一 sinasinz)cosy， 
因为 和 一 一 sinacoszcosy 一 2 
所 以 给 定 的 方程 是 全 微分 方程 ,其 通 解 为 
Ceosz 一 sinasiny)cosxdz 二 (cosy 一 sinasinz)tosydy 一 C. 
即 [er 十 bn 一 sinasinzcosy)dy = C， 
亦 即 3 + Oe 十 之 sb 天 sinasinzsiny = C， 
或 2(z 本 十 a 十 os 一 sinasinzsiny = C. 
y 


11.2.84 Ca es 1)dz 
rs Tcos 了 + ) 


ET 
+ (Tcos 和 2 En 0. 


解 ” 设 PCz,9) Dt 1, 


Q(z,y) = En Ss 部 
区 
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所 以 给 定 的 方程 是 全 微分 方程 ,其 通 解 为 
[sn 三 一 妆 eoe 卫 十 Ddz 


上 + Ce 过 一 -sin 三 十 点 )49 一 Ch 
加 EA 也 


即 人 az 一 十 Dazr 


工 1 


+ ee sin 二 十 广 ) 由 
1 


亦 即 sn 二 一 em 了 十 z 一 本 一 


7. 用 积分 因子 法 求解 的 一 阶 微分 方程 


C，(C 一 C 十 sinl 一 


利用 观察 法 求 出 下 列 微分 方程 的 积分 因子 ， 并 求 出 其 通 解 (11. 2. 


85 一 11. 2. 100 题 ); 
11.2.85 ydz— zdy = 0. 


解 ”将 给 定 的 方程 乘 以 积分 因子 x(z,y) 一 去 ,得 


gdz 一 zdy z 
一 一 一 一 0, 即 4 一 一 0. 
加 pe 


故 所 求 的 通 解 为 二 一 0 或 z 二 Oy 
此 外 ,积分 因子 还 可 以 取 为 十 或 二 十 天 
11.2.88 y(l 十 zy)dz 一 zdy = 0. 


解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 , 得 
(sdz 一 zdy) + zy’dz 一 0. 


给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 pCz,y) 一 去 ,得 
下 二 于 十 zdr 一 0, 即 4 王 十 4 于 一 0 
故 所 求 的 通 解 为 三 十 于 一 0. 
11.2.87 y(2zy + e)dz — e'dy = 0. 


解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 , 得 
2zydz + (eydz.— edy) = 0. 


(1) 


(D 
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给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 p(z,y) 一 去, 得 
2 0, 即 dr +a = (0. 
故 所 求 的 通 解 为 十 全 一 C 或 zy 十 一 Cy 
11.2.88 (2zj — dr + (+z+ dy= 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
2zy’dz + (¥ + ydy 十 (zdy — ydr) 一 0， (1) 


给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 x(z,y) 一 二 ,得 


2zdz 十 (1 + 了 二) 十 理 i -0， 


扩 
即 d+ dy + Iny) — d= 0 
故 所 求 的 通 解 为 z? 十 9 十 Iny 一 =C. 
11.2.89 (十 zy 十 2z?)dz 十 (z 十 4zg 十 8)dy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
(ydz + zdy) + [(z3y + 2z?)dz + (dzy' + 8y:)dy] = 0. 
因为 第 一 项 是 全 微分 d(zy), 所 以 它 的 积分 因子 一 般 形式 为 


1 gl(zy) 二 9p(zy), 它 也 应 是 第 二 项 的 积分 因子 ,于 是 该 积分 因子 须 满 
足 充 要 条 件 


wm_ pom_ ,Pa 
9 多 -PP 多 =?( 守 2]， 


即 [(4zg 十 8y)y 一 (zy 27)z]p 一 〈z3 一 4y')9. 
亦 即 (4y' 一 za)(zg 十 2)9 = (7 一 hy)9. 
， | 
所 以 Aine 
| 

解 之 ,得 9 一 e ”于 
以 元 二 5 乘 原 方 程 ,得 

yz + zdy = 

2 0 二 

即 om 可 十 2 十 亲生 二 的 二 和 


一 旗 的 一 


第 十 一 章 ”微分 方程 


积分 ,得 In(zy 十 2) 十 于 2 十 六 一 
11. 2. 90 ydz 一 zdy 十 lnzdz = 0. 
解 ”将 给 定 方程 乘 以 积分 因子 wz,y) 一 坪 , 得 


sdz 一 zdy | lnz y Inz 
去 十 到 民 0, 即 4 地) zd = 0. 


积分 ,得 所 求 的 通 解 为 艺 十 十 上 一 C, 或 ?一 Cz 一 nz 一 1. 
11.2.91 zy =y+ Vr+y, 
解 将 给 定 的 方程 变形 为 
zdy 一 ydr = Vz 十 ydz. (1) 
将 方程 (1) 乘 以 积分 因子 x(z,y) = 十, 得 


zdy— yr _ Vet 全 了 
3 dz， 即 4 了 二 和 / 1 十 (也 ): 坚 . 


da 
= 二 此 
亦 即 一 一 一 = 全 
Ni+ CE) 
故 所 求 的 通 解 为 
in( 二 十 /十 (二 ) = Inz 十 InC, 或 二 十 A/1 + (TZ):= Cz， 
或 2Cy = Cz: 一 1. 


11.2.92 (z+ y)dz — zdy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
zidzr + (ydz 一 zdy) = 0. (1) 


给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 wz,i) 一 十 ,得 


条 十 综 三 型 一 0, 即 ad¥) 一 tx. 


故 所 求 的 通 解 为 蕊 一 z 十 C 或 9 于 十 Cz. 
11. 2. 93 (zie 一 2mz 扩 )dz 十 2mziydy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 罕 边 重新 组 合 ; 得 ” “ * 
一 三 秽 一 
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zterdz + m(2z’ydy 一 2zyzdz) = 0. (1) 
给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 Cz,y) = 圳 ,得 
er 十 于 于 于 一 0, 即 dr 十 md 茹 一 10. 
故 所 求 的 通 解 为 。 十 mn 茹 一 0, 或 zi 十 my? 一 Oz 


11.2.94 alzdy 十 2gdz) = zydy. 
解 ”将 给 定 的 方程 变形 为 


z(a — y)dy 十 2aydz = 0. (1) 
将 方程 (1) 乘 以 积分 因子 4(z,y) 一 二 ,得 
ns 4 20, 
dy 十 二 和 一 0. 


积分 ,得 所 求 的 通 解 为 any 一 y 十 2alnz = C, 或 anzz 一 9 一 C. 
11. 2. 95 3(zy 十 2z2g2)dz 十 z(zy 一 z2g2)dy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
zy(ydz 十 zdy) + zy:(2ydr 一 zdy) = 0. (1) 
将 方程 (1) 乘 以 积分 因子 x(z,y) = 已 ,得 


zy 
yt sdy 2d dy Ba 荆 ) 十 如 于 一 0. 
TY¥ 2y 2y y 
故 所 求 的 通 解 为 一 圳 十 四 莹 =. 
11.2.96 (z+ dz+ (y— z)dy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
(zdz + ydy) + (ydz 一 zdy) 一 0， 


即 证) 十 yr zdy = 0. (GD 


给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 wz,g) 一 元 十 记得 


dz 十 所 ) ， gdaz 一 zdy 
2 rt arr 0 


即 ydinCz: 十 扩 ) darctg 过 0. 


故 所 求 的 通 解 为 二 mn 十 六) 一 arctg 二 一 Ch 
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或 VP + = Com, (0 一 ec. 


11.2.97 (VE 二 上 + 一 二 一 w+ 一 一 一 = 0. 
"Te vers 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
Vt 0 Gs 
Ves 
给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 uCs,t) = 二 VE 十 5, 得 
业 十 如 二 同一 0, 即 也 十 于 an 十 罗 一 0. 


故 所 求 的 通 解 为 :十 去 In(e 十 s5) 一 C. 
11.2.98 (zx— y)dz+ 2zydy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
zdr 十 (一 ydz + 2rydy) = 0. (1) 
由 方程 (1) 的 第 一 项 分 析 , 应 取 积 分 因子 为 
A(z,9) = P(z). 


给 方程 (1) 的 第 二 个 括号 内 的 两 项 一 yzaz 十 2zydy 乘 以 酚 数 记得 
声 ( 一 yidz 十 2zydy) 一 一 至 十 Zay a 开 

因此 ,由 第 二 个 括号 分 析 ,应 取 积分 因子 为 x(z,y) 一 BE). 

现 求 VE) 使 得 9( 生 ) = 9(z) 
显然 , 取 六 芯 ) 一 二 ,从 而 确定 积分 因子 为 

AHA(z,9) 一 二 

将 给 定 方程 乘 以 积分 因子 x(z,y) = 点 ,得 

此 十 2 re 20, 


z 


即 amz 十 4 于 一 0. 


故 所 求 的 通 解 为 nz 十 王 = C. 
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11.2.99 〈5zxy 一 3y)dz + (3r? 一 7zry’)dy = 0. 
解 ”将 给 定 方程 的 左边 重新 组 合 ,得 
《5zydz 十 3z2dy) — (3¥y’dzr + 7zy:dy) = 0. (1) 


对 方程 (1) 左边 第 一 个 括号 内 的 两 项 5zydz 十 3zxiy 乘 以 函数 去, 得 
去 (Srydz 十 3z2dy) 一 Bar 生 Day = dln(z5g3). 
因此 ,由 第 -- 个 括号 分 析 , 应 取 积分 因子 为 
HACzy3) 一 过 一 9(z5g3)、 
同 理 , 由 第 二 个 括号 分 析 , 应 取 积 分 因子 为 
AHA(z)3) 一 Dey). 
现 求 p(zsy’) ,yp(z’y") ,使 得 
直 ?(2) = 六 wo) 
设 wp(z52) 一 (z5y3)*,p(zy?) 一 〈z397)4 欲 使 
高 ce 一 去 (7) 即 2%-2y%-! = zy 


Sa—2=38—1,， 
由 {35 一 1 二 76 二 解 得 = 一 二 ,6 = 二 .从 而 确定 积分 因子 为 
A(zyg) = 
将 给 定 方程 乘 以 积分 因 于 uCz,y) = 牙 汪 ,得 
(5 二 六 o 号 3 二 小) < (3 下 二 az 十 7 kay) 一 0， 
即 2dryy 2 24 下 二 一 0. 
5 3 了 
故 所 求 的 通 解 为 地 汪 一 下 二 = Cc. 
11. 2. 100 azdy 十 bydz 十 rr(Lzdy + tydz) 一 0. 
解 ”把 给 定 方程 的 两 边 分 成 两 组 ,得 
{azdy 十 bydz) 十 z"y'(lzdy + kydr) = 0. 


对 第 一 个 括号 内 的 两 项 ezay 十 dz, 乘 以 函数 过 ,得 
Tardy + bd) = Sy + dz = lny?. 
zy : x 人 


-= 
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因此 ,由 第 一 个 括号 分 析 , 应 取 积 分 因子 为 
H(z,9) 一 rr 
同 理 , 由 第 二 个 括号 分 析 , 应 取 积分 因子 为 
A(z,3) 一 0 
现 求 wpCxz)、%(Cyz)， 使 得 
二 pGra = rie). 
设 9 一 (yz)"、# 一 (gz5)4 答 使 


让 = pn) 
即 opt et, 
ba—1l=tp—m—i1, Me 
则 要 {一 1 二 4 一 ”1 或 (名 一 洲 二 下面 分 两 种 情况 讨 
CD 当 | 二 中产" 时 ,可 以 未 得 
m— nk am— bn 


这 时 ,对 第 一 个 括号 有 
tty ordy + bydz) = ao dy + be tyedz 一 day) 
对 第 二 个 括号 有 
ty ry lzdy + kadr) 
= 一 人 广 zy 


故 原 方程 的 通 解 为 二 zy" 十 方 rwyl 一 C, 其 中 一 焉 三 芝 ，6 = 


am 一 bn 
ak— bl 
(2) 当 | 3 人 0 时 , 设 二 一 二 = 1 或 1 一 aX, 一 及 ,将 原 
方程 化 为 
azdy + bydz + Ar"y (ordy 十 Wez) 一 
即 二 十 ap) azdy + bydz) 
一 $8%4 一 
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这 时 ,显然 有 积分 因子 
p(x,9) = [zy(] 十 My ) 

故 给 定 方程 的 通 解 为 zy 二 C. 

11.2.101 导出 方程 Plz,y)dz 十 Qlz,y)dy 二 0 有形 如 kz) 的 积 
分 因子 的 充 要 条 件 . 

解 ”函数 4(z,y) 是 方程 Plz,y)dz 十 Q(z,y)dy 一 0 的 积分 因子 的 
充 要 条 件 是 
关 = es Rs 2. 

若 积分 因子 形 如 “= wz, 则 对  0, 于 是 有 

0 各 -入 - 各 四 各 当当 - 曙 

放 方 程 有 形 如 Cz) 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 十 ( 特 一 朗 ) 是 < 的 函数 . 
这 时 ,积分 得 


ox 
ex-P? 


)dz. 


~=|i22e_2% 
nn 一 | 二 忱 充 达 十 InC. 
4 
即 A(z) = Ce 


类 似 地 ,可 以 得 到 方程 PC(z,y)dz 十 Q(z,y)dy = 0 有形 如 pCy) 的 积 
分 因子 的 充 要 条 件 为 让 ( 络 一 疡 ) 是 ， 的 元 笋 , 且 
A(y) 一 Ce- 信 党 -mw < 
这 是 求 形 如 w(z) .u(y) 的 积分 因子 的 计算 公式 . 
用 积分 因子 法 求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 102 一 11. 2. 106 题 ) : 


11.2.102 (V+ 二 dr 二 dy = 0. 
Vir Vd 


解 ” 设 P= Vz 十 六 十 一 二 Q= 一 之 


VE 二 
则 OP y zy 4 一 区 
为 Vi Cy 亦 C4 i’ 
1 ,aP 
于 是 : 万 (可 一 ) Ev 


由 11. 2. 101 题 知 ,给 定 方程 有 形 如 wz) 的 种 禾 扫 好, 康 ， 公关 天 呈 和 
一 1875 一 
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A(z) = Ce- 上 后 党- 癌 = Cel= 一 Cer. 
将 给 定 方程 乘 以 积分 因子 x(z) = e, 得 


er(V2 十 久 十 一 一 一 )dz +e dy = 0， 
Vr Vi 


即 / de V 本 二 于 一 0， 
故 原 方程 的 通 解 为 e Vz 十 y= 0. 
11. 2. 103 (zcosy 一 ysing)dy + (zsiny 十 ycosy)dz = 0. 
解 ” 设 P= zsiny 十 ycosy,@ 一 zcosy 一 ysiny, 则 
2 十 cosy 一 ysil 2 Cos 
EE ZCosy y 一 ysiny, 3 y» 


le_ 2 
于 是 0 


由 11. 2. 101 题 知 ,给 定 的 方程 有 形 如 u(z) 的 积分 因子 , 且 
lz) = Ce $B ool = Ce 
将 给 定 的 方程 乘 以 积分 因子 x(z) = e, 得 


er(zsing 十 ycosy)dz 十 er(zcos3 一 ysing)dy = 0. 
这 是 全 微分 方程 , 故 给 定 方程 的 通 解 为 


Gp 
人 "ersing 十 ycosy)dz 十 e*(zcosy 一 ysiny)dy = CO 


即 e’(zsing 十 ycosy 一 siny) = C. 
3 
11. 2. 104 《2zy 十 zzy 十 dz + (zz 十 ydy = 0. 


解 ” 设 Plz,y) == 2zy 十 zy 十 号， Q(Cz) = 7 二 


则 华 一 2 十 十， R22. 

并 1%P_ 2 

于 是 om = 

由 11. 2. 101 题 知 ,给 定 的 方程 有 形 如 wz) 的 积分 因子 , 且 
pz) = Ce 后 党 -各 < = cd 一 Ce 


将 给 定 的 方程 乘 以 积分 因子 w(z) = e, 得 
(2 十 到 十 村 ) 生 十 e(2 十 扫 直 一 0 
这 是 全 微分 方程 ,其 通 铬 汰 1 汪 
a 2 ji 


8$ 2 一 阶 微分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


ny s 
人 er(2z9g 十 2 十 dr 十 ez 十 扩 4g 一 C， 


3 
即 原 方程 的 通 解 为 (zy 十 切 ) = C. 
11.2.105 (zy 一 1)dy 十 2zdz 一 0 . 
解 ” 设 Plz,y) = 2zy,Q(z,9) = zy 一 1, 则 


ap 
两 一 6zy， R= 2zy， 
1 _2_2 
于 是 Fl Be 


由 11.2. 101 题 知 ,给 定 的 方程 有 形 如 u(y) 的 积分 因子 , 且 


p(y) = Ce- 广 党 -名 i Cel ns 所 


将 给 定 的 方程 乘 以 积分 因子 wy) 一 二, 得 
1 


dy 一 0， 
FF 一 0 
即 dz2y) 十 < 二) =0. 


故 所 求 的 通 解 为 zz 十 = 5. 


zidy + 2zsdz 一 


11. 2. 106 zdz= 全 一 ydy. 


解 设 P=z@= 六 一 和 二, 则 虹 = 0, 总 -一 宕 ,于 是 


P Ei 
由 11. 2. 101 题 知 ,给 定 的 方程 有 形 如 uCy) 的 积分 因子 , 且 
p(y) = Ce 方案- 邓 一 ce 他 一 一 


将 给 定 的 方程 乘 以 积分 因子 ny) = 二, 得 
再 平 厅 二 Fy =0. 
这 是 全 微分 方程. 故 原 方程 的 通 解 为 
Dr 22 


+ 二 tC . 


0) 


we 
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即 导 十 其 一 去 一 Cb 或 十 WO 
11. 2.107 ”导出 方程 P(z,y)dz 十 8(z,y)dy 二 0 有 形 如 4(z 十 站 的 
积分 因子 的 充 要 条 件 . 
解 ”函数 ulz,y) 是 方程 P(z,y)dz 十 Q(z,y)dy 二 0 的 积分 因子 的 
充 要 条 件 是 


E3 Wy a 
Ei 


于 是 有 (0 一 也 骆 一 <( 革 一 加 ), 即 此 = 5 二 庆 ( 守 一 于)dc 故 方程 


有 形 如 wz 十 y) 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 5 53 一 人) 是 =z 十 
y 的 函数 ,这 时 ,积分 得 


=|{[-L 2P_ 名 
n= [Fs 人 E+ 
邑 A(z 十 纪 一 A(z) 一 Celer- Pe, 

11. 2. 108 ”用 积分 因子 法 求 微 分 方程 (2z? 十 3z3y 十 六 一 六 dz 十 
(2y 十 3zy 十 z? 一 zdy 二 0 的 通 解 . 

解 ” 设 P=253 十 3zy 十 六 一 ,0 二 28 十 3zy7 十 一 友 , 则 


芝 = 20+29 38 型 一 入 十 2 一 3z 
_1 UP 弘一 2 
于 是 oy zy 


由 11. 2. 107 题 知 , 所 给 方程 有 形 如 uCz 十 y) 的 积分 因子 ,和 且 
ACz 十 J) 一 4A(z) 一 Celar -he 


EC 
Ce -GT 
站 1 
给 原 方程 乘 以 积分 因子 w(z 十 3 一 得 
Es A A 
[2z yt t+ [y+ 7 一 0， 
即 2zdz 十 2ydy 一 (gdz 十 zdy) 十 2 二 0， 


一 1W8 一 
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亦 即 dr 十 dy 一 dzy) 十 -一 -一 0. 


z+y 
故 原 方程 的 通 解 为 2 
人 于 LC; NS + y+ 
十 六 2 十 5 十 y 一 C, 或 zt =C. 


11.2.109 求 变 量 可 分 离 的 微分 方程 M(z)N(y)dz 十 P(xz)Q(y)dy 
三 0 的 积分 因子 . 


解 给 原 方程 乘 以 函数 WPC5J ,得 


M2), go) 
Fe 十 NG 一 


这 是 全 微分 方程 . 故 所 求 的 积分 因子 为 


lz) 一 Nop 
11. 2. 110 ” 求 线性 方程 y 十 P(z)y 一 8(z) 的 积分 因子 . 
解 ”将 给 定 的 线性 方程 变形 为 
[P(z)y — Q(z)Jdazr + dy = 0. 


因为 误 [PGoy — Q(z)] = P(z)， 
所 以 由 11. 2. 101 题 知 ,线性 方程 具有 形 如 w(z) 的 积分 因子 , 且 
A Gel 

11. 2. 111 ”用 积分 因子 法 求 线性 微分 方程 y 一 ytgz = cosz 的 通 
解 . 

解 ” 由 11.2.110 题 知 ,给 定 的 线性 方程 有 积分 因子 

A(z) = Pe bey 一 Cosz. 
将 原 方程 变形 为 
dy 一 gtgzdz 一 coszdz = 0. (1) 


给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 w(z) = cosz, 得 

coszdgy 一 ysinzdr 一 coszrdz = 0. 
即 d(ycosr) 一 coszzdz = 0. 
积分 ,得 所 求 的 通 解 为 ycosz 一 于 = 一 于 sinzcosr = C， 
,11.2.112 求 齐 次 方程 P(z,g)dz 才 QCza)d: 一 0 的 积分 因子 ,其 
中 和 Q@ 都 是 m 次 齐 次 函数 :， 
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解 令 立 一 或 y 一 ws 则 好 一 zdu 十 udz， 
Plz,y) = P(z,zu) = 2"P(1,u) ,Q(z,y) = Q(z,71) = 1Q(1,u). 


于 是 将 原 齐 次 方程 化 为 
z"P(1 ,wu)dzr 十 z"Q(1,u) rdv 十 adz) 一 0， 
即 Zr[P(l,u) 十 ax@(1,z)]az + z+1Q(1 ,wu)du = 0. - (1) 
给 方程 (1) 乘 以 函数 
1 

FPC TF wor] 多 

就 可 以 化 为 全 微分 方程 
dz Q@(l,a) 


一 lu = 0. 


z +t Pe) + vO 
这 就 是 说 ,(2) 式 是 方程 (1 1 积分 因子 . 在 (2) 式 中 令 x 一 二 换 回 原 变 
量 , 就 得 到 所 求 齐 次 方程 的 假 分 因子 为 


Y 1 
(519) zp219) + OeN) 
11. 2. 113 ”用 积分 村 了 法 求 齐 次 方程 (z 一 ydz 十 (z 十 dy 二 0 
的 通 解 . 
解 ” 设 Plz,y) =- 1 vy.Q(z,y) 二 zz 十 y, 由 11.2.112 题 知 ,给 定 
的 方程 有 积分 因子 
ee 1 
4 地 二 证 六 
给 原 方程 滋 以 积分 内 了 “(r, 一 吾 十 "得 
zdr+ydy ,dy ydr 0 
mtr 十 Fy ， 
即 到 an 人 十 妨 ) 十 darctg 过 二 0. 


故 所 求 的 通 解 为 二 In(z 十 的 十 are 二 一 C. 
11.2.114 。 试 求 贝 努 利 方程 多 十 P(z)y = 8(z)y (4 为 实数 ,py 关 
0,1) 的 积分 因子 . 
解 给 贝 努 利 方程 
:y+P)y = Vy : i 
科 以 画 数 一 y-", 得 人 
一 8880 一 
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(3 十 P(z)g "= Q(z), 
即 (9 十 (1 一 拉 PGz)g 一 《1 一 AQ9(z). 、 (2) 
方程 (2) 是 关于 y-“* 的 线性 微分 方程 ,由 11. 2. 110 题 知 , 它 的 积分 因子 
为 


Pr eao-oree. 


故 给 定 的 贝 努 利 方程 的 积分 因子 为 
p28) = p= ye 
11. 2. 115 ”用 积分 因子 法 求 贝 努 利 方程 y 十 二 = yinz 的 通 解 . 

解 由 11.2.114 题 知 ,给 定 的 贝 努 利 方程 有 积分 因子 


A(z 8) = ye /= 去 


a-p fe 


将 给 定 的 贝 努 利 方程 变形 为 
dy 十 (过 一 yanz)dz = 0. (1) 
给 方程 (1) 乘 以 积分 因子 w(z,y) 一 志 , 得 
并 9 全 二 ne, 一 0， 


2 工 
2. 

即 -和 + 0, 亦 即 4 吉 二 4 时 :一 0. 
故 所 求 的 通 解 为 二 十 号 < 一 C. 

11. 2. 116 ” 设 微 分 方程 P(z,y)dz 十 Q(z,y)dy 二 0 有 解 f(z,9) = 二 0 
及 积分 因子 x(z,y). 证 明 :u(z,y)p(flz，,y)) 也 是 该 方程 的 积分 因子 ,其 
中 9p 是 任意 可 微 的 函数 . 

证 up (PP af QuP 


Py + oD (GD) 
LEED = now H+ op) 到 (2) 
因为 x(z,y) 为 厌 方 程 的 积分 因子 ,于 是 有 
ab _ a0 


Wy (3) 
又 因为 f(z,y) 二 C 是 原 方程 的 解 ,所 以 


0. :a 
Ee 起 二 EF 人 


1 
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于 是 有 Pus + PH = 0， (4) 
由 原 方程, 得 | : 
Pdz =— Qdy. : (5) 
将 (5) 式 代入 (4) 式 , 得 
oY Pp. : (6) 


将 (3)、(6) 两 式 代入 (2) 式 , 得 
up PP _ pp(f)Q 
% 和 
故 up(f(z,y)) 是 给 定 的 方程 的 积分 因子 . 
11.2.117 ” 设 函 数 f(w) gbw) 连续 、 可 微 且 f(x) 天 9(a) ,证 明 : 方 
程 yf(zy)dz 十 zg(zy)dy 二 0 有 积分 因子 


px) = 时 
。 zyLf(zy) 一 g(zy)] 
证 因为 


Mp Cz yf zy)] f(zy) 
名 如 zyLf(zy) — glzy)] 


一 f(zy)g (zy) 一 f (zy) g(a )， 
f(zy) 一 g(zy) | 
Ap ee)] 一 zg(ry) 
吝 zyLf(zy) 一 9Czy)] 


一 fay (zy) — F (a9)g(ay), 
f(zy) 一 g(zy) J 
所 以 pz,y)yfCzy)dz 十 A(z,y)zg(zy)dy 一 0 是 全 微分 方程 , 故 p(z,y) 是 
给 定 方 程 的 积分 因子 . 
11. 2.118 已 知 微分 方程 (6y 十 zzyz)dz 十 (8z 十 A 二 9 具有 
f(x) 形式 的 积分 因子 , 求 f(x) ,并 求 微分 方程 的 通 解 . 
解 将 给 定 方程 乘 以 六 f(z) ,得 
f(x) (Gy 十 zy?)dz 十 yf(z) (Bz 十 zg)dy = 0. (3 
方程 (1) 为 全 微分 方程 , 即 设 已 = 6y'f(z) 十 zysf(z) ,9 二 8zgsf(z) 十 
zf(z), 由 中 一 总 ,有 


24¥°f(7) 十 5z2g2f(z)》 
一 8Pf(z) 十 Bzyf (z) 十 -3z2g 他 (z)》 十 ziy'f (z), 
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zfp (z) 二 2f(z). 解 之 得 f(z) 一 世 . 于 是 有 
P= 6rzy zy, 0= BrYy + ziy'. 
bb 
由 去 二 P, 得 
[2 + pO) = [ar + zy)dz + pl) 
= 2z2g! 十 Ea 十 p(y). 


又 旬 一 @, 即 8 十 zy 十 (9) 一 85 十 zy4, 亦 即 y by) 一 0, 于 是 


p(y) = Cu 故 所 求 的 通 解 为 22 和 十 二 zy 一 C. 


11.2.119。 设 型 =-f(z,y) 有 形 如 MXz)w(y) 的 积分 因子 , 求 函数 


fz,y) 的 一 般 形式 : 
解 设 将 给 定 的 方程 改写 为 
了 (zyg)dz — dy = 0. 
因为 Kz)u(y) 是 此 方程 的 积分 因子 , 即 
A(z)pn(y)f(zyg)dz 一 A(z) u(y)dy = 0. 


是 全 微分 方程 ,所 以 
癌 [XwDfCz,9)d] 一 一 二 [Ma)n9)d] 
即 XD [AD ND] = — py) 2, 
亦 即 EA 7,9)] 一 一 p(Y) 一 一 2 
将 上 式 对 y 积分 ,得 
pW Fz) 一 一 om aD + 2). 
故 函 数 的 -一 般 形 式 为 
了 (zy) 一 一 we py) dy + plz)]. 


11.2.120 设 P(z,y)、8(z,y)、u(z,y)、p2(T,y) 连续 可 微 ,ui,pz 是 


方程 Ptz,y)dz 十 gz,9)4 一 0 的 两 个 积分 因子 , 且 从 六 常数 ,证 明 : 
Cn) 
和 EE 兴 "是 该 方程 的 通 解 ， :1 . 

一 1883 一 


第 十 一 章 ”微分 方程 


证 因为 %(z,y)(i 一 -1,2) 是 给 定 方 程 


Pl(z,y)dr + Q(zr,y)dy = 0 (1) 
的 积分 因子 ,所 以 
anp _ pl 加 
一 (v = 1,2), 
ap 
即 ? 禹 -0 奖 =m 训 一 芝 ， (2) 
F 和 一 0 和 一 六 过 全 (3) 


(加 一 交 Be 
2 
二 “下 一 为 “让 
Op RP 
> (一 和 (全 EN h 
EE 
NW Ww 
将 P.8 代入 方程 (1) 并 整理 化 简 , 得 
(+ Yay =0，, (4) 
3( 色 ) 3( 笃 ) 


点 乘 以 方程 (9) ,得 各 dz 十 dy 0, 即 4( 乱 ) 一 0. 积分 ,得 从 
Ec. 这 就 是 方程 (1) 的 通 解 
8. 用 变量 置换 法 求解 的 一 阶 微分 方程 


求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 121 一 11. 2. 145 题 ) ; 
11.2.121 y(7)+ry(—7z)=z. 


解 ”在 方程 
y+ rt) = 5 (1) 
中 ， 用 一 z 置换 z, 得 
¥y(—7z)— zy(7)=—1z. (2) 
由 (1)、(2) 两 式 , 得 
(十 zy = z+ 即 y 一 于 号: 所 (3) 


一 1884 一 
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将 方程 (3) 直接 积分 ,得 原 方程 的 通 解 为 
3 一 z 一 arctgz 十 二 md 十 z2) 十 C. 


dy _ 37+ 6rz+3 
L2122 型 = 一 二 


解 ”将 原 方程 变形 为 
3 +ty 


a aDy ~ 0 
令 = 一 上 = "将 方程 () 化 为 
名- 关 二 (2) 
解 齐 次 方程 (2). 令吉 二 或 y= ,将 方程 (2) 化 为 
w+! 当 = 即 ! 旬 3 (3) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (3) ,得 
(3—w)=C. 
用 4 二 z 一 1 一 也 一 二- 换 回 原 变量 ,得 所 求 通 解 为 
3(z — 1):— y= Cs— 1). 
11.2.123 (y 十 D 介 十 zP 十 29) 一 z。 
解 ”将 原 方程 变形 为 
方才 二 29) + 二 2) 一 (DD 
令 姑 十 2y 二 4, 将 方程 (1) 化 为 
计 八 十 到 = 即 代 二 2z(1 一 中. (2) 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 一 1 = Ce-“. 故 原 方程 的 通 解 为 
+2y—1= 人 Ce". 
11.2.124 (z+ ydy— dr= 0. 


解 ”将 原 方程 变形 为 
dy __ 1 


a GF C2 
令 z 十 y 二 4 或 y= 二 4 一 z, 将 方程 (1) 化 为 

a 1 di 1 

一 1 一 将 " 即 侣 直 评 中 1 : DV 
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用 分 高 变量 法 解 方 程 (2) ,得 
4 一 arctgk 一 工 十 C. 
故 原 方程 的 通 解 为 y 二 arctg(z 十 9) 十 C. 
11.2. 125 z 开 十 z 十 sin(z 十) 二 0 
解 ” 令 z 十 y= w, 或 y 一 一 z, 将 原 方程 化 为 
(从 一 1 十 z 十 siny 一 0, 即 z 全 一 一 sinw 
用 分 离 变量 法 解 得 


Cc 
Cscu 一 Ctr 一 可 


故 原 方程 的 通 解 为 csc(z 十 9) 一 ctg(z 十 y) = 
11. 2.126 y 一 cos(z — y). 
解 令 z 一 y= 二 4 或 y==z 一 4, 将 原 方程 化 为 


1 — w = cosu. 


二 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (1), 得 
eg z 一 0C, 或 zx 一 2arcctg(C 一 z). 
故 原 方程 的 通 解 为 


z 一 一 2arcctg(C 一 7), 或 y= 二 7 一 2arcctg(C — 2z). 
11.2.127 (和 2 一 所 一 2y)dzr+ (z+ 2z — ye)dy = 0. 
解 ”将 原 方程 变形 为 

dy 2(z + y) 
dz (zz 二)+2r 


今 z 二 y= 二 uz 一 y 或 + 一 让 <,y 一 “本 2, 将 方程 (1) 化 为 


du—dv __ 2u 二 1 
如 十 如 wu 二 +v 
从 而 得 到 自 = wxG 十 十 ). 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 C 也 = e. 故 所 求 的 通 解 为 
z+ yo 
dt 


11. 2. 128 (y — 32)ay 十 zydr. "0. i 
一 4886 一 


(1) 


(DD 


(2) 
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解 ”将 原 方程 变形 为 


(y' — 3z2)dy 十 dz = 0. (1) 
令 z= 二 4 将 方程 (1) 化 为 
(一 3D) 咎 十 涩 dv = 0, 即 和 三 Bs =— 2p. (2) 
解 线性 方程 (2) ,得 


w= (f= 28)e- 作 way 十 o] ejis = 地 + Ow. 
故 所 求 的 通 解 为 王 一 〈 言 十 CD) 
电 -_z 一 护 
11. 2. 129 证 一 re 3) Fy 
解 ”将 原 方程 变形 为 
ry 
y dz 一 工 十 末 
令 严 三 4, 将 方程 (1) 化 为 


2 


dy zy 
, 即 攻 = 于 所 (1) 


Ere 2) 
解 齐 次 方程 (2). 令 二 二 。 将 方程 (2) 化 为 
dv wh 4 dv 1—20—v 
rT 8) 


用 分 离 变 量 法 解 方 程 (3) ,得 
一 方 Indl 一 2 一 z22) 一 Inz 十 C 或 zVI 一 2o 一 对 一 C: 


令 w= 幸 = 生 , 得 所 求 的 通 解 为 


/ 2 1 
raA/l 各 一 四 一 Cz, 或 壮 一 2z2 一 扩 二 C. 


11. 2.130 yidr 十 2(z: 一 zg2)dy = 0. 
解 “将 原 方程 变形 为 
dd 


中 一 

dr ™ 2 2) ED 
令 y = Vz , 则 六 二 z, 将 方程 (1) 化 为 

Ci E \ a 

dz zz— 2 人 E22 (2) 
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解 齐 次 方程 (2), 令 二 一 w 或 z = zu, 将 方程 (2) 化 为 


4 二 z 各 = 即 z 光 一 二 C3) 
用 分 离 变量 法 解 方 程 (3) ,得 
zu = Ce'. 
用 su 二 二 = 交换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
= Ces. 
11. 2. 131 (十 二 3) 并 一 2z(2y 一 瑟 ). 
解 将 原 方程 变形 为 ， 
A sk EAC (1) 
dr ye)’ zdr +i+3 
令 z= V4,y= Wz , 则 于 一 忆 六 一 志 将 方程 (1) 化 为 
dz _ 2(2z— 1) (2) 
dt xz 十 4 十 3 


f+ by+ 
解 形 如 y= Jazz 十 区 十 局 ) 的 微分 方程 (2). 由 


2z— t= 0, 
z 十 t 十 3 二 0 解 得 = 1,t 二 一 2, 令 z= 二 2Z 一 1,t=7 一 2, 将 方程 
(2) 化 为 
dz _ 42— 27 
MT ZF7 C3) 
解 齐 次 方程 (3), 令 条 一 “或 了 一 wT, 将 方程 (3) 化 为 
du du 一 2 du 好 一 3x 十 2 
Wi A 2 
用 分 离 变 量 法 解 方 各 (1) ,得 


Tu — 2): = Cu — 1)2. 
用 了 = 上 十 2 一 空 十 2 一 了 ;二 = 扫 二 二 换 回 原 变量 ,得 所 求 
的 通 解 为 


《( 困 一 2z 一 3) 一 C( 护 一 2 一 1)2. 
11.2.132 (y'— 3z2)dy 十 zydz = 0. 
解 ”将 原 方程 变形 为 
一 898 一 : 
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dd 
时 = 六 (1) 
令 z= VE = Vz, 则 z= ty 二 z, 将 方程 (1) 化 为 
至 = (2) 
& Hu—z 
人 解 齐 次 方程 (2). 令 子 二 “或 z= ,将 方程 (2) 化 为 
du 2u du 2 一 
“十 (3) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (3) ,得 


ts = C(u — 1)2. 
用 := mi 一 字 = 执 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
3 一 C( 一 z)2 或 天王 CO 一 2). 
11.2.133 (y+ zy)dz 十 (z — ry)dy = 0. 
解 ” 邻 加 一 出 或 y 一 莱 , 则 归 一 二 (du 一 yar). 将 原 方程 化 为 
ul wdzt (1 一 xz)(zdu — wdz) = 0, 
即 2uidz 十 z(1 一 az)du = 0. (1) 
用 分 离 变量 法 解 方 程 (1) ,得 三 二 Ce. 故 原 方程 的 通 解 为 


z = Cyer. 


i i ee 
11. 2. 134 pr 


解 ”将 原 方 程 变形 为 
2 2 
2 人 香 一 开 十 四 二. (CD 


令 于 二 ,或 六 二 zu, 将 方程 (1) 化 为 


z 全 十 zz 十 wy 即 了 到 一 tw (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 sinu = Cz. 
故 原 方程 的 通 解 为 sn = Cz. 


11. 2. 135 9 全 一 18zy 十 4z3 = 0. 


-- 1889 一- 
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解 ” 令 Vy =z, 则 y 一 过 将 原 方程 化 为 


dz a dz 了 2 ,zx 
l82 一 18zz 十 4z 二 0, 即 二 Fa) 
再 令 二 一 mm 或 := 地 将 方程 (1) 化 为 
du 1 2 du 9ut 一 9u? 十 .2 
“十 了 Ou 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 
T3182 — 2)? = C(3w — 1). 
用 w= 三 一作 上 ,得 原 方程 的 通 解 为 


“(3y 一 2z7)? = C(3y 一 22). 
11. 2. 136 皇 = Vzy 一 z 十 上 
解 ” 令 Vy 一 z 一， 则 型 一 1 = 2 至, 将 原 方程 化 为 
2 全 十 1=# 二 二 即 代 = 十. 
将 方程 (1) 直接 积分 ,得 


， 故 原 方程 的 通 解 为 
?一 一 (到 十 09 即 ?一 z 十 (于 十 0 
11. 2. 137 cosy 型 十 sny 一 十 1. 
解 ”将 原 方程 变形 为 


sing 十 siny 一 工 十 1. 


dr 
令 sing 一 4, 将 方程 (1) 化 为 
他 十 z 一 z 十 1 


解 - - 阶 线性 方程 (2) ,得 w= ce 一 十 zx 故 原 方程 的 通 解 为 


siny 一 Ce- 十 rz. 
11.2.138 (z 十 1) 时 十 tgy 一 (z? 一 1)secy 一 .0. 
解 ”将 原 方程 变形 为 


(1) 


“(2) 


(1) 


( 


(2) 
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cy 下 十 simy 一 z 一 上 (1) 
令 sing 二 4, 将 方程 (1) 化 为 
du 1 
五 十 5 十 入 一 > 一 虐 (2) 
解 线性 方程 (2) ,得 
es De ebp 
= ( 扫 一 3 十 0 — 证 T: 


故 所 求 的 通 解 为 siny 一 他 一 zs 二 OFFI + T 
11. 2. 139 cosyy 一 cosrsin’y 一 siny. 


解 令 siny = z, 将 原 方程 化 为 


2 一 zcosz 一 2, 即 2 一 z = zcosz. (1) 
解 贝 努 里 方程 (1). 令 十 一。 将 方程 (7) 化 为 
4 十 ws 一 一 cosz。 (2) 
解 线性 方程 (2) ,得 
一 efe[ [= cosz)e jedz 十 C] = Ce 一 一 


用 u = 二 = 霹 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
1 _。 Sinz 十 cosz 妥 
siny x 2 "或 siny 
11.2.140 yzinzsiny 十 cosy(l1 一 zcosy) = 0. 
解 将 民有 各 开 为 


十 sinz 十 cosz 一 Ce 一 


asiny 十 coy = os. (1) 
令 cosy = z, 将 方程 (1) 化 为 
z 一 志 == 一 也 (2) 
解 贝 努 利 方程 (2), 令 二 三 4 将 方程 (2) 化 为 
“十 也 = 二 (3) 


入 线性 力 各 (3)， 得 7 等 认 全 EE 


人 
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# e 记 | | 十 s 计 ec 十 o 一 去 c 十 C). 


1 1 
用 4 一 士 = 吉 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
恋 = 十 c 十 C), 或 (z 十 C)cosy 一 inz. 
11.2.141 Vi+ zin2y 型 = 2zsin’y 十 ez YI 


解 ”将 原 方程 变形 为 


一 1892 一 


VAN 
sin2y zz 一 一 兰 一 siny 一 二 。 (1) 
本 1+# 
令 sin’y = 4, 将 方程 (1) 化 为 
es Vr 
£3 e (2) 
7 V+t+r Vli+z: 
解 线性 方程 (2) ,得 
2 
上 2 Vits? A 
| < e Tt az 十 C 
Vl+z’ 
一 ez Vermnz 十 V1 十 z) 十 C]. 
故 原 方程 的 通 解 为 
sin2y 一 e2 Veindz 十 Vi+z) 十 C]. 
11.2.142 (一 z) VLI 十 地 全 一 〈]1 十 护 )3. 
解 令 z=tgp, y= tey, 则 dz = sec’pdg, dy 一 seczydgy，3 一 工 一 
tg 一 tgp 一 secgsecysin(% 一 9). 将 原 方程 化 为 
2 
seczgsecysin( 一 9) 演 毕 一 secsy， 
. 即 sin(y 9) CD) 
又 令 % 一 9 一 9 或 9 一 % 一 9, 将 方程 (1) 化 为 
1 一 四 = sing. (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方 程 (2) ,得 
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2 


页 一 多 十 Cl 或 t88 十 secg 一 区 十 和 (3) 
1 一 地 
2 
由 9 一 p 一 9, t89 二 ,tgy 二 y, 得 
= arctgy, 
180 = t8(¥ — 9) = EH— Bp Fs 


1+ tgpgp 1+zy” 
= /Ut iy) 
secg = VigG 十 了 ( 辽 一 二 )? 十 1 Ut) 
y l+zy 


1 十 zi 
将 这 三 个 式 子 代入 (3) 式 , 得 原 方程 的 通 解 为 
一 = 士 YE 十 o)CE 十 的 ) 


a = arctgy 十 C. 
11.2.143 (zx’— 护 )dz 十 (zy 十 zy)dy = 0. 
解 ”将 原 方程 化 为 
zd + yy + ye 0， 

即 到 de 十 的 十 错 业 一 0， (GD 

令 z = peosg,y = psin9, 则 p 二 V2 十 六 ,t80 = 二 ,将 方程 (1) 化 
为 

坟 dp 十 psinbdtgg 一 0,， 即 dp 十 secgtggdb = 0. (2) 

将 方程 (2) 积分 ,得 p 十 sec0 一 Cu 用 0 一 VP 十 六 ,t80 一 也 换 回 

原 变量 ,得 原 方程 的 通 解 为 


即 


VF+R+ to, 或 (十 (xz 十 1? 二 Cz 


11.2.144 (zy 十 y 十 siny)dz 十 (z 十 cosy)dy = 0. 
解 ”将 原 方程 变形 为 
(ydz 十 zdy) 十 cosydy + (zy 十 singy)dz = 0， ! 
d(zy 十 siny) + (zy 十 siny)dzr = 0. (1) 


令 zy 十 siny = 4, 将 方程 (1) 化 为 


du + wz = 0. 


分 离 变 量 后 积分 ,得 “ 二 Ce-“. 故 所 求 的 通 解 为 
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zy 十 siny 一 Ce ,或 zye’ 十 esiny 一 C. 
11. 2. 145 cosydz + (siny 一 e'sin2y)dy = 0. 
解 ”将 原 方程 变形 为 


人 十 tgy*e = 2siny. (1) 
令 e 一 “将 方程 (1) 化 为 
多 一 utgy 一 一 2siny. (2) 
解 线性 方程 (2) ,得 


ee le 2sing)e-Jurdy + C] = 直人 守 2 + 0). 
故 原 方程 的 通 解 为 
e- 一 直人 十 C), 或 2e-cosy 一 cos2y 二 C0. 。 

事实 上 ,容易 看 出 ,e* 是 给 定 方程 的 积分 因子 . 用 e-* 乘 方 程 两 边 ， 
和 (ecosydz 十 e ‘sinydy) 一 sin2ydy 一 0， 
即 4( 一 ecosy) 十 4( 寺 cos2y) 一 0. 
故 所 求 的 通 解 为 2e-*cosy 一 cos2y = C. 

11. 2. 146 。 求 微分 方程 z 十 yy = f(z)g( Vz 十 好 ) 的 通 解 ,并 利 
用 此 结果 求 z 十 yy' = tgz( Vz 十 六 一 1) 的 通 解 . 

解 令 VE 二 六 =w, 则 遇 二 和 是 有 :+w 一 :至 . 


利用 这 个 置换 ,将 原 方程 


z+ yy = f(r)g( Vr + yy) (1D 
化 为 4 = fg). (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 
| = [re 十 C. 
故 原 方程 的 通 解 为 
UI | em [ret+ &. (3) 
人 


一 4684 一 
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z+yy = tg( V+ — 1), (4) 
设 f(z) = tgr,g(u) = 4 一 1, 由 上 面 的 结果 (3) ,得 方程 (4) 的 通 解 为 
[ 了 I] We [ee 十 InC， 

即 [u 十 InGz 一 1D], -wz 一 一 Incosz 十 InC， 
亦 即 Mitt+In( Vit 1) 十 lncosz = InC, 
或 oor VE TF D = Ce Viet. 

11. 2. 147 ”证明 :如 果 已 知 黎 卡 提 方 程 昏 一 Pz)y 十 Q(z)y 十 
R(z) 有 一 特 解 %(z), 那 末 借 助 变量 置换 一 :十 加 (z) ,可 以 求 出 该 方程 


的 通 解 . 
证 ”将 y= 二 z 十 丸 (z) 代入 黎 卡 提 方 程 ,得 


至 十 包 一 PCnD(Gz 十 902 十 9(Gz)(z 十 加 ) 十 R(z)， 


即 上 笃 十 虹 一 Po)z 十 [2P(zD)un + QW] 
十 P(r)y + Q(z + R(x). (1) 
因为 yy(z) 是 黎 卡 提 方 程 的 解 , 即 
入 = P(2)° + QW 十 RCz), 
所 以 方程 (1) 可 化 为 
和 ~ [2P(z)y1(z) 十 Q(z)]z = P(r)22. (2) 
方程 (2) 是 贝 努 利 方程 , 它 的 通 解 为 
T= efewomneo tenne[ — pederem terear + o]. 
故 黎 卡 提 方 程 的 通 解 为 
区 一 芒 (z) 十 和 
= yz) 十 ezroneo+eee[ 一 eed roma + cI. 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 2. 148 一 一 11. 2. 149 题 ): 
11.2.148 型 =y 一 亏 
解 ”给 定 方程 是 黎 卡 提 方 程 . 由 观察 法 知 , 给 定 黎 卡 提 方 程 有 一 
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特 解 办 一 十. 令 P(z) = 1,0(z) 一 0,8(z) 一 一 三 ,由 11.2.147 题 知 ， 
给 定 黎 卡 提 方 程 的 通 解 为 
y= 大 十 oltre +t — ped ear 十 C]-: 


SA 2 人 人 Ee 3z? 
= 二 十 只 < | 本 +o- = 二 +5 


11.2.149 (2 一 1)y 十 护 一 2zg 十 1 一 0. 
解 将 原 方程 变形 为 
Ld py FE ai O01) 
方程 (1) 是 葡 卡 毛 方程， 容易 看 出 yj 一 z 是 该 力 程 的 解 . 
令 P(z) = 一 二 二 ,0(z) 一 卫生 118(7) = 一 万 上 由 题 11.2. 
147 题 知 ,给 定 方程 的 通 解 为 
y 二 加 十 e-jem+ee[ 一 十 C]- 


一 zZ 十 e- -去 和 [一 [去 二 tz 十 C]- 1 
We yy Wha | 
= 一 十 (了 mnzTT 一 InC1) 7- ， 
2 一 1 Pp 
或 i 
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8 3 ”未 解 出 导数 的 一 阶 微分 方程 
内 容 提要 


1.z 次 一 阶 微分 方程 
如 果 由 一 阶 微分 方程 F(z,y,¥) = 0 可 以 解 出 个 一 阶 方程 
yf = aD = fz sy = fz 9) 
那么 这 ”个 方程 的 通 解 的 全 体 构 成 所 求 方程 的 通 解 . 
2..F(z,p) 一 0 型 的 一 阶 微分 方程 (其 中 ? 一 华 , 下 同 ) 
解法 1 由 给 定 方程 解 出 z = mw(z?) ,于 是 有 
dy = pdz = py (pdps 
积分 ,得 y= rw (nap+ ce. 
r= 9(7), 


y= Jow par Cc， 车 从 上 式 中 消去 参数 p, 得 所 求 


ee 
通 解 为 
plz,y,0) = 0. 
解法 2 由 给 定 方程 得 到 z= 二 p( 人 ), ?二 $(t). 于 是 有 
dy = pdz = p(t Y (Ddt. 
积分 ,得 y= |#(Dw (ou 十 6. 故 所 求 通 解 为 
z= 9(t), 
' ba row (dt 十 C. 
3. Fly,7) 一 0 型 的 一 阶 微分 方程 
解法 1 由 给 定 方程 解 出 y= w(p), 于 是 有 


z= 生 二)yy, 
7 ? 


积分 ,得 = 一 | 全 6P2ap 十 C. 故 所 求 通 解 为 


1/ 
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y= 9(7), 
解法 2 ”由 给 定 方程 得 到 y = p(2),p = $(2) ,于 是 有 


7 $0 


积分 得 = 一 | 名 (a + C, 故 所 求 通 解 为 


4.y = fc 六 型 的 一 阶 条 分 方程 
将 给 定 的 方程 对 z 求 导 ,得 ?= 侣 十 闵 ， 最 :- 解 这 个 关于 ,x 的 一 
阶 方程 . 设 它 的 通 解 为 p 一 p(z,C). | 
将 ?= 9(z,C) 代入 给 定 的 方程 ,得 所 求 的 通 解 为 
y= f(z,9(z,C )). 
5.z 二 f(y,7) 型 的 一 阶 微分 方程 
将 给 定 的 方程 对 y 求 导 ,得 
1_H HF.d 


解 这 个 关于 yp,y 的 一 阶 方程 . 设 它 的 通 解 为 p 二 pCy,C). 将 ?一 py,0) 
代入 给 定 的 方程 ,得 所 求 通 解 为 
z= f(y,9(y,0)). 
6. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 方程 
形 如 ACp)y 十 B(p)z = C(?) 的 方程 , 称 为 拉 格 朗 日 方程 . 
由 拉 格 朗 日 方程 解 出 ( 设 4(?) 取 0) 
y= VCP)z 十 pp). (1) 
其 中 mw(z) 一 一 RD, (7) 一 -$e 
将 方程 (1) 对 z 求 导 , 得 
p= 9(7) + [zy (8) + yp] 和. (2) 
当 ? 一 wp(?) 天 0 时 ,由 (2) 或 得 站 溯 让 


一 1 加 8 一 
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和 pp) 一 yp)  ， 
dp plp)—p ?7— 9p(7) 
解 线性 方程 (3) ,得 
z 一 z(p,C)， 
将 (4) 式 代入 (1) 式 , 得 
y= Pp(p)r(p,C) + ¥(p). 
故 拉 格 朗 日 方程 用 参数 p 表示 的 通 解 为 


(et 
y= p(p)z(pyC) + pp). 
车 plp) 一 ?一 0, 则 
p= Co. 
将 (6) 式 代 入 (1) 式 , 得 


3 一 go(Co)z + $Co). 
容易 验证 ,(7) 式 也 是 拉 格 朗 日 方程 的 解 , 即 它 的 奇 解 . 
7. 克 莱 洛 (Clairaut) 方程 
形 如 y = pz 十 p(7) 的 方程 称 为 克 莱 洛 方程 . 
将 克 莱 洛 方程 对 z 求 导 , 得 


?=-? 十 [z 十 9(D] 开 ， 
a 
即 [r+ wp]=0, 


亦 即 他 二 0, 或 z 十 yw (7) = 0. 


由 于 -= 0, 得 ? 一 C. 将 p 二 C 代 入 克 莱 洛 方程 ,得 通 解 为 


y= Cr 十 p(C). 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


由 z 十 9 (7) 二 0, 得 z= 二 一 gy (7) 将 + 二 一 g (7), 代 入 克 莱 洛 方程 ， 


得 
y=— pp (7) + mp(P). 
容易 验证 ， 
全 =— 9 (7), 
y=— po (7) 十 pp). 


也 是 克 莱 洛 方程 的 解 , 即 为 它 的 琳 解 ，. 


= 
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问题 与 解答 


1.a 次 一 阶 方程 ， 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 ,其 中 ? 一 至 (11. 3. 1 一 11. 3:10 题 )， 
11.3.1 1 十?(z 一 3 一 z 一 0. 
解 ”将 方程 变形 为 
(p— Dpy+z) = 0. 
因此 ,给 定 方程 实际 上 是 下 列 两 个 方程 : 
7 一 1=0, 即 y=1， (1) 
区 十 + 一 0, 即 yy 一 一 地 (2) 
对 方程 (1) 直接 积分 ,得 通 解 为 y 二 z 十 C3 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 通 解 为 z? 十 六 二 C. 故 原 方程 的 通 解 为 
yy 三 z+ 十 C0, 或 z2 十 二 0C，. . 
11.3.2 p+yp—r—zy= 0. 
解 ”将 原 方程 变形 为 
(? 一 z)(? 十 yy 十 z) 一 0. 
因此 ,给 定 方程 实际 上 是 下 列 两 个 方程 


?一 z 一 0, 即 多 一 z3 (1) 
?十 y 十 z 一 0, 即 多 十 一 一 z (2) 
对 方程 (1) 直接 积分 ,得 通 解 为 
一 到 十 已 


3 
方程 (2) 是 线性 方程 ,其 通 解 为 
y= Ce 一 一 z 十 1. 
故 原 方程 的 通 解 为 
y 一 至 十 C， 或 y= Ce- 一 z 十 1. 
11.3.3 PP 二 zp 二 zy CO— zy = 0. 
解 ”将 方程 变形 为 
(p+zy)(p— ryt7z) = 0. 
因此 ,给 定 方程 实际 上 是 下 列 两 个 方程 : - 
?十 区 一 0, 即 六 一 一 2 (GD) 
一 1S60 一 
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?7—zy 二 z= 0, 即 y 一 zy z. (2) 
用 分 高 变量 法 解 方程 (1) ,得 通 解 为 9 一 Oe 了 持 
方程 (2) 是 线性 方程 ,其 通 解 为 3 一 ci tl. 
故 原 方程 的 通 解 为 y 一 Cue- 于 ,或 ， 一 oe +1. 
11.3.4 FC— (z+ zyt yp 二 + (zy 二 zy + zy’)p — zy’ = 0. 
解 ”将 原 方程 变形 为 
(p— zp— zp— y= 0. 
给 定 的 方程 实际 上 是 下 列 三 个 方程 : 


7 一 区 二 0， 即 y=zy， (1) 
?一 于 一 0， 即 一 2， (2) 
?—¥=0,， 即 y=y. (3) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (1) ,得 通 解 为 
y= ce5; 


对 方程 (2) 直接 积分 ,得 通 解 为 ? 一 于 十 Ci 
用 分 离 变量 法 解 方程 (3) ,得 通 解 为 y 一 二 一 


故 原 方程 的 通 解 为 = ce 或 9 一 瑟 十 C 或 9 一 
11.3.5 及 十 扰 一 1 一 0. 
解 ”由 给 定 方程 解 出 z( 即 y), 得 
y = /IFSY =- Vi 
用 分 离 变 量 法 解 这 两 个 方程 ,得 所 求 的 通 解 为 
arcsiny 一 z 十 C 或 arcsiny 二 一 + 十 C. 
11.3.6 了 十 2ypctgz = 妨 . 
解 ” 原 方程 两 边 同 加 上 yctg?z, 得 
天 + 2ypctgz + yctg’z 一 y+ yctg’z, 
即 (p + yctgz)2 = yrcsc’z 
开 方 ,得 ? 十 yctgz 二 士 scr, 即 y 一 二 了 
用 分 离 变量 法 解 这 两 个 方程 ,得 原 方程 的 通 解 为 : 5、 ': 
y(cosz 士 1) 一 C. 


C 一 2 
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11.3.7 zp — 2yp + 4z= 0. 
解 ”由 给 定 方程 解 出 z( 即 y¥), 得 


y = 十 V4 
2 


解 这 两 个 齐 次 方程 , 令 二 一 4, 或 9 = zu, 得 


十 = 开 一 s 十 VE 二 和 即 z 和 二 土 VE 一 4 
dz dz 


用 分 离 变 量 法 解 得 
十 Vw = 三 : 
由 (1) 式 ,得 
4 干 Vw 一 = 华 . 
将 (1) 式 与 (2) 式 相 加 ,得 
工 4C z 2C 
加 C 十 zr” 即 ， 361+ 2 


在 (3) 式 中 令 u 一 过, 得 原 方程 的 通 解 为 


2C 
二 = 襄 + 字 ' 或 *=2C(y 一 20). 


11.3.8 zp 一 2zyp 十 = zy 二 zt 
解 ”将 原 方程 变形 为 
(zp 一 9)? = 22( 护 十 z2)， 
开 方 ,得 


zj 一 g 一 士 z Vz 十 扩 , 即 六 一 二 十 V+ 
令 y = wz, 将 (1) 式 化 为 
十 z 避 一 # 土 z VI 十 本 即便 二 土 VE 
用 分 离 变 量 法 解 (2) ,得 w= sh( 土 z 十 0). 
令 = 过 换 回 原 变量 ,得 原 方程 的 通 解 为 
3 一 zsh( 士 zx 十 C). 


11.3.9 Fonye Or 


一 i1902 一 


(1) 


(2) 


(3) 


(1) 


(2) 
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解 令 iny 一 则 熙 一人, 即 p 一 一 y 光 ,将 原 方程 化 为 
y( :+ ep le 1) 0, 即 (到 ol 一 ww). 
亦 即 至 = 土 s Vi 一下. 


用 分 离 变量 法 解 这 两 个 方程 ,得 zx = sin(C 十 az).、 用 + = lny 换 回 
原 变量 ,得 所 求 的 通 解 为 
lny = sin(C 士 az) 或 y 一 ewc+". 


11.3.10 (zp 一 ¥)? = (7 一 妨 )arcsin2 十 


解 令 arcsin 二 三 或 y= zsinu, 则 ?p 一 皇 一 人 zeosu 十 sinu, 原 
方程 可 化 为 
(2)rtcosm = rhcos™w. 
即 了 全 呈 , 亦 即 和 到 二 三 . 用 分 离 变量 法 解 这 两 个 方程 ,得 
“一 cz, 或 "一 人 


用 w= arcsin 二 换 回 原 变量 ,得 所 求 通 解 为 


arcsin 二 一 Cr, 或 arcsin -一 加 = 全， 


即 y 二 zsinCz, 或 y == zsin 人. 


2. F(z,7) 一 0 型 的 一 阶 微分 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 ,其 中 = 拒 (11. 3.11 一 11. 3. 14 题 ); 
11.3.11 e 十 ?一 z 
解 ”由 方程 =e 十 p 可 得 
dy = pr = ple? + 1)dp. 
将 上 式 积 分 ,得 


9= e+ Dds = el(p 一 1) + 互 十 :C. 
4 村 他 = 去 


oo re 
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z==@ 十 p， 
故 原 方程 的 通 解 为 op 一 D+ 于 + 
11.3.12 xz7 一 1 十 ?7. 


解 由 原 方程 可 得 z 一 上 南 了 ,因此 


dy= pr=p°*( 3 20a = 22. 
ee 
积分 ,得 y= PF 2+t y+ 
:= 


故 原 方程 的 通 解 为 
y= 27: le 
11.3.13 z+F— 3zp= 0. 
解 ” 设 p= zt, 并 代入 给 定 方程 ,得 
z3 十 zt 一 3zt 一 0, 即 z(1 十 4#) 一 3 一 0. 


解 出 + 一 于 5' 于 是 有 7 一 zt 一 了 年 记 因 此 ， 


38 3(1 一 26) 90 一 26) 
由 一 呈 一 T (UF Te 
积分 ,得 
9(1 一 26) 9 6 
[es ZTE 十 TREE 十 人 
> 
+ 
故 原 方程 的 通 解 为 


> 9 6 
3 一 FT 二 TITTE 二 和 


11.3.14 及 一 z3(1 一 ?一 0. 


由 原 方程 解 出 z= 一 -一 , 设 Y1 一 ?一 4, 则 ?二 1 一 属于 
解 方 六 三 7 二 t 则 ?zp 


是 有 z 一 十 一 马 因此 ， 

y= p= (1— 上 20dt = 去 
积分 ,得 二 十 一 各 十 名 # 十 C. 故 原 方程 的 天 解 为 
— s904 一 


t+ 20, 
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3. Fl(y,?) 一 0 型 的 一 阶 微分 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 ,其 中 ? 一 训 (11. 3. 15 一 11. 3. 21 是 ): 
11.3.15 yy 一? 十 Inp. 


解 ”由 原 方程 得 
EY Re 
dz F FR Dae (3 中 Fe 
将 上 式 积分 ,得 


1 1 1 
一 |( 一 十 一 )dz = 二 Inp 一 一 十 C. 
C2 [+ z)dp = Inp p 


= 一 7 一直 十 C， 


故 原 方程 的 通 解 为 | 
3 一 ?十 inpz. 


11.3. 16 y= erp2. 


解 ”由 原 方程 可 得 
dz 一 = “+ 22)4p ~ ep + 2)dr. 
积分 ,得 


z= |e(+ oap= ert D+. 
故 原 方程 的 通 解 为 (ee 
3 一 er 了 
11.3.17 太一 护 (e 一 2?) 一 0. 
解 ” 设 y= pt, 并 代入 给 定 方程 ,得 
P— Pila— 7)= 0, Bh (+ — at= 0. 
解 出 p 一 -全 于 是 有 y 二 pt 二 全 因此 
i+ 1 十 已 
dy i+ .ot 3 士 刀 \ 


Tp FDI 


oy = > 
#+ 2arctgt + C. , 注 国 209 于 TD) 


一 1905 一 
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z= t+ 2arctgz 十 C， 
故 原 方程 的 通 解 为 | a 


11.3.18 p+ 3py = 0. 
解 ” 设 y= pt, 并 代入 给 定 方程 ,得 到 
sp 即 P(1 十 6) 一 3 一 0.: 


解 出 p= 了 时。 于 是 有 9 = pt 一 了 3 因此 ， 
“了 工 十 于 ’ T+ 
a 的 
二 一 站 
积分 ,得 
2 一 1 十 t /= 1 
zx Te t 十 In 3 arctg 十 C. 
故 原 方程 的 通 解 为 
We 2 
z 一 一 ! 十 jn 一 一 一 一 -十 V 3arctg 十 C， 
V1 一 上 十 下 WA 
_ 3 
| ni 


11.3.19 y(p— 1)= (2— 92). 
解 ” 设 2 一 p= ¥, 并 代入 给 定 方程 ,得 
yx)=y, 1- y= 
解 出 y 一 十 一 4 于 是 有 Pp 二 2 一 次 二 1 十 全 因此， 
2 经 上 
i 
积分 ,得 z = -十 C. 故 原 方程 的 通 解 为 


11.3.20 3#(1 士 严 ) 一 
解 设 ? 一 te， [代入 失 定 和 得 me 一 2 解 出 y 一 2ooos 一 
al1 十 eos20). 因此 ， ‘ 
一 8906 一 
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积分 ,得 
z= | 一 2a(1 十 cos20)dt =— a(2t + sin2t) + C. 


、 z= a(2t + sin2t) 十 C， 
故 原 方程 的 通 解 为 0 = a(] 十 cos21). 


11.3.21 ¥y(1— 7p) = (2— 9p). 
解 ”将 原 方程 变形 为 
1 一 ?= FD, 0 
令 2 了 一 4 即 p 一 2 一 yw, 将 方程 (1) 化 为 
ty—]1=2, 即 y=t 十 十 ， 
于 是 有 ?一 2 一 急 = 工 一 如, 由 此 求 得 
dy 1 1 


2 ee FN I 
和 一旦 = 了 二 81 一 在 闪 = 一 三 相 


积分 ,得 + = 十 十 C. 故 原 方程 的 通 解 为 


z= 十 +0， 有 
1 或 y= z+ 二 6 一 5. 


3 一 上 十 SE 
4.3 二 f(z,7) 型 的 一 阶 微分 方程 
求 下 列 微 分 方程 的 通 解 ,其 中 一 代 (11. 3. 22 一 11. 3. 25 题 )， 
11.3.22 3 一 ?一 pz 十 至 . 


解 ”将 给 定 方程 对 > 求 导 ,得 ?一 2? 于 一 > 对 一 ?十 


即 =1. (CD 
对 方程 (1) 直接 积分 ,得 
7 二 z+C. (2) 
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将 (2) 式 代 入 给 定 方 程 ,得 所 求 的 通 解 为 
3 一 (z 十 C): 一 (十 COz 十 瑟 ， 或 ?一 本 十 cz 十 C 


11.3.23 zz 十 2zp 一 一 0. 
解 ”由 给 定 方程 解 出 
y= zP2 十 2zp. (1) 


将 方程 (1) 对 z 求 导 , 得 7 一 严 十 2 十 (2pz 十 2z) 开 , 即 
? 十 2z 2 = (0. (2) 
用 分 离 变量 法 解 方 程 (2) ,得 z 一 号， (3) 
将 (3) 式 代入 (1) 式 ,得 ?= C 十 2 故 所 求 的 通 解 为 


z= 
7 20 或 (y 一 0)?= 4Cz. 
Oe 


11.3.24 p—e?f=0. 


解 将 原 方程 变形 为 Inp 一 六， (D 
Zz 
由 (1) 式 解 出 3 | (2) 
a d; 
将 (2) 式 对 + 求 导 , 得 ?7 一声 十 南 臣 一 吉 臣 ' 即 
?一 言 终 < 区 + (3) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (3) ,得 
z = Clnp. (4) 
将 (4) 式 代 入 (2) 式 ,得 y = Cp. 故 原 方程 的 通 解 为 
= Clny, _ 
te 或 y = Cec . 


11.3.25 (z?— 1)72? 一 2zyp = z?. 
解 由 给 定 方程 解 出 


a 
多 2z ? 2 
一 1988 一 
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dy 1 zs 二 1 so—l1 dz z 
7 at + 2 


dg (2) 
将 (2) 式 积分 ,得 ? = Cr, 代入 (1) 式 ,得 原 方程 的 通 解 为 
Cs 1 
y= 起 人 a 了 


因此 ,dz 


5.z 二 f(y,7) 型 的 一 阶 微分 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 , 其 中 7p 一 借 (11. 3.26 一 11. 3. 29 题 ): 


11.3.26 z= py 十 ap2. 
解 ”将 给 定 方程 对 y 求 导 ,得 


= 2 C2 
?+t yay t+ 2 ay° 


dy Pp ,2 
即 Ee eh er (1) 
解 线性 方程 (0) 得 y= 7 一 (2) 
将 (2) 式 代入 给 定 方程 ,得 
z = CP 十 aparcsinp 
Yi—y 
zs = C2 十 oparcsinp 
故 所 求 的 通 解 为 
y= 2 十 earcinp _ ,,. 
Vl—ry 
11.3.27 及 一 4zyp + 8y = 0. 
解 ”由 给 定 方程 解 出 
i 罗 
2 一 加 十 Ee (1) 
村 yy ll_?4d_ PF 2 _ 2d 
将 (1) 式 对 y 求 导 ,得 了 rr re 二 ' 即 
ad 
二 = 务 (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方 程 (2) ,得 


— 
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?一 Vy. 
将 (3) 式 代入 (1) 式 ,得 原 方程 的 通 解 为 二 对 十 过 V 了 ， 
或 y= Cz — C00 = 9). 


11. 3. 28 p= dy(zp 一 2y)’. 
解 ”由 给 定 方程 解 出 


将 (1) 式 对 y 求 导 ,得 
1 和 2y dp 十 1 4d2 干 ? 
7 7 天 由 Vy 4 


1 dl 1 
即 rd ee 
Pdy 2y 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 
?一 C Vy. 


将 (3) 式 代入 给 定 方程 ,得 所 求 的 通 解 为 4(Cz 一 2 W y 7 一 C 


kz 十 32) 
WT 十 严 
解 由 给 定 方程 解 出 
z= 二 V1l+p— p)y. 


11.3.29 y= 


将 (1) 式 对 y 求 导 ,得 
1 1 p dp 
二 (一 V1 十 )+y( 1) 到 
站 严 一 ?十 3 i ay 
1tF__ ,dp 
即 a Yay" 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2), 得 
ME 即 p= 土 半 一 
将 (3) 式 代入 给 定 方程 ,得 所 求 的 通 解 为 


z 土 VO 一 站 一 上 ,或 (z 一 全 十 一 0 
‘ * i 


一 0 


(3) 


0) 


(2) 


(3) 


(1) 


(2) 


(3) 
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6. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 和 奇 解 ,其 中 ? 一 至 (11. 3. 30 一 11. 3. 32 


题 ): 
11.3.30 3 一 2pz 十 严 . 


解 ”将 给 定 方程 对 z 求 导 , 得 ?= 2 十 2z 于 十 27 于 ,如 


一 ?= 2Gz 十 及 开 . (1) 
当 p 关 0 时 ,由 (1) 式 得 
至 十 2 一 一 2. (2) 
p 了 
解 线性 方程 (2), 得 
(3) 
将 (3) 式 代入 给 定 方程 ,得 y 一 2C 一 互 故 原 方程 的 通 解 为 
2 
| = 号 -号 ， 
_2C_ 
二 


当 ? = 0 时 ,由 给 定 方程 得 y = 0, 它 也 是 原 方程 的 解 , 即 为 奇 解 . 
11.3.31 用 十 2zp 十 2y 一 0. 
解 “由 给 定 方程 解 出 


y= 一 zp 一 号， (1) 

将 (1) 式 对 z 求 导 , 得 
了 7 (z 二 罗氏, 即 28 (z+D 名 . 

当 p 关 0 时 ,有 

A (2) 

dp 2 到 
解 线性 方程 (2) ,得 

人 
和 了 3 (3) 


将 (3) 式 代入 (DD 式 :得 各 eh.0 VF 王族 原 认 程 的 通 解 为 
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ee 
/3 3 
Js 


当 p 二 0 时 ,由 (1) 式 得 y = 0, 这 也 是 原 方程 的 解 , 即 为 奇 解 . 
11.3. 32 .3 一 xz 十 及 


解 ”将 给 定 方程 对 z 求 导 ,得 ?一 严 十 (2pz 十 37) 2 2 , 即 
?一 严 = (2pzz 十 37 于， 


当 ? 一 用 关 0 时 ,有 
4 2 -37 
dy ?一 1 4 
解 线性 方程 (1) ,得 


= 一 (到 p 一 严 十 0) (2) 
将 (2) 式 代 入 给 定 方程 ,得 


pt 
y= (37? +0) 


DE 
《? 一 D” 


可 一 二 六 
3 1 
z 一 (7 一 六 十 C) 一 一 5， 
故 原 方程 的 通 解 为 2 
3 一 (32 一 P+ 0 Ey 十 
当 ? 一 严 一 0, 即 ?一 0 与 ?一 1 时 ,由 原 方程 可 得 y 一 0 与 y 一 z 
十 1, 它 们 均 为 给 定 方程 的 解 , 即 为 奇 解 . 


7. 克 莱 洛 (Clairaut) 方程 

求 下 列 微分 方程 的 通 解 和 奇 解 ,其 中 ? = 于 (11. 3. 33 一 11. 3. 36 
题 ): 

11.3.33 y=zp 二 pF 

解 ”将 给 定 方程 对 z 求 导 , 得 

P=7+zp +y 2p7 ,pm (lz 27)7 = 0. 

亦 即 z = 0, 1 十 z 一 2 一 0. 

由 路 洲 , 得 ?一 6. 代入 给 定 方程 ,得 通 解 为 ， 12 1 


一 1 的 2 一 
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3 一 Cz 十 C 一 CC 
由 1 十 z 一 2p 一 0, 得 ? 一 三 二 二, 代入 给 定 方程 ,得 
y= 2 DD? 
这 也 是 给 定 方程 的 解 , 即 奇 解 . 


11.3.34 3 一 zp 十 2 YV 一 P. 

解 ”将 给 定 方程 对 < 求 导 , 得 
dp 1 dp 和 

Et 


亦 即 名 一 0 或 一 天 = 
ot 
由 旗 = 0, 得 ? = C, 代 入 给 定 方程 得 通 解 为 
3 一 Cz 十 2 V 一 C. 

1 1 
一 一 0， 三 一 一 ,代入 给 定 方程 ,得 y= 二 Y 一 7. 
由 z es 得 z 人 y= Y 一 9? 
= 1 
故 | 一 ? 或 zy=1. 
学 A 2 


这 也 是 给 定 方程 的 解 , 即 奇 解 . 
11.3.35 y=zp+ V1l+p. 


解 ”由 原 方程 得 
Eo ? 
dz 一 了 本 下 > 
即 (z+ 一 2 一 )dp = 0， (1) 
Vi+PF 
亦 即 dp = 0, (2) 
或 z 十 一 上 一 =0 (3) 
V1 十 严 
由 方程 (2) 得 ? 一 C, 代 入 方程 (1) ,得 通 解 为 
”3 一 Cz 十 V1 十 C 
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由 (3) 式 得 z = - 一 -一 ,代入 方程 (1) ,得 y 一 
VIF " 
z= 一 2 » 
ME 
"AF 
这 也 是 给 定 方程 的 解 , 即 为 奇 解 . 
11.3.36 pz ， 1) 一 2pzy 十 所 一 1 一 0. 
解 由 原 方程 解 出 
3 一 zz 士 VP 十 1. 
将 上 式 对 z 求 导 , 得 
= ?+ (z 土 一 了 一 ) 生 , 即 (z 土 一 2 一) 22 -0 
人 
亦 即 钳 = 0，z 土 一 一 = (0. 
时 Vr+tl 
由 弛 = 0, 得 2 = C, 代 入 原 方程 ,得 通 解 为 
Cz — 1)— 20rzy + yy —1= 0. 
由 z 土 一 2 一 - = 0， 
z i 
7 二 干 了 S 
VF 
1 
(2) 式 代入 (1) 式 得 y= 土 , 故 
将 (2) 式 代 y pr 
汪汪 二 一 上 上 
Y 严 十 与 vrtl 
一 1 - 一 一 了 . 
Y 严 十 1 VY 严 十 1 


即 空 十 六 一 1 这 也 是 方程 的 解 , 即 为 奇 解 


一 4944 一 


1 
FE 


, 故 


(1) 


(2) 
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8$ 4 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 
内 容 提 要 


1. 人 狸 = fcz) 型 的 高 阶 微分 方程 

对 于 这 类 方程 ,逐次 积分 得 通 解 为 

三 ja 六 二 roe 十 Cam- 十 Car- 十 …… 十 Ciz 十 C， 

其 中 Gi,C2,… ,C1,C, 均 为 任意 常数 . 

2. 不 显 含 未 知 函 数 的 高 阶 微分 方程 

对 于 六 二 f(z, ) 型 的 微分 方程 , 令 y¥ = 7, 则 y= 二 py ,可 以 将 原 方 
程 化 为 一 阶 微分 方程 = f(z,p). 设 其 通 解 为 y 一 ?= p(z,C1), 则 原 
方程 的 通 解 为 

y= jc,coe 十 C:. 

一 般 地 ,对 于 y= 二 fGzgo Do 53g9) 型 的 微分 方程 , 令 yo 一 

7, 就 可 以 将 原 方程 化 为 x 一 上 阶 微分 方程 
PD = 和 (zy 入 
3. 不 显 含 自 变 量 的 高 阶 微分 方程 


对 于 六 =f(y,#) 型 的 微分 方程 , 令 Y 一 ? 则 六 一 ?到 ,可 以 将 原 


方程 化 为 一 阶 微分 方程 和 2 一 f(y,7). 设 其 通 解 为 Y 一 ?一 pvC)， 
则 用 分 离 变量 法 解 得 原 方程 的 通 解 为 
re 一 2 十 C: 

一 般 地 ,对 于 yo 二 yg ,yD,… ,90) 型 的 微分 方程 , 令 yo 
一 记 则 如 中 一 加 yer 一 疡 晓 十 (将 ):p,…, 就 可 以 将 原 方程 化 为 
一 上 阶 微分 方程 . 

对 于 既 不 显 含 未 知 函 数 ,又 不 显 含 自 变量 的 微分 方程 

Ce 
一 1915 一 
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按 前 面 2 与 3 两 种 方法 ( 含 g% 一 P, 取 z 或 ?为 自 变量 ) 都 可 以 将 原 方程 
化 为 上 一 上 阶 微分 方程 ,一 般 地 , 取 z 为 自 变量 较为 简便 . 


问题 与 解答 


1.y" = f(z) 型 的 高 阶 微分 方程 
求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 4. 1 一 11. 4.4 题 ): 
11.4.1 y=z. 


解 y= 二 十 O19 一 二 十 Ciz 二 Cs 
11.4.2 y"'= arctgz. 
解 vy = |aretgrar = zaretgz — Tin(l 十 四 十 Or 


y = [Czaretez 一 二 md 十 z2) 十 Cdz 


一 言 (2 一 Daretgz 一 于 mnGl 十 z9 十 Ca 十 Cs 


所 以 ， = 省 se +is+ or 


11.4.4 y= zer. 
解 w= (z 一 De+C,y = (rz 2)e + Cr+ 0 


所 以 ,y = (z 一 3)e 十 Cx? 十 Cx 十 0s， (Ci 一 2). 


i 


1.4.5 求 因 = 焉 满足 zrG) = 0,y (0) =1,r(1) = 2 的 特 解 . 


I inz 1 
解 w= . mid 十 2 一 3 呈 二 
一 | (3 a 十)dz 二 1 二 3x 1 in2z 一 ine — 9, 
1 z 2 


zr 
= 2 
De Sin'z lnz 一 2)dz = 3 2 一 邱 mzz 十 本. 


故 所 求 的 特 解 为 ， a 


一 MB9H 一 
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22 


3 
y= 到 2z Zinz 十 元 


2. 不 显 含 未 知 函数 的 高 阶 微分 方程 
求 下 列 微分 方程 的 特 解 (11. 4. 6 一 11. 4. 12 题 ): 


11.4.6 y= by'’. 
解 ” 令 y = 7, 则 六 ”= 7, 原 方程 可 化 为 

y = op. (1) 

用 分 离 变量 法 解 方程 (1) 得 
生 

7 bz Oo. (2) 
由 (2) 式 , 解 出 

7 == 土 1 ,py 2 (3) 


士 有 
Y 一 2z 十 C Y 一 2iz 十 Ci 
将 方程 (3) 直接 积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
y= 干 志 -2 十 Gi+ Or 
11.4.7 y=1+y. 
解 ” 令 y = 7, 则 y= ,将 原 方程 化 为 


一 1 十 严 0 
用 分 离 变量 法 解 方程 (1) ,得 
arctgp = z+ CO. (2) 
由 (2) 式 解 出 人 
?一 tg(z 十 CD), 即 多 一 tg(z 十 C). (3) 
将 方程 (3) 直接 积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
3 一 一 Incos(z 二 C01) 十 C2. 


11.4.8 y=y+z. 
解 ” 令 y = 7, 则 y= ,将 原 方程 化 为 
2 一 ?十 z. 
解 一 阶 线性 非 齐 次 方程 (1) 得 
f= dl( fy + co 一 Ore 一 2 一 1。 
即 站 二 Ce 二 2 二 国 (2) 
将 方程 (2) 直接 积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
一 1917— 
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2 
= Ce 一 二 一 z 十 Cr 


了 
11. 4. 9 = 名 + 《2z 一 D 癸 = 一 4z2. 
解 ”将 给 定 方程 变形 为 
谍 + (2 一 二 ) 竺 一 一季 (1) 
令 y 二 2, 六 二 ,将 方程 (1) 化 为 
7 + (2— Tp =— 4. (2) 
解 线性 方程 (2) 得 


p=[ [= gr)el -beg + CJe le- -ozera — 2z. 
即 y 一 Cize-2 一 2z. 
积分 ,得 y = Ce-z(z 十 去 ) +0 (C=— 去 00). 
11.4.10 (y")’?+ (y)*:= 1. 
解 ” 令 y= 7, 则 yr = zp ,将 原 方程 化 为 


(+P 二 14， 即 7= 土 VT 5 
用 分 离 变量 法 解 方程 (1) 得 电 
arcsinp 一 士 zx 十 C. (2) 
由 (2) 式 解 出 
?一 sin(C 士 z)， 即 六 一 sin(C 士 z). (3) 
将 方程 (3) 积分 得 
纪 一 一 cSGC 士 z) 十 C, 即 关 一 一 cos(z 十 CD 十 C: 
(C= 土 0). 
再 积分 ,得 所 求 的 通 解 为 


3 一 一 sin(z 十 CD) 十 Cr 十 Ch 
11.4. 11 zz2ye 十 zj — hy = 3z. 
解 令 ?8 一 ?p, 则 如 一 了 一 和 将 给 定 方程 化 为 
p+ zp 一 47 一 3z. 


解 这 个 欧 垃 方程 ,得 ? = 生 十 Ci? 一 =, 于 是 有 
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积分 ,得 所 求 的 通 解 为 
一 一 全 二 So 一 至 十 cr 
11.4.12 3 一 二 0 
解 令 30 一 了 , 则 3s 一 了 ,将 给 定 方程 化 为 


人 Tp =0. 
用 分 离 变量 法 解 得 
?= Cr, hy? = Cz. 
连续 积分 四 次 ,得 所 求 的 通 解 为 


y= Ciz5 十 C2z: 十 Cszz 十 Ciz 十 Cs. 
求 下 列 微分 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (12. 4. 13 一 12. 4. 17 
题 ) : 
11.4.13 zy 十 六 二 0,y(1) = ay (1),， (a 为 常数 ) 且 当 z-> 0 时， 


y(z) 有 界 . 
解 ” 令 y 一 ?7, 则 多 一 ?将 原 方程 化 为 
zp 十 ?一 0, 即 (zp)' 一 0. (1) 
将 (1) 式 直接 积分 ,得 
zp= COC. (2) 
和 和 全 
?一 卫 , 即 一 也 . (3) 


将 方程 (3) 直接 积分 ， 得 原 方 程 的 通 解 为 
y= Cniz| + Cz. 
由 zx 一 0 时 3y(z) 有 界 , 可 得 C, 二 0, 于 是 有 y= Cz. 又 由 y(1) = 
ay (1) ,确定 C 一 0, 故 所 求 的 特 解 为 y 二 0. 
11.4.14 (z+ Dwr+zy = 0,y(0) = 0,y (0)=1. 
解 ” 令 y = 7,y' 二 Fp, 则 原 方 程 化 为 
(z+ 1)y 十 zz 一 0. 汪汪 
初始 条 件 为 pl:-。= 1 
i 得 
一 栓 19 一 
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亦 即 一 (1 十 z)e 一 (2) 
初始 条 件 为 y(0) 一 0. 
将 方程 (2) 直接 积分 ,得 所 求 的 特 解 为 


Po fa 十 z)e-dz = 一 (z 十 2)e-: 十 2 


11.4.15 (1—z)y— zy =0,90) = 0,y(0)=1. 
解 ” 令 y = 7, 则 y= yz，, 原 方程 可 化 为 


(1 一 2)y = zp- (1) 
由 y(0) = 0,y (0) = 1, 得 初始 条 件 为 ?|:-。 = 1. 
用 分 离 变量 法 解 方程 (1) 得 
2 二 /六 
下 和 [Ea Wm? Vi 
亦 四 =— 2) 
' . Vi b 
初始 条 件 为 y|:-。 二 
将 方程 (2) 全 计 机 分 ,得 所 录 的 特 角 为 
3 一 [ 大 = = arcsinz. 


a a 
.4.16 (一 z) 定 一 上 AI 二 (全 )2， (a,k 为 常数 ,a > 0)， 


y(0) = 0,y (0) = 0. 
解 ” 令 y = 7, 则 y= 7, 原 方程 可 化 为 
(a—zp =k Vi+p. (1) 
由 y(0) 二 0 得 初始 条 件 为 zl- 一 0 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (1) ,得 


A by 
ht iT = Gy (2) 
由 (2) 式 解 出 
(a— 7): 
?一 2 一 不 了 8 ， 
和 a (Ek 
即 lee (3) 
初始 条 件 为 y(0) 二 0. A | | 
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当下 天 士 1 时 ,将 方程 (3) 积分 ,得 所 求 的 特 解 为 
二 全 a _ (ea 一 Dm 
YT 2 — zy): 22 J 


~—h te 
GD ta "+r 


由 
y=- 2H 
当 k== 1 时 ,方程 (3) 为 


MR Ne 
六 一 2 一 一 页 

积分 ,得 所 求 的 特 解 为 
y 一 一 号 mla 一 zl + 击 o 一 D:+ mo 一 全 ， 


4 
当 4 一 一 1 时 ,方程 (3) 为 


积分 ,得 所 求 的 特 解 为 


a 1 a a 
y= inle ~— zl nat 


11.4.17 y= Vy,y(0) = y(0) = y(0)= 0. 
解 ” 令 y= 7, 则 y” 二 yy , 原 方程 可 化 为 


r=V?p. (CD 
由 六 (0) = 0, 得 初始 条 件 为 2(0) = 0. 
用 分 离 变量 法 解 方程 (1) 得 
-和 dd (2) 


由 (2) ee ?= 后 ， 即 y= 于 初始 条 件 为 x(0) = y (0) = 0. 
积分 两 次 ,得 所 求 的 特 解 为 y 一 训 z* 
3. 不 显 含 自 变量 的 高 阶 微分 方程 


求 下 列 微 分 方程 的 通 解 (11. 4. 18 一 11. 4. 24 题 ) : 
11.4.18 y=y. 


解 令 y¥ 一 7p, 则 六 二 加, 原 方程 可 化 为 


2 
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?多 汪 示 (CD 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (1) ,得 
P=#+o. (2) 
由 (2) 式 解 出 了 
7 一 土 学 十 co 汪 即 光一 士 六 十 Co G3) 


用 分 离 变量 法 解 方程 (3), 得 原 方程 的 通 解 为 
lnGy 十 V 妨 十 CUD = 士 z 十 Ca 
11.4.19 六 十 到 一 0 


解 令 ?一 7, 则 六 一 ? 友 , 原 方 称 可 化 为 


?各 十 到 = 0. (GD) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (1) 得 
芯 十 cv (2) 
由 (2) 式 解 出 
2 一 土 Ve Form, my + 2 /ror (3) 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (3) ,得 原 方程 的 通 解 为 
Whew- pd Vey+ VC 十 六 = 十 V2 Ce. 
CC 


或 Vy+ 人 a -V+ Cy + 1)=+ V2acr+t Cz. 


Cn 
11.4.20 入 一 0 
ay 
解 ” 令 1 一 7, 则 y* 一 经, 原 方程 可 化 为 
dp 1 
= 一 GD 
Pay 7 二 
用 分 离 变 量 法 解 方 程 (1) ,得 
天 = 大 + : ‘2 (2) 


一 1922 - 
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由 (2) 式 解 出 ， 


+ 上 六 V 了 十 cu 即 # 一 土 天 Vy +o. (3) 
a 


a 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (3), 得 原 方程 的 通 解 为 


LE -ciV V 二 co= 十 
a 


或 (V 了 +oom 30VVY + 
2 
cy 2—1 ( 蜡 
.4.21 和 于 7 (Ey 
解 令 开 =7, 则 型 一 ?加 , 给 定 方程 可 化 为 


dp _ 2y—] 27 一 】 
?于 一 党 Fr, 即 至 一 人 二， 
积分 得 p == Ci(1 十 所 )e-ew， 即 本 = CI 人 (1 十 Fe "ew, 
用 分 离 变 量 法 解 得 ee*e 二 Ciz 十 C:, 这 即 为 所 求 的 通 解 . 


11.4.22 7 型 一 (下 ) = 0. 


7 十 Co 


十 C:. 


解 a 
7 友 一 天 = 0， 即 ! 于 一 ?= 0. 
用 分 离 变量 法 解 得 ?一 Ci， Wy = ce 


再 用 分 离 变 量 法 解 得 原 方程 的 通 解 为 y 二 Cze"i:. 
11.4.23 yr—y’+y=0. 


解 令 y = 用 则 六 六 一 了 淘 , 原 方程 可 化 为 


2 2 
人 P+7=0, 即 y3y =?—1. 


用 分 离 变 量 法 解 得 
P=Cy+1,By = Cy+1. 


再 用 分 离 变 最 法 解 得 原 方 各 的 通 解 为 一 -Owe — 证 | 
11.4.24 yyr = 3 和 
一 1923 一 
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解 ” 令 y¥ =7, 则 六 = 8 ,yr 二 赤 , 给 定 方程 可 化 为 


pr = 3( 有 ) (1) 
再 令 ? 一 风 则 驴 一 “ 吕 , 将 方程 (1) 化 为 
于 一 3 即 ? 全 一 3 (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) 得 
4 一 C1， 即 有 一 CN (3) 
再 用 分 离 变量 法 解 方 程 (3》 得 
去 一 cz 十 C:， (C=— 20). (4) 
由 (4) 式 解 出 
7= 土 (Ciz 十 CD) 六 , 即 yy 一 土 (Cz 十 CD) 十 Y (5) 
将 方程 (5) 直接 积分 ,得 原 方程 的 通 解 为 


y= 圭 CA + CDE + 


y= Cr+ CE Cs 
求 下 列 微分 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (11. 4. 25 一 11. 4. 30 
题 ) : 
11.4.25 加 一 3 Was 一 1 一 
解 令 Y 一 ?, 则 一 人 
?多 =3Vy, (D 


由 yl:w0 = 1 [i 二 2, 得 初始 条 件 为 zl-: 一 2. 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (1) ,得 
[mm 时 人 V 了 ay, 即 疡 = 4 外. (2) 
由 (2) 式 解 出 ?一 十 ?六 ,因为 ?一 一 2y 不 符合 初始 条 件 Pl, 一 
2, 合 去 ,所 以 
?=2y, 即 y = 2y". (3) 
初始 条 件 为 y|.-。= 1. 
用 分 离 变量 法 解 方程 (3), 得 所 求 的 特 解 为 、 


一 忽 84 一 


tb 
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de a 
了 党- 本 7 人 十 1 

11.4.26 y'—e*=0,y(0)=1,y0)=0. 

解 ” 令 y 一 7, 则 六 一 ? 旗 , 将 给 定 方程 化 为 


dp 27 
Daye 
由 y(0) = 0,% (0) = 1, 得 初始 条 件 为 zl,-。 一 1. 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (1) ,得 
rer = eray, WB = 
由 (2) 式 解 出 


2? 一 士 e, 即 多 一 士 e. 
初始 条 件 为 3(0) = 0. 
用 分 离 变量 法 解 方程 (3), 得 所 求 的 特 解 为 


fe 一 土 fa, 即 1 一 e'= 土 z. 
11.4.27 y+ 1= 0 = 1 |= 0. 
解 ” 令 y 一 ? 则 六 一 名 ,将 给 定 方程 化 为 
#7 加 ++1=0， 
由 yi:=1 = 1,y |:~1 一 0, 得 初始 条 件 为 zl-: 二 0. 
用 分 离 变量 法 解 方程 (1) ,得 
人 col 
人 = 一 各, 四 = 去 一 
由 (2) 式 解 出 


土 HY, 即 y = 十 溯 二 下 
初始 条 件 为 yj:-! 一 1 
用 分 离 变 量 法 解 方 程 (3) ,得 所 求 的 特 解 为 


[tf me +r 


‘Vi 
.28 y=2(8:— ,0) 一 1 六 (0) =2. 


中 


(1) 


(2) 


(3) 


(1) 


(2) 


(3) 


一 1960 一 
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解 ” 令 Y 一 呈 则 如 一 ?全 , 给 定 方程 可 化 为 


ww 人 2(7: 7 六， 即 y 吧 2 一 1D)， (CD 
由 y(0) = 1,y (0) = 2, 得 初始 条 件 为 p1,-, = 2. 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (1) ,得 
"dp oy = 
了 辣 ， ?| 竺 即 ? 妨 十 1， 
亦 即 y = 六 十 1, 初 始 条 件 为 x(0) = 1. (2) 


用 分 离 变量 法 解 方程 (2), 得 所 求 的 特 解 为 
| 二 一 fa, 即 y = tg(z 十 本 )， 
11.4.29 yy + (y+1=090=1y|0=— V3. 


解 令 Y 二 7, 则 六 一 7 名, 原 方程 可 化 为 


w+F+1=0， (D) 
由 yo 二 1, 1 一 一 V3 ,得 初始 条 件 为 pl,-1 二 一 V3. 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (1) ,得 
» 了 vdy a 
了 /FFI 『 yo 4 ye 2 
由 (2) 式 解 出 一 士 关 人 一 世 , 因为 p 一 半生 下 不 符合 初始 条 件 
P11 二 一 W 3 ,会 去 ,所 以 
eh 全 ¥, 即 y 全 也 ， (3) 
初始 条 件 为 引 .-。= 1. 


用 分 离 变量 法 解 方程 (3) ,得 所 求 的 特 解 为 
-| 一 二 一 = ,Wm Vi 
Wrz [ 9 
11.4.30 y+y’?= 2,y0) = 0,y(0) 一 1. 
解 ” 令 Y 一 了 , 则 六 一 ?人 , 将 给 定 方程 化 为 
? 盆 十 天 = 2 


一 1986 一 


(1) 
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由 3 0) = 0,y (0) = 1, 得 初始 条 件 为 pb-。 一 
用 分 离 变量 法 解 方 程 (1) 得 


上 5 fs, 即 产 = 2 一 e-* (2) 
由 (2) 式 解 得 p 二 土 V2 一 e-*”. 因为 ?一 一 V2 一 。-” 不 符合 初 
始 条 件 zl,-。= 1, 低 去 ,所 以 
2 V2—e-», 即 y 2—e (3) 
初始 条 件 为 y|:-。 二 0. 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (3) ,得 所 求 的 特 解 为 


az, 


| 二 二- 。 
即 V2et Ver 1=(V2 二 1De < 


TY 
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§ 5 ”高 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 


内 容 提 要 


n 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 

ao(z)y™ 十 ai(z)y "DD 二 十 (2)¥ 十 oa(z)3 = f(z), (1) 
其 中 oz) ,ar(z)，…, a.-1(z), a,(z), f(z) 均 为 已 知 的 连续 函数 , 且 
qolz) 天 0. 当 f(z) 三 0 时 ,方程 (1) 为 

qo(z)y™ 二 a(z)y "TD 十 十 ai(z)y 十 ao(z) 一 0， (2) 
(2) 称 为 ” 阶 齐 次 线性 微分 方程 ; 当 f(z) 天 0 时 ,方程 (1) 称 为 * 阶 非 齐 
次 线性 微分 方程 . 

关于 线性 微分 方程 解 的 结构 有 下 列 定理 : 

定理 1 若 y,y，… ,如 是 4 阶 齐 次 线性 微分 方程 (2) 的 解 ， 则 Ci 
十 Czyz 十 … 十 Ch 也 是 方程 (2) 的 解 ,其 中 C1,C;,…,C. 为 任意 常数 . 

定理 2 ” 若 六 ,加 ,…, 加 是 za 阶 齐 次 线性 微分 方程 (2) 的 "个 线性 无 
关 的 解 中 , 则 y 二 Ciy 十 Czy 十 … 十 Cy 是 方程 (2) 的 通 解 ,其 中 0,C;， 
…,0, 为 任意 常数 , 且 六 yz， 称 为 方程 (2) 的 基本 解 组 . 

定理 3 若 Y 是 a 阶 齐 次 线性 微分 方程 (2) 的 通 解 ,y* 是 n 阶 非 齐 
次 线性 微分 方程 (1) 的 特 解 , 则 y= 二 了 十 y* 是 * 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 
(1) 的 通 解 . 

定理 4 若 * 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (1) 的 自由 项 f(z) 是 几 个 函 
数 的 和 ,例如 

oo(z)g 十 ai(z)3 7 十 … 十 qi(z) 久 十 as(z)3 = fi(z) + fi(z), 
(3) 

而 yr 与 #2 分 别 是 下 列 两 个 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 

ao(z)3g0 十 ai(z)382D 十 … 十 aiGz)a 十 aq(z)3 = fi(z), 
与 ao(z)3 十 at(z)360 十 … 十 w-i(z)3 十 az) 一 万 (z) 
的 特 解 , 则 y? 十 好 是 方程 (3) 的 特 解 . 


— 1998 一 
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注 1 设 * 个 函数 mm,…，, 妨 在 (ab) 内 具有 + 一 1 阶 导数 , 则 这 
个 函数 在 (a,5) 内 线性 相关 的 必要 条 件 是 : 朗 斯 基 CWronski) 行列 式 
加 了 


W(z) = 3 a 和 


Dy Dy 


对 于 (avb) 内 任意 < 恒 为 夫 , 即 久 () 二 0, 但 其 道 不 真 
问题 与 解答 


11.5.1 已 知 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 六 十 PCz)y 十 8(z)3y 一 0( 其 
中 P(z)、8(z) 为 连续 函数 ) 的 一 个 非 零 特 解 y.(z) , 试 利用 变换 y.(zx) 一 
u(z)y1(z) 求 出 该 方程 的 通 解 表达 式 . 
解 ” 设 y.(z) = u(z)yi(z) 是 给 定 方程 的 解 ,将 y, 代 入 给 定 方程 并 
整理 后 得 到 
十 (291 十 PyD)w 十 (十 Po + Qyi)u = 0. 
因为 yy(z) 是 给 定 方程 的 解 ,所 以 y" 十 Pyr' 十 Qy 二 0. 于 是 有 


ye + C29 + Py)w = 0. (CD 
令 w 二 P,w 二 P' , 则 方程 (1) 化 为 
Pp' + (2 + Py)P = 0. (2) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) 得 
P= ie ce 六 ， 即 w= 3 cle 人 (3) 


将 方程 (3) 直接 积分 得 "一 [se 二 cu 
取 wz) 一 | ja 于 是 给 定 的 方程 与 线性 无 关 的 解 为 
3 一 xz)gi(z) 一 "| 到 ar， 
故 原 方程 的 通 解 为 
y= C+ Czy: 一 Cui 十 cam | 寺 e-fre. 


11.5.2 。 设 二 阶 线性 方程 下 十 P(z) 下 十 Q(z)y 一 :其中 


一 1929 一 
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P(z) 和 @(z) 都 是 某 区 间 上 的 连续 函数 ,证 明 :存在 变换 ? 一 wz)v(z)， 
可 以 把 给 定 方程 化 为 方程 5 十 R(z)s = f 坟 , 并 求 出 RG2). 


证 ”用 变换 ! 二 ul(z)v(z) 将 给 定 方程 化 为 
vw 十 (2v 十 Pv)w 十 (十 Po 十 Qe)u = f(z). 
令 w 项 的 系数 为 零 , 即 2v' 十 Pv 二 0. 解 之 得 
:= Ce- 上 请 "roe， 
其 中 C 为 任意 常数 . 取 C = 1，, 即 取 一 。- 信 "ci 
亦 即 用 变换 y = ve- 信 "es 可 将 给 定 方程 化 为 
va + (w+ Pv + Qe)u = f(7), 
或 Wr 十 R(x)u = f(x), 
其 中 RGz) = 十 世 P 十 革 =@ 一 专 P 一 村 
11.5.3 求 方程 zy' 十 2zy 十 wy 二 0 的 通 解 . 
解 ”将 给 定 方程 变形 为 
六 十 二 + y= 0. 5 


设 P(z) = 之 ,Q(z) = 百 , 由 11. 5. 2 题 知 ,用 变换 y 一 we- 全 一 习 可 

将 方程 (1) 化 为 wr 十 R(z)w = 0. 

其 中 Pa = 0 一 二 P 一 十 Pr 一世 
即 六 二 a = 0. (2) 
用 观察 法 知 ,mn = zsin 二 与 we 一 zeos 为 方程 2) 的 两 个 解 , 所 以 

方程 (2) 的 通 解 为 


一 z(Cicos 三 十 Csin 和 和) 
I 工 


故 所 求 通 解 为 
y 一 习 一 Cicos 二 十 Csin 民 . 
11.5.4 ， 求 方程 路 十 二季 十 区 一 0 满足 当 z 一 0 时 ,y 为 有 限 
的 条 件 的 解 。， + 


一 41980 一 
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解 ” 设 Pdz) = 和 ,0(z) = 已, 由 11.5.2 题 知 ,用 变换 
y= wee -二 ， 


可 以 将 给 定 方程 化 为 迪 十 RCz)u 二 0, 其 中 PCz) = 0 一 二 忆 一 二 天 = 


4 
妇 , 即 迪 十 tu 一 0. 
解 之 得 w 二 Cicoskz 十 Cxsintz, 因 此 给 定 方程 的 通 解 为 


y= 羡 一 二 (Cicostz 十 Cssintz). 


由 条 件 z 一 0 时 ,y 为 有 限 , 确 定 C, = 9. 故 所 求 的 解 为 
y = Qsinkz. 
11.5.5 求 zy" 十 2y 一 zy 二。 的 通 解 . 
解 ”首先 求 给 定 方 程 所 对 应 的 齐 次 方程 
zl 十 2 一 起 一 0, 即 六 十 -二 yw 一 9 一 0 (CD 


的 通 解 . 设 P(z) = 过 ,0(7) 一 一 1, 由 11. 5.2 题 知 ,用 变换 


1 a 
a (ndr 一 
y ue 入 


可 以 将 方程 (1) 化 为 wr 十 RC(z)u = 0, 其 中 
RCz) = 0 一 去 P 一 本 天 一 一 上 
即 Ww 一 % 二 0. (2) 
解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (2) 得 w = Cie 十 Cze- 因此 , 齐 次 方 
程 (1) 的 通 解 为 
Y= 和 =i(0e 十 Coe-9). 
Ea 工 


由 观察 法 知 ,y* = 去。 是 给 定 方程 的 一 个 特 解 , 故 所 求 通 解 为 
y=Y+y’= Toe 二 OW" 中 十 De 


11. 5.6 已 知 函 数 sinzz coszz 都 是 方程 十 Pl(z)y 十 8(z)y 一 0 
的 解 ， 人 4 
(1) 证 明 :sin?z、cos'z 构成 基本 解 组 ; 
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(2) 证 明 :1、cos2z 也 构成 基本 解 组 ; 
(3) 求 P(z)、Q(z)， 
(4) 求 扩 十 PCz)8 十 Q(z)y = sin2z 的 通 解 . 
解 (1) 因为 sinzz .cossz 都 是 方程 yw 十 Plz)y 十 QCz)y 一 0 的 解 ， 
且 2 一 tg 江 关 常数 , 即 sinz 与 cos 线性 无 关 , 故 sintz 与 coszz 构成 所 
给 方程 的 基本 解 组 . 
(2) 因为 sinz 与 cos*z 是 所 给 方程 的 基本 解 组 ,而 sin?z 十 cos?z 一 
coszz 一 sin?z 一 cos2z, 所 以 1 与 cos2z 也 都 是 所 给 方程 的 解 . we. 
并 常数 , 即 函数 1 与 cos2z 线性 无 关 , 故 1 与 cos2z 也 构成 所 给 方程 的 基 
本 解 组 . 
(3) 将 y = 1 代入 所 给 方程 得 ,8(z) = 0. 再 将 y = cos2z 代入 所 给 
方程 ,得 
一 4cos2z 一 2sin2zP(z) = 0, 即 P(z) 一 一 2ctg2z. 
(4) 所 给 方程 为 
yO— 2ctg2zy = sin2z， (1) 
令 y = 二 7, 三 7, 则 方程 (1) 化 为 
y 一 2pctg2z = sin2z， (2) 
解 一 阶 线性 非 齐 次 方程 (2) ,得 
?= nl | Jsin2zeJreeeas + o) = (z+ C1)sin2z. (3) 
即 ¥ = (z 十 Ci)sim2z. 
将 方程 (3) 直接 积分 ， 雹 所 来 的 浊 角 为 
3 一 一 Es 二 oo 十 了 sin2z 十 C2. 
11.5.7 设 函 数 hd 都 是 线性 非 齐 次 方程 w 十 
十 5b(z)y = f(z) 的 特 解 , 其 中 ea(z)、5(z) 、f(z) 为 已 知 函 数 , 且 


i pe 常数 , 证 明 : y(z) = (1 一 C 一 C2)n(z) 十 Ciyelz) 十 
Czya(z) (其 中 C1、C; 为 任意 常数 ) 是 所 给 方程 的 通 解 . 
证 先 证 y(z) 是 所 给 方程 的 解 .将 y(z) 代入 方程 ,得 
左边 = (1 一 C1 一 CD 十 Ciy'z 十 Ca 
+ aDL1— C— CO) 十 Co 十 Cagy] 


一 1932 一 


§ 5 高 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 


+ bn 一 C 一 Co) Ciyz + Czys] 
= (1— C0.— C2)fy alz)y’ + bz)y] 
十 Ci[yz” + alz) ys + blz)ys] + Cfy"s 十 alz) ys 十 blz)ys 
二 (1 一 C1 一 C2)f(z) 十 Cif(z) 十 C2f(z) = f(z) 一 右边 . 
故 y(z) 是 所 给 方程 的 解 . 
再 证 y(z) 是 所 给 方程 的 通 解 . 
3(z) = (1 一 C — C2)y(z) 十 Ciga(z) 十 Cays(z) 
一 加 (z) 十 Ci[y(z) 一 护 (z)] 十 Cz[ys(z) — yz)]. 
因为 y(z) yz(z) ya(z) 都 是 所 给 方程 的 特 解 , 所 以 yu(z) 一 (x) ys(z) 
一 mn(z) 都 是 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 特 解 又 因为 只 一 芋头 常数 ， 
所 以 yz(z) 一 yy(z)、yslz) 一 yy(z) 是 两 个 线性 无 关 的 特 解 ,Ci[y2(z) 一 
1(z)] 十 Cs[ys(z) 一 yu(z)] 是 齐 次 方程 的 通 解 . 故 
y= (7) 十 Ci[yz(z) 一 yz)] 十 Cx[ys(z) 一 加 (z)] 
是 所 给 方程 的 通 解 . 


11.5.8 已 知 方程 ww 一 y 一 28 二 一 2z 一 1 满足 
y0)=1,,.. 
人 co 二 2 的 两 个 特 解 丛 好 是 微分 方程 

(22 十 1) 久 一 2zy 一 4(z 一 z 十 1)3 一 一 2(2z: 一 27 + 37) 
的 两 个 特 解 , 求 该 微分 方程 的 通 解 

解 ”二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 

r—y—2y=—2z:—]1 (1) 
的 通 解 为 y = Cie 一 十 Cze* 十 工 . 
y(0)=0 Ne ep 

由 初 条 件 (9 (0 二 0' 确 定 C1 一 十 ,c: 一 一 村: 因此 , 非 齐 次 方程 
(1) 满足 此 初始 条 件 的 特 解 为 


3(0) 一 0 
(0) 一 0 


由 初始 条 件 {9 0) 2 确定 01 一 十, 二 对 .因此 , 非 齐 次 方 和 


(1) 满足 此 初始 条 件 的 特 解 为 


ae 
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因为 y.y: 是 二 阶 线性 非 齐 次 方程 
(z+ Dr — 2zy 一 4(22 一 z 十 1)y 2(2z 一 2z: 十 z) (2) 
的 两 个 特 解 ,所 以 y? = y: 一 加 二 e* 是 方程 (2) 所 对 应 的 齐 次 方程 
(z+ Dy m2zy — 4(r—z+1)y=0 


即 一 一 4 和 0 (3) 
的 一 个 特 解 
令 ? = 一 三 全 ,由 11.5.1 题 知 ,线性 齐 次 方程 (3) 的 通 解 为 
Y = ewyr + Cayr [Ye 
1 从 
一 Cie> 十 cwr | ae 


一 6oz 二 Ce 一 和 三 一 8 
Ce 十 Ca-*( 4 8 32) 


= Ciez 一 而 cx >(8z 十 4z 十 9). 
故 所 求 线性 非 齐 次 方程 (2) 的 通 解 为 


一 了 上 十 妨 
一 Cle 十 Cye-2z(8z2z 十 4z 十 9) 十 言 eo 十 凶 e 十 妈 


(cy = 一 吉 02) 
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§ 6 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 
内 容 提 要 


1. 高 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
y+py +qgy= 0, (1) 


(其 中 p94 为 实数 ) 的 特征 方程 为 


7? 十 pr 十 4 一 0， (2) 


根据 特征 方程 (2) 的 根 (特征 根 ) 的 下 列 三 种 情况 ,分 别 得 到 方程 (1) 的 
通 解 如 下 : 


(1) 当 特 征 根 为 两 个 不 相同 的 实数 " 与 7; 时, 通 解 为 
y= Ce 十 Crzerzr 

(2) 当 特 征 根 为 两 个 相同 的 实数 > 时 , 通 解 为 
y= (Ci 十 Caz)er3 

《3) 当 特征 根 为 一 对 共 轿 复数 7.2 二 a 土 后 时, 通 解 为 

3 一 e<“(Cicospz 十 Czsinpz), 
上 述 结论 可 以 类 似 地 推广 到 阶 实 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
yO 二 py" 了 二 十 py 十 py 二 0 (3) 


其 中 an > 2,p1,72，…,P,-1,7: 均 为 实数 ,方程 (3) 的 特征 方程 为 


有 十 Pr 十 … 十 Pr 十 了 一 0， (4) 


根据 特征 根 ,可 以 写 出 方程 (4) 的 通 解 中 与 之 对 应 的 项 如 下 : 


(1) 当 7 为 * 重 实 根 时 , 通 解 中 对 应 的 + 项 为 
er“(C 十 Cx + C2 ). 

(2) 当 a 士 有 为 + 重 共 思 复 根 时 , 通 解 中 对 应 的 2k 项 为 

e“[ (Cit Caz 十 … 十 Cer Dcospz 

+ (Dit Dzz 十 piz 二 0Dsinpz]. 

实 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 这 种 解法 称 为 特征 根 法 . 
2. 高 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 、 
二 阶 常 系 数 非 齐 次 线性 微分 广 如 , 
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y+ py + gy = f(z), (5) 
(其 中 p.g 均 为 实数 ) 的 通 解 y 是 该 方程 对 应 的 齐 次 方程 (1) 的 通 解 Y = 
Cu 十 Czys 与 该 方程 一 个 特 解 y* 的 和 , 即 y = 二 了 十 y*. 

求 非 齐 次 方程 (5) 的 特 解 y* 的 方法 如 下 : 

(1) 待定 系数 法 . 

在 下 列 两 种 情况 下 ,可 以 用 待定 系数 法 来 求 y*. 

1) 当 f(z) = P.(z)e* 时 ,方程 (5) 具 有 形 如 y* = zxQ@.(z)e=< 的 特 解 ， 
其 中 Q(z) 是 与 P.(z) 同 次 (m 次 ) 的 多 项 式 ,t 按 a 不 是 特征 根 ,或 是 单 
实 根 ,或 是 重 根 依次 取 0, 或 1, 或 2. 

2) 当 f(z) = e=[P。(z)cospz 十 @.(z)sinpz] 时 ,方程 (5) 具有 形 如 

y" = zie™“[Ri(z)cospz + R?(z)sinpz] 
的 特 解 ,其 中 尼 (z)、R(z) 均 为 (次 多 项 式 ,(( 二 max{m,n}),K 按 a 十 
Bi( 或 a 一 Pi) 不 是 特征 根 ,或 是 特征 根 依次 取 0 或 1. 

(2) 常数 变易 法 

将 非 齐 次 方程 (5) 对 应 的 齐 次 方程 (1) 的 通 解 Ciy 十 Czy: 中 的 常数 
01 与 Cs 变易 为 函数 C1(z) 与 Ci(z) ,并 设 非 齐 次 方程 (5) 具有 形 如 

y" = Ci(z)y 十 Cr)y; 
的 特 解 . 把 y" 代入 方程 (5) ,得 到 一 个 关于 C1(z) 与 Cx(z) 的 方程 .为 了 
确定 Ci(z) 与 C:(z) ,还 需要 找到 一 个 限制 条 件 方 程 ,组 成 关于 Ci(z) 与 
Cz(z) 的 方程 组 . 最 简单 .常用 的 方法 是 : 
对 = Ci(z)y 十 Ca(z)ys 求 导 , 得 
y"' = Oy Ciys + Cy + Czys. 


令 Cy Cy = 0, (6) 
于 是 有 y"' = Ciy’ + Cays. (7) 
再 对 (7) 式 求 导 , 得 

y""= Cy + Ci ys 十 Co 十 Cg (8) 


将 (7)、(8) 两 式 代 入 方程 (5) ,并 注意 到 与 y, 是 齐 次 方程 (1) 的 解 ,得 
到 

Cr + Cy = f(z), (9) 
由 (6)、《9) 两 式 组 成 的 方程 组 

Bs + Cy = 0 
Cy tory = #2r) 
解 出 C1(z) 与 C:(z) ,就 得 到 所 求 的 特 解 5*. 
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(3) 算 子 法 
应 用 微分 算 子 “D”:Dy 一 谋 ,p'y = 名, 将 常 系数 非 齐 次 线性 微分 
方程 (5) 写成 
Diy 十 pDy + gy = f(z), 
或 简 记 成 F(CD)y = f(z) ,其 中 F(D) = D? 十 pD 十 9, 于 是 有 
y= Ff 
利用 F(D) 的 性 质 可 以 求 出 非 齐 次 方程 (5) 的 特 解 y. 
.1) 当 f(z) 一 所 时 ,因为 PCD)ee 三 esF(k), 所 以 当 F(k) 关 0 时 ， 
有 
. ee 
FB” = FO 
故 非 齐 次 方程 交 十 9 十 9 一 的 特 解 为 一 i 
2) 当 f(z) = sinaz( 或 cosaz) ,因为 * 
F(D’)sinaz = sinazF(— a?), F(D’)cosaz = cosazF(— oz)， 
所 以 当 F( 一 o) 了 0 时 ,有 
Sinaz COSaT 


a FU = Fo 


1 
FP(D’) 
故 非 齐 次 方程 
二 py es As +qgy= 
的 特 解 为 y 一 万 Se, 或 ?一 E23 
3) 当 f(z) = ewsu(z) 时 ,因为 
P(D)eru(z) = 0 十 Du(z)， 
所 以 有 FU?) 一 上 = FD 于 (2 
此 外 ,应 用 微分 算 子 D 可 以 将 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 (5) 降 
阶 ,从 而 求 出 通 解 . 
上 述 解法 可 以 类 似 地 推广 到 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
十 Py 了 十 十 py 十 py 二 f(z)， 
其 中 pp ,Ps-1,P 均 为 实数 . 


MT 
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问题 与 解答 


1. 高 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 

求 下 列 微 分 方程 的 通 解 (11. 6. 1. --11. 6. 10 题 ) : 

11.6.1 y+y —2y= 0. 

解 ”特征 方程 为 "? 十 7 一 2 = 0, 特 征 根 为 r 一 1,7; = 2. 故 通 
解 为 y = Ce 十 Ce 

11.6.2 y+2y — 3y=0. 

解 ”特征 方程 为 x 十 2r 一 3 = 0, 特 征 根 为 > = 1,7 一 一 3, 故 通 
解 为 y 一 Cie 十 Cxe 

11.6.3 3 办 一 2Y 一 8 一 0. 

解 ”特征 方程 为 3r: 一 2r 一 8 一 0, 特 征 根 为 mn 一 一 栖 , 一 2 
故 通 解 为 y = Ce- 和 十 Cze”. 

11.6.4 yr— dy = 0. 

解 ”特征 方程 为 ”一 47 二 0, 特征 根 为 "一 0,7: 二 4. 故 通 解 为 
y= 0+ Cr. 

11.6.5 2y'+y 十 (2sin215*cos215*)y = 0. 

解 。 原 方程 为 2y 十 y 十 二 = 0. 特征 方程 为 2 十 十 站 一 
0, 特 征 根 为 ms 一 一 二 . 故 通 解 为 ! 一 -全 (C, 十 Cez)、 

11.6.6 4y'— 12y + 9y= 0. 


解 “特征 方程 为 4r:-- 12r + 9 = 0, 特 征 根 为 r,: 一 亏 . 故 通 解 为 


y= (Cl 十 cn 

11.6.7 y+y= 0. 

解 ”特征 方程 为 性 十 1 一 0, 特征 根 为 "1.: 一 士 让 故 通 解 为 y 一 
Cicosz 十 Cssinz. 

11.6.8 如 一 4% 十 5 一 0. 

解 ”特征 方程 为 ?一 4r 十 5 一 0, 特征 根 为 rz 一 2 士 过 故 通 解 
为 y 一 e*(Cicasz 十 Czsinz). 
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11.6.9 y+ 6y 十 13y 一 0. 

解 ”特征 方程 为 ?十 br 十 13 = 0, 特 征 根 为 .2 = 一 3 士 2i. 故 
通 解 为 y 一 e-=(Cicos2z 十 Cssin2z). 

11.6.10 y'— 10y + 34y= 0. 

解 ”特征 方程 为 "一 10r 十 34 一 0, 特征 根 为 ".* 一 5 士 3i. 故 通 
解 为 y 一 es(Cicos3z 十 Cxsin3z). 

11.6.11 设 六 十 ky 二 0(t 为 常数 ,上 且 上 之 0). 

(1) 确定 常数 ,使 微分 方程 有 满足 y(0) = 0,y(1) = 0 的 非 零 
解 ; 

(2) 对 于 微分 方程 的 任意 一 个 解 y, 证 明 y? 十 key 为 常数 . 

解 (1) 特征 方程 为 7? 十 如 二 0, 特征 根 为 = 土 有 i. 通 解 为 
¥ = Cicoskz 十 C2sinkz. 

由 y(0) = 0 确定 0 == 0, 于 是 有 y = Cssinkz. 由 y(1) = 0, 得 Czsink 
= 0. 要 使 方程 有 非 零 解 , 则 C: 天 0, 从 而 有 sink = 0. 故 k= 二 nr (n 一 1， 
2 ). 
(2) 所 给 方程 的 通 解 为 y 二 Cicostz 十 Cssintz, 其 中 Ci、C* 为 任意 常 
数 . 又 y= 二 一 Ciksinkz 十 Cazkcoskz, 故 

y ?+ tj = (— Ciksinkz 十 Cakcoskz)2 十 尼 (Cicoskz 十 Cssinkz)? 

二 刀 (Cf 十 C8) 一 C (C 为 常数 ). 

求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 6. 12 一 11. 6. 18 题 ) ; 

11.6.12 3 一 6 多 十 1 — 6y= 0. 

解 ”特征 方程 为 "一 67? 十 117 一 6 = 0; 特征 根 为 7 二 1,7 二 2， 
73 := 3. 故 通 解 为 y = Cle’ 十 Cze* 十 Csex. 

11.6.13 y®— 12y + 12y= 0. 

解 特征 方程 为 ” 一 12r? 十 12 = 0, 特 征 根 为 


Pe fy Ca 6 ， 
站 人 三 6 . 
Ys+2 VS 十 Cxe-Ys+z VS > 
十 Cye Ys-: VE Ce- Yc: VE 


一 9 = 


故 通 解 为 
y= Ce 
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11.6.14 yO?+2y7— 3 hy + hy= 0. 
解 ”特征 方程 为 "十 2r: 一 3r: 一 4z 十 4 一 0, 即 (一 1)2(r 十 2)2 
= 0, 特 征 根 为 rn,* 一 1,rs4 一 一 2. 故 通 解 为 
3 一 er(C 十 Coz) 十 ez(Cs 十 Ciz). 
11.6.15 3%0 十 2y 十 六 一 0. 
解 ”特征 方程 为 r' 十 2r: 十 于 一 0, 特征 根 为 rz 一 0,73,4 二 一 1， 
故 通 解 为 y = C4 十 Cz 十 er"(C: 十 Cuz). 
11.6.16 y*—y= 0. 
解 ”特征 方程 为 x' 一 1 = 0, 特 征 根 为 ==1,7: 二 一 1,73 二 土 i， 
故 通 解 为 y 一 Cie* 十 Cxe- 十 Cscosz 十 Cesinz. 
11.6.17 yi2 一 2y40 十 2y9 一 4 妨 十 多 一 2 一 0. 
解 特征 方程 为 ** 一 2r4 十 2r: 一 4r2 十 ?一 2 一 0， 
即 (rz 十 1):(r 一 2) 一 0， 
特征 根 为 > = 2,r:s = ir4s 一 一 加 故 通 解 为 
y= Ce* + (Cz 十 Caz)cosz 十 〈C4 十 Csz)sinz. 
11. 6. 18 y® yy 一 35 —7y0— gy — 7 — 5y 2y 


= 0. 
解 ”特征 方程 为 
天 十 927 一 下 一 3r5 一 774 一 9 一 772 一 5r 一 2 一 0， 
即 (人 十 1)3Gr 一 2)(2 十 1)2 一 0. 
特征 根 为 rs 一 一 1,74 一 2,rss 一 士 rs 一 士 i 故 所 求 通 解 为 
y= 〈C 十 Caz 十 Caz?)e :+t Clez 十 〈C5 Cer)cosz + (C+ Caz)sinzy. 
求 下 列 微分 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (11. 6. 19 一 11. 6. 22 
题 ): 
11.6.19 y+¥=0,y0)=1,y(0)=1. 
解 ”特征 方程 为 x? 十 7 = 0, 特 征 根 为 7, = 0,7s = 一 1, 通 解 为 y 
= C+ Cre™. 
由 y(0) = 1,# (0) = 1, 确 定 C1 = 2,C; 1, 故 所 求 的 特 解 为 
y= 2—e™. 
11.6.20 dy 二 yy 十 y= 0,y|:-0 = 2,9 |.=0 = 0. 
解 ”特征 方程 为 4r* 十 4r 十 1 一 0, 特征 根 为 .一 一 去, 通 解 为 
3 = e-F(0, + Cs). 
一 190 一 
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由 y|,-。 一 2,¥ |:-o 二 0, 确定 C, = 2,C: = 1. 故 所 求 的 特 解 为 
一 e 到 (2 十 z). 
11.6.21 y+ y+29y= 0,9y:0= 0,y|:-0= 15. 
解 ”特征 方程 为 ?十 4r 十 29 = 0, 特 征 根 为 "1.: = 二 一 2 土 5i, 通 
解 为 
3 一 e-2(Cicos5z 十 Cssin5z). 
由 y|.-o 二 0,y |,-。 二 15, 确 定 C, 二 0,C: 一 3. 故 所 求 特 解 为 
3 一 3e-2zsin5z. 
11. 6.22 y” 一 ay', 问 哪 一 条 积分 曲线 在 原点 的 邻近 ,近似 于 上 曲 
线 y 一 2? 
解 y? 一 aiy' = 0 的 通 解 为 
gg 一 Ci 十 Coz 十 Ce= + Cre”. 
将 e* 与 e-“ 展 开 为 z 的 吞 级 数 ,得 


Te 
3 


-= 一 1 一 2 
e“=1 = 二 31 33 十。 


31 
3 
于 是 有 y= C1 十 Caz 十 Cs(1 十 号 十 吕 2 十 全 + ey 
2 3 
+ Cl 一 号 十 冯 一 新 十 “0). 


在 原点 的 邻近 有 
2 3 
3y 到 Ci 十 Coz 十 Cs(l 十 oz 十 剖 太 十 新 二 


2 
十 C4(1 一 邮 十 Pra 一 $e) 


3 
= ET 一 Co0z 十 下 co + COz + (Cs + a0s 一 aoc)z 
二 (十 Cs 十 CD) 
欲 使 y = za, 只 要 
a3 a 
页: 一 0 一 1 站 (CC 二 coO = 0， 
C 十 ac 一 cc4 一 0 01+ C+ C= 0. 


从 而 确定 “一 0,C 一 一 号,0 一半, 


| 
re 


全 
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故 所 求 的 特 解 为 y 一 等 (e* 一 。“) 一 号 = 

11.8.23 求 y= er, 一 ze* 所 满足 的 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方 
程 . 

解 ” 由 六 与 的 形式 知 ,r = 2 是 特征 方程 的 二 重 根 ,所 以 特征 广 
程 为 


(一 2)2=0, 即 2 一 47 十 4 一 0， 
故 所 求 的 微分 方程 为 如 一 名 十 匆 一 0 

11. 6.24 求 以 四 个 函数 六 = er,j = 2ze’,ys 一 cos27,y4 二 3sin2z 
为 解 的 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ,并 求 出 它 的 通 解 . 

解 ”容易 验证 ,给 定 的 四 个 函数 的 朗 斯 基 行 列 式 WY,y2,ys,y4) 
关 0, 即 它们 线性 无 关 , 所 以 它们 组 成 一 个 四 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 
基本 解 组 ,该 方程 的 通 解 为 

y = Cie’ 十 2C2re’ 十 Cscos2z + 3Csin2z 

= (C+ Cyzh)er 十 Cwos27 十 Csin2z, (CY = 202,C4 = 30,). 

具有 上 述 通 解 的 齐 次 方程 所 对 应 的 特征 方程 为 

(Cr — 1)r:+ 4) 0, 即 ?一 2r? 十 5rr 一 8r 十 4 二 0. 

故 所 求 的 四 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 为 
0 一 2y2 十 5 六 一 8 + 4y= 0. 


2. 高 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 

(1) 待定 系数 法 

求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 6. 25 一 11. 6. 42 题 ) : 

11.6.25 2 六 十 5y = 5z— 2r— 1. 

解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 2 十 5y = 0 的 通 解 为 

Y = C 十 Ce- 

设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y" = z(4z? 十 Bz 十 C) ,代入 方程 

中 ,确定 4 一 言 B = 一 导 ,C 二 这 ,于 是 有 


故 所 求 的 通 解 为 ?一 一 o 十 ce- 扩 十 一 所 "十 焉 元 
11.6.28 ytoy=et>0) 
一 1942 一 


i 
2 
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解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 yw 十 oy = 0 的 通 解 为 


Y = Cicosaz 十 Cssinaz. 


设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y” 一 4e, 代 入 方程 中 确定 4 一 
于 是 有 ?= 十 故 所 求 的 通 解 为 


1 
I+ 


¥ = Cicosaz 十 Czsinar 十 1 这 
11.6.27 2 办 十 一 一 2er. 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 2y" 十 y 一 y 二 0 的 通 解 为 
Y = Ce-* + Cei. 
设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y” = 4e", 代 入 方程 中 确定 4 一 1 
于 是 有 y" = e. 故 所 求 的 通 解 为 
3 一 Cie 一 十 Ci + 
11.6.28 y'— 2y+y= ze 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 一 2y 十 y = 0 的 通 解 为 
Y= (C+ Ca)e'. 
设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y". 二 xz?(4z 十 B)e", 代 入 方程 中 确 


定 4= 六 ,8B = 0, 于 是 有 y" = 书 z'e, 故 所 求 的 通 解 为 
# = (01 + C1)e 十 bre 


11.6.29 y"— 6y + 9y= ev(z+ 1). 

解 ” 厌 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 yw 一 6y 十 9y = 0 的 通 解 为 
Y = (Ci 十 Cxz)ev， 

设 从 定夺 开 次 方程 的 移 御 形 加 y" 三石。 (hz 十 B)e*, 代 入 方程 中 


确定 4 一 言 'B = 二 1. 于 是 有 y" = (二 十 于)e- 故 所 求 的 通 解 为 
3 一 (Cl 十 Caz)ex 十 (e+ 3 


11. 6. 30 名 一 4 本 十 48 一 (1 十 z 十 … 十 za3)ex 


“ 戎 法 1 原 非 齐 次 太 痊 对 应 的 齐 次 方程 绕 一 4 禾 寺 y= 0 
的 二 i 1 


全 
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设 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 
¥y" = 22(ao 十 az 十 … 十 azsz23)ez. 
将 y" 代入 给 定 方程 并 整理 化 简 , 得 
2。1lao 十 3.。2o 十 … 十 25.。24z23 一 1 十 z 十 … 十 z2. 
比较 上 式 两 边 z 的 同 次 每 的 系数 ,得 


二 = 
Wl 2 24” 
所 以 y* = GT + 2 十 … .+ 本 "可 了 ze 故 所 求 的 通 解 为 


y= (C 十 cz 十 于 十 … 十 观 1rer 
解法 2 亦 册 原 非 次 方程 对 应 的 刘 交 方程 的 通 角 为 
Y = (0 十 Coz)ez. 
设 非 齐 次 方程 的 特 解 为 y 二 8(z)e”, 代 入 给 定 方程 ,得 
二 十 下 


积分 两 次 ,得 8(z) = C1 十 Cxz 十 1 
故 所 求 的 通 解 为 
y= (Ct Ort+Ttar + ey 


pr 


7 25 0 


11.6.31 5g 一 6y + 5y = ereosr. 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 5%" 一 6y 十 5y = 0 的 通 解 为 


Ee 4 R 
Y 一 eg (Cicos 5 + Cssin 5 


设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y* = 6*。(hcosz 十 Bsinz) ,代入 方 
程 中 确定 4 一 一 号， 有 一 0. 故 所 求 的 通 解 为 


y= 中 (Coeoe z+ Cisin 名) — Sodrcosz. 
11.6.32 yO— 7y ++ 6y = sinz. 


解 。 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 六 一 7?# 十 6 一 0 的 通 解 为 了 
= Cle’ + Cre™. 


的 和 es 二 Bsinz, 代 入 方 各 中 确 

a 7 

定 4 二 74'8 到 -于 是 有 y* 一 To 寸 友 sinr, 故 所 求 的 通 馈 澡 ，: 
一 4944 一 
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一 Ce 十 Czee 十 六 cos 十 sinz. 
11.8.33 y+ 9y = cos’z. 
解 ”将 原 非 齐 次 方程 变形 为 十 99 一 去 十 去 cos27, 它 对 应 的 齐 
次 方程 yw 十 9y = 0 的 通 解 为 Y = Cicos3z 十 Czsin3z. 
设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y”= 4 十 Beos2z 十 Csin2z, 代 入 方 
程 中 确定 4 一 圳 ,B 一 而 ,C 二 0 on 
y= Cicos3z 十 C2sin3z +ig 5 十 丰 e2z 
11.6.34 一 y 二 f(z), 其 中 (1) 7 一 23 (2) f(z) = ze'. 
解 。 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 一 y = 0 的 通 解 为 
了 一 CI 十 Cze 
(1) 设 非 齐 次 方程 一 y 二 z 的 特 解 形 如 y* = z(4z 十 B) ,代入 方 
程 中 确定 4 一 一 于,B 一 一 上 于 是 有 3 = 一 雪 * 一 z. 故 所 求 的 通 角 
为 
y 一 C++oe 一 二 2 一 = 
(2) 设 非 齐 次 方程 一 y= ze 的 特 解 形 如 9 = (4z 十 Be", 代 
入 方程 中 ,确定 4 一 去 ,8 = 一 1, 故 所 求 的 通 解 为 


y 一 01+ Oi 十 (圭一 ze 
11.6.35 y’— 5y+6y= f(z):(1) f(r) = 27r+ 3; 
(2) f(z) = e*;(3) f(z) = 2e’ 十 sinz 
解 ” 厌 韭 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 yw 一 5y 十 6y 一 0 的 通 解 为 
了 = Ce + Cze*. 
(1) 设 非 齐 次 方程 * 一 5y 十 6y = 2z 十 3 的 特 解 形 如 y* = 4z 十 


8, 代 入 方程 中 ,确定 4 二 广 , 8 二 地. 于 是 有 y" 一 二 > 十 二, 故 所 求 的 


通 解 为 


¥ = Ce™ 十 Cre™ 十 二 十 吉 . 
(2) 设 非 齐 次 方程 儿 一 5 十 6 一 他 的 特 解 形 如 了 一 Are™, ,代入 
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方程 中 ,确定 4 一 一 1. 于 是 有 y" = 一 ze* 故 所 求 的 通 解 为 
y= Ce2 十 Czex 一 zez. 
(3) 设 非 齐 次 方程 w' 一 5y 十 6y 二 2e 十 sinz 的 特 解 形 如 
1 


y* = he 十 Bsinz 十 Ceosz, 代 入 方程 中 ,确定 4 二 1,8 = 击 ,C = 市 : 
于 是 有 y* 二 ee 十 了 eosr 十 sinz, 故 所 求 的 通 解 为 
a 

11.6.36 六 十 3y 十 2y 一 fGz), 其 中 :(1) f(z) 一 3sinz; 
(2) f(z) = 3zxe™*;(3) f(z) = e@ ‘cosz. 

解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 十 3y 十 2y 二 0 的 通 解 为 

了 = Ce 一 + Cre™™. 
(1) 设 非 齐 次 方程 y 十 3y 十 2y = 3sinz 的 特 解 形 如 y" 一 Acosz 十 


Bsinz, 代 入 方程 中 ,确定 4 一 一 区 ,8 = 痪 于 是 有 六 一 一 站 cosz 十 


10 
和 inz, 故 所 求 的 通 解 为 


y= Cle- 十 Cze-2 一 Sa 十 sin 


10 10 
(2) 设 非 齐 次 方程 w* 十 3y 十 2y 二 3ze “的 特 解 形 如 


y" 二 ze-( 生 十 B), 代 入 方程 中 ,确定 4 二 也 ,8 一 一 3. 于 是 有 y= 
。( 了 z* 一 3z), 故 所 求 的 通 解 为 
y= cie-: 十 cxe-z 十 eC 一 3z). 
(3) 设 非 齐 次 方程 w 十 3y 十 2y 一 er'cosz 的 特 解 形 如 
y” 二 e “(hcosz 十 Bsinz) ,代入 方程 中 ,确定 4 = 一 去 ,8 全 到 ,于 是 有 
一 (一 二 cosz 十 二 sinz? , 故 所 求 的 通 解 为 
y= Ce 十 Ce-z 十 er 一 二 cosz 十 sinz). 


11.6.37 ydy+4y=f(7), 其 中 ， Dr 一 e 十 3 
(2)f(z) = zeh2ry (3)FAF) = 8z 十 ez 十 sin2zk 


一 到 4 一 
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解 相信 生 作证 的 齐 次 方程 六 一 4y 十 4 一 0 的 通 解 为 
= (C1 十 Cx)e”. 
(1) 设 非 齐 次 方程 一 人 十 人 e 十 的 特 铬 形 加 y"=Ae” 
十 B 代 入 方程 中 确定 4 一 吉 ,8 一 子 , 于 是 有 y" 一 而 e- 十 于, 故 所 
求 的 通 解 为 
9 一 (C 十 caz)ez 十 起 ce 十 子 . 
(2) 设 非 齐 次 方程 一 4y 十 和 一 zch2r, 即 
六 一 杀 十 钾 二 去 (e* 十 e*) 
的 特 解 形 如 y" = (4z 十 B)e 十 z?(Cz 十 D)e*, 代 入 方程 中 ,确定 
1 


二 
4=55'B= 6 = = 
1 


于 是 有 y" = ( 畜 十 而 )e-* 十 古 re* 故 所 求 的 通 解 为 
y= (C 十 cz)e 十 (可 十 击 )e 十 Ta 
(3) 设 非 齐 次 方程 
yy — hy 二 hy= 8 十 e” 十 sin2z 
的 特 解 形 如 y* == 4zr: 十 Bz 十 C 十 Dzzez 十 Ecos2z 十 Fsin27, 代 入 方程 
中 ,确定 
1 1 


A=2,B=4,C=3,D=F'B= 7 0. 


于 是 有 y" 一 2z 十 4z 十 3 十 本 e 十 二 cos2r, 故 所 求 的 通 解 为 


一 (C 十 Cao 十 2 十 氏 十 3 十 和 "十 六 cos2z. 


11.6.38 十 y= 二 f(z), 其 中 : (1) f(z) = esinz; (2) f(z) 一 
drsinz; (3) f(z) = zx? 十 cosr; (4) f(z) = cosrcos3z. 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 yw 十 y 二 0 的 通 解 为 
= Cicosz 十 Cysinz. 


(1) 设 非 齐 次 方程 yw 十 y 二 e'sinz 的 特 解 形 如 y” 一 e*(hcusz 十 


Bsinz) ,代入 方程 中 确定 4 一 让 'B 一 十: 于 是 有 #4" 一 oort 
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于 sinz). 故 所 求 的 通 解 为 
y = Cieosr 十 Cainz 十 e( 一 名 cosz 十 sinz). 
(2) 设 非 齐 次 方程 y" 十 y = 4zsinz 的 特 解 形 如 
y" 一 z[(4z 十 B)cosz + (Cz 十 D)sinz]， 
代入 方程 中 ,确定 4= 一 1,8 = 0,C = 0,D = 1. 于 是 有 y* 一 一 zxcosz 
十 zsinz, 故 所 求 的 通 解 为 
3 一 Cicosz 十 Czsinz 一 zzcosz 十 rsinz. 
(3) 设 非 齐 次 方程 yr 十 y = z? 十 cosz 的 特 解 形 如 
y° 一 4z2 十 Bz 十 C 十 zx(Deosz + Esinz), 


代入 方程 中 ,确定 4= 1,8= 0,C = 一 2,D = 0,B 一 去 
于 是 有 y" 一 于 一 2 十 到 sinz, 故 所 求 的 通 解 为 
3 一 Cicosz 十 Czsinz 十 zz 一 2 十 了 sinzr， 


(4) 设 非 齐 次 方程 "十 y = ecoszcos3z, 即 六 十 y 一 去 (eos4z 十 


cos2z) 的 特 解 形 如 y* 二 4cos4z 十 Bsin2z 十 Ceos2z 十 Dsin2z, 代 入 方程 
中 确定 


1 


A= 0,C= [A 0. 


1 
0 
于 是 有 y" 一 一 起 cos4z 一 小 cos2z. 故 所 求 的 通 解 为 


3 = Cicosz 十 C2sinz 一 苔 cos4z > 让 cos2z. 
11.6.39 护 一 28 + 5y = f(z), 其 中 :(1)f(7) = er; (2) f(z) 一 
cos2z; (3) f(z) = ersin2z， 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 w 一 2y 十 5y = 0 的 通 解 为 
Y = e(Clcos2z + Cssin2z). _ 
(1) 设 非 齐 次 方程 一 2y 十 5y 二 。 的 特 解 形 如 y* = 4e*, 代 入 方 


程 中 ,确定 4 = 二. 于 是 有 y = 二 ee 故 所 求 的 通 解 为 
y= eCCicos2s 十 Csin2z) + +e 
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(2) 设 非 齐 次 方程 yw 一 2y 十 5y = cos2z 的 特 解 形 如 y* 二 4cos2z 


十 psin2z, 代 入 方程 中 确定 4= 十,B = 一 癌 ， 


4 
于 是 有 y" = 二 cos4z 一 攻 sin4z 故 所 求 的 通 解 为 
y = er(Cicos2z 十 Czsin2z) 十 下 cosdz 一 sindz. 


17 
(3) 设 非 齐 次 方程 ww 一 2y 十 5y 一 esin2z 的 特 解 形 如 


y" 二 ze"(Acos2z 十 Bein2z) ,代入 方程 中 ,确定 4 二 一 让 ,8 = 0, 于 是 有 
一 一 本 zeeos2z, 故 所 求 的 通 解 为 
y= er(Cicos2z 十 Cxsin2z) 一 了 zeeos2r 


11.8.40 六 一 2y 十 2y=f(z), 其 中 :(1) f(z) 一 sinrzi(2) f(z) 一 
ze’sinz. . 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 y 一 2y 十 2y 二 0 的 通 解 为 
Y = e(Cicosz + Czsinz). 
(1) 设 非 齐 次 方程 六 一 2y 十 2y 二 sinz 的 特 解 形 如 y* 二 hcosz 十 
Psinz, 代 入 方程 中 确定 4 一 入, = 二 ,于 是 有 y= 二 ee 十 二 sinz. 
故 所 求 的 通 解 为 


3 一 er(Cicosz 十 Czsinz) 十 Bcosr 十 sinz. 


(2) 设 非 齐 次 方程 y 一 2y 十 2y = zesinz 的 特 解 形 如 
y" 二 ze[(hz 十 B)cosz 十 (Cz 十 D)sinz], 代 入 方程 中 确定 
4= 一 下 ,B= 0C= 00 一 下 - 


于 是 有 y" 一 e( 一 二 reosz 十 了 msinz), 故 所 求 的 通 解 为 
y= er(Cicosz 十 Csinz) 十 e(— 了 zeosz 十 地 sinz). 


11.6.41 六 一 ay 二 e* (ob 为 实数 , 且 o 关 0,b 夭 0). 
解 ”不 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 六 一 o 二 0 的 通 解 为 
Y=0Ci+ Ce: 
- 求 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 9… 当天 = 时 , 设 六 知人 "代入 给 定 方 
一 二 本 一 
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程 , 确定 4 一 tp- 方 - 于 是 有 y= 55 当 b 一 a。 时 , 设 
y* = hze, 代 入 给 定 方程 ,确定 4 二 十 = 十, 于 是 有 

a 
故 给 定 非 齐 次 方程 的 通 解 为 


Sh 当 5 关 a 时 ; 
Rs 


C+ (Cs + E)er, 当 1 二 a 时 . 


11.6.42 yr—2¥—y=7z 二 3z 二 4, (之 一 1). 

解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 六 一 2y 一 ky = 0 的 特征 根 为 
nz 二 1 土 VYl+&. 

(1) 当 * 汪 > 一 1, 且 k 关 0 时 ,71 关 72, 且 ni 取 0,7z 关 0 所 以 齐 次 方 
程 的 通 解 为 Y = Ce 十 Cze'z. 

设 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y* = az? 十 bz 十 C, 代 入 方程 中 ,确定 


| 3 ,4 _4 8 8 
i i tt E.R’ 
- 1 让 
于 是 有 vy 人 


故 所 求 的 通 解 为 
1 


y= Cled+ Vitds 十 Cxed- Vifor 一 讨 守 


二 (各 十 让 )z 一 4(1 十 各 十 言 ). 
(2) 当 上 一 一 工时 ,ri 一 rz 一] 所 以 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y = (C+ Caz)er 
设 非 齐 次 方程 上 "一 2y 十 y= 二 x 十 3z 十 4 的 特 解 形 如 y* = Az? 十 
Bz 十 C, 代 入 方程 中 ,确定 4= 1,B8 = 1,C = 4， 
于 是 有 y' = 于 十 z 十 4. 故 所 求 的 通 解 为 
= (C 十 Caz)e 十 2 十 z 十 4. 
(3) 当 上 二 0 时 ,rn 二 2,72 二 0, 所 以 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y= Ci + CR™: 
“定投 非 阁 次 方程 兴 愉 2 =t 证 3 的 特 时 江 癌 [y= 扒 ai 十 bz 
一 980 一 


\ 
5 
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十 C), 代 入 方程 中 ,确定 
4 一 一 言 必 二 诗 'C = 一 子 ， 
于 是 有 y* = 一 语 * 十 小 一 六 x. 故 所 求 的 通 解 为 
y= C+ Ce + 二 2. 


11. 6.43 ” 写 出 微分 方程 六 十 4y 十 cy 一 所 的 通 解 形式 ( 特 解 中 
的 待定 系数 不 必 具 体 算出 ), 其 中 «为 实数 。 、E 才 区 为 六 ， 
解 ” 原 非 齐 次 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 。 ”全 沪 革 用 册 
++tay=0 St (CD 
的 特征 方程 为 ?十 47 十 af = 0; 特 征 根 为 .2 二 一 2 十 MT 一 
(1) 当 lal < 2 时 ,特征 根 为 两 个 不 相同 的 实 根 rs = 一 2 十 
V4 一 因此 , 齐 次 方程 (1) 的 通 解 为 了 一 Cecir Ver 十 


Cre ME 这 时 ,给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y? 二 Ae-*, 其 中 4 为 
待定 系数 (下 同 ). 故 所 求 的 通 解 形式 为 
y= eu(Cie Vo: 十 Cze- Ye 十 4). 

(2) 当 lal =2 时 ,特征 根 为 两 个 相同 的 实 根 :一 一 2. 因此, 齐 次 
方程 (1) 的 通 解 为 Y= (C, 十 Cxr)e-*. 这 时 ,给 定 的 非 齐 次 方程 的 特 解 
形 娩 好 = Az?e-*, 故 所 求 的 通 解 形式 为 y 一 e~*(Ci 十 Czz 十 4z23， 

(3) 当 |a| > 2 时 ,特征 根 为 一 对 共 轿 复 根 74.: 一 一 2 十 i Y a? 一 4. 
因此 , 齐 次 方程 (]) 的 通 解 为 ys = e-*(Cicos Vae 一 4 z 十 
Czsin Yo 一 4z). 这 时 ,给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 好 = 4e-*“. 故 所 
求 的 通 解 形 式 为 

3 一 e “(Ccos Va— 4z+ Csin Va — 4z+ A).. 

11. 6. 44 ” 写 出 微分 方程 yr 十 2y 十 知 二 ze” 十 sin2z 的 通 解 形式 ， 
其 中 a 为 任意 实数 . 

解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 

六 十 2Y 十 知 二 0 
的 特征 根 为 7i:2 宇 主 主 -YI 一 和 人 济 午 如 的 了 
(1) 当 4= 1,a = 1 时 , 原 方程 为 汪 当 入 下 请 来 入 并 
一 1961 一 . 
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y+ 2y + y= ze’ + sin2z. (2) 
它 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 Y 二 (C1 十 Caz)er. 设 非 齐 次 方程 (2) 的 
特 解 形 如 y" = zz(4z 十 B)er 十 Ceos2z 十 Dsin2z. 故 所 求 的 通 解 形 为 
y= (C1 Cx)e 十 zz(4z 十 B)er 十 Ceos2z + Dsin2z. 
(2) 当 4= la 天 工时 ,了 原 方程 为 
+ 2y 十 一 ze= 十 sin2z， (3) 
它 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 Y = (Ci 十 Caz)er. 
设 非 齐 次 方程 (3) 的 特 解 形 如 y* = (4z 十 B)e= 十 Ccosz 十 Dsin2z. 
故 所 求 的 通 解 形 为 
3 一 (Ci 十 Crz)e 十 (4z 十 B)e= 十 Cecos2z 十 Dsin2z. 
(3) 当 1< le=1+ V1 一 4 或 a= 1 一 V1 一 和 4 时 , 原 方程 
为 
+2 + y= ze /Ths sin2z, (9 
或 如 十 2y 十 入 一 zeu- VD: 二 sin2z. (5) 
它们 所 对 应 的 齐 次 方程 (1) 的 通 解 为 
Y = Cet VIDs 十 Cred- VE 人 
设 非 齐 次 方程 (4) 或 (5) 的 特 解 形 如 
y" = z(Az + B)e”® + Ceos27z + Dsin2z, 
其 中 a= 1 二 V1 一 4 或 a= 1 一 V1 二 47. 故 所 求 的 通 解 形 为 
y= Cie0+ VD Coed- VD + z(Az + B)e™ + Ccos2z + Dsin2z, 
其 中 a=1 十 Y1 一 4 或 a=1 1 一 入 
(4) 当 4< lv 天 1 士 V1 一 4 时 , 齐 次 方程 (1) 的 通 解 为 


Y= Cle0+ Vi Ce VD 


设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 
#° 一 er(4z 十 B) 十 Ceos2z + Dsin2z. 
故 所 求 的 通 解 形 为 


y= Clet+ VD Cr VD er(Az + B) + Ceos2z + Dsin2z. 
(5) 当 2> 1 时 , 齐 次 方程 (1) 的 通 解 为 
y=e(Ccos VX 一 1z 十 Csin VX 二 1z). 
设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y* 一 (hz 十 B)e= 十 Ceos2z 十 .Dsih27, 
故 所 求 的 通 解 形 为 i : a . 
一 1862 一 
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3 一 er(Cicos VA—1r+oOsin VA— 17z) 
十 (4z 十 B)e™ 十 Ceos2z 十 Dsin2z. 

11.6.45 ”能 否 设 y" = 4sin2z 为 下 列 方程 的 特 解 ?(1) 妨 十 y 一 
sin2z; (2) xy 十 2 十 y 一 sin2z. 

解 (1) 方程 wr 十 y 一 sin2z 的 左 端 只 有 y 与 交 , 而 (sin2z)" 一 
一 4sin2z, 所 以 该 方程 有 形 如 y” 二 4sin2z 的 特 解 . 将 y* 代入 方程 ,得 

一 44sin2z + 4sin2z = sin2z, — 3A = 1. 

从 而 确定 4 一 一 坝 . 故 该 方程 的 特 解 为 y" 一 一 二 sin2z. 

(2) 方程 y9 十 2 六 十 y = sin2z 的 左 端 只 有 y 与 六 .y, 而 (sin2z)” 
一 一 4sin2z, (sin2z) 二 16sin2z, 所 以 该 方程 有 形 如 y* = 4sin2z 的 特 
解 .将 y" 代入 方程 ,得 

164sin2z + 2(— 44sin2z) 十 4sin2z = sin2z,94 = 1. 

从 而 确定 4 = 二 故 该 方程 的 特 解 为 y* = 十 sin2z. 

11. 6.46 ” 写 出 微分 方程 六 十 2y 十 2y 二 e-"(zcosz 十 3sinz) 的 通 
解 形式 . 

解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 十 2y 十 2y = 0 的 通 解 为 

Y = e-*(Cicosz 十 Cysinz). 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 
y" 一 ze [(4z 十 B)cosz 十 (Cz 十 D)sinz]， 

故 所 求 的 通 解 形式 为 

8 一 e "(Ocosz 十 Czsinz) 十 ze- 拒 (4z 十 B)cosz + (Cz 十 D)sinz]. 

求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 6. 47 一 11. 6. 50) 题 : 


11. 6. 47 一 3 才 一 2s = sint 十 2cot. 
解 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 

ds ds 

太一 3 i 2s=0 


的 通 解 为 8 = (Ci 十 Cst)e-' 十 Cse* 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 s* == hcost 十 Bsint, 代 入 方程 中 确定 4 
0,8 = 一 去. 于 是 有 s* 一 一 二 sint. 故 所 求 的 通 解 为 


s 一 (Ci 十 Cat)e 一 十 Cez 一 sint. 


一 1963 一 
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11.6.48 3 十 y 一 ersin2zr. 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 y” 十 y 二 0 的 通 解 为 
V3 V3 


Y = Cle-* 十 久 (Czcos 2 十 Cssin 2 2Z)。 


设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y* 二 e(4cos2z 十 Bsin2z), 代 入 方程 
中 ,确定 4 南 下 喜 于 是 有 y* = (cos2z sin2z). 故 所 求 


的 通 解 为 


y = Cle 一 十 (Czcos 2 7 十 Cs 7 zx 
中 eeos2z 一 in27). 


11. 6.49 zc) 一 3z 十 3z' — r= te sint. 
解 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 zx? 一 3z 十 3z 一 z 一 0 
的 通 解 为 X = (Ci 十 Czt 十 Catz)e4. 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 z* = #(4t 十 B)e! 十 Ceost 十 psin2t, 代 
入 方程 中 ,确定 
1 1 1 


A 21’B= 0C=— 4 4， 


于 是 有 z” = 二 Emde got eri 


z 一 (CI 十 Ce 十 Cs2)e 十 到 ce 一 cost 守 sine. 
11.6.50 3 一 2yw + =z. 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 x 一 2y'* 十 yw 二 0 的 通 解 为 
Y=C+ C+ (C+ Ciz)e'. 
讽 碌 站 者 次 廊 得 的 特 解 形 如 坟 三 (hz 十 B), 代 入 方程 中 ,确定 


1 
4= 有,B 一 上 于 是 有 ?= 一斑 富 十 空 故 所 求 的 通 解 为 
十 Cr 二 (Cs 二 Caoe 十 理 十 玫 


11.6.51 求 十 4y= 2z: 在 原点 处 与 y =z 相 切 的 特 解 - 
解 ”不 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 w' 十 4 一 0 的 通 解 为 
. 上 一 Cicos2z 十 Cxsin2z. 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y* = az? 十 bz 十 C. 将 y* 代入 原 方程 ， 
一 4954 一 
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确定 


Es ee | 
可 号 二 0,C = 


因此 ,y* 一 去 一 二 .于 是 , 原 方程 的 通 解 为 


y= Cicos2z 十 Czsin2z 十 到 一 本 
由 已 知 ,得 初始 条 件 为 91-。 = 0,y 1.-o 一 1， 从 而 确定 C1 一 十 ， 
Cs = 方 . 故 所 求 的 特 解 为 


y 1 cos2z 十 $sin2z 十 st 


2 人 
11.8.52 求 六 十 4 二 3|sinz| 在 [一 x,x] 上 满足 y( 了 ) = 0， 
Y (可 ) 一 ! 的 特 解 
解 ”给 定 方程 为 
_ 1 一 3sinz, 一 FF<z<0; 
让 人 3sinz， 0 过 z 扫 一 


它 所 对 应 的 齐 次 方程 yw 十 4y 二 0 的 通 解 为 
Y = Cicos27 + Czsin27. 
在 [一 x,0] 上 , 原 方程 为 
久 十 4 一 一 3sinz， (1) 
设 它 的 特 解 形 如 yi 一 hicosz 十 Bisinz. 将 y? 代入 方程 (1) ,确定 41 一 0， 
8 一 一 1. 因此 = 一 sinz. 
在 [0,x] 上 , 原 方程 为 
y+ y= 3sinz. (2) 
设 它 的 特 解 形 如 好 三 hscosz 十 Bosinz. 将 好 代入 方程 (2) ,确定 4 = 0， 
B: 一 1. 因此 好 一 sinz. . 
综 上 所 述 , 原 定 方程 的 通 解 为 
_ fCicos27 + Cssin27 一 sinz,， ~— #7< 0; 
Se (en 十 Csin2z 十 sinz， 0<z<n. 


由 初始 条 件 3 于) 一 0,Y (至 ) 一 1, 确定 Cs 一 1,0, 一 一 去 ;再 由 


po 
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y 在 z 一 0 处 的 连续 性 和 可 导 性 ,确定 C1 一 1,C, 二 去. 故 所 求 的 特 解 为 
ls —xr<0; 
5 


cos2z 一 去 sin2z 十 sinz， 0<zr<. 
0, ti<0; 
11. 6. 53 rt 0 二 tt 7 满足 条 件 y(0) = y (0) 
0, t>r 
一 0 的 特 解 ,其 中 盏 与 了 均 为 常数 . 
解 (1) 当 i1< 0 时 , 原 方程 为 yw" 十 4 一 0, 其 通 解 为 
3 = Cicos2t 十 Czsin2t. 
由 y(0) = y (0) = 0, 确 定 C, = C: = 0. 故 特 解 为 y = 0. 
(2) 当 0 二 tf 时 , 原 方程 为 y' 十 4y 二 ,其 通 解 为 


¥ = Ccos2t + Cz'sin2t 十 十. 


由 y(0) 二 y (0) = 0, 确 定 Cv 一 一 全 ,Ct 一 0. 故 特 解 为 


y= a 一 cos21). 


显然 ,在 上 = 0 处 函数 y 连续 . 
(3) 当 t 二 t+ 时 , 原 方程 为 yr 十 49 = 0, 其 通 解 为 
y = Ci"cos2t + Ce"sin2t. 
由 y 在 z = 7 处 的 连续 性 和 可 导 性 ,确定 


Cm 一 EB (cos2r 一 1)，,ew 一 Bin2r. 
4 4 
故 特 解 为 y 一 全 (eos2r 一 1)cos2t 十 sin2rsin2t 


a 全 [eos2ct 一 — cos20]. 
综 上 所 述 ,所 求 特 解 为 


0， t 生 0; 
E 

y 一 全 (1 一 cos20)， 0<t<7; 
二 [eaC2 一 7) — cos21], t>n 
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11.6.54 求 方程 Yr 十 4y 十 5y 二 8cosz 的 当 z-> 一 co 时 有 界 的 


解 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 yr 十 4y 十 5y 一 0 的 通 解 为 
Y = es*(Ccosz + Czsinz). 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y" 二 hcosz 十 Bsinz. 将 y" 代入 原 方 
程 ,确定 4= 8 = 1. 因此 y" = cosz 十 sinz. 于 是 ,给 定 方程 的 通 解 为 
y=e “(Ccosz 十 Csinz) 十 cosz 十 sinz. 
当 z 一 一 品 时 ,e-* 闻 十 co, 所 以 要 使 y 有 界 ,只 有 OC, 一 C= 0. 故 
所 求 的 特 解 为 y 一 cosz 十 sinz. 
(2) 常数 变易 法 
用 常数 变易 法 求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 6. 55 一 11. 6. 58 题 ) : 
11.6.55 yy= secz, (0<z<F). 
解 ” 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 十 y 一 0 的 通 解 为 
Y = Cycosz 十 Cysinz. 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y” = Ci(z)cosz 十 Ca(z)sinz， 由 方程 
组 
coszC 十 sinzC2 = 0， 
一 sinzC1' 十 coszC2' = secz 
解 得 Ci(z) = Incosz, C2(z) 一 z. 因此 y* = coszlncosz 十 zsinz, 故 所 求 的 
通 解 为 
3 = Cicosz 十 Cssinz 十 coszlncosz 十 zsinz. 
11.6.56 y’— 2y = 2coszz. 
解 ” 原 非 齐 次 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 yw -- 2y = 0 的 通 解 为 
了 一 C 十 Ce*. 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y” 一 Ci(z) 十 Cz(z)e”. 由 方程 组 
人 十 Cx (rz)ez 一 0， 
Cy (z)e2 = cos’z 


解 得 Ci(z) = 一 记 一 


Caz(z) = C= 地 十 二 sin2z 一 言 cos2z)o-*， 
因此 1 一 一 去 一 表 Gin2z 十 cos2z) 一 卫 ; 故 所 求 的 通 解 为 


一 一 
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3# 一 C7 十 Czez 一 亏 一 于 Gin2z 十 cos2z), 其 中 ,C? 二 01 一 于 


11.6.57 y+ y= tgz. 
解 ” 原 非 齐 次 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 "十 y 二 0 的 通 解 为 
= Cicosz 十 Csinz. 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y”== Ci(z)cosz 十 Ce(z)sinz. 由 方程 
组 
他 十 Cxysinz 一 0， 
一 Ci'sinz + Cxy cosz = tgz 
解 得 Ci(z) = sinz 一 In(secz 十 tgz)，Cz(z) 一 一 cosz. 
因此 y* = 一 eoszln (secz 十 tgz). 故 所 求 的 通 解 为 
3 = Cicosz + Cxsinz 一 coszln (secz 十 tgz). 
11.6.58 y+y -2= 和 
解 ” 原 非 齐 次 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 yw 十 y 一 2y 二 0 的 通 解 为 
Y = Ce’ + Cxe™*™. 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y”= Ci(z)e: 十 Ca(z)e-*. 由 方程 组 
ee 十 Crye- 2 一 0， 


er 一 -2 
Cre 一 2Cxe Tez 


解 得 ”Ci(z) = 二 [z 一 In(l 十 e)]， 


Ca(z) 一 一 or 十 Lor 一 于 md 十 e). 


6 3 
因此 ， 
六 = 区 [2 一 md 十 o9] 十 ex[ 一 工 o 十 荆 ee 一 有 若林 
3 6 a 
bs Se 
3 


In(1 十 外 十 言 se 十 广 e“ 一 十 


故 所 求 的 通 解 为 
nd + 十 于 me 衬 可 ec 


y= Cue- 十 Cxe-z 一 5- 


11.6.59 设 f() 在 [0, 十 oo) 上 是 有 界 连续 函数 ,证 明 : 方 程 
z 十 8z' 十 7z 二 f(t) 的 每 一 个 解 在 [0, 十 oo) 上 都 是 有 界 函 数 . 
证 ” 壤 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 萎 十 8d 十 7z 一 0 的 通 解 为 
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天 一 Ce Cre-™. 
设 原 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 z" = Ci(bDe -十 C(t)e-", 由 方程 组 
(全 十 exCy = 0, 
一 er'Cy 一 7e-zxCxy = f(0), 
解 得 C1 一 证 人 row， C2 一 一 二 roeu 此 
3 "到 ra RAGE 一 着 ea rowu 
故 原 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
z= Ce 十 Ce" 十 填 e| Do 一 青 c [ou 
因为 f(2) 在 [0, 十 ceo) 上 有 界 , 即 存在 M > 0, 使 得 
lf(W1 < MM, (0 入 上 < 十 co); 
又 因为 在 [0, 十 ceo) 上 有 0 一 e-: 受 1,0 二 ee 和 受 1,(0 和 : 上 一 十 ceo), 所 
以 在 [0, 十 co) 上 有 
lz| & cue 一 | + ICxe-7™| 
1 1 7 
十 | 6° from 十 1 fro。 ‘dt| 


<Iol+ ll+| 芝 4 一 91+ 1 条 4 一 "91 


M 
<<Icd 十 16 十 营 十 范 ==10 + 1c:1 十 站 


而 对 于 每 一 个 解 z,C 与 C0: 均 为 确定 的 常数 , 故 z 二 z(t) 在 [0, 十 co) 上 
是 有 界 函 数 . 

(3) 算 子 法 

用 算 子 法 求 下 列 微分 方程 的 特 解 (11. 6. 60 一 一 11. 6. 63 题 ): 

11.6.60 y+ 和 y=e. 

解 ”应 用 微分 算 子 将 原 方程 写 为 (DP 十 4)y = e:. 故 所 求 的 特 解 为 

如 a 1 

A 

11.6.61 3 十 y 一 2cos3z. 

解 ”应 用 微分 算 子 将 原 方程 写 为 (D4 十 1)y = 2cos3z， 
[ee 


Ce 一 0 二 I 
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一 一 二 Te cmsar 
11.6.862 加 一 4j 十 4 一 zz 
解 ”应 用 微分 算 子 将 原 方程 写 为 
(PC— 人 


所 以 一 ze or 人 到 一 2 加 则 Du = z?, Du 一 1 1 
y= D2 PF " 3 


故 所 求 的 特 解 为 y 一 证 <” 
11.8.63 和 一 3 十 3y 一 g 一 导 
解 ”应 用 微分 算 子 将 原 方程 写 为 
th 
有 上 令吉 "1 二 加 则 Dw 二 La 一 站 2 


故 所 求 的 特 解 为 y 一 Bre 
用 算 子 法 求 下 列 微分 方程 的 通 解 (11. 6. 64 一 一 11. 6. 66 题 ): 
11.6.64 #7 十 六 二 x2 十 1 十 3ze:. 


解 ”应 用 微分 算 子 将 原 方程 写 为 
Dy + Dy= z+ 1+ 3ze', 


即 (CD 十 1)D9 一 于 十 1 十 3ze. (1) 
令 D3y = 加 则 方程 (1) 化 为 (D 十 D)x 一 于 十 1 十 3ze, 即 

全 十 z 一 守 十 1 十 3zor (2) 
解 线 性 方程 (2) ,得 


u = e-|[ | C22 + 1 + 3ze)eleaz + C1] 


二 一 2z 十 3 二 了 20 一 于 十 Cie-， 
3 


即 Dy= 7 2z 十 3 十 总 ze 4 十 Ce 

Dy be 二 十 37 十 防 2e ge Cre + Co. 
玖 y 一 二! 一 二 十 了 十 名 z0 站 ce 二 cz 二 cs 
即 为 所 求 的 特 解 . 


11.6.85 y"— 3y + 2y= 16z + sin2z + e™. 
一 3966 一 
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解 ”应 用 微分 算 子 将 原 方程 写 为 
D’y — 3Dy + 2y = 16z 十 sin2z + e*, 


即 (D— 2)(D— 1)y= 16z 十 sin2z + e*. (1) 
令 (D 一 1)y = 4, 则 方程 (1) 化 为 (D 一 2)w == 16z 十 sin2z 十 e*, 即 
全 — 2u = 16z + sin2z + e™. (2) 
解 线性 方程 (2) ,得 


u = ej[ aez 十 sin2z 十 ez)e-jzeaz 十 C] 


m 一 8z 一 4 1 cos2z 1 sin2z 十 ze* 十 Ce2r， 


4 4 
即 错 一 y= 一 8z 一 4 一 地 cos 2z 一 本 sin2z 十 ze* 十 Oe? (3) 
解 线性 方程 (3) ,得 所 求 的 通 解 为 


3 一 ef f= 8z 一 4 一 了 cos2z 一 了 sin2z 十 zez 十 Cez)e-jedr 十 C2] 


= Cie* 十 Co 十 8z 十 12 十 击 (3cos2z 一 sin2z) 十 zer， 
(= 一 1). 
11.8.66 y+3y +2y= de 
解法 1 应 用 微分 算 子 将 给 定 方程 写 为 (D? 十 3D 十 2)y = 4e-*， 


即 
(D+ DD+ 2)y = 4e-*, (1) 
令 (D 十 2)y 一 4, 则 方程 (1) 化 为 (D 十 1)u 一 4e-*, 即 
至 十 4 一 de (2) 
解 线性 方程 (2), 得 
= e-jef de 十 Cj] = Ce 一 一 4e-2 
即 。 垩 十 2g= ce 一 一 4 (3) 


解 线性 方程 (3) ,得 所 求 的 通 解 为 
y= e-|z[ ec- 一 4e-*)elzdz 十 C2] 
一 Ce’: Cze-2 一 dre *. 


解法 2 原 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 十 3y 十 2y = 0 的 通 解 
= 
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为 Y= Cle :二 Cxe*. 
用 算 子 法 求 原 非 齐 次 方程 的 特 解 y* ,将 给 定 方程 写 为 
(D+ 3D+ 2)y = 4e *,Bp F(D)y = de *, 
其 中 f(D) = 户 十 3D 十 2.: 于 是 有 


de-* 4e-* de-* 
YT FD)™ FOD—2)™ (DD— 2) iD—2) + 
= 4e-> 太 二 :1 (1) 
令 大 二 "1 二 加 即 (2 一 Dw = 1, 亦 即 
党 一 华 =1. (2) 


求 出 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (2) 的 特 解 为 4 = 一 z. 因此 给 定 非 齐 
次 方程 的 特 解 为 x” == 一 4ze-*. 故 所 求 的 通 解 为 


y= Cie- 十 Cxe-2 一 4ze- 2 


一 002 一 
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§ 7 高 阶 变 系数 线性 微分 方程 
内 容 提 要 


一 般 说 来 ,高 于 一 阶 的 变 系数 线性 微分 方程 不 能 用 初等 积分 法 求 
解 . 但 是 ,对 于 有 些 特 殊 类 型 的 变 系数 线性 微分 方程 ,在 一 定 条 件 下 ,有 
特殊 的 解法 . 常用 的 方法 有 : 

1. 化 为 常 系数 线性 微分 方程 

有 些 变 系数 线性 微分 方程 可 以 通过 变量 置换 化 为 常 系数 线性 微分 
方程 . 例如 , 欧 拉 方 程 

Ty 十 pe yD 二 十 Pizy 十 py = f(z) 
(@ i ，P,-15, 均 为 常数 ). 作 变换 z = e( 或 1 一 Inz), 并 引入 
记号 也 表示 对 上 求 导 的 运算 , 则 
dy 


由 一 2 一 
z 开 =Dy， 人 =D0D Dy, 


dy 
= DD — DD— 2), ee ; 


一 般 地 ,有 
+ 名 一 Dp(D 一 DD ee (D 一 下 十 1)3 (一 1, 2 va)， 
于 是 可 以 将 欧 拉 方 程 化 为 以 上 为 自 变量 的 常 系数 线性 微分 方程 
DCD 一 1)…(D 一 za 十 1)3 十 PiDCD 一 1)…(D 一 十 2)3 
十 … 十 了 -iDy + py = fle), 

求 出 这 个 方程 的 通 解 后 ,用 上 = Inz( 或 e = z) 换 回 原 变 量 ,就 得 到 欧 拉 
方程 的 通 解 . 

2. 降 阶 法 

有 些 变 系数 线性 微分 方程 ,可 以 通过 变量 置换 将 方程 降低 一 阶 . 例 
如 ,对 于 线性 方程 

3 十 pi(Cz)3D 十 … 十 了 -i(z) 久 十 pz)3 = f(z), 
若 已 知 一 个 特 解 ,Cz) ,通过 变量 置换 y 二 Cz)w(z)， 可 以 将 方程 降低 一 


一 1963 一 
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3. 常数 变易 法 

如 果 已 知 变 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ， 
可 以 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 线性 方程 的 符 解 , 其 作法 与 求 常 系数 线性 
非 齐 次 方程 特 解 的 常数 变易 法 相同 . 


问题 与 解答 
1. 化 为 常 系数 线性 微分 方程 
求 下 列 欧 拉 方 程 的 通 解 (11. 7. 1 一 11.7.9 题 ); 


11.7.1 xz 一 zy 十 9 一 0. 
解 ” 令 z= e( 或 1= Inz), 将 给 定 方程 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 
DD— Dy— Dy+y=0,B Dy— 2Dy+ y= 0, 
解 之 得 ,y = (Ci 十 Cx)e'. 故 所 求 的 通 解 为 
Y 一 〈Ci 十 Calnz)z. 
11.7.2 zz 十 zy 一 y9 一 0. 
解 ” 令 z= e( 或 1= Inz), 将 原 方程 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 
DCD— Dy+Dy—y=0, 即 Dy—y= 0. 
解 之 得 y == Cie 十 C1, 故 所 求 的 通 解 为 y 一 Ciz 十 C: 二 . 
11.7.3 zy'— 9zy + 21y = 0. 
解 ” 令 z= e( 或 1= Inz), 将 原 方程 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 
D(D 一 1)y 一 9Dy + 21y 一 0, 即 Dy 一 10Dy 十 21y = 0. 
解 之 得 ,y 二 Cre* 十 Cxe"', 故 所 求 的 通 解 为 y 一 Ciz? 十 Caz7. 
11.7.4 zz 十 3zy + y= 0. 
解 ” 令 z= e( 或 1= lnz), 将 给 定 方程 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 
D(D— Dy+3Dy+y=0, 即 Dy+ 2Dy+y= 0. 
解 之 得 ,y 二 (Ci 十 Cx)e-', 帮 所 求 的 通 解 为 y= 十 (C 十 Culnz). 
11.7.5 zy? 十 3 — 7zy + 8y = 0. 
解 ” 令 z= ei( 或 = Inz) 将 原 方程 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 
D(D— 1D)(D— 2)(D— 3)y++ 3D(D— 1)y— ?Dy + 8y = 0, 
即 〈(D 一 2):P 一 2D 十 2)3 一 0. 解 之 得 
¥ = (C1 十 Ct)ez + (Cycost 十 Csint)er 


一 1864 一 
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故 所 求 的 通 解 为 
3 = (C+ Czlinz)z: + (Cscoslnz 十 Cisinlnz)z. 
11.7.6 多 一 二 十 十 y 一 之 . 
解 ”将 原 方程 变形 为 
zm — zy ++y = 27. (1) 
令 z 二 el( 或 {= Inz), 将 方程 (1) 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 
DD— Dy— Dy+y= 2e,p Dy — 2Dy + y= 2e. 
解 之 得 ,y 二 C1 十 Cx)e' 十 te. 故 所 求 的 通 解 为 
¥ = (Ci 十 Cinz)z 十 zln’z. 
11.7.7 zz 一 2zy + 2y 一 2z: 一 z。 
解 ” 令 z= e( 或 := Inz), 将 原 方程 化 为 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
DD — Dy— 2Dy+ 2y = 2e*— e. 
解 之 得 , y 二 Cie' 十 Cie* 十 te' 十 ex. 故 所 求 的 通 解 为 
3# 一 Cz 二 C27 二 zlinz 十 z. 
11.7.8 了 十 5 全 十 9= 3 十 点 . 
解 ” 令 z= ei( 或 1= Inz), 将 原 方程 化 为 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
D(D— 1)y++ 5Dy++ 9y = 3e* + ee-*, 
即 Diy 十 4Dy 十 9y 二 3ez 十 e-2 
解 之 得 ,y 二 e-*(Cicos W 51+ Csin W 5t) 十 了 十 二 e- 
故 所 求 的 通 解 为 
y= rcieos( V 5 nz) + Cain( V 5 nz] 十 二 2 十 二 
11.7.$ zz 一 zy = nz,g(1) = 0 (1)= 4 
解法 1 令 z=e( 或 := Inz), 将 原 方程 化 为 常 系数 线性 非 齐 次 方 
程 


DD— Dy— Dy—wB Dy— 2Dy=—t. 
解 之 得 ,y = 0 十 Caer 一 才 t(t 十 1). 故 原 方程 的 通 解 为 


y= 01+ Om — inz(l + Inz). 


由 初始 条 件 301 一 0, GD) 一 4, 确定 ,一 攻 , G4 一 一 蕊 , 获 所 
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求 的 特 解 为 
y= 一 让 (nz 十 Dinz 十 加 (2 一 
解法 2 ”将 给 定 方程 变形 为 
1 lnz 
YT 
令 y = 7, 则 y= ,将 方程 (1) 化 为 
1 Inz 
A 


1 


(1) 


(2) 


1 1 1 ,ln: 1 
解 之 得 ,? 二 Cx 一石 (于 十 友 )' 即 Y# 二 Ciz 一 也 ( 宇 十 志 )* 积分 ,得 


原 方程 的 通 解 为 


y bos 十 Cs nsz 了 inz， 


由 初始 条 件 y(1) 一 0,y (1) 二 4, 确定 01 一 4 二 ,0: 一 一 2 
所 求 的 特 解 为 
3 一 一 地 nz 十 1)lnz 十 站 = 一 1). 
求 下 列 微 分 方程 的 通 解 (11.7. 10 一 11.7. 15 题 ); 
11.7.10 dzy'+2(1— Vz)y— 6y=e 7. 


解 ” 令 Vz =w, 或 =, 则 
dy _ dy du 1 dy 


dzy EE du lay 1 由 1 
2udu 2x du 2u 


将 z 二 中 , 族 , 名 代入 给 定 方程 ,得 


解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 
y= Ciex 十 Cxe-2 十 下 er 
故 原 方程 的 通 解 为 
一 1966 一 
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y= Cre’ V” + Coxe-: 全 二 V ze (7. 
11.7.11 zz 一 2zy + (z+ 2)y= zt 
解 ” 令 二 一 沁 即 y 一 mu, 则 纪 二 zw 十 六 二 zw 十 2. 
将 yy 、y 代 入 给 定 方程 ,得 
2z2(zm 二 2 ) — 2x(zw 十 za) 十 (2 十 2)zu 一 2 


即 wr 十 二 z. 解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 
4 一 Cicosz 十 Cssinz 十 z. 


故 原 方程 的 通 解 为 


y= zu = z(Cicosz 十 Cssinz) 十 z2. 


11.7. 12 co 十 2coszz(1 一 sinzcosz) 全 + y = tgz. 


din 1 中 1 
dz2 dzr cos’r dt dt cos3z cos’z dt? cos27 
_ 2ainz 由 | _1 和 9 
cosiz dt costz d 


将 型 、 氏 代 入 给 定 方程 ,得 5 十 2 并 十 y 一 上 解 这 个 二 阶 党 系数 线性 
非 齐 次 方程 ,得 

y= (C+ Co)e-: 十 1 一 2. 
故 原 方程 的 通 解 为 


y= (C+ Ctgr)e w+ tgr — 2. 
11.7.13 + 2y +y= (0. 
解 ” 设 p(z) = 之, Q(z) = 1, 因 为 0(z) 一 了 zz) 一 于 yz) = 1 
应 用 变量 置换 可 得 


可 以 求 出 y¥ 一 二 一 圳 w， 六 一 士 wr 一 吝 w 十 各 .将 yy . 扩 代 入 给 
定 方程 ,得 st 和 1 


- » 有 要 
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二 一 和 十 和 十 全 (一 二 十 二 = 0， 
即 wr 十 u 一 0. 解 这 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 ,得 
# = Cicosz 十 Cssinz. 
故 原 方程 的 通 解 为 
一 圭一 二 (Cieosz 十 Csinz). 


11.7.14 如 一 4zy 十 (4 一 1)3 一 一 3ersin2z. 
解 ” 设 p(z) = 一 4z,Q@(z) = 4z: 一 1, 因 为 


Q@(z) 一 了 zz 证 v7) =1，, 


应 用 变量 置换 可 得 y = ve- = xj = we 
可 以 求 出 ¥ = (zw 十 2zw)er, 六 二 [十 4zu 十 (4z? 十 2)wjer. 将 yy 、 
六 代入 给 定 方程 ,并 整理 化 简 , 得 
WW 十 4 二 一 3sin2x. 
解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 
za = Cicosz 十 Csinz 十 sin2z. 
故 原 方程 的 通 解 为 
3# 一 we’ = (Cicosz 十 Cssinz 十 sin2z)er. 
11.7.15 cos'z dy 十 2cos?z(1 一 sinzcosz) 四 十 3# 一 tegz. 
2 dr 


解 ” 设 y= 二 y[i(z)] 是 给 定 方程 的 解 , 则 
dy _ dy dt dy _ dy dt dy dt 
dz dt dz’ 并 (+ 
dy diy 
将 yzz; 代入 方程 中 ,得 
EAE 
dz a 
2 
为 使 噶 的 系数 为 1, 取 公 


dy dy 2 
式 , 得 玉 十 2 +9 二 不 


解 这 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 ,得 
y= (Ci 十 Cxt)e 十 一 2. 
故 原 方程 的 通 解 为 g == (Ci 十 Catgz)ee 十 tgz 一 2. 
一 1868 一 


dt . dt di 
十 Leos'z 73 + 2cos’z(1 一 sinzcosz) 3z] + y= tgz. 


Nn dt _ 2sinz 
一 zooz’ 即 上 一 t87, 则 zz 二 gosz' 代 入 上 


cos4z( 
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2. 降 阶 法 

11.7.16 已 知 = 是 zy 一 2(z 十 Dy 十 (z 十 2)y = 0 的 一 
个 特 解 , 求 该 方程 的 通 解 . 

解 ”将 给 定 齐 次 线性 方程 变形 为 


m 一 2 十 Dy +z 士 3 = 0 
令 ?= 一 2 经 十 也 ,由 11.5.1 是 知 ,所 求 的 通 解 为 
y= Cj 十 Com { Die as 


=Ce 十 cw | 去 ot ug 


= Ce + Bre = (C1 + 01s)e', (07 一 至 )， 
11.7.17 已 知 嫉 =e> 是 方程 zz 一 2zy 一 4z(z 一 1)y 二 0 的 一 
个 特 解 , 试 求 该 方程 的 通 解 . 
解 ”将 给 定 方程 变形 为 
op 一 人 4:— Dy=0, 
令 7 = 一 之 由 11.5.1 题 知 ,所 求 通 解 为 


2 
y= C+ cm| pe la 一 Oe” 十 ce dz 
= Cie* 十 Cre-*(8z? 十 4z 十 1). 
11.7.18 已 知 y 二 e~ 是 方程 (z? 十 Dy 一 2zy 一 (az 十 好 十 C)y 
= 0 的 一 个 解 , 求 a.b、c 的 值 ,再 求 所 得 方程 的 解 . 
解 ” 将 y= ew“ 代入 给 定 方程 ,得 
er[m2(z 十 1) 一 2mz 一 (oz 十 姑 十 c)] 一 0. (1) 
因为 e= 天 0, 所 以 由 (1) 式 得 
mz(z2 十 1) 一 2mz 一 (oz 十 红 十 c) 一 0， 


即 mz 一 2mxz 十 mm2 一 az2 十 jz 十 c. (2) 
比较 (2) 式 两 边 z 同 次 短 的 系数 ,得 
a= mW,b =~ mc= m. a 
因此 , 原 方程 为 I 1 
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(z+ Dy — 2ry (mz? 一 2mz 十 m’)y = 0， 
Se 2 
即 y 2z m7 一 2mz 十 mm: 0. (3) 


元 二 这 到 十 1 
由 11.5.1 题 知 , 方 程 (3) 的 通 解 为 
二 


y= Cu 十 a Le-Jrdz = Cre 十 coer| 


Ce 二 cc 十 二 二 十 去 十 1)e-™, 


或 y=Cew 十 OY (2 十 二 十 Ri 十 De“, (cy = 一 盐 C2) 


11.7.19 已 知 y 5 是 方程 六 十 2y 十 y 一 0 的 个 特 解 , 求 
该 方程 的 通 解 . 
解 ” 令 ?一 二 ,由 11.5.1 题 知 ,所 求 的 通 解 为 


Si Ce 
sin: ps 十 Cos 


1 
一 十 —e- J dr 一 
y= Cah 十 Ca | 7 fearz = C1 SF Ee 


= 二 (Cesinz 一 Cxcosz)、 


11.7.20 求 方程 (z? 十 DD 我 一 2z 呈 十 2y 二 0 的 通 解 . 


解 ”容易 看 出 ,y 一 z 和约 一 个 将 原 方程 变形 为 
Er 0 (D) 

2 3 

令 ? = 天 全 1, 由 11.5. 1 题 知 , 齐 次 线性 方程 (1) 的 通 解 为 


yy 二 Oi 如 十 cm [2 一 38 -jaz 


一 Ciz 十 cz | Ee 一 Ciz 十 Cz(z — 1), 
这 就 是 给 定 方程 的 通 解 . 


3. 常数 变易 法 

11.7.21 已 知 % 一 z 是 齐 次 线性 方程 z 妨 一 (z 十 2)(zy 一 了) 二 
0 的 解 , 求 作 齐 次 线性 方程 zy' 一 (z 十 2)(zy 一 9) 一 六 的 通 解 . 

解 ”将 给 定 齐 次 线性 方程 变形 为 


一 BRC— 


六 4 
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护 一 2 二 2y 十 2 二 2 一 0， (D 
令 ? 一 一 上 十 2, 由 11.5.1 题 知 , 齐 次 线性 方程 (1) 的 通 解 为 


了 一 Co 十 co 二 -re 


一 COz 十 Cr 上 3 点 sseaz = Ciz + Cazer。 


设 非 齐 次 方程 2 一 (z 十 (zy 一 办 二 z 即 六 一 2y 十 


十 


y 一 22 的 特 解 形 如 3 = Ci(z)z 十 Cx(z)e*, 由 方程 组 


人 十 zeCx = 0, 
CY 十 (1 十 z)eC2 =77 


解 得 C1(z) 一 一 也 ， Ca(z) 一 一 (1 十 z)e 一 ,于 是 有 
3 = 一 到 一 (tare 
故 所 求 的 通 解 为 


3 
Oe rr 


11.7. 22 求 微分 方程 (z? 十 Db 并 一 2z 并 十 2y 一 6(z: 十 1) 的 
通 解 . 
解 将 央 划 有 次 力 各 这 形 儿 
dz +ldr Er 2 
由 11. 5. 1 题 知 ,方程 (1) 对 应 的 春 交 六 各 
dy 2r dy 
dz 5 全 + 让 27 
的 通 解 为 了 = Cuz 十 C2(z? 一 1). 
设 非 齐 次 方程 (1) 的 特 解 形 如 y* = Ci(z)z 十 Cz(z) (z? 一 1), 由 方 
程 组 


zcv + (#2 — DOs = 0， 
(a 十 2zCx = 6(z 十 1) 
解 得 C1(z) 一 一 2z 十 6z, Cz(z) = 3z:. 于 是 有 
一 1971 一 
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扩 一 z( 一 2z 十 6z) 十 3z(z2 一 1) 一 开 十 3z 
故 所 求 的 通 解 为 一 Ciz 十 Cx( 于 一 D 十 到 十 3. 
11.7.23 ” 求 微分 方程 2" 一 z = 的 通 解 . 


解 ”将 原 非 齐 次 方程 变形 为 
1 


Tr =& {1) 
非 齐 次 方程 (1) 对 应 的 齐 次 方程 为 

z 一 二 = 0， (2) 
即 殖 一 地 , 亦 即 信 > 一 二 .积分 ,得 mz 一 nt 十 Inc, 即 z = Ct, 再 积 


分 ， 得 齐 次 方程 (2) 的 通 解 为 
z 一 CI 十 Co， (C= 于 0). 
设 非 齐 次 方程 (1) 的 特 解 形 如 z" 二 CO 十 C2(). 由 方程 组 
保 #8+ Cs:= 0, 
2cvt =t 


解 得 CD) = 二 (Cs(D 一 一 上 2, 于 是 有 z" 一 言 e, 故 所 求 的 通 解 为 


z= 二 CE 十 Cz 十 于 
事实 上 ,用 ! 乘 原 方程 两 端 ,得 到 的 方程 ez" 一 tz' 二 是 欧 拉 方程 . 
容易 求 出 该 方程 的 通 解 为 


z 一 CI 十 C: 十 入 


一 1973 一 
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§ 8 ”微分 方程 的 署 级 数 解法 


内 容 提 要 
1. 一 阶 微分 方程 
求 一 阶 微分 方程 
并 = f(D) GD 
满足 初始 条 件 y|:-:, = y% 的 特 解 ,其 中 函数 f(z,y) 是 (z 一 z0)、(y 一 yo) 
的 多 项 式 ， 


了 (z,3g) = aoo 十 ae(z 一 zo) 十 aol(y — yo) 十 … 
十 am(z 一 zo)(G 一 go)”. 
这 时 我 们 可 以 设 所 求 的 特 解 可 展开 为 z 一 zo 的 蚕 级 数 : 
3 一 加 十 om(z 一 zo) 十 az(z 一 zo)2 十 … 十 az 一 zo) 十 ， 
(2) 
其 中 a1,q2… ,a… 是 待定 的 系数 ,把 (2) 代入 (1) 中 ,得 到 一 个 恒等式 ， 
比较 该 恒等式 两 端 z 一 zo 的 同 次 敌 的 系数 ,就 可 定 出 常数 a1,a2… ,以 这 
些 常 数 为 系数 的 级 数 (2) ,在 其 收敛 区 间 内 就 是 方程 (1) 满足 初始 条 件 
y |s=so 二 的 特 解 . 
2. 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
对 于 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
二 Plz)¥ + Q(z)y 一 0， (3) 
利用 每 级 数 求 解 的 问题 ,有 下 面 两 个 定理 
定理 1 如 果 方 程 (3) 中 P(z) 与 9(z) 可 在 一 和 A<z<< 有 内 展开 


为 z 的 知 级 数 , 那 末 , 在 一 二 :< R 内 方程 (3) 必 有 形 如 y 一 2 
的 解 


定理 2 如果 方程 (3) 中 zP(z),z?@(z) 可 在 一 R 二 z < 二 在 内 展 
开 为 z 的 窒 级 数 ,那么 ,在 一 R 二 z 二 RR 内 方程 (3) 必 有 形 如 y 一 


-= 
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> urlo 六 0) 的 解 ,其 中 ovaoya…,0.… 均 为 待定 常数 . 


问题 与 解答 


1. 一 阶 微分 方程 ， 
11.8.1 证 明 ; 知 级 数 z 十 如 十 车 十 …… 十 TO 十 …… 的 
和 函数 y(z) 满足 一 阶 微分 方程 yw 十 y = e, 并 求 该 等 级 数 的 和 函数 . 


证 由 ec=1+z+ 贡 二 匠 +…，( 一 oo<<z<+co) 
和 =1 一 z+ 闸 一 车 + (<z<+o) 
ee 
得 3 一 z 十 午 十 曾 +…， (<z<+ 0), 


即 所 给 等 级 数 的 和 函数 为 y(z) 一 人 与 一 ， (一 <z<< 十 oo)， 


由 此 求 出 Y(z) 一 生 瑟 生 ，, 故 y 十 y 一 。, 即 和 函数 y(z) 满足 一 阶 微分 
方程 : 

.8.2 证 明 : y = 1 十 > 上 3 加 一 满足 微分 方程 
(1 一 Dy = 一重 ,并 求 出 该 级 数 之 和 了 


oe Th 
证 设 4.= ey (一 1,2,…), 则 

at ， 1.3(2a 一 1)(2a 二 1D 2。42w 
名 一 各 一 2420 加 十 2 3 天 二 1 一 


所 以 ,等 级 数 )ae 的 收敛 半径 为 有 二 一 1 


1， 


当 z 一 1 时 ,等 级 数 Yaz 为 常数 项 级 数 
> 二 p> 二 : 


一 1974 一 
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1。3…2n 一 1 3。5…(2n 一 1)。1 > 1 
2.4…2n 2.。4……(2n 一 2)22 2n7 


因为 a。 
而 沁 去 发 类 .所 以 ye 发散. 因此 ,和 级 数 oz 在 = ~ 1 发 区 
当 # 一 一 1 时 ,每 级 数 冯 ar 为 常数 项 级 数 ， 
St Da, pt Di 
万 " 则 加“ 一 0 由 羔 布 尼 效 判别 法 
知 ,级 数 ( 一 DYa. 收 全 ,因此 ,等级 数 沁 a 在 一 一 1 处 收 全 


因为 .> ob 且 0<<% 志 


综 上 所 述 ,等 级 数 >) 上 "名 一 x 的 收 全 域 为 [一 1,1). 故 


竺 级 数 y 一 1 十 >] 3 (2 二 De 的 收 敏 域 为 [一 1,1), 且 在 该 收 


敛 域内 可 以 逐 项 微分 , 即 


i 
将 y 代入 给 定 方程 的 左 端 ,得 
QD = -DD 


13 Dn 
= 之 Dd 
1 .3…(22 一 1) en 
| 2 -4.2n 


1 Sl .3…(2n Co— Dn 
3 he 2 ze 


1.3.…。(2n 一 1)n 


2。4…2n 


* 2n 
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1. * (2n 一 1)n 
- 允 二 4 


1 辫 “(2n 一 1)(2n 十 1)，。 
+ 去 习 二 2 .4-2n 
1。3…(2n 一 Ln 
也 
1 1 < 1。3…(2n 一 1)(2a 十 1) 
去 十 二 2 2 和 


1。3…(2n 一 1)2n 
Sw DA 


1 le*3.(2a—1) . 1 
i 一 34 丽 一 了 


故 级 数 y = 1 十 》) 上 3 各 Drz 满 足 微分 方程 (1 一)y 一 


1 
了 
dy dz 
分 离 变量 ,得 电 = Fc1 和 ,积分 得 
lny 一 一 去 na 一 z) 十 InC, 即 y= C(1 一 zz) 二 
由 y|:=。 二 1, 得 C = 1, 故 所 求 级 数 之 和 为 
Sl 3…(2n 一 1 1 
2 2。4- i- 
11.8.3 六 叶山 国 站 1 + Tt 
2 
二 证 全 --0w 一 1) + … 所 满 足 的 一 阶 微分 方程 ,并 把 西数 用 积分 
表示 出 来 . a 
解 Y=1++1 和 +13 + 
2Z2 一 一 3 


=1+s(s+ T+ “+1 
=1+sy. 
即 ”一 = 一 1, 这 误 是 检定 丙 数 所 满足 的 一 也 微分 方程 
一 一 rt 一 一 


“3.5. -Ct Wy 
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解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ,得 
3 一 de(| 十 c] 一 (|i 十 c) 
这 就 是 所 求 的 函数 y(z). 


利用 和 宕 级 数 求 下 列 微 分 方程 的 通 解 (11. 8. 4 一 11. 8.7 题 ): 
11.8.4 y=z+y. 


解 ” 设 原 方程 的 通 解 为 y 一 Dar 


y= Dr 一 Det 1D)arir’, 
将 y 与 y 代入 给 定 方程， 得 
Dat Datir = z+ De 


比较 上 式 两 边 z 的 同 次 筹 的 系数 ， 得 
1 一 aoy2a 三 1 十 qr (nn 十 1)ati 一 ao 


(之 2), 亦 即 “一 “3). 


即 w++ 一 


证 
确定 oa = oo， = oa = 和 侠 = 1 
1 十 a 1 十 oo 
aq 一 了 rt “= 
因此 一 mm 十 az 十 了 二 2 十 和 2 十 … 十 二 ee 十 … 


= +m 立 三- 1. 
a=0 


而 一 六 三 , 故 y 二 (1 上 + aoe 一 z 一 1,(ao 为 任意 常数 ), 即 为 原 方 
4 


程 的 通 解 . 
11.8.5 y+y=e. 


解 。” 设 原 方程 的 解 为 y 一 >)az, 则 


y= Sma! = St+ atiz”. 
n= “=0 
NA 


一 1977 一 
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将 5 与 代入 给 定 方程 ,注意 到 。 = 光 ) 三 ,于 是 有 
六 e+ Dore + Ber -光世 


“=0 
<, 1 - 
即 Det Dent ole — 和 
比较 上 式 两 边 z 的 同 次 团 的 系数 ; 指 
(nT Dot ao, 市 , 即 an 在 
亦 即 a 一 1 (n= 0,1,2,.). 
1 一 1 一 (1 一 ao) 
确定 =1 一 om 一 和 一 一 时 一 吕 一 杂 ， 
10:2!. 1—o 
人 
1 一 o%。3! _ 1 一 4 一 oo) mw 
人 


hea Qo 
ke 028)! 
1—ao 
i + 岂 荆 = 入 


上 二 0 


ar 


LN an < 1 和 
> Ca 甩 CrP DI + 2 


eh 1 2 
“2 nt CE 之 〈2n 一 D1 由 


Em Co I 一 
而 e- = 2 7, shz = Sor . 故 


y 二 aoe 十 shz，(ao 为 任意 常数 ) 
即 为 原 方程 的 通 解 . 
li.8.6 一 2g 一 I 一 1 


解 。 设 原 方程 的 解 为 y 一 Dar 


y= Dra = Dor Dariz. 


ee 
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将 y 与 yw 代入 原 方程 ,得 
+ let 一 2 =1+z, 


即 Dat Dore -De r=1+z. 


比较 上 式 两 边 z 的 同 次 等 的 系数 ， 得 = 1,2a 一 oo 一 1， 
人 十 UDa 一 ao 一 0C 之 2), 即 oa 一 ,s(n > Sy: 


确定 一 1, os 一 1 二 ,oo= 呈 = 于 ,= 全 =， 
总 二 一 ba 4 1+o.., 
5 5.3 6 6.4.2 ， 
_1 十 om 


G2-1 一 


(二 DT 一 《291 
和 Dr ee 


1 二 ee 1 24—1 
-d+ 2 rn” 1+ 之 BDI 
这 即 为 原 方程 的 通 解 
11. 8.7 ”利用 短 级 数 求 微分 方程 (1 一 z)y 十 y = 1 十 z 满足 初始 
条 件 y|:-。 = 0 的 特 解 


解 ” 设 原 方程 的 解 为 y 二 > )ar, 由 3 一 0 可 知 m = 0, 所 以 


y 二 >)Jar, 于 是 ! = > rom:= > 十 1)osiz. 将 与? 代入 原 
方程 ,得 
DD Et Dert Doar=1+z, 
即 al 十 Sat 1)a.+iz 一 Dhar + Dhar — 1 天 号 
亦 即 a 十 So — Dan (mn— Da] =1+z. 
比较 上 式 两 边 z 的 同 次 智 的 系数 ,得 


EL 
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go 一 1,2a 一]1, (十 1)o+ 一 (人 一 1)a 一 0 


即 a 一 “二 ie， Ce > 2), 亦 即 a 一 二 30 由 此 求 得 
ee es ee 
1 9 2 Z，e pm 3，94 7 二 下 4 
故 y 一 z 十 1 二 ar 十 47 十 …, 即 为 所 求 的 特 解 . 


2. 高 阶 线性 齐 次 微分 方程 
利用 等 级 数 求 下 列 微 分 方程 的 通 解 (11. 8. 8 一 11. 8. 10 题 ); 
11.8.8 y= ry. 


解 设 原 方程 的 解 为 ? 一 2 oz, 则 
y= Dr = Sa + Da 
a=0 
六 二 Ee 一 Daz"? = Setoet Da.+ar', 
将 yy 代入 给 定 方程 得 
Eo + 2) (n+ Dotar = 2 dar, 


“=0 


即 Yo 十 2) Cn 十 Da+ar 一 Sar. 


be pe 
比较 上 式 两 边 z 的 同 次 等 的 系数 ,得 
2a: = 0, 6as = 0,(a 十 2) ++ Iota = oa.-2, 


即 ai 人 De Ga 2)， 
亦 即 as 一 en (过 4). 
由 此 求 得 


0 一 0, as 0, a = Fa 0s = Bie = 


Bs = 0, 


1 
B73 


， 1 1 1 

7 了 » On 8 .794 一 
1 

a9.8.5.4" 


一 1 一 
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1 
W347 84 1) 4 

1 
4.5.8.9.4 + 1 
au+2 一 0, awu+s = 0, (£ = 1,2,…). 


故 y 一 ao 十 az 十 > ,auz4 十 >)au+aize+' 


fT De 


Qut! 一 


zs 2Z12 
354.7-8+3 40478172 十 …) 
Zz 


25 2Z13 
十 az 十 5 二 158 9 二 539 513 十 …) 
(aol 为 任意 常数 ) 即 为 原 方程 的 通 解 . 
11.8.9 yr—zy+y= 0. 


解 ” 设 原 方程 的 解 为 y = Sar, 则 


y = Drea! = Dt Dose, 


= >)n(a Dar?= D+ 2) n+ Dorr. 


24 
= ao(1 和 


将 yy 如 代入 给 定 方程 ,得 一 
Dt Dnt Derr — zd nt Date + Dyar = 0, 
即 Sa + 2 + Dora — (nC— 1)aJr = 0. 
比较 上 式 两 边 z 的 同 次 等 的 系数 ,得 
(十 2)(a 十 1)o+sz 一 (aa 一 1)a 一 0， 


a | 


即 o.+: 一 ree Te DY (一 0,1,2,…). 由 此 求 得 


me 奸 
mF m= 
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故 =m 二 “> (me 


El 全 二 生 上 em) 十 wzv(oova 为 任意 常数 )， 


这 邑 为 原 方程 的 通 解 
11.8.10 yy 十 zy 十 zy 二 0. 


解 ” 设 原 方程 的 解 为 一 SYaz, 则 


| 入 De 沪 一 Ya 一 1)aoz， 
将 y、 ~ 六 代入 原 方程， 得 
Zoo 一 1)ez 一 : 十 Sraet 只 or” 一 


即 Dat 2) nt Doorar 十 De- Da 十 > = 0， 


亦 即 2 十 6asz 十 Bat 2 nt Datsr =— aor 一 De ER 


比较 上 趟 两 边 = 的 同 次 宕 的 系数 ， 得 
2a2 = 0, 6a3 一 一 oo Ga 十 2)( 十 atz = na (n = 2,3,.), 


和 1 as 十 1 

从 而 确定 一 0, 一 一 ts 一 一 十 2) 二 5) 
Gn = 1,2..°). 

故 所 求 的 通 解 为 

本 Li 

y= ol 3T 十 是 9 a ae 
2 2 。52 2 2 
Fs 在 : 5 Tn ee) 


(一 ce<<z<< 十 co). 
利用 竺 级 数 求 下 列 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 (11. 8. 11 一 11. 
8.13 题 ): 
11.8.11 y+y=0,y0)=0,y(0)=1. 


解 ” 设 原 方程 的 解 为 9 二 >)az"; 由 y(0) 二 0,y (0) 二 1, 可 得 ao 


一 1983 一 
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一 0;q = 1, 于 是 有 3 一 z 十 >)or ,又 


二 2 


久 一 1 十 more 


P= Yo- 1)az- 一 Dat 2) n+ Larar’, 
将 y、 ”、 y 代 入 给 定 方 程 ， 得 
Dt Dt Dasr + z+ or =0, 


=0 "=2 
20s+ G60 + Ds+ Dnt Dt Derr =—— or， 


2 be 
比较 上 式 两 边 z 的 同 次 短 的 系数 ,得 
2a2 一 0,6o 十 1 一 0,( 十 2)(n 十 1)o+z 一 一 oO 一 2,3). 


1 1 
从 而 确定 一 0 一 一 一 一 3 


1 
G+2 eC De (1 = 2,3,°.). 
故 所 求 的 特 解 为 
1 1 ] Cs 
A ei 
即 3 = sinz. 


11.8.12 yw — zy= 0,y0) = 0,y(0)=1. 
解 ” 设 原 方程 的 解 为 y = > or, 由 y(0) = 0, y (0) = 1, 可 得 


二 0, a 二 1, 于 是 有 y 一 z 十 en, 又 


一 工 十 or- 一 工 十 Dat Da.riz', 


六 = Zoo- Da = Satyart Datsr, 
将 yy 、 六 代入 给 定 方程， 得 | 
Setaot Dearir — sts Dn = 0 St 


一 1983 一 
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即 2c: 十 6asz 十 (4。3o4 一 1)z? 
+ >)[oa+2)O+Darz 一 am=0 


a=3 


比较 上 式 两 边 z 同 次 竹 的 系数 ,得 
2a = 0,6a 一 0,4.3a 一 1 一 0， 
(Ca 十 2)C 十 1)a+s 一 o-: 一 0， 


1 ee heh 
即 a+? 一 全 二 人 人 二 14- 4 之 3), 亦 即 和 一 1 一 Ta 之 5)， 
由 此 求 得 
az = 0, as 0, a= 713, os = 6 0, as =0 


Fee = 7 = 0, 4 = 0,. 


0 一 
27 z19 


元 65641473 十 1 9 7 04 3+" 


故 9 一 > 十 3 十 
即 为 所 求 的 特 解 . 
11.8.13 z+y+zy=0,y0)= 1,y(0)= 0. 
解 ” 设 原 方程 的 解 为 y = > ,ur, 由 y(0) = 1,y (0) = 0, 可 得 


mm 一 la 二 0, 于 是 有 ,y= 二 1 十 >), 又 


y= 六 wz = Pat Dariz, 


= Dn — Doar = D+ D+ Datsr, 


s=2 “= 


将 外 .六 代入 原 方程 ,得 
set 2) Cn 十 Datar 十 pe 十 Da+iz 十 z(1 十 Sa) =0. 


a=1 2 


即 Sot Dnatie 十 Sot Der 十 > z, 


亦 即 22asz 十 3iasz 十 > [Ca 十 Di 十 az 一 一 


“=3 


比较 上 式 两 边 的 同 次 乱 的 系数 ,得 : ” 
2zoz =— 1, 310s < 0, (十 I) oi 一 0， 
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即 a.+ 一 人 Te 1(n 之 3), 亦 即 a. 一 ee. zn 之 4) 由 此 求 得 
az 一 去 im = 0,e4 在 一 下 Dl's es 0， 
一 1 
%= 


i 
au- = 0, ou 一 i = 1,2,.) 
1 
故 3 一 1 去 = 十 也 a + 


。 ze 
1+ BE D" Fean) iF 


即 为 所 求 的 特 解 . 
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8 9 ”线性 微分 方程 组 
内 容 提要 


如 果 微 分 方程 组 中 所 有 的 未 知 函 数 及 其 导数 都 是 一 次 的 , 则 称 为 
线性 微分 方程 组 . 其 常用 的 解法 有 : 

1. 消 元 法 

先 设法 消去 方程 组 中 的 某 些 未 知 函数 ,得 到 只 含 一 个 未 知 函数 的 
高 阶 微分 方程 , 

2. 算 子 法 

应 用 微分 算 子 将 微分 方程 组 写成 算 子 形式 


Dr (Dy, = £2), (1) 


其 中 Py(D),(i,j 二 1,2,…,n) 是 具有 常 系数 的 算 子 多 项 式 ,f(z), (i 一 

1,2,…,n) 是 充分 光滑 的 函数 . 把 p,(D) 看 作 普通 的 代数 多 项 式 , 并 且 

对 方程 组 (1) 施 以 和 和 解 线性 代数 方程 组 类 似 的 运算 ,就 可 求 得 全 部 解 . 
3. 可 积 组 合法 


对 于 形 如 一 f(zyiyga my 加) 一 12) (2) 
的 一 阶 方程 组 中 的 诸 方程 进行 适当 的 算术 运算 (加 , 减 , 乘 , 除 ) 若 能 导出 
dB(z,y yy) 一 0 (3) 


的 形式 , 则 称 (3) 为 方程 组 (2) 的 可 积 组 合 . 由 每 一 个 可 积 组 合 (3), 可 
以 得 到 一 个 联系 未 知 函 数 和 自 变量 的 有 限 方程 
DI, ya 一 CC (4) 
方程 (4) 称 为 方程 组 (2) 的 首次 积分 . 
如 果 找 到 方程 组 (2) 的 上 个 可 积 组 合 ,由 此 就 可 得 到 上 个 独立 的 首 
次 积分 
D(z Y) = C1, 
人 加 
Orz 一 Ch 
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当 k 关 4 时 ,由 于 它们 彼此 是 独立 的 ,至 少 有 一 个 雅 可 比 行列 式 不 为 零 ， 
即 
D(DD,, ,BD) 
Dwyer sg) 0 
其 中 ,yz，… ,yu 是 未 知 函数 识 ,y2…,y. 中 的 菜 个 函数 . 从 (5) 中 把 这 
+ 个 未 知 函 数 用 > 和 其 余 的 一 * 个 未 知 函 数 表示 出 来 ,再 代入 方程 组 
(2) ,问题 就 化 为 积分 » 一 个 未 知 函 数 的 方程 组 的 问题 了 . 当 + 二 时， 
全 部 的 未 知 函数 可 由 (5) 解 出 . 
为 了 求 得 方程 组 (2) 的 可 积 组 合 , 经 常 将 (2) 写成 对 称 形式 


dy dy 
Pi(z ,yi YY) pzy “99.) 
dy, dr 


0 
在 对 称 型 方程 中 ,变量 的 地 位 在 形式 上 是 平等 的 ， 如 澳 可 以 利 用 比例 的 
性 质 求 得 可 积 组 合 . 


4. 待定 系数 法 
站 
= Do (i= 1,2,%,n), (6) 
和 
| 0 
i a 


并 求 出 特征 根 . 若 特 征 方 程 有 相 异 的 实 根 ,各 ,… ,入 ,它们 的 重 数 分 别 
为 mi ,mz，,…,m,, 则 对 于 每 一 个 m; 重 根 入 (i 二 1,2,…,s) ,作出 形 如 
加 二 《hi 十 hizz 十 … 十 Awiz™i-1)e*x 

人 = (4 + Aesz + … 十 人-iex 
的 解 ; 若 特征 方程 有 相 异 的 复 根 m 士 jp,az 士 i6:，…a 士 启 , 它 们 的 重 
数 分 别 为 4,4s,… ,4, 则 对 于 每 一 对 4 重复 根 @; 土 ip,(j 二 1,2,…,), 作 
a 

= ei[(But Baz 十 … 十 Bnzs')eosps 


= 
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十 (Cu 十 Caz 十 … 十 Cu Dsinpz]. 


加 一 er[(B 十 Baz 十 … 十 如 -cosp 产 
十 Cu 十 Caz 十 … 十 Cu !)sinpz] 
的 解 ; 并 把 它们 代入 方程 组 ,确定 诸 待 定 系数 4 hz Ais,，… 4 
AsByBiayyBisCuyCbyyCuoy BayBa wyBuyCuyCa， 
…,C., 其 中 ml 十 maz 十 … 和 mv 十 2(00 十 1 十 …4) 一 和 


问题 与 解答 
1. 消 元 法 
求 下 列 微分 方程 组 的 通 解 (11. 9. 1 一 11. 9. 10 题 ) ， 
d: 
| (CD 
11. 9. 1 
dy 
dr (2) 
解法 1 由 方程 (1) ,得 
党 = 委 . (3) 
将 (3) 式 代 入 (2) 式 , 得 窒 一 z, 即 浆 一 z 一 0. (4) 


解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (4), 得 z 一 Cue 十 cx 一 因此 y 一 颇 一 
Cue 一 Cxze 故 所 求 的 通 解 为 
人 = Cie' 十 Cze 
3 一 Ce Ce 


解法 2 ”将 方程 组 的 两 个 方程 相 除 ,得 空 一 芯 , 即 


zdz 一 ydy. 
积分 ,得 所 求 的 通 解 为 z* 一 == C. 
dr 
Wy (CD 
11. 9. 2 _ 
rk (2) 
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解 由 方程 (2), 得 
于 (全 +D， 生 = 村 ( 品 二 到)， 
将 = 与 坚 代入 方程 (1) ,得 
哆 一 ?下 + 一 0 (3) 


解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (3), 得 y 一 C1 十 Cz)e', 因 此 + 一 
页 ( 训 十 DD = (cu 十 全 + coDe. 故 所 求 的 通 解 为 


= (ci 十 全 + Ci)e', 
y = (O01 十 Ce. 


dr 
+ 一 Y=0, (1) 
11.9.3 


dy 至 
w+y=0. (2) 


解 ”由 方程 (1), 得 y==z 十 3z,y 二 x? 十 3x', 将 y 与 y 代入 方 
程 (2), 得 
二 zr 一 5r=0. (3) 
解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (3) ,得 z = Cie 十 Cze-™ 
因此 y= z' 十 3z = 4Cie 一 2Cxe-%. 故 原 微分 方程 组 的 通 解 为 


解 由 方程 组 的 第 二 个 方程 ,得 外 = 1 一 生 一 吧 , 即 


diz 
es = 
7 3 2z = 0. 


解 这 个 欧 拉 方 程 ,得 = 一 Ciz? 十 Cs 十 ,于 是 有 
y 一 z 一 至 = (4 一 200s 二 二 


一 1989 一 


第 十 一 章 。 微分 方程 


让 内 克 放任 的 基 
2 到 于 十 z 一 1， (1 
11.9.5 2 
a + 2 = zzlnz. (2) 
解 ”将 方程 (2) 的 两 边 对 z 求 导 ,得 
zz 十 2zz + dyy = 2zlnz + z. (3) 
由 方程 (1), 有 2yy 二 1 一 z, 代 入 方程 (3) ,得 
zz 十 2zzl 一 2z = 2zinz 十 z 一 2. (4) 
解 欧 拉 (Euler) 方程 (4) ,得 
z 二 Cz 十 C4 圳 十 诗 zn 呈 十 言 zinz 十 1， 
求 出 z 一 C 一 唑 上 + 二 mz 十 攻 mz 十 二 
将 z 代入 方程 (2) ,得 
3 一 土 一 (全 二 二 7 + zine 十 证 nz 
故 原生 分 方程 组 的 通 解 为 
2 一 cz 十 C: 二 十 本 xn 十 襄 zmz 十 Es 
3 一 士 扫 (全 和 本 高 十 blns 十 二 nzr， 
dy dz 2 ee 
如 十 和 (CD 
11.9.6 
dy dz 2 ， 
z 丰 一 而 十 本 一 2 一 开 (2) 


解 ”将 (1)、(2) 两 式 相 加 ,得 
(z 二 Dy 一 (zz 二 +1Dz=z(z 十 1), 即 y =z 二 z， 


积分 ,得 y= [于 + 到 (G3) 
将 (3) 式 代 入 (1) 式 ,得 
完 第 攻守 洲 一 训 ([z+ 瑟 ) 一 := 


即 .一 去 | 和 -1 
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亦 即 se —2 [a — #0 
将 方程 (4) 对 z 求 导 , 得 
2 十 2zz 一 2z = 2z， 
解 欧 拉 方 程 (5), 得 
2 一 COz 十 十 十 了 amz， 
将 (6) 式 代入 (3) 式 ,得 
[+ 有 有 
故 所 求 的 通 解 为 


[4 
3 一 了 2 一 0: 


z+ Cl + Lenz + 1). 
zx 3 


1 


十 寺 zdnz 十 D， 


2 一 Ciz 十 十 十 冯 anz 
¥ 十 才 一 2 一 Z 一 zy 
11.9.7 2 
2 一刀 十 丈 9 一 开 一 于 
解 ”将 方程 (1) 乘 以 z 后 与 方程 (2) 相 减 ,得 


2 
0 十 2 一 和 y 一 训 y 一 0, 即 y 一 于 4. 


Ea 
将 方程 (3) 求 导 , 得 


y=zz+ 于 
将 (3)、《4) 两 式 代入 方程 (1) ,得 


2 
+e 一 z 一 z, 即 zz 十 2zz -- 2z 一 2z. 


解 欧 拉 方程 (5) ,得 
2 一 Ciz 十 人 9 十 了 anz， 
又 z 二 0 一 纵 十 名 Inz 十 也 ,代入 (3) 式 ,得 
2 
3 一 可 2 Se 于 十 本 nz 十 到 
故 所 求 的 通 解 为 u 


(4) 


(5) 


(6) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


一 Mi — 
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SC CG, 到 
A Tt Ta 
4 二 Ci 十 性 十 名 zinz 


di a a 
解 ”由 方程 (1), 解 出 
一 2z 一 至 十 be 


将 (3) 式 连续 求 导 两 次 ,得 
dy dr dz 


We 
将 (4) 式 代入 方程 (2) ,得 
daz d2z dz 了 
和 一 3 和 +2 一 0 


解 三 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (5) ,得 
z 一 CI 十 Coe 十 Csex 一 e 
又 至 = cxe 十 2Cezr 十 e- 将 z 与 此 代入 (3) 式 ,得 
3 一 20 十 Crxe 十 3e 
zZ 一 Ci 十 Czxe 十 Csex 一 e ', 


故 所 求 的 通 解 为 人 


= 
11.9.9 


解 ”将 方程 (1) 连续 微分 两 次 ,得 


的 4d 
dat’ 
由 (2)、(3) 两 式 , 得 
dz 


杯 二 z， 苑 x4 一 z 一 0. 


解 四 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (4) ,得 
z= Cie 十 Cxe -一 Cscost 十 Ceint. 
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将 (5) 式 代入 (1) 式 ,得 
y 守 Cue + C0- 一 Cscost — Cssint. 
故 所 求 的 通 解 为 
全 = One' 十 Cxe- 十 Cscost 十 Cisint， 
¥ = Cie + Cxe+ 一 Cacost 一 Csint. 
十 2z 一 一 4y， (D 
11. 9. 10 2 
+ 7y = z. (2) 
解 将 方程 (1) 的 两 边 对 + 求 导 两 次 ,得 
ie a 
吧 +2 芝 = 一 4 党， (3) 
en 
4 
党 +2 窒 = 一 4 一 ?7p. (4) 
又 由 (1) 式 ,有 # 一 一 卫 ( 吕 十 2z), 代 入 方程 (4) ,得 
a' 
帘 +9 考 + 18:=0. (5) 


解 四 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (5) ,得 
ae WV 3t+ Csin V3tt Cos V6tt Cesin V6, 
又 守 - 30icos V 31— 3Cxsin V3¢ 
= owes V6t— 60sin V6, 


因此 y= 一 放 ( 客 +25) 


= eos V 34 + Gesin V3t+ Cos V6t+ Csin V6t, 
故 原 微分 方程 组 的 通 解 为 
人 V 34+ Csin V3t+ Cos V6t+ Osin VGt, 


y = 全 os 3 十 Psin V Bt+ Owos V Et+ Cisin V Ge 


求 出 下 列 微 分 方程 组 满足 给 定 初始 条 件 的 特 解 (11. 9. 11 一 11. 9. 
16 题 )， 


“1 一 
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es 
oY (D) 
1.9.11 414 
羡 == 一 + 十 十 cost. (2) 
z(0) 一 一 1,y(0) = 0. 
2 
解 将 方程 (1) 求 导 , 得 笃 = 熏 . (3) 
2 
将 (3) 代入 方程 (2) ,得 中 十 = 一 号 十 cost C4) 


解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (4) ,得 
z= Cicost 十 Csint 十 已 一 2 十 二 eint. 
由 z(0) = 一 1l,z (0) = yw(0) = 0, 确 定 C1 = 1,C; = 0, 于 是 有 
z= cost 十 一 2 十 去 tsint， 


= 和 1s 1 
又 由 (1) 式 ,得 y= ee Fsint 十 2 十 2 teost. 
z= cost 十 如 一 2 十 二 tint 
故 所 求 的 特 解 为 9 
y =~ -sint 十 21 十 一 tcost. 
2 2 
于 二 +z 一 5y 十 cos21， (1) 
11. 9. 12 
dy 
人 (2) 
z(0) = y(0) = 0. 
解 ”由 方程 (2), 得 = 一 y 十 外， (3) 
dr _ dy ,di dz 
求 导 ,得 守 一 沉 十 强 ' 将 + 与 各 代入 方程 (1), 得 
By 十 入 一 cos2t. (4) 


有 
解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (4), 得 


y= Cicos2t 十 Cssin2t 十 了 sin25 


由 y(0) = 0, 确 定 C, = 0, 于 是 有 3 一 Cssin2t 十 村 sin2e 
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又 党 = 2Cxeos2l 十 二 sin24 十 teos2t, 将 y 与 亿 代入 (3) 式 ,得 


z 一 3 十 全 一 2Czcos2i 十 Csin21! 十 本 十 1)sin2t 十 于 teos2 


由 z(0) = 0, 确 定 C: = 0. 所 求 的 特 解 为 


el i 
i (十 1Dsin2t 十 2 teos2t, 
y= sin2t. 
£2 
y+ cos2t, (CD 
11. 9. 13 
上 
de (2) 
z(0) = y(0) = 0. 
解 ”由 方程 (2), 解 出 z 一 和 下 十 (3) 
dy 
求 导 ,得 在 一 瑟 十 取 ， (4) 
将 (3)、(4) 两 式 代入 方程 (1) ,得 旦 十 乌 一 cos2t. (5) 
解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (5) ,得 
y= Cicos2t 十 Czsin2t 十 本 sin2e 
又 并 = 一 20isin2t 十 2Czcos24 十 Hsin2t 十 二 teos2t, 将 3 与 和 代入 (3) 
式 , 得 


z = (C 十 2Ca)cos2t + (— 20, + Ci)sin2t 
十 本 (十 Dsin24 十 去 teos2t. 


故 原 方程 组 的 通 解 为 
z= (C+ 2C2)cos2t + (一 2C, + C2)sin2t 


十 村 (十 Dsin2t 十 于 ceos2t， 


3 一 Cicos2t 十 Cxsin2t 十 于 ein2t 


由 z(0) = y(0) = 0, 确 定 C= C: 瑟 0, 巩 所 来 的 特 解 为 


1 CR 


一 
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Py IC 十 Dsin2t 十 二 teos2t 


1 
y= in2t. 
和 - 
t=e ¥ (1) 
11. 9.14 dy 
二 1. (2) 
z(0) = 0, lim y(t) = 0. 
Pe 
解 将 方程 (1) 对 1 求 导 ,得 旺 十 全 一 一 e-， (3) 
由 (2) 式 , 解 出 谋 = 1 一 z, 代 入 (3) 式 ,得 
穷 一 2 一 一 1 一 扩 (4) 


解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (4) ,得 
z 一 Ce 十 Cxe' 十 于 er 十 1. 


求 导 , 得 空 一 一 Cie-' 十 Cue 十 去 e~' 一 去 we- 将 各 代入 (1) 式 ,得 
一 一 至 十 ee 十 Cdz 十 玫 e 十 二 te 
由 z(0) = 0,limy(t) = 0, 确 定 C, 一 一 1,0? 一 0. 故 所 求 的 特 解 为 


z= (二 一 De 十 1 一 二 4 一 De 


上， 
dt (1) 
.9.15 4 型 =z 十 y 十 (2) 
dz 
下 一 2 一 9 十 3z (3) 


z(0) = y(0) 一 z(0) 一 上 
解 ”用 分 离 变量 法 解 方程 (1) ,得 z= Cie'. 由 z(0) = 1 ,确定 Ci 
1, 于 是 有 


BS z= AN 
将 (4) 式 代 入 (2)、C3) 两 式 ,得 
1996 让 x 


8 9 ”线性 微分 方程 组 


下 一 ?十 z 十 几 (5) 
笃 一 一 ?十 3z 十 2 (6) 
由 (5) 式 , 解 出 z 一 并 一 y 一 e (7) 
求 导 ,得 笃 = 刍 一 至 一 喀 将 z 与 经 代入 方程 (69) ,得 
至 一 4 全 十 急 = 0， (8) 


解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (8) ,得 y= 二 (Cs 十 Cst)e*. 由 y(0) 一 1， 
确定 C: 二 1, 于 是 有 y 二 (1 十 Cx)e*. 求 导 , 得 
并 = (2 十 Ci 十 2Csew， 


将 ! 与 作 代 入 (7) 式 ,得 z= (1 十 Cs 十 C¥)er 一 et 由 z(0) = 1 确定 


Cs: 一 1, 于 是 有 
y= (1+ie’,z= (2+ te —e. 
z= 
故 所 求 的 通 解 为 上 (1 十 er, 
2 一 (2 十 t)ez 一 扩 


dz 
下 一 3z 一 十 鸭 (1 
CB i 

11.9.16 7 z+ 5y ps (2) 
dz 
7 (3) 


z(0) = 0,y(0) 一 0,z(0) = 1. 
解 ”将 方程 (1) 对 + 求 导 , 得 


dz dz dy ,dz 

宕 =3 灾 一 和 十 至. (4) 
将 (1)、(2)、(3) 三 个 式 子 代入 (4) 式 ,得 

1 +7 (5) 
将 方程 (5) 对 上 求 导 , 得 £0 
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dz _ | 妖 dy dz 

三 =1 天 一 9 天 十 7 中. (6) 
将 (1)、(2)、(3) 三 个 式 子 代入 (6) 式 , 得 

3. 

ro 49z — 63y + 41z. (7) 


dt 
由 (1)、(5)、(7) 三 个 方程 构成 的 方程 组 
多 一 3z 一 9 十 z， 


d2z 


下 = llz — 9y 十 7z， 


ds 
= 49z — 63y 十 41z 
解 得 
dr dr dz 
天 一 山 天 二 36 天 一 36z 一 0. (8) 


解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 (8) ,得 
z = Ciez + Caex + Cse™. 


求 导 , 得 学 一 2Cier 十 Caer 十 6Cuew, 将 r, 笃 代入 方程 (1) ,得 


二 Cie™ 一 3Cse™ (9) 


y—2=37— w 


再 求 导 ,得 5 = 4Cie* 十 9Cze* 十 36Cxew, 将 ,4 代入 方程 (5), 得 


2 
9y 一 7z 一 Unz 一 晨 =7ce 二 2cxew 一 25Csxes， (10) 


由 (9)、(10) 两 个 方程 构成 的 方程 组 
人 — z= Ce — 3C0%*, 
9y 一 7z = 7Cie* + 2Cxex 一 25Cye* 
解 得 y 一 Cze* 一 2Cse*,z 一 一 Cie* 十 Cze* 十 Caes . 
综 上 所 述 , 原 方程 组 的 通 解 为 
z= Cie* 十 Cze* 十 Cye™, 
= CY 一 2Cse™, 
2 一 一 Cie* 十 Cre 十 Cye™. 


由 初始 条 件 z(0) = 0, y(0) = 0, z(0) 一 王 , 铺 定 .C 一 一 到 we 


一 19%8 一 
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WW Be” 3 
+ 一 + 
1 y 5 
y= 3e ges 
z 一方 ?十 二 er 十 十 


2. 算 子 法 


用 算 子 法 求 下 列 微分 方程 组 的 通 解 (11. 9. 17 一 11. 9. 19 题 ) ， 


二 y¥ 十 3r7=e-'， 
Be (27 47 十 3y = sin2t. 
解 ”应 用 微分 算 子 将 给 定 方程 组 写成 算 子 形 式 ，: 
人 (1) 
— 4Dzr + (D? + 3)y = sin2t. (2) 
用 4D 作 用 于 (1) 式 , 用 (DP? 十 3) 作用 于 (2) 式 ,然后 再 相 加 ,得 
(D' + 10D: + 9)y 一 一 4e-'— sin2t. (3) 
应 用 算 子 法 解 方程 (3) ,得 
3 = Cicost + Cssint 十 Cycos3t 十 Cisin3t 一 Be 十 sin2e. (4) 
用 D 作 用 于 (2) 式 , 并 解 出 
Dz 一 了 [CD + 3D)y 一 2cos20]， (5) 


将 (5) 式 代 入 (1) 式 ,并 解 出 


Pe eh A 1 1 _ 
rr 二 ( a0 120)9 + 6°%2t+ -se 


= 二 (Csint 一 Czcost 一 Cssin3t + Cicos3t) 


2 
四 5* 本 天 cos24 


证 本 


一 二 CCeint 一 Czcost 一 Cint Cicos3t 十 一 e ' 十 2 


5 


418 


i 


:3 一 Cicost + Cssint + Oscosge 二 Cai 了 一 6 in2e 
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de dt 
解 ”应 用 微分 算 子 将 给 定 方程 组 写作 算 子 形式 : 
a (1) 
(P+ 3)r— (D+ Dy=e” (2) 
由 克 菜 姆 法 则 ,得 
(PB—P+D— Dr=— (D+ D)(-t + De”, 
即 (DP—P+D— lr=1+t+ 2e". (3) 


应 用 算 子 法 解 方 程 (3》, 得 
z= Ce + Ceost + Cssint + Fer —t— 2. 


由 (1) 式 ,得 Dy= (D 十 Dz 二 + l “(4) 
将 (4) 式 代 入 (2) 式 ,并 解 出 
y= (DP—D+2)r—t— er 


= 2Ce + (Cs — Ccost + (C1 + Co)sint + er — 34— 3 
故 所 求 的 通 解 为 
1 


3 = 2Cie + (C2 一 Ca)eost + (Cz 二 C3)sint 十 Ber 一 3 一 3. 


-从 + 过 -aa 
解 ”应 用 微分 算 子 将 给 定 方程 组 写成 算 子 形式 : 
(De (1) 
Dz — (P+2)y=t. (2) 
用 D 作 用 于 (2) 式 ,再 减 去 (1) 式 ,得 
z— DYy=2t— et. (3) 
又 用 D 作 用 于 (3) 式 ,再 减 去 (2) 式 ,得 
,2 de ‘a * (4) 


一 8089 一 
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方程 (3) 与 (4) 构成 了 三 角形 方程 组 
人 一 py 一 2 一 e 
(DD)y=met+e—2. 
应 用 算 子 法 解 方 程 (4) ,得 
y= Ce (T+ Ce 7 十 Caost 十 Ceint 一 二 一 于 十 也 
求 出 pg, 并 代入 (3) 式 , 得 
z=2 V2ce /和 一 2 V3ce- (Tt— Crostt Csint— e+ 2 
故 所 求 的 通 解 为 
z=2V2Ce :一 2 V2ce- (Ti — Coeost + Cssint — De + 2 
3 
2 


1 


y= Cie “it+ Ce Vi Cycost 十 Cisint 一 3 


1 
e + 


3. 可 积 组 合法 
用 可 积 组 合法 求 下 列 微 分 方程 组 的 通 解 (11. 9. 20 一 11. 9. 26 


dr 
Le (CD 
11. 9. 20 
和 (2) 
解 ”将 方程 (1) 与 (2) 相 加 ,得 学 十 他 二 z 十 多 即 
ty (3) 
(3) 式 为 可 积 组 合式 ,用 分 离 变量 法 , 解 得 
z+y= C0, 4) 
将 方程 (1) 与 (2) 相 威 ,得 学 一度 一 z 一 y 即 
2 (5) 
(5) 式 为 可 积 组 合式 ,用 分 离 变量 法 , 解 得 
z 一 9 一 Cxe 一 (6) 


由 (4)、(6) 两 式 ,得 所 求 的 通 解 为 7 
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z= 到 Ce 十 Cx-)， 
y= 瘟 CCe 一 Cre’). 
dr _ 本 
有 (CD 
11.9.21 4 尝 =z 十 z， (2) 
和 SS (3) 
解 ”用 方程 (1 减 方程 (2), 得 坚 - 全 =y 一 z, 即 
EL ) ES dt, 
zr—y 
亦 即 dln(z 一) 十 起 = 0. (4) 
类 似 地 ,用 方程 (1) 减 方程 (3) ,得 
d[in(z 一 z) 十 七 一 0. (5) 
由 可 积 组 合式 (4) 与 (5), 得 到 首次 积分 
人 6) 
2 一 2 一 Cxe- ‘ 
npg [Y= Cie, (7) 
由 (6) 式 解 出 人 (8) 
将 (7)、(8) 两 式 代 入 (1) 式 , 得 到 
守 — 27=— (C+ C2)e™'. (9) 
求 出 非 齐 次 线性 微分 方程 (9) 的 解 为 
z 一 Ce2 十 (C 十 Co)e-， (10) 


将 (10) 式 代入 (7)、(8) 两 式 , 得 
y= C+ Ce ', z= Cer 十 Ce 
故 所 求 的 通 解 为 
T= Caex 十 (C 十 C2)e', 
一 Cxe 十 Cze 


z= Csr 十 Ce 
zdz _ dy _ dz 
11. 9. 22 瑞雪 二 天 人 全 


一 3808 一 
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解 ”由 次 二 并, 得 zdz 二 om， 积分 ,得 袜 一 六 一 Cr 
由 2 二 全 ,得 zdr = sdz. et z? 一 二 Cs 故 所 求 的 通 解 为 


学 入 
人 一 到 一 让 
dz dd! 
.9.2 二- = 5 元" 其 中 心 m,n 均 为 常数 . 
解 ”由 分 式 的 性 质 , 得 
ldr mdy ndz _d(llz + my + nz) 
mz ny mr — mz nly — nmr 0 


于 是 有 bz 十 my 十 z 二 Ci. 又 由 分 式 的 性 质 ,得 
ad 十 了 一 到 2 


xdr | .We 
Mz my ny ly lyz— mzz 0 
于 是 有 才 十 六 十 2 Cz 
a lz 十 mg 十 nz 一 Cly 
帮 所 求 的 通 解 为 人 二 作 2 
本 一 出 
11. 9. 24 ZE yn) Ur i) 
解 用 zx 乘 以 给 定 的 微分 方程 ,得 
yadr _ zdy zydt 
Fy ~ -2 


tdr 十 ztd ydt 
由 分 式 的 性 质 .得 。 2 寺 和 1 = 下 和 


即 空 于 生 = = 积分 ， 得 Inz 二 lny 十 InC, = lnt, 即 上 一 Cizy. 
把 上 = Cizy 代入 给 定 微分 方程 组 ， 得 


my) yy Orn—i™ Ciy—i 
积分 ,得 In(Ciz7 一 1) 十 In(Ciy 一 1) = InC;, 
中 Cir 一 Cam-- Cy +1=C:. 
亦 即 C( 一 了 一 扩 ) = CI， (Cr = C; 一 上, 故 原 微分 方程 的 通 解 
为 


0. 


{or | 
CriP— Fs) 一 Cr Ni 


一 2003 一 
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i 
Vr+ 六 十 民 
解 ”应 用 分 式 的 性 质 , 有 


Ee 
We 2 SE 
Vi +r ta 


hss i 
一 次 土 殉 十 吧 寺 VYV 于 十 护 十 zzdz 


因此 王 士 逆 士 刀 gz, 由 此 解 得 VE 十 六 十 2 二 zz 十 C1 

Er 由 此 解 得 yy 
又 由 符 = 备 , 解 得 ! =- Cor. 故 所 求 的 通 解 为 

3 一 Cx, 

Mt 十 六 十 有 二 zz 十 1. 

dz 

11.0.26 一 一 一 

(1+ V2)z+ (1— V2)y 


/es 


(1 一 YV2)z 十 (1 十 YV 2 )y 


dzz 
ME Dr- E+ Ds 
dz 
TE Da + Dy 
解 记 1 二 V2 二 a,1 一 V2 = 64, 将 方程 组 写成 


dzl dy! dza = dyz 
ars 十 bys bz 十 as 一 (oz 十 多 ) 一 (br 十 ay 

由 分 式 的 性 质 , 有 

dot dy dz dy 

zz 二 9 一 (十 加 ) 

dz 一 ddzz 一 dz 

zy (zn) 
即 全 十 yz)d(z2 + yz) 一 一 (zl 十 加 )d(z 十 3 ， : 

《zz 一 ya)d(z2 一 ¥2) 一 一 〈z: 一 dz — 1), 
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(zz 十 加) 十 (z 十 加 2 一 C， (1) 
亦 即 {e 5 (2) 
由 (1)、(2) 两 式 解 得 


zz 一 去 [ VC (n+ ?+ VO:— (zi — n)*] 


六 = 二 [VC Ty) V0: (ry)] 


dz dy 
将 zz、yz 代入 亏 ep 中 ,得 


Wy MO tn V2 VO my 
dy Vo ty it V2 Vo ay 

仿 s 二 十 gv 二 二 一 各 ,将 (3) 式 化 为 
du dv du— dv 


VC 一 好 十 V2 VO VC 一 好 一 V2 VO 
即 本 ，(4) 


大 V2 arcsin a 


FA lk /| fo. 二 
arcsin 2 arcsin 十 Cs， (5) 
VO 


由 (1)、(2)、(5) 三 个 式 子 , 得 所 求 的 通 解 为 
(i+)? (zz ya)? = CC, 
(zi 一 加)3 十 (zz 一 3 加)2 = C2, 

= V 2 arcsin 2 十 C: 


C2 CO 


(3) 


将 (4) 式 积分 ,得 ”arcsin 


十 Co 即 


TL 
arcsin 


4. 待定 系数 法 
用 待定 系数 法 求 下 列 常 系数 线性 齐 次 方程 组 的 通 解 (11 9. 27 一 
11.9. 33 题 ) : 


11.9.27 


一 
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解 ”给 定 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
1 一 2 1 
| 4 一 2 一 4| 
求 出 特征 根 为 入 二 一 3,h 二 2. 
对 应 于 入 与 ,方程 组 有 形 如 
人 一 qe-™, 与 人 一 qzez， 
yi = be ™, 3 = bre™. 
的 解 .分 别 将 它们 代入 方程 组 ,确定 m ==0, b= 一 4C1 与 a==0;, b= 
Cs, 其 中 Ci、C: 均 为 任意 常数 。 故 方程 组 的 通 解 为 
{ = Ce 十 Cre”, 
3 一 一 4Cie-* 十 Cre*. 


=r—y, 


11.9.28 41, 
二 一 z 十 39 
解 给 定 齐 次 方程 组 的 系数 和 矩阵 的 特征 方程 为 
1 一 一 1 
| 1 3— | = 
求 出 将 征 根 为 hz 二 2. 
zi2 = (qt az)e” 
对 应 于 :方程 组 有 形 如 (9 二 0 二) 的 解 ,将 aavgz 代 
入 方程 组 ,确定 
q= C0 a2= C2, b= 0, b=— "(C++ C2), 


其 中 C1、C; 均 为 任意 常数 . 故 方程 组 的 通 解 为 
人 = (Ct 十 C2)e*, 
y=— [CG + 1) + C2je*™. 
到 = 7z— y+ 6z, 
11. 9.29 多 =— 10r + 4g 一 12z, 
宇 一 一 2 十 # 一 包 
解 ”给 定 方程 组 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 


一 2008 一 
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7 一 2 一 1 6 
二 和: 一 12 
宇和 1 =- 一流 
求 出 特征 根 为 入 二 2, 各 二 3, 为 二 5. 
对 应 于 为 、 加 与 入 ,方程 组 有 形 如 
ZI = are”, Ta 一 qzey， zs 一 ases， 
f = be*, 站 = bzexy， = bse™, 
2 = colezy 22 一 Ce2， 
的 解 ,分 别 将 它们 代入 方程 组 ,确定 


m=0, hh=—C, c=—0, 


= 0. 


9 一 OW. 


= C2, b=— 2C2, C=— C2 
qds= 3C03, b=— 6C3, cs 一 一 20:. 
故 所 求 的 通 解 为 
z= Ciex 十 Cxex 十 Cse”, 
一 一 Clex 一 2Cxey 一 6Cxes， 
2 一 一 Clex 一 CreY 一 2Cses. 


11. 9. 30 过 一 z 十 4 一 2 


解 给 定 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
we 1 | 
. 1 1-4 —1|=0. 
0 1 1 一 和 
求 出 特征 根 为 .2 = 1, 和 二 0. 
对 应 于 及 ,2 与 加 ,方程 组 有 形 如 
zz 一 《ait 十 az)e'， ma 一 qiy 
全 二 (bt 十 bz)e， 与 全 = bh, 
21,2 = (ct 十 ca)e', 
的 解 , 分 别 将 它们 代入 方程 组 ,确定 


q=C0, hh=0, oa=0, 


一 2007 一 
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qs=Cs, b= CO, c= Cs 
m= 203, y= C3, 2=— COs. 

其 中 Ci.C;、C; 均 为 任意 常数 , 故 方程 组 的 通 解 为 
f 一 (Cu 十 Cz)e 一 20;, 


y= Ce 十 Co 

z= (Ct 十 Cz)e 一 Cs. 

dz 

五 一 一 > 十 3 十 四 
11. 9. 31 党 =z 一 y 十 z 

dz 


解 ”给 定 方程 组 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
一 上 一 和 1 1 
1 一 下 一 和 1 
1 1 一 人 一 和 
求 出 特征 根 为 和 1. 二 1,h, = 一 2. 
对 应 于 入 与 及,, 方 程 组 有 形 如 


Tl = qe'y zz.3 = (qzt 十 as)e?, 
二 bee， 与 全 = {bz 十 ba)e™*, 


2 一 cie， 2 = (cz 十 cs)e -人 
的 解 ,分 别 将 它们 代入 方程 组 ,确定 
0 一 六 一 ca 一 Co 一 加 一 c 一 0 
os 一 CC, b= Cs, c=— Cs — Css 


其 中 C1.C2.C; 均 为 任意 常数 , 故 方程 组 的 通 解 为 
z= C+ Cr *, 
= Ce 二 Ce?,: 
z= Ce — (C0; Cy)e* 


dz 
Wt 
dy _ 

11. 9. 32 En 二 Zz 十 2z， 
dz 
本 


一 2008 一 
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解 给 定 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
一 和 1 1 
1 i 1 
1 下 一 和 
求 出 特征 根 为 2: = 一 1,% 二 2. 
对 应 于 入,z 与 入 ,方程 组 有 形 如 
ZT1,2 = (at 十 az)e- Zs 一 Ge2y 
全 二 (but 十 bo)e-'， 与 人 = bye™, 
21,2 = (Ct 十 cz)e 一 2 = Cae. 
的 解 ,分 别 将 它们 代入 方程 组 ,确定 a = b= 0 = 0. 
az = Cl b= C2 c=— C—O 
qq 一 C 办 一 Ci c= Cy 
其 中 CCz、Cs 均 为 任意 常数 , 故 原 方程 组 的 通 解 为 
f = Cre '+ Ce 


= 0. 


y= Cx -十 Cre™, 
z=— (C+ Cz)e-: 十 Coex 


笃 = 一 7z 十 3 
11. 9. 33 
多 一- 2z 一 5y. 
解 ”给 定 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
ni A 1 
| 一 2 ”一 5 一 | 和 


求 出 特征 根 为 2,: 一 一 6 士 工 
对 应 于 为,:, 方 程 组 有 形 如 
{ = e-%(aicost 十 assint), 
Yi,2 = ebicost + bzsint). 
的 解 ,代入 方程 组 ,确定 o = C,, o = Cz,b = C1 十 C2,bz 一 Ca 一 Ch 其 
中 CC: 为 任意 常数 , 故 所 求 的 通 解 为 
{ 一 eu(Cicost + Csint) ， 
y = e~™[C 十 Cz)eost + (Cz 一 C1)sint]. 


一 #009 一 
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$ 10 ”微分 方程 的 应 用 
问题 与 解答 


1. 应 用 微分 方程 求 未 知 函数 
11.10.1 设 f(cosr 十 2) = sin?z 十 tgzz, 求 f(Gz). 
解 令 cosz 十 2 一 xu 或 cosz = 二 4 一 2, 则 
sinzz = ] 一 cosizz = | — (x — 2)’, 
1 


tegzz = 
本 CaoS27 


ss 
-lg 


1 
于 是 有 f(D = (2) 
1 


积分 得 。 fo = 一 5 一 言 (w 一 2 +， 


故 所 求 的 函数 为 ”f(z) = 本 2 EE 一 2)3 十 C 


i 
0<z 1 日 KK0) = 0, 求 函数 
>1， 


11.10.2 设 Flnz) 一 人 
I 
f(z), 
解 ” 今 inz = i 或 z= e', 则 
_/l, 0<e<i1; 
rw={, e > 1， e, tlt>0; 
t 十 Cl， 和 0; 
积分 得 ftD 一 人 “人 《由 KKO 在 (= 0 处 的 连续 性 , 即 罗 0 十 
0) = f(0 -一 0) = f(0) 一 0, 得 CI=0,Cc: 一 一 1. 故 所 求 的 函数 为 
rz 0; 
1 全 1,z>0. 

11. 10.3 设 函 数 y = f(z) 在 数 轴 上 处 处 有 定义 , 且 便 不 为 零 , 对 
任意 两 点 .7 有 f(s 十 四 二 f(6)，f(m),f(0) 存在 . 试 根 据 导数 定义 求 
了 (z) 与 f(z) 之 间 的 关系 式 , 并 求 出 函数 ， = f(z). 

解 在 f(C 十 0 一 fC) .fy 中 令 8= 0, 得 
f(D 二 f(0)。f(9). 因为 f(I) 冯 0, 所 以 f(0) = 1, 即 引 .-。 一 1 


一 2 一 


1，! 魏 0; 


或 了 (0 一 { 
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又 所 (0) 存在 ,所 以 


710 = tim {ED -各 区 全 一 上 
4 d 
从 而 得 到 
了 CD = tim f(z + 4) — f(z) m £1047) — f(z) 
江 lim 
= f(z) lim OD = f(r)f (0) 
a y= P00)y 
SF yl:0 = 1. 


因为 y 半 0， 所 以 由 分 离 变量 法 得 , 竺 一 了 (0)dz. 积分 得 通 解 为 
jny = f (0)r 十 lnC ,中 y= Cer ‘oY,. 
由 yl,.o 二 1, 得 C = 1. 故 所 求 的 函数 为 y = er 
.10.4 设 函 数 y 一 f(z) 满足 关系 式 f(z 二 四 一 站 寺 交 ， 
且 了 f(z) 可 微 , 求 1(7). 


一 /一 f(D) 十 TCD 
解 将 z 一 4=0 代 入 关系 式 fs 守信 一 F860: (1 


得 0)[1 一 (0)] = 2f(0), 即 f(0)[F(0) 十 1] 二 0, 从 而 得 到 
f(0) = 0， (2) 
由 (1) 式 ,得 f(z 十 人 [1 一 了 2z)f(0)] == f(z) 十 f(t). 将 该 式 对 t 求 
导 , 并 令 上 = 0, 得 
fz) = P+ By =¥y(0)0 +). 
用 分 离 变量 法 解 油 分 方程 ”0 0 ”得 
二 tg[y (0)z], 这 即 为 所 求 的 函数 . 
11.10.5 设 函 数 y = 了 (x) 满足 关系 式 也 (7) 十 zp(-- 7z) 三 工 求 
f(z). 
解 ” 将 关系 式 。 F(z)+zf( 一 2)=z (1) 
中 的 z 变 为 一 "得 (一 2) 一 zf (7) 一 一 (2) 
由 (D、(2) 两 式 解 出 也 (2) 一 到 二 于 , 即 郊 一 三 二 3) 
将 方程 (3) 直接 积分 ,得 


一 上 一 arett 十 二 al 十 四 十 ce. 
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这 即 为 所 求 的 函数 . 
11.10.6 设 函 数 f(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,具有 二 阶 连 续 导 
数 , 且 满足 关系 式 f(z) 十 3f (z 十 x) 一 sinz, 求 f(z). 


解 ”在 关系 式 f(z) + 3F (z+ 4) = sinz (1 
中 以 z 十 天 代 z, 得 
f(z 二 7) 二 3f (z+ 27) = sin(z + 7). (2) 


因为 f(z) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 ,所 以 f(z 十 2r) 二 f(z). 求 导 ， 
得 


f(z 27) = f(z), (3) 
将 (3) 式 代入 (2) 式 ,得 
f(z 十 mr) 十 3P(z) 一 sin(z 十 r)， (4) 
将 (4) 式 对 z 求 导 ,得 所 (z 十 7#) 十 37(z) = cos(z 十 7)， 
即 f(z+ 7) = coslz+t 7) — 3F(7). (5) 
将 (5) 式 代入 (1) 式 , 得 
9jfr(z) 一 f(z) 一 一 sinz 一 3cosz. (6) 


解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (6) ， 得 
f(z) = Cies 十 Ce ; 十 inz 十 cosz. 


因为 f(z) 为 周期 函数 ,所 以 取 只 =0:= 故 所 求 的 函数 为 


f(z) = 二 sinz 十 cosr. 
11.10.7 已 知 f(z)、g(z) 满足 条 件 忆 (z) = g(z), g (z) = f(z)， 
f(z) 


f(0) = 0,g(z) 取 0, 试 确定 由 PCz) 一 亏本 所 定义 的 函数 PCz). 
= {f(z))' 了 了 (z)g(Cz) — 9 (7)f(z) 
解法 1 P(z) = (地 ) = 


yz) — f(z) Te) ， 
ty 1— [ST = 1— P(e), 
即 P'(z) 一 1 一 Fx(z), 且 PF(0) 一 ei = 0. 
z=0 
用 分 离 变量 法 解 这 个 微分 方程 ， 得 所 六 国 开 为 
F(z) E -sz' 或 F(z) 一 和 守 二 和 = thz. 

解法 2 由 已 知 条 件 得 ,fF (z) = g(z)， (1) 
9 (2) = f(2). (2) 


一 ?012 一 
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将 (1) 式 对 z 求 导 , 得 
f(z) = gy (7). (3) 
又 由 (2) 式 , 得 
f(z) = f(z), 即 f(z) 一 f(z) = 0. (4) 
初始 条 件 为 1(0) = 0. 
解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 (4) ,得 f(z) = C(e 一 e-9). 于 是 
有 g(z) = (lz) = Cle 十 e-"), 故 所 求 的 函数 为 
p(s) 一 LD oe. 
g(z) e+te™” 


解法 3 由 已 知 ,f(z) 一 9(z, 即 竺 一 9 一 0. 


f(z) 一 fa ， 即 青 一 了 一 0. 


df 
——g= 0, 
得 常 系数 线性 微分 方程 组 4 “ 初始 条 件 为 1(0) = 0. 
一 f=0. 
解 之 得 ”f(z) = CCe 一 eg(z) = CCe 十 e-9. 故 所 求 的 函数 为 
fs) ee 
Pa) 一 (3 Fe 


11. 10.8 设 (f+ fr t+ rae+ fer) . [+= = 一 1, 求 
函数 > 一 p(y). 
解 ”将 原 方程 化 为 


[atrstr+t+ne. [t= =—1, 


即 [三 #1 (DD) 


[CE (2) 


因为 [sr 关 0， 有 二 和 到 0, 所 以 方程 (2) 可 化 为 


cs 
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Wa 

上 (3) 
对 方程 (3) 两 边关 于 = 求 导 ,得 

二 ~ 可 共和 (0 

再 对 方程 (4) 两 边关 于 < 求 导 ,得 i 

4 三 士 ,或 w= 土 (5) 

对 方程 (5) 分 离 变量 后 积分 ,得 z 一 InCwm 或 一 In 党 , 故 所 求 函 数 


如 


为 z= InCi(1 二 y+ 六 十 四 ,或 x 一 nT 了 站 
11. 10.9” 设 f(z) 是 区 间 [0,5] > 0) 上 的 正 值 连续 函数 , 且 对 


任意 的 xz € [0, 妇 ,f(z) 在 [0,z] 上 的 平均 值 等 于 Yof(z) (a > 0)， 求 
f(z). 


f(Dd 
解 ” 求 出 f(z) ee ,所 以 得 


FO _ 了 (td 
lo Yaf(r)， i ) 一 af(z). (1) 
令 F(z) 一 a f(z) = Pr(z), 将 (1) we | 
ap' (7) = es (2) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 Pdz) = 二 区 ' 故 所 求 的 画 数 为 
f(x) = FP'(z) 一 Tr \ 
11. 10. 10 。 求 一 不 恒 为 零 的 连续 函数 fz) ,使 之 满足 
f(z) 一 [ro dt. 


解 ”因为 可 导 函 数 是 连续 函数 ， 折 f(z) 可 导 , 且 满足 给 定 方 
程 f(z) fo 5 Eee 又 f(0) = 0. 
烙 给 定 方程 的 两 边 对 = 求 导 ,得 f(z) 满足 的 微分 方程 为 


-— 2838 一 
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Sinz 
2 十 cosz 
cosz* 初 始 条 件 为 f(0) 一 0. (1) 


2f(2)F (7) = f(z) 


当 f(z) 关 0 时 ,有 了 f(z) 一 
对 方程 (1) 直接 积分 ， 得 


= sinz 1 3 
f(D) 一 5 二 eg 一 了 5 
故 所 求 的 函数 为 f(z) 一 in FF cor 


11. 10. 11 求 满足 方程 [sou 二 z 十 [ec 一 Dat 的 可 微 函数 
y= 了 (z). 
解 令 z 一 t=w, 则 
[ue — Du=— Pe — fdu 
[3 EE 
=7 [sewas 一 [room 
原 方 程 可 化 为 
freoa =z 二 z fcoa 三 [su 0) 
将 方程 (1) 对 z 求 导 , 得 fa) 一 1 十 | rd (2) 
且 f(0) = 1, 即 y(0) = 1， 
将 方程 (2) 对 z 求 导 , 得 f(z) 满足 的 微分 方程 为 
(7) 一 zr), 或 ¥Y 二 y (3) 


初始 条 件 为 (0) 一 1. 
将 方程 (3) 分 离 变量 后 积分 ,得 


『 全 一 i lny = z. 
故 所 求 的 函数 为 y = e- 
11.10.12 设 [cenas 二 误 f(z) 十 1, 且 z 关 0, 求 y= 了 fz). 
解 ” 令 oz 二 4, 则 [ far)da =| 3 Tf = tt fru, 所 以 原 方 
程 可 化 为 和 
二 [row= 让 f(2) 十 1， 或 | 赔 = 二 += (0 
一 3015 一 
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将 方程 (1) 对 z 求 导 , 得 ! = f(z) 满足 的 微分 方程 为 
y= 剖 十 于 二 1: 或 # 一 二 = 一 全 (2) 
解 一 阶 线性 非 齐 次 方程 (2), 得 通 解 为 
y ak 2)d) +0]= cz 十 2， 
故 所 求 的 函数 为 一 Cz 十 2. 
11. 10. 13” 设 函数 f(z) 可 微 , 且 满 足 关系 式 re 


f(z)+z 
一 1 求 f(1) 与 f(z). . 


解 ”在 关系 式 [a zd = f(r) — 1 (CD 
中 , 令 z 二 1, 得 f(1) = 1. 将 (1) 式 对 z 求 导 , 得 
DL | 
f=- 即 作 -= (2) 
其 中 y= f(z). 


解 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 (2) ,得 
z= dm[ [few 十 中 一 0 十 护 

由 外 :1 = 1, 确 定 C = 0. 故 所 求 的 函数 为 < 二 六 ,或 y= Vz. 

1. 10.14。 设 二 阶 可 微 函 数 J(z) 满足 方程 作 (z 十 1 一 DCDd = 
7 十 er 一 f(z), 求 f(z). 

解 在 给 定 方程 中 , 令 z= 0, 得 f(0) = 1. 将 原 方程 化 为 

(rz 十 1D) fr oa > [sr ‘ou 一 了 2 十 e 一 fz)， 

(z+ D)[f(z) — f(0)] 一 zf(z) 十 oa =z+e— 7)， 

而 7(0) = 1 ,于 是 有 


210D 十 | rou=m+e+z+L 
将 方程 (1) 的 两 边 对 z 求 导 , 得 f(z) 满足 的 微分 方程 为 
2f (rz) 十 f(z) 一 2z 十 e 十 1 (2) 


初始 条 件 为 f(0) = 1. 
解 一 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (2) ,得 通 解 为 


6 一 
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f(z) = Ce 于 十 二 十 2z 一 3. 
由 了 0) = 1, 确 定 C 一 号 , 故 所 求 的 函数 为 
f(z) = Be 十 了 十 2z 一 3. 


11. 10.15 。 设 x(0) 为 可 微 函数 , 且 =(t) = cos2t 十 人 panuu, 求 
z(t). 

解 ” 令 := 0, 得 z(0) = 1. 将 原 方 程 对 i 求 导 , 得 zC) 满足 的 微分 
方程 为 


z(t) 一 一 2sin2t + z(t)cost, BN x 一 zsint 一 一 2sin2t. 
解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 
z = eew[ [= 2sin2t)e-Jumedt + C] 
= Ce + 4(cost — 1), 

由 z(0) = 1, 确 定 C = e. 故 所 求 的 函数 为 z(t) = er 十 4(cost 一 1). 

11.10.16 设 函 数 y 二 y(z) 具有 二 阶 连续 导数 ,上 且 y (0) = 0, 试 
由 方程 yz) = 1 十 去 | 一 wo 一 246D + ee- ut, 求 oz). 

解 ”在 给 定 方程 中 , 令 z 二 0 得 y(0) = 1. 将 给 定 方程 对 z 求 导 ， 
得 

f= 村 (一 六 一 2 十 6ze™'), 即 六 十 3y 十 23 一 6ze 一 

初始 条 件 为 4(0) = 1,yx (0) = 0. 


解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 
# 一 一 7e->= 十 (32 一 6z 十 8)e 一 


这 即 为 所 求 的 函数 . 
11. 10. 17 ” 设 函 数 f(z) 具有 二 阶 导数 , 且 满 足 关系 式 


fe 一 Df = zer 一 f(z), 求 f(z). 
解 ”将 关系 式 fc — FD 一 ze 一 fa GD) 
变形 为 。 zf ~ faow= 一 -ra， (2) 


一 2017 一 
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将 (2) 式 对 7 求 导 ,得 [sou 一 (rz 二 le 一 了 Cr)， (3) 
百 求 时 ,得 f(z) = (zx + 2)e 一 (xz), 即 
r+y= (r+ 2)e0, (3) 


共 中 y = f(x). 
在 (1)、(3) 两 式 中 令 z= 0, 得/(0) = 0, 了 (0) 一 1. 
解 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
y= (iD)e, 
yl:0 = 0 le 
得 所 求 的 函数 为 ?= 地 (x 十 De 一 二 case 


11. 10.18 已 知 f(0) 一 1,PCGz) 一 1 十 | [esiny -- fCO]w, 求 画 数 
Fs 

解 ”在 给 定 方程 中 , 令 x=:0. 得 (0) = 上 ,将 给 定 方程 的 两 边 对 
xz 求 导 , 得 fr) 满足 的 微分 方程 为 

fr(r) = 6sinxz 一 J(z), 即 f(r) 十 fr) = 3 -- 3cos2z， 

初始 条 件 为 f(0) = 1, JP (0) = 1. 

解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 ,得 通 解 为 

jf(z) = Cicosz 十 Cssinz 十 3 十 cos2z. 
由 了 (0) = 1,1(0) 一 1 确定 C 二-- 4,C: 一 1. 故 所 以 的 函数 为 
了 (xz) = sinz -- 4cosz 十 3 + Cos27, 

11. 10. 19 设 有 方程 

(1+ 7)y = [2 + C+ lr — nd +z), 
其 中 z 之 0,y (0) = 0, 求 此 方程 确定 的 函数 yz)、 

解 ”在 给 定 方程 中 令 z = 0, 得 y(0) = 0. 将 给 定 方程 的 两 边 对 = 
求 导 ,得 . 


= 1， 


(UE -TE 
2 一 让， 
即 人 7)y 1 十 z)yY 二 y= 了 二 二 (1) 


二 有 xy0) 一 0,Y(00) =0. 令 1Tr=e.( 或 4=In(I 十 z)), 将 方程 (1) 
化 为 “ 

0 一 1 一 让 十 yy 一 ee 即 D--2Dy 十 g 一 e (2) 
— 2018 
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解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (2) ,得 道 解 为 
y= (G+ Cae 十 J 
用 t= In(1l 十 z) 或 = 1 十 时兴 拓 : 科 加 的 通 解 为 


y= [C+ Caln(1 十 z)](1 十 z) 十 二 一 710 Fy 
| 


由 初始 条 件 4(0) 二 0,y (0) 一 0, 确定 C 一 ‘C= 支 - 故 所 求 的 阴 
数 为 


y= [一 于 + 二 mg 二 7)]( 十 7) 十 下 ~ 10 于 
11. 10. 20 届 知 连续 函数 w(z) 满足 p(0) = 一 2, 且 使 曲线 积分 
人 snz - yp(z)tgr]dzr 十 (rz)dy 与 路 径 无 关 , 求 p(z). 
解 ” 设 P= isin2z -yp(z)tgr,Q 二 p09), 则 


= sin2z 一 a = gp (7). 
下 


由 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 加 = ,得 
gp (7) = sin2z 一 (rz)tgz, 即 时 十 tezp(z) = sin2z， 
初始 条 件 为 p(0) 一 一 2. 
解 这 个 关于 p(7) 的 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 
9p(z) 一 e | [sin2zeenar 十 c) = CC0s7 一 2c0s’z. 
由 ww(0) = 一 2, 确定 C = 0. 故 所 求 的 郴 数 为 wP(z) 加 2cos2z. 
11.10.21 设 曲 线 积分 [zc 十 py) dz [rip(y) 十 2782 一 
27p(y) 十 2rcosy]dy 与 路 径 无 关 , 试 确定 函数 (9) 和 yy), 设 p(0) 一 
— 1,p(0) = 0. 
解 ” 设 Plz,y) = 2[zp(y) + y(y)， 
Q(z.Y) = rp(y) 十 27 妇 一 rply) 十 2zcosy， 


则 和 = 2zgl 十 2 ,下 一 2 砂 十 2 一 2p 十 2cosy, 由 曲线 积分 与 路 
径 无 关 的 充 要 条 件 和 = 错 , 得 


2wz 十 2y 二 
一 2019 一 
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即 全 = ys, Ci 
多 =— p+¥ + cosy, (2) 
初始 条 件 为 p(0) = 一 1, $(0) = 0. 
解 这 个 常 系数 线性 方程 组 . 将 (1) 式 的 两 边 对 z 求 导 , 得 
y=. (3) 
由 (2)、(3) 两 式 ,得 
殉 一 一 9 十 护 十 cosy, 即 十 9 =¥ 十 cosy. (4) 
解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (4) ,得 通 解 


p(y) = Cicosy 十 Cssiny.+ 一 2 十 二 ying. 
因此 ,由 (1) 式 得 
WW) = Wy) =— Cisiny + Cscosy + 29 十 雪 siny 十 二 ycosy。 
由 初始 条 件 w(0) = 一 1, $(0) = 0, 确 定 C1 = 1,C: = 0. 
故 所 求 的 函数 为 p(y) 一 cosy 十 所 一 2 十 二 yiny, 


$y) 一 一 siny 十 29 十 地 yeosy. 


11. 10. 22 ” 设 函 数 m(z) 具 有 连续 二 阶 导数 , 且 mw(0) = (0) 一 0， 
求 w(z) 的 表达 式 , 使 方程 p(z)ydz 十 [sinz 一 w (z)]ay = 0 为 全 微分 方 
程 . 
解 ”给 定 方程 为 全 微分 方程 的 充 要 条 件 
Ap(z)y] _ Asinz — y (z)] 
为 E32 


得 ,，w"(z) 十 mw(z) = cosz. 
解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
人 十 op(z) = cosz， 
92(0) 一 mW(0) 一 0， 


得 所 求 的 函数 为 p(z) 一 去 zsinz. 

11.10.23 设 mw(z) 一 “一 fe 一 Dp(u)du, 其 中 plz) 为 连续 函 
数 , 求 mp(z). 

解 ”将 关系 式 mw(z) 二。 一 [Ke 一 pu du (GD) 


一 200 一 
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变形 为 g(z)=e—z ou 十 [eu (2) 


将 (2) 式 对 z 求 导 , 得 mw(r) 一 e 一 row (3) 


再 求 导 ,得 w(z) 二 @' 一 9(z), 即 (zx) 十 mp(z) = 
在 (1)、(3) 两 式 中 令 z= 0, 得 mp(0) 一 1, mw(0) 一 1. 
解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
(7) 十 9(z) = 0, 
v0)=1, (0)=1, 


得 所 求 的 函数 为 p(z) 一 去 Ceosz 十 sinz 十 e)。 


1. 10.24 “已 知 级 数 立 [于 ，(1) 证 明 级 数 满足 微分 方程 9% 
二 y;(2) 求 此 级 数 的 和 函数 . 
解 〈1) 级 数 》) 区 的 收敛 半径 为 1, 在 (一 1,1) 内 可 以 逐 项 


» 过 zi 
微分 , 设 y(z) = 和 i 
Ee zo-4 Cs 
A 之 C 二 人 一 2 di = 


即 级 数 之 ;和 满足 微分 方程 9% 一 


(2) 由 (1) 知 汪 一 > [和 满足 给 分 方程 %o 一 又 9(0) = 1， 
(0) 一 0, 六 (0) = 0, 扩 (0) = 0,…. 这 就 是 说 ,该 级 数 的 和 函数 是 y' 
一 y 的 满足 y(0) = 1,y (0) 二 yr(0) = 加 (0) 二 0 的 特 解 

求 出 y? = 的 通 解 为 

y= ce 十 Cxe 一 十 Cscosz 十 Cisinz. 
由 3(0) = 1,#(0) 二 (0) = 加 (0) 一 0, 确 定 C: 一 C 一 十 ,C: 一 去 ， 
C4 二 0. 故 级 数 的 和 函数 为 
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pp 2 

11. 10.25 ” 求 级 数 z 十 证 1 3 6 十 1 3 557 十 … 的 和 
函数 ， 

、 a 了 5 [¥ 

解 设 F(z) z* 十 IT 3 十 了 CS 5 十 了 36577 十 …， 则 
PFC0) = 0, 又 

6 
P=1+r+t tr 1+ rs), 


好 r(x) 一 zF(z) = 1. 
F'(r) — zrF(z) 一 1， 


解 一 阶 线性 方程 po 0 得 


2 fr 2 PY 2 
F(z) = oF [eta 一 < > 了 《一 dz 
ves! 4 
=- 二 Ne ha 1 
Btaa+ 1 


故 所 求 的 前 数 为 PG2) 一 。 字 >) Rt 
人 0 


2. 应 用 微分 方程 求 曲线 方程 
11. 10. 26 ” 试 求 曲线 y = f(z) ,使 其 在 任意 点 (z,y) 处 切线 的 倾角 
a 满足 关系 式 cos2a = r. 
解 ” 因 为 tga = wy, 所 以 
cos24 = cos’a -sinxa = cosza(1 一 se) 
-二 1—y’ 
I+tga 工 十 9 
于 是 得 y= f(z) We 于 =/ 
直接 积分 ,得 
1 一 学 1 一 zx 
一 土 dz 一 士 
ee hr en ree 
二 土 [arcsinz 十 V1 一 2 十 C. 
故 所 求 的 曲线 方程 为 了 一 土 (arcsinz 十 V1 十 z?) 十 C. 
11. 10. 27 ” 求 一 条 通过 原点 , 且 在 任意 点 处 切线 的 斜率 为 zz 十 y 
2 好 一 
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的 曲线 方程 

解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 为 y= y(z), 由 题 意 得 y 一 yz) 满足 的 微 
分 方程 为 y 一 2r 十 y, 即 y 一 y 一 2z. 初 始 条 件 为 91。 一 0 

解 这 个 一 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 y 一 Ce 一 2z 一 2 
由 vl, = 0, 确 定 C = 2, 故 所 求 的 曲线 方程 为 ?一 2e 一 2z 一 2. 

11. 10. 28 。 试 求 史 一 z 的 通过 点 MC0,1), 且 在 该 点 与 直线 y= 去 


十 1 相 切 的 积分 曲线 . 
解 ” 设 所 求 曲线 的 方程 为 y = f(z), 因 为 曲线 通过 点 MM(0,1), 所 


以 有 y|,-。 = 1. 又 因为 曲线 在 点 W 与 直线 一 去 十 1 相 切 ,所 以 y 1.-。 
二 友 - 故 y= f(z) 满足 


积分 得 y 二 守 十 Ci 由 yo。 一目 ,得 C= 二, 于 是 有 


y= 计 ( 十 D. 
再 积分 ,得 y 一 二 十 广 十 (由 站 ,6 一 1, 得 Cs 一 1. 故 所 求 的 曲线 方 
供 为 
e 下 号 家 Es 十 上 
11.10.29 已 知 ! = 了 (z) 所 确定 的 曲线 与 z 轴 相 切 于 原点 , 且 满 
足 方程 六 十 y = 二 2 十 sinz, 试 求 f(z). 
解 ”由 题 意 ,所 求 函数 y == f(z) 满足 微分 方程 yw 十 y 二 2 十 sinz， 
初始 条 件 为 (0) = 0, y (0) = 0. 
解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 


y= Ccosr 十 Czxsinz 十 2 一 到 cosr. 


出 y0) = 0,y (0) = 0 确定 C1 二 一 2,Cs = 方 . 故 所 求 的 函数 为 


fr 二 :aeesz 填 二 sinz 十 2 一 汪 casr 
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11. 10. 30 ” 问 满 足 方程 六 一 y 一 2y 一 0 的 哪 条 积分 曲线 通过 点 
《0, 一 3), 且 在 该 点 处 切线 的 倾角 为 arctg6 ,曲率 为 零 . 

解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 为 y= f(z) ,由 题 意 y = f(z) 是 微分 方程 
六 一 六 一 2y = 0 满足 初始 条 件 

#(0) =— 3, y (0) = 6, "(0)=0 

的 特 解 . 

解 这 个 三 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ,得 所 求 的 曲线 方程 为 

y= e*”— he 

11. 10. 31 一 曲线 过 点 (2,0), 且 在 切 点 和 纵 坐 标 轴 之 间 的 切线 
段 有 定 长 2, 求 这 条 曲线 . 

解 ” 设 曲 线 的 方程 为 y = f(z), 则 曲线 在 点 (z,y) 处 的 切线 方程 
为 : 

Y—y=¥y(X— 7). 
求 出 切线 与 纵 坐 标 轴 的 交点 为 (0,y 一 zy ) ,因此 切 点 和 纵 坐 标 轴 之 间 
的 切线 段 长 为 
VG—0+tty— GG— wy)F= Vidty). 

由 题 意 得 y = f(z) 满足 的 微分 方程 为 


VT 2 Wy + 
初始 条 件 为 y|,…: = 0. 直接 积分 ,得 
y + 上 | VA + VTE an| 2 4 
故 所 求 的 曲线 方程 为 
y= 土 (V4 一 +2n|2 二 LE 


11. 10. 32 求 一 曲线 ,使 它 通 过 点 (2,3), 并 且 使 它 在 两 坐标 轴 之 
间 的 任意 切线 段 被 切 点 平分 . 

解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 为 y = f(z), 则 曲线 上 任意 一 点 P(z,y) 处 
的 切线 方程 为 


D). 


Y—y=y(X— 2z). 
求 出 切线 与 z 轴 的 交点 为 MW(z 一 艺 ,0), 与 y 轴 的 交点 为 N(0,y 一 荡 )， 
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由 题 意 , 1PM| = |PN|, 所 以 函数 f(z) 满足 的 微分 方程 为 


Aj/ 二 (+= V+ 一 Gy 一 zy) 了 , 即 y = 土 二 


初始 条 件 为 ys 一 3. 
i 
(1) 由 4 一 二， 解 得 y 一 已 z. 这 是 过 原点 的 一 条 直线 ,不 合 题 
yl:-2 = 3 
意 ,会 去 
¥ 一 一 之 ， 工 
(2) 由 z“ 解 得 y 一 于 ,这 即 为 所 求 的 曲线 . 
yl:=2 = 3 
.10. 38 ” 求 一 曲线 族 ,使 曲线 上 任意 -点 到 过 该 点 的 法 线 与 
轴 的 交点 之 间 的 距离 为 党 数 a 


解 ” 设 曲线 族 为 y= 二 f(z,C), 则 曲线 上 任意 一 点 (z,y) 处 的 法 线 方 

程 为 
Y -y= 一 六 一 DD， 

所 以 法 线 与 x 轴 的 交点 为 (z 十 yy ,0) ,由 题 意 ,y = f(z,C) 满足 的 微分 
方程 为 Vr 一 GG 十 娄 下 十 六 一 os 即 y 一 十 人 

用 分 离 变量 法 解 上 述 微分 方程 ,得 通 解 为 

C 土 z= 一 VE 十 六 或 (z 十 0)? 十 六 == 

这 就 是 所 求 曲 线 信 的 方程 , 它 是 圆心 在 z 轴 上 的 圆 族 . 

11. 10. 34 ” 设 曲 线 上 的 点 (z,y) 在 z 轴 的 垂 足 为 W(z,0) ,曲线 上 
点 (z,g) 处 的 切线 为 了 ,已 知 M 到 了 的 垂 线 之 长 等 于 1, 试 求 此 曲线 族 的 
方程 . 进而 确定 常数 ,在 该 曲线 族 中 , 求 与 y 轴 正 交 的 曲线 . 

解 ”曲线 y= f(z) 在 点 (z,y) 处 切线 了 的 方程 为 

Y—y=y(X—7),BmyX—rY+y—yr= 0. 


点 (z,9) 在 z 轴 上 的 垂 足 M(z,0) 到 切线 7 的 距离 为 -一 也 L_ | ,由 题 意 ， 
Vl+y’ 


| pr 
= 一 1, 即 ”一 士 V 拓 一 1 
Vit+y’ 要 
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用 分 离 变量 法 解 此 方程 ,得 y = ch(z 十 C). 这 就 是 所 求 曲线 族 的 
方程 
若 曲 线 与 y 轴 正 交 , 则 # (0) = 0, 从 而 确定 C = 0, 故 所 求 的 曲线 为 


y = chz. 
11. 10. 35 ” 若 曲 线 的 次 法 线 的 长 与 横 坐 标的 平方 成 正比 , 求 曲线 
的 方程 . 
解 ” 设 所 求 曲线 的 方程 为 y = y(z)( 如 图 ), 过 曲线 上 任意 一 点 
M(z,y), 作 曲线 的 切线 MT ,法 线 MP 及 z 轴 的 垂 线 MQ. 
» » 
y=y(x) 


(1) (2) 
11. 10. 35 题 图 
(1) 当 久 过 0 时 (图 (1)), 设 MTP = a, 则 tga 二 y, 因 为 人 PMO 
二 人 MTP = a, 所 以 次 法 线 8P 的 长 为 
{QP| = leMtgal = |yy' |. (1) 
(2) 当 y 过 0 时 (图 (2)), 设 人 MTz = a, 则 tga 二 y. 因 为 LPMQ 
二 人 MTQ = x 一 a, 所 以 次 法 线 QP 的 长 为 
lgP| = leMtg(r 一 ao = lyy'1. (2) 
综 上 所 述 ,得 次 法 线 8P 的 长 为 14P| = |yy 1. 由 题 意 , 得 y = y(z) 
所 满足 的 微分 方程 为 


| 入 1 = kz, 即 yy = 土 tz?， (3) 
其 中 上 为 比例 系数 泪 > 0. 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (3) ,得 通 解 为 


二 = 土 告 2 二 co 或 耶 = 士 2 十 6(C= 2C)， 
这 就 是 所 求 的 曲线 方程 . 
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11. 10. 36 。 求 一 曲线 族 ,使 其 在 任意 点 P 处 的 切线 在 y 轴 上 的 截 
距 等 于 原点 到 点 P 的 距离 |OP|. 

解 ” 设 所 求 的 曲线 族 为 y= f(z,0), 则 曲线 上 任意 点 PCz,y) 处 的 
切线 方程 为 Y 一 y= 二 yY(X 一 z), 或 Y 一 WX 一 一 yz 十 y. 所 以 切线 在 
y 轴 上 的 截 距 为 一 yz 十 y. 又 10P| 一 Vr 十 六 由 题 意 ,得 y 一 f(z， 
0) 满足 的 微分 方程 为 - l 


一 py 一 VET 或 一 于 六 (1) 

(1) 当 z> 之 0 时 ,方程 (1) 为 本 

y= 和 一 1+ (Cy ， (23 

令 考 一 ww 即 y = zu, 则 方程 (2) 化 为 . 

VI VI (3) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (3) ,得 通 解 为 

本 =0 (o>0. 

令 * = 二 ,得 方程 (2) 的 通 解 为 


1 
之 十 A/ 十 (也 ) 
上 3 rz 
#2+20y — C2=0 (C= 本 ) 
(2) 当 z< 0 时 ,方程 (1) 为 


v= 二 十 和 1+ (和 (4) 


令 芯 二 ww, 即 y = zu, 则 方程 (4) 化 为 


z 


一 01z; 或 


十 z 理 一 xz 十 VITE, 即 z 朗 = MTT 5) 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (5) ,得 通 解 为 十 V1 十 到 = Csz (C < 0). 
令 k 二 二, 得 方程 的: ee 
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A Dt 


综 上 所 述 ,所 求 曲线 族 为 十 2Cy 一 0 = 0 

11. 19. 37 ” 求 一 曲线 ， 全 本 线 上 企 生 一点 的 要 续 与 该 点 的 矢 和 及 
y 轴 构成 一 个 等 腰 三 角形 . 

解 。 设 所 求 曲线 的 方程 为 ?一 y(z)， 则 曲线 上 任意 一 点 P(zo9) 处 
的 切线 方程 为 

Y—y=¥(X— 17). 

求 出 切线 与 y 轴 的 交点 为 4(0,y 一 zy). 2， 

如 图 所 示 , 使 三 角形 04P 为 等 
厌 三 角形 有 下 列 三 种 情形 : 


(1) loP| = |4P|， 这 时 
y 二 f(z) 满足 的 微分 方程 为 
Vii= 
Vr+[y— Cy— zy)], 
即 y 一 土 过 . (D) 11. 10. 37 题 图 


用 分 离 变量 法 解 微分 方程 (1) ,得 所 求 曲 线 方程 为 zy = C(y = 之 


的 解 不 合 题 意 , 合 去 ). 
(2) 104| = |OP|. 这 时 ,y = f(z) 满足 的 微分 方程 为 


Vi Vy 即 生 =et 02) 


解 齐 次 方程 (2) ,得 所 求 曲 线 方程 为 ?十 2Cy 一 0? = 0. 
(3)104| = 14P|. 这 时 ,y = f(z) 满足 的 微分 方程 为 


VO /HTD TN te 3) 


2zy 

解 齐 次 方程 (3) ,得 所 求 的 曲线 方程 为 z? 十 ¥ = Cz. 

11. 10.38 在 第 一 象限 的 曲线 过 点 (4,1), 从 曲线 上 任意 一 点 
Plz,y) 向 z 轴 和 3? 轴 作 季 线 , 垂 足 分 别 为 9 和 BR, 又 在 己 点 处 ,曲线 的 切 
线 交 z 轴 于 了 点 , 若 使 长 方形 O9PR(O 为 坐标 原点 ) 和 三 角形 POT 有 相 
同 的 面积 , 求 曲线 方程 . 

解 。 设 所 求 的 曲线 方程 为 了 一 f( 办 济 闻 省 其， 二 


一 i 一 
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QP=y,00=7+z(z>0,3> 0. 


互 时 (图 去 三 > 二 二 
当 ! < 0, 即 “之 王 时 ( 图 (1)) 有 07 一 二 一 可 一 二 了， 


过 这 QE 
当 y¥ 0, 即 0<o< 时 (图 (2)) 有 QT = Ba 一 FP 于 是 有 


i 
Y= 
的 了 
R y= f(x) R y=f(x) 
Eg 
2 Q 了 To Q * 


(a) 11.10.38 题 图 (b) 
长 方形 OgPR 的 面积 为 z, 三 角形 PQT 的 面积 为 十 1oP| * 147| 一 
5 和 "由 题 意 ,得 y = f(z) 满足 的 微分 方程 为 


二 = 形 [, 即 ll = 去 
初始 条 件 为 y|:= 一 1. 
用 分 离 变量 法 解 上 述 微分 方程 得 
当 # > 0 时 9 一 享 V7 1 当 Y <0 时 小 一 一 故 所 求 的 曲线 


为 y 二 二 Vz, 或 y 一 大 

11. 10. 39 ” 设 曲 线 y = f(z) 过 原点 , 且 f(z) 宇 0, f(1) = 1, 它 与 
xz 轴 及 任意 垂直 于 z 轴 的 直线 所 围 成 的 以 [0,z] 为 底 的 曲 边 梯形 的 面积 
与 f(z) 的 十 1 次 短 成 正比 , 求 曲 线 的 方程 

解 ”由 题 意 得 

J 一 地，(# 为 比例 系数 ) (1D) 
对 方程 给 :的 码 边 或 捷 休 ,得 放 二 子 (4) 满 延 的 役 兴 方 种 为 计 
一 2029 一 
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ydr = k(n 1)yady,Bh dz = k(n + 1)y'dy, (2) 
初始 条 件 为 y(0) = 0 或 y(1) = 1. 
将 方程 (2) 积分 ,得 
fe = fo + Dy-idys 即 z 一 < 十 Dy. 
0 0 n 


由 y(1) 一 1 确定 上 一 元 T 故 所 求 的 曲线 方程 为 z 二 久 
11. 10. 40 ” 求 一 曲线 族 ,使 其 在 z 二 4 与 z 二 z 之 间 的 一 段 弧 长 的 
值 * 倍 于 弧 与 x = a,z = z 及 z 轴 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 的 值 . 
解 ” 设 所 求 曲 线 族 为 y= f(z,0), 则 曲线 弧 在 z= 二 a, 与 x 一 z 之 间 


的 一 段 弧 长 为 YI 十 Yar; 曲 线 弧 与 = = oz 一 =,z 轴 所 围 的 面积 为 
人 were 由 题 意 得 


VTTY = [lyldr, (1) 
将 方程 (1) 的 两 边 对 2 求学 ,得 y= 了 (x) 消 足 的 币 分 六 如 为 
Vi 十 =kly|l, 即 y = 土 VRy 一 1 (2) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (2), 得 通 解 为 
z 十 C= 土 nk 名 一 VE 一 T 一 士 二 Arch(t)， 


或 女 == ch( 士 红土 AC). 于 是 ,y= 二 让 (Cie 二 十 ,0 etic) ,这 


就 是 所 求 的 曲线 族 方程 . 

11. 10. 41 ”在 第 一 象限 中 求 曲线 方程 y = f(z) ,使 从 这 条 曲线 上 
的 任意 一 点 C 所 作 纵 轴 的 垂 线 ( 垂 足 为 B) 与 纵 轴 和 曲线 本 身 三 者 所 包 
围 的 的 面积 Swe 等 于 和 矩形 OBCD 面 积 的 二 ,其 中 0 为 坐标 原点 ,4 为 曲线 
与 纵 轴 的 交点 ,D 为 C 点 在 横 轴 上 的 垂 足 . 

解 ” 设 4(0,z)，B(0,3o),C(z, 妨 ,其 中 四国 .加 均 为 非 负数 ,有 下 
列 两 种 情形 : 


(1) 当 如 之 时 (图 (a)), 由 题 意 知 ,Sisc 一 言 Soscos 所 以 
Soeo 一 条 guoo, 即 | XD 一 子 zf(z). CD 


将 态 稀 (1) 的 西 进 对 z 求 导 ,得 长 zx 漠 电 的 向 分 廊 称 为 :1 


§ 10 微分 方程 的 应 用 


f(z) 二 对 [fC + zpCo], 即 ! 一 冯 . (2) 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (2) ,得 通 解 为 y 二 C Vz .因为 z,y 均 为 非 负 
数 ,所 以 常数 C > 0. 


1 


4 
B C 
x 
Dp 0 a 
(2a) 11. 10. 41 题 图 {bh) 
(2) 当 yy 时 (图 (5)), 有 
Souo 二 才 Souo， 即 [ov = 攻 zfG)， (3) 
将 方程 (3) 的 两 边 对 z 求 导 , 得 f(z) 满足 的 微分 方程 为 
f(z) 二 于 [f(z) 十 区 (2)], 即 y = 一 二 . (4) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (4) ,得 通 解 为 y 一 一 一. 因为 当 z -> 0 时 ， 
Vr 


y= co 不 合 题 意 ,所 以 这 个 解 会 去 . 
综 上 所 述 ,所 求 的 曲线 方程 为 y 一 C Vz .(C 为 常数 ,C > 0). 
11. 10. 42 ”有 连接 两 点 4(0,1)、B(1,0) 的 一 条 曲线 , 它 位 于 弦 4B 
的 上 方 ,Plz,y) 为 曲线 上 任意 一 点 ,已 知 曲线 与 弦 4P 之 间 的 面积 为 za 
求 曲线 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 曲线 4B 的 方程 为 y 二 y(z) ,过 曲线 上 任意 一 点 P(z,y) 


作 = 轴 的 垂 线 , 垂 足 为 0. 则 梯形 04PQ 的 面积 为 < 中 二 了, 又 曲 边 梯形 
04Pg 的 面积 为 | yCOdt 由 题 意 得 
本 人 过 。 ou — -se st DD 
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将 方程 (1) 的 两 边 对 z 求 导 , 得 y = y(z) 满足 的 微分 方程 为 
yy (2) 
初始 条 件 为 y(1) = 0. 
解 一 阶 线性 非 齐 次 方程 (2) ,得 通 解 为 
y= lle tbe + c]= Cs 十 1 一 6z. 
由 y(1) = 0, 确 定 C 二 5. 故 所 求 的 曲线 方程 为 ! 一 一 6z: 十 5 十 1. 
区 


A 
P 
vo Q 有 B | 
11. 10. 42 题 图 11. 10. 43 题 图 


11. 10.43 ” 设 曲线 在 第 一 象限 内 且 过 坐标 原点 ,曲线 上 任意 一 点 
处 的 切线 MT、 点 M 的 纵 坐 标 MP 及 z 轴 所 转 成 的 三 角形 MPT 的 面积 


与 曲 边 三 角形 CUP 的 面积 之 比 恒 为 常数 tt> 羡 ), 又 曲线 是 沿 = 轴 正 


向 上 升 的 , 求 该 曲线 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 曲 线 的 方程 为 y 一 y(z)(z 二 的 全 y 之 0), 如 图 所 


示 , 在 曲线 上 任 取 一 点 M(z,y), 则 PM = y(z)， 综 = 人 = wj， 所 以 


_PM __ y(z) 二 (7) 
a 于 是 4MPT 的 面积 为 MP. 7P 二 2y Cz)' 曲 边 三 三 角 


形 OUP 的 面积 为 | y(zdr. 由 题 意 ,得 


yz) 
2y (z》 


[We 
将 方程 (1) 的 两 边 对 = 求 导 , 得 y 一 .9(z) 满足 的 微分 方程 为 
一 2082 一 


天 即 并 一 2 
一 各 即 久 2 yu (1) 
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a 21y, Bp yy + 2 — Dey? = 0， (2) 
初始 条 件 为 y(0) = 0. 
令 Y 一 PP 久 一 ?到 , 则 方程 (2) 化 为 


加 一 201 一 有 D 关 即 y 训 =201 — pp. (3) 
用 分 离 变 量 法 解 方程 (3) ,得 通 解 为 
p= Ci24-5, 即 y = CpG-95. (4) 


再 用 分 离 变 量 法 解 方程 (4), 得 方程 (2) 的 通 解 为 
歼 L I 一 Cz 十 C， 
由 y(0) 二 0, 确定 C= 0, 故 所 求 的 曲线 方程 为 
3 一 Cr. 

11. 10.44 ” 设 f(z) 连续 , 且 当 z 之 1 时 ,f(z) > 0, 又 曲线 y = f(z) 
与 直线 z= 1,z = 二 ala>>1) 及 z 轴 所 围 成 的 平面 图 形 绕 z 轴 旋转 一 周 所 
形成 的 旋转 体 的 体积 为 F(o) = 持 [eif(a) 一 了 (1)], fC2) 一 之 , 求 曲线 
y= f(7). 

解 ”曲线 y = f(z) 与 直线 z = 1、z = a 及 z: 轴 所 围 成 的 平面 图 形 
绕 z 轴 旋转 一 周 所 形成 的 旋转 体 的 体积 为 


Pa) = ra， 
又 由 已 知 ,Va) 二 本 [of(o) 一 f(1)], 所 以 有 
3 fooe = of(a) 一 f(1). (1) 


将 (1) 式 对 a 求 导 , 得 ”3f(a) = 2af(a) 十 azp (a). (2) 
因为 “是 大 于 1 的 任意 实数 ,所 以 在 (2) 式 中 用 z 代替 a, 得 y= 
f(z) 所 满足 的 微分 方程 


型 = 3( 二 ) 一 2 二 (> D， (3) 
由 已 知 ,初始 条 件 为 让,- 一 必 . 解 齐 次 方程 (3), 令 二 一， 或 ?一 au 
将 方程 (3) 化 为 本 机 


Ee 


一 2033 一 
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二 一 一 3 2o, 即 了 至 一 3 3u ， (4) 
初始 条 件 为 "| ?= 刀 | ,== 襄 . 用 分 离 变量 法 解 方程 (4), 得 “二 二 
-了 "了 


= 一 z 用 w= 二 换 回 原 变量 ,得 所 求 的 曲线 方程 为 y == 二 于 
11.10.45 ” 求 与 y = 好 相交 成 45° 角 ( 指 由 直线 y = 好 以 道 时 针 
旋转 ) 的 曲线 族 方程 . 
解 ”由 y 一 如 知 其 满足 微分 方程 


y=k, 即 y 一 二 . (1) 
设 所 求 曲线 族 的 方程 为 了 一 Y(X,C). 则 曲线 族 上 各 点 处 切线 的 斜 
率 为 Y'. 由 题 意 知 ,在 曲线 族 和 直线 的 交点 (X,Y) 处 有 
Y'—y Yl 


Try ™ 45， 即 y¥ 二 六 寺 了 (2) 
又 由 (1) 式 ,有 ? 一 站 -因此 
区 一 1 _ 了 ，_ 天 十 了 “~ 
TFI XY = x (3) 


解 齐 次 方程 (3) ,得 VX? 十 了 二 Ceweef. 这 就 是 所 求 的 曲线 族 方 
程 . 
11. 10. 46 已 知 曲线 的 切线 和 切 点 的 矢 径 之 间 的 夹 角 为 工 , 旦 曲 
线 过 点 (1,0), 求 该 曲线 的 方程 
解 ” 设 所 求 曲 线 的 方程 为 y= y(z), 在 曲线 上 任意 一 点 MM(z,9) 
处 ,切线 的 倾角 为 a, 矢 径 的 倾角 为 9. 由 图 可 知 ,a 一 0 = 于 ,所 以 


tga — tg0 i | 
1 tgatg0 


而 tga = y ,tg0 二 二 .于 是 得 y = y(z) 满足 的 微分 方程 为 


tg(a 一 0) = 


初始 条 件 为 y(1) = 0. 
一 2834 一 
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解 这 个 齐 次 方程 ,得 通 解 为 InzA/ 1 十 要 一 aretg 二 十 5. 
由 y(1) = 0, 确 定 C = 0. 故 所 求 的 曲线 方程 为 


2 2 
lnzA/ 1 - 握 = arctg 也 , 即 zAj 1 十 入 一 ee. 
y 


1 
= p(x) 


r=r(0) 


11. 10. 46 题 图 11. 10. 47 题 图 
11. 10.47 。 求 一 山 线 族 , 它 在 任意 点 的 矢 径 与 在 该 点 的 切线 之 间 
的 夹 角 中 为 矢 径 与 极 轴 间 夹 角 4 的 4 倍 (n 为 正 整数 ). 

解 ” 设 曲 线 族 的 极 坐标 方程 为 x = >(9,C), 则 曲线 族 的 参数 方程 
为 x 王 rcos0,y 一 rsjing. 求 出 dz == cosbdr 一 rsinbdg ,dg = sinbdr 十 rcosgd0. 
所 以 曲线 上 任意 一 点 (z,y) 处 的 切线 斜率 为 


dr 
tga = 和 = singdr 十 rcosbdg _ WT" 
Br dr coshdr — rsindd0 一 dr 
本 rtg0 
又 矢 径 的 斜率 为 eg0, 由 图 可 知 Y = 一 入 所 以 


dr dr 
Re ey t80 17 二 7 一 t80(77 一 rtg0) 
本 1 二 teate dr _ ar 
而 rtg0 十 tgb(t8g0 7 二 


和 
二 ee 
而 + tg’0 


由 题 意 , 知 8 二 .所 以 tgp 二 tg(n9). 故 得 7 王 7(0,0) 满足 的 微分 
方程 为 


一 03 一 
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1 
wr 
do 

用 分 离 变量 法 解 这 个 微分 方程 ,得 通 解 为 
lny 十 InC 一 二 insinnb) ,或 mm" 一 Csin(ab)， (C = C1). 


这 就 是 所 求 曲线 的 方程 . 
11. 10. 48 ” 设 某 一 海湾 的 海岸 线 呈 直角 形 ,海水 的 流 线 为 双 曲线 
族 也 一 C,(C 为 常数 ), 有 一 条 船 在 海湾 内 行驶 , 船 身 保持 和 水 流 方 向 成 
30" 角 并 指向 海岸 , 问 此 船 行驶 的 路 线 如 何 ? 
解 ” 设 船 的 航线 方程 为 y = y(z) ,航线 上 任意 一 点 P(r,y) 处 切线 
的 倾角 为 a, 则 tga = y. 设 水 流 线 在 
点 了 处 切线 的 倾角 为 p, 则 tep 一 


一 才 . 由 图 可 知 ,p = a 十 后 , 所 以 


一 人 00), 即 号 = rctg(n0). 


航线 


t1 一 地 避 


tga = tg(p ) 


1 十 tptg 三 海 
因此 ,得 航线 所 满足 的 微分 方程 为 
Eg es 
i 
1+ (~- 荆 一 海岸 
hi 
解 这 个 齐 次 方程 ,得 全 


六 一 2 V 3 芒 一 屏 一 上 (为 任意 常数 ) 
即 为 所 求 航线 的 方程 . 为 了 确定 常数 二 还 需要 知道 船 在 途中 一 点 的 位 
办 


尾 


11. 10. 49 证明 曲率 半径 为 常数 的 曲线 是 圆 . 
证 设 曲线 y = f(z) 在 任意 点 (z,y) 处 的 曲率 半径 为 8, 则 
和 (CD 
( 当 间 二 0 时 , 取 正 号 ; 当 间 二 0 时 , 取 负 号 ). 
令 y = 9, 六 二 7, 则 方程 (1) 化 为 
~ 2036 -—-- 
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z 一 土 直 (1 十 7 (2) 

用 分 离 变量 法 解 方程 (2) ,得 通 解 为 
二 = 土 直 (z 一 CD (3) 
由 (3) 式 , 解 得 一 ?二 (4) 


将 方程 (4) 直接 积分 ,得 方程 (1) 的 通 解 为 

一 二 VR 一 (z 一 O00)? 十 Cz, 或 (z 一 C1)? 十 (y 一 Cs)? 一 RR? 
这 是 半径 为 的 圆 . 故 曲率 半径 为 常数 的 曲线 是 圆 . 

11. 10. 50 ” 设 曲 线 在 z 轴 的 上 方 ,在 它 的 每 一 点 处 的 曲率 半径 等 
于 该 点 处 的 法 线 在 曲线 与 z 轴 之 间 的 长 度 . 证 明 : 如 果 曲 线 向 上 四 , 那 
末 它 是 伟 链 线 ; 如 果 曲 线 向 下 凹 , 那 末 它 是 上 半 贺 周 . 

证 ” 设 所 求 曲线 的 方程 为 y =y(z),(y > 0). 在 曲线 上 任意 一 点 
(lz,y) 处 的 法 线 方程 为 

一 y= 一 寺 (X 一 帮 ) 

法 线 与 z 轴 的 交点 为 (z 十 yy, 0), 法 线 在 曲线 与 z 轴 之 间 的 长 度 , 即 
(Cz,9) 与 (z 十 yy,0) 两 点 之 间 的 距离 为 


Vlz— (z+yDF +r=y Vl+y’. 


2 3 人 
曲线 y= f(x) 在 点 (z,y) 处 的 曲率 半径 为 十 亲 一, 故 由 题 意 ,得 y 一 
f(z) 满足 的 微分 方程 为 


BAFETZ (CD 
(1) 当 曲 线 向 上 四 时 ,yw 宇 0, 方 程 (1) 为 
gy =1+y (2) 
令 ? = 一 7 到, 则 方程 (2) 化 为 
7 全 一 1 十 天 (3) 
用 分 离 变量 法 解 方程 (3) ,得 通 解 为 
Og 
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由 (4) 式 , 解 得 
土 VCCw)? 一 1 即 y 一 士 VGC)? 一 1. (5) 
再 用 分 离 变量 法 解 方程 (5)， 得 方程 (2) rt 
Arch(Cu) 一 士 Ciz 十 C2, 或 y= 二 让 hc 土 Ciz). 
这 就 是 所 求 的 曲线 方程 , 它 是 悬 链 线 . 
(2) 当 曲 线 向 下 町 时 ,yw 过 0, 方程 (1) 为 
— y= y+1. (6) 
与 (1) 类 似 ,用 降 阶 法 解 方程 (6) ,得 通 解 为 
(z 十 CC) 二 += 0 
这 就 是 所 求 曲线 的 方程 , 它 是 一 圆周 ,又 因为 y > 0, 所 以 是 上 半圆 周 . 


3. 微分 方程 在 物理 学 中 的 应 用 

(1) 静 力 学 问题 

11. 10. 51 ”用 均匀 材料 建筑 一 个 高 为 i, 顶 面 直径 为 24 的 旋转 体 
形 状 的 支柱 . 如 果 支 柱 顶 部 所 受 的 压力 为 定 值 ,并 要 求 支柱 每 一个 水 
平 截面 上 的 压强 都 相等 , 问 这 个 支柱 的 侧面 是 由 怎样 的 曲线 旋转 而 成 
的 ? 

解 ”如 图 选取 坐标 系 ,设施 转 人 " 
体 是 由 曲线 y = y(z) 绕 z 轴 旋转 而 
成 的 . 支柱 顶 部 的 压强 为 ;25. 在 任 


意 点 z 处 作 支 柱 的 水 平 截面 ,截面 en 
的 面积 为 my, 截面 上 的 压力 为 全 


起 一 坟 压力 的 来 源 是 : 
(1) 支柱 顶部 所 受 的 压力 p; (2) 该 


截面 以 上 部 分 柱 体 本 身 的 重量 x 
y | arar, 其 中 ， 为 材料 的 比重 ,于 11. 10. 51 题 图 
是 有 


起 -= aas. 
将 上 式 的 两 边 对 z 求 导 , 得 所 求 函数 满足 的 微分 方程 为 
ee 3638 ce 
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a 


“2yy = pny, 即 y = 2 
初始 条 件 为 y|:=。 二 a. ey 得 


了 di i 2 2 
权 [ 2 dz, 即 lny 一 Ina ye. 
2 


故 所 求 的 曲线 为 y= ae 
11. 10. 52 ”要 在 舞台 上 用 绳索 悬 吊 一 幕布 , 回 幕布 的 上 沿 应 剪 成 
怎样 的 曲线 才能 使 它 底 边 上 的 各 点 正好 都 接触 地 平面 ? 
解 ” 如 图 建立 坐标 系 , 设 所 求 曲线 的 方程 为 y= 二 y(z) ,因为 曲线 上 
任意 一 点 M(z,y) 与 点 4(0,b) 之 间 的 孤 段 受 三 个 力 ， 
(1) 4 点 的 水 平 张力 有 H; 
(2) M 点 的 拉力 7; 
(3) 幕布 的 重力 w = y | 
(y 为 幕布 的 面 密度 ), 所 以 由 力 的 
平衡 条 件 , 得 
Teosg = H, (1) 
ie =y 人 (2) 


将 (1)、(2) 两 式 相 除 ,得 


te0 一 pa 而 y = t89, 于 是 有 本 

v = 六 | (3) 
将 方程 (3) 的 两 边 对 z 求 导 , 得 y(z) 满足 的 微分 方程 为 

一 Y= 0 (4) 


初始 条 件 为 y1:-。 二 5, 多 | -一 0. 
解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 (4) ,得 通 解 为 
y= Ce Vi: 十 Cze Vk 


由 初始 条 件 y|.-。 二 5,y |. 一 0, 确定 C1 = cz 一 喜 . 故 所 求 的 其 线 广 
程 为 4 一 委 (e- V+eV 记 中 ;或 y 一 beh 十 = 


一 2039 一 


第 十 一 章 ”微分 方程 


(2) 运动 学 问题 

11. 10. 53 ”质量 为 m 的 质点 沿 直 线 运动 ,运动 时 质点 所 受 的 力 为 
二 a 一 bv, 其 中 a、6 为 正常 数 ,v 为 质点 运动 的 速度 , 设 质点 由 静止 出 
发 , 求 该 质点 的 速度 与 时 间 的 函数 关系 . 

解 ”所 求 速度 函数 v == v(t) 满足 的 微分 方程 为 


dv 
出 下 一 2 一 加， 


zj。 一 0. 
分 离 变量 后 积分 ,得 时 一 上 


1 t 
一 Une ~ In(a— bw)]= 二 


故 所 求 的 速度 函数 为 一 £0 — ee- 

11. 10. 54 ”一 汽艇 以 3m/s 的 速度 在 静止 的 水 面 上 运动 时 ,停止 了 
发 动机 ,经 过 20 秒 后 , 艇 的 速度 减 到 2m/s. 设 水 的 阻力 与 艇 的 运动 速度 
成 正比 , 试 求 发 动机 停止 2 分 钟 后 艇 的 速度 . 

解 ”汽艇 的 速度 函数 v= 二 v(t) 满足 的 微分 方程 为 


dv 
{3 一 一 如 ， 


2| -oo 一 3 zy- 一 2. 


其 中 上 为 比例 系数 外 > 0;m 为 汽艇 质量 .分离 变量 后 积分 ,得 


1 即 


"dy :ok 下 
[ |， 即 Inz 一 In3 = 一 me 
k 
亦 即 5 二 3e- 和 ,由 vl,-s 一 2, 确 定 二 一 站 于 .于 是 有 
v= 3e- ms、) 


当 上 一 2 分 = 120 秒 时 ,其 速度 
jia = 30- Ws » 120 ~ 0. 263(my/s). 

11.10.55 ” 设 伞 兵 降落 过 程 中 所 受 的 阻力 和 当时 下 降 的 速率 成 
正比 ,一 伞兵 在 t= 0 时 从 飞机 上 降落 , 求 降落 速率 和 时 间 之 间 的 函数 
关系 . 

解 降落 速度 函数 " 一 v(t) 满足 的 微分 方程 为 


dv 
i i NS 


tj-。 一 0. 


一 2040 一 
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其 中 为 比例 系数 ,nm 为 降落 伞 和 伞兵 的 质量 . 全 是 局 积分 ， 得 


NE 1 a 间 
| [a, 即 一 二 [InCmg 一 io) 一 Inmg] = Lt 


放 所 求 的 速度 函数 为 » = 型 (1 一 。- 和 ). 


11. 10. 56 ”将 质量 为 m 的 物体 在 空气 中 以 初速 度 vo 竖 直 上 抛 , 且 
空气 阻力 为 to?(k 为 常数 ). 求 在 物体 上 升 过 程 中 速度 与 时 间 的 函数 关 
系 . 

解 ”速度 函数 。 = "(2) 满足 的 微分 方程 为 


nm 一 一 my 一 kv. 
初始 条 件 为 ul-。= wn 
分 离 变量 后 积分 ， | > -fu 


即 LV™ Nh 一 arctg -六 
本 二 kro 
故 所 求 的 速度 函数 为 ， 一 bon 和 a 和 


11. 10.57 初始 质量 为 Mo 克 , 在 空气 中 自由 落下 的 雨点 均匀 地 
蒸发 着 , 设 每 秒 燕 发 W 克 , 又 空气 的 阻力 与 雨点 的 速度 成 正比 ,如 果 开 
始 两 点 的 速度 为 零 , 求 雨点 运动 的 速度 和 时 间 之 间 的 函数 关系 . 

解 ” 设 在 任意 时 刻 4, 雨 点 的 速度 为 » 二 "(0). 这 时 ,雨点 的 质量 为 

一 Mt. 故 由 牛顿 第 二 定律 ,得 (2) 满足 的 微分 方程 为 

CM 一 MD 客 一 M4 一 MDg 一 如 ' 即 加 十 了 和 i 一” 
其 中 为 比例 系数 ,这 就 是 所 求 速度 函数 所 满足 的 微分 方程 .初始 条 件 
为 oo 0. 

解 此 -一 阶 线性 微分 方程 ,得 通 解 为 

本 (em mu + C) 


E 
一 一 Me MD + CM — MO™. 


大 
由 sl。 ~ 人 <M。 全 故 所 求 的 于 度 函数 为 


一 20 — 
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v= Mo MD + MM MO 
M—Ek " M—k 。、 ° 


11 10. 58 ” 设 有 一 质量 为 m 的 物体 在 空气 中 由 静止 开始 下 降 . 如 
果 空 气 的 阻力 R = C?w, 其 中 4 为 物体 运动 的 速度 , 试 求 物体 下 落 的 距 
离 与 时 间 的 函数 关系 . 
”” 解 ” 设 在 i 时刻 物体 下 落 的 距离 为 s == s(), 由 牛顿 第 二 定律 ,得 


slt) 满足 的 微分 方程 为 
一 mg 一 CX 人 即时 二 9 一 全 (名 ): (CD 
初始 条 件 为 sl -= 0, 宇 | -= 0 
令 一 = 宝玉 , 则 方程 (D) 化 为 
9 一 到 mr， (2) 
初始 条 件 为 "li-。 = 0. 
将 方程 (2) 分 离 变量 后 积分 ,得 
"dv : m Co 十 Vmg 
一 二 | dt, 即 一 1 =A (3) 
ee 上 CV | Vm 
由 (3) 式 , 解 出 
ew er 
Vmge 关 ™ Wd mg CVoat 
Pr Zr， 即 页 全 (4) 
Cc m 
Vinge 兴 ' a 
=- A 一 -不 满足 初始 条 件 v.o 二 0, 会 去 ). 
Pr 


初始 条 件 为 s1.-。 二 0. 将 方程 (4) 直接 积分 ,得 
,| Min 
5 Vm 


CV 9 
-0 
CV 


m 
dt 去 Inch 


故 所 求 物体 下 沙 的 运动 规律 为 * 一 训 Inch 


11. 10. 58 . 一 质点 从 离 地 很 高 的 地 方 由 静止 开始 下 落 ( 作 用 力 服 
从 牛顿 万 有 引力 定律 ), 设 地 球 粗 对 质点 是 固定 的 ,和 且 和 忽略 空气 阻力 等 
和 
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其 它 因 素 . 试 求 质点 的 速度 对 距离 的 依赖 关系 ,如 果 开始 时 质点 离 地 心 
的 距离 为 sv, 问 经 过 多 长 时 间 质 点 到 达 地 面 ? 

解 ” 取 z 轴 铅 直 向 上 ,原点 在 地 心 处 , 设 质 点 运动 时 的 位 置 函 数 为 
z 三 z(0) , 设 质 点 的 质量 为 m, 地 球 的 质量 为 M, 由 万 有 引力 定律 ,作用 


在 质点 上 的 力 为 P= 一 名 凡 (4 为 引力 系数 ,> 0). 因为 该 万 有 引力 在 
地 面 上 等 于 重力 , 即 当 z = R (R 为 地 球 的 半径 ) 时 ,有 名 4 = mg, 所 以 


mR’g 


kM 二 R'g. 于 是 有 Fr = 一 到， 由 牛顿 第 二 定律 ,得 质点 运动 的 微分 方 
程 为 


cd mRg 


mE GD 
令 到 = 六 喇 一 "至 , 则 方程 (1) 化 为 
宇 = 一 至， (2) 
将 方程 (2) 分 离 变 最 后 积分 得 二 避 二 全? 十 0. 故 
Ce A/2 + ou (C = 2C). (3) 


即 为 所 求 速度 对 距离 的 依赖 关系 ( 负 导 表示 速度 的 方向 与 x 轴 的 正 向 
相反 ) 
如 果 开 始 时 质点 离 地 心 的 距离 为 s0, 则 有 初始 条 件 


dz ， 
zl = snl 0 


由 这 两 个 初始 条 件 , 可 以 确定 (3) 式 中 的 任意 常数 C1 一 一 2 因此 得 


微分 方程 
dz ppp 1 \ 
a 2R’g Er (4) 


初始 条 件 为 flio 二 se 
将 方程 (4) 分 离 变 量 后 积分 ,得 


i 
一 的 和 一 
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即 t 3 arct8 /++ 志 Vl 一 z)] (5) 
9 


当 质 点 落 到 地 面 时 ,z = R, 代 入 (5) 式 , 得 
t= 二 莒 [元 er soarctg A/ 5 2 下 十 VR(so — R)]. 


这 即 为 质点 到 达 地 面 经 过 的 时 间 . 

11. 10. 60 ”在 地 面 上 以 初速 度 m 铅 直 向 上 射出 一 物体 , 设 地 球 的 
引力 与 物体 到 地 心 的 距离 的 平方 成 正比 , 求 物体 可 能 达到 的 最 大 高 度 
(空气 的 阻力 不 计 ,地 球 半径 R = 6370 千 米 ). 

解 ” 取 z 轴 铝 直 向 上 ,原点 位 于 地 球 的 表面 . 设 物体 运动 的 位 置 函 
数 为 z = z(2). 物体 在 运动 过 程 中 仅 受 地 球 引 力 的 作用 , 且 F = 


一 元 和 ,其 中 4 为 比例 常数 ,t> 0. 因为 在 地 面 上 该 引力 就 是 重力 ， 
即 当 z = 0 时 ,有 4 志 = mg,(m 为 物体 的 质量 ), 所 以 求 出 比例 常数 上 = 
ng， 于 是 有 一 一 CR 全 由 牛顿 第 二 定律 ,得 物体 运动 的 微分 方 


程 为 
人 Ro 坚 一 th 号 
初始 条 件 为 re 一 0, 和 | 一 we 
令 生 = 六 肥 一 至, 则 方程 (1) 化 为 
n= (2) 
初始 条 件 为 "| = me 
将 方程 2) 分 离 变 最 后 积分 ,得 wo 一 一】 元 
Wn de 总 全 (3) 
当 物体 达到 最 大 高 朗 时 ,» = 0. 帮 由 (3) 式 得 所 求 的 最 大 高 度 为 
= 


11. 10. 61 ”一 质点 被 吸 向 固定 点 0, 吸 引力 与 质点 与 点 0 的 距离 
一 2644 一 
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成 反比 . 车 质点 是 从 静止 状态 被 吸引 的 , 求 它 到 达 0 点 所 需要 的 时 间 . 
(已 知 T( 计 ) = Vz). 

解 ” 设 质点 的 初始 位 置 为 4, 取 04 轴 为 0z 轴 , 则 4 点 的 坐标 为 zo 
设 质点 运动 时 的 位 置 函数 为 z 二 z(t). 由 牛顿 第 二 定律 ,得 质点 运动 的 
微分 方程 为 


dz 


mn 地 二 一世 (4 为 比例 常数 ,> 0). (CD 
初始 条 件 为 zl-。 一 zo, 嗓 | -= 0， 


d dv 要 
解 可 降 阶 的 微分 方程 (1). 令 至 一 v, 晤 = "至 , 则 方程 (1) 化 为 
dv 天 


| (2) 
初始 条 件 为 |,- 
将 方程 (2) 人 得 
fw = 上 一 志和 z, 即 吉 ”一 一 二 In 二 (3) 
由 (3) 式 , 解 得 坚 一 ， 一 总 In 到 (4) 
初始 条 件 为 zl-。 一 zo- 


将 方程 (4) 分 离 变量 后 积分 ,得 
yr (5) 


设 质点 到 达 0 点 所 需 的 时 间 为 了 , 即 上 王 Z 时 ,z 王 0, 故 由 (5) 式 ,得 
2k 
元 7 一 W rzo, 即 了 一 re 其 中 


下 dr = 
A / ln Ea 
11. 10. 62 ”一 单位 质量 的 质点 沿 z 轴 运动 ,所 受 的 力 为 F(z) = 
一 sinz. 若 质点 的 初始 位 置 为 原点 ,初速 度 为 2, 证 明 :当时 间 上 一 十 co 
时 ;质点 趋 近 于 下 个 极限 位 置 ,并 求 出 此 极限 位 置 & 


| 一 zf) 二 YAz0( 令 In 之 二 ww). 
0 2 zo 
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解 ” 设 质点 的 位 置 函 数 为 z == zx(D ,由 牛顿 第 二 定律 ,得 z(t) 满足 


的 微分 方程 为 
dx 
a 
初始 条 件 为 zi-o = 0, 至 |-。= 2. 


PLL dz dv 


令 责 二 如 下 一 td 


一 一 Sinz， 


2 一 一 一 Sinz 
二 


初始 条 件 为 v1。 == 2. 
将 方程 (2) 分 离 变 量 后 积分 ,得 


， = _ 访 a 
fr = fi 一 sinz)dz, 即 本 一 2 = cosz. 


由 (3) 式 , 解 得 
空 =，= pe 
初始 条 件 为 z|,-。 = 
将 沪 各 < 为 半 过 虹 基 机 中。 得 . 
dz 
一 一 一 一 | di, 即 Intg( 于 十 工 ) 一 上 
[eat 


亦 即 = 4(aretge 一 子 ). 故 


i ey i A 
rn Jim4(arctge 4 )= 4( 了 4 )=7. 


(DD) 


(2) 


(3) 


(4) 


11. 10. 63 有 一 物体 的 质量 为 ,以 初速 度 wm 从 一 斜面 上 推 下 . 若 
斜面 的 倾角 为 a, 摩 擦 系数 为 4， 求 物体 在 斜面 上 移动 的 距离 和 时 间 的 


关系 . 
解 ”如 图 所 示 , 物 体 的 受 力 情形 如 下 : 


(1) 重力 mg. 重力 沿 斜面 的 分 力 了 = mgsina, 沿 斜面 法 向 的 分 力 f 


= mgcosa. 


(2) 摩擦 力 R = a 一 pmgcosa. 因此 ,使 物体 运动 的 合力 为 


— R= mglsina— kcosa): 


设 物体 的 位 轩 汪 数 为 .J 熙 师 第 三 定律 得 ;物体 起 沙 的 和 


一 0 输 一 
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分 方程 为 


mlg(sjina 一 pcosa) 一 m 人 印 = = g(sina 一 pcosa). 


初始 条 件 为 s| -一 0， 多 1 一 wo. 积分 得 锡 二 glsina 一 pcosa)t 十 Ct 
ds 
由 全 |-e 一 0 确定 C1 = vw 于 是 有 
至 = g(sina -一 pcosa)t 十 vo. 
再 积分 ,得 
B's 二 Gina 一 pncosa)g 十 vot 十 C2. 


由 sj-o = 0, 确 定 Co 一 0. 故 所 求 物体 在 斜面 上 移动 的 距离 和 时 间 的 关 
系 为 


pcosa)gt2 + rot. 


11. 10. 63 题 图 11. 10.64 题 图 


11. 10. 84 ”一 个 玻璃 管 408 在 垂直 于 地 面 的 平面 内 ,以 不 变 的 角 
速度 %。 绕 其 上 一 点 0 转动 ,管内 有 一 个 质量 为 m 的 质点 P 沿 着 玻璃 管 运 
动 , 设 质点 ?的 初始 位 置 与 点 0 相距 为 ro, 初 速度 为 wo, 如果 不 计 摩擦 
力 , 求 在 管内 

(1) 质点 P 运 动 的 微分 方程 ; 

(2) 质点 了 在 任何 时 刻 的 位 置 ; 

(3) 质点 P 作 简 谐 运动 的 条 件 . 

解 ”选取 z 轴 与 > " 轴 ， 如 图 所 示 , 原 点 位 于 0 点 . 设 * 轴 与 z 轴 的 夹 
角 为 9, 则 9 一 ox 

ov 换 在 在 意 轩 刻 态 质点 己 的 位 置 为 (r19 寿 点 已 所 受 重 办 atz 沿 玻璃 
一 2047 一 
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管 方 向 的 分 力 为 了 一 一 mgsing 一 一 mgsinox. 由 牛顿 第 二 定律 ,得 质点 P 
运动 的 微分 方程 为 

mn 一 一 mgsinot， 即 客 一 一 veinot 
初始 条 件 为 | -。 二 ro， 守 11-。 = vo. 连续 积分 两 次 ,得 通 解 为 


r= sinot + Ct + C2. 


由 7(0) = ro,r(0) = ,确定 C, 一 w 一 卫 ,Cs = ro 于 是 有 


7 一 sinot 十 (za 一 Yt 十 ro 


故 在 任意 时 刻 i, 质 点 P 的 位 置 为 
{ = sinox 十 (ze 一 Yt 十 ro， 
0= ot. 


由 上 式 容易 得 到 , 当 w = 占 时 ,质点 P 在 管内 作 简 谐振 动 ,振动 方 
程 为 一 7 二 全 sinot, 


11. 10. 65 ”一 质量 为 m 的 质点 由 静止 开始 沉 入 液体 ,下 沉 时 , 液 
体 的 反作用 力 与 质点 下 沉 的 速度 成 正比 , 求 该 质点 的 运动 规律 . 
解 ” 设 经 过 时 间 4 质 点 在 水 面 下 s(t) 处 ,这 时 ,液体 的 反作用 力 


为 kk 为 比例 系数 ). Se 得 sl2) 满足 的 微分 方程 为 


ds s , 即 上 十 上 如 
人 4 本， a ma 9 


初始 条 件 为 sl。 一 0, 人 |,-。= 0 
解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 


s= 0 + Ce + 


由 初始 条 件 so = 0, 溉 |. 二 0, 确定 C 一 一 于 9.C; = 亚 9. 故 所 求 


质点 的 运动 规律 为 s 一 + 人 ge 和 一 D. 


12..10, 6 - 村 为 1 者 开 始 沉 入水 中 .下 大 时 朱 册 
一 2048 一 
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反作用 力 与 下 沉 的 速度 成 正比 , 求 潜水 艇 下 沉 的 深度 与 时 间 的 函数 关 
。 解 ”到 z 轴 铝 直 向 下 ,原点 位 于 水 面 . 设 潜水 艇 的 位 置 画 数 为 
z = z(0)， 分 析 潜水 艇 在 下 沉 过 程 中 所 受 的 力 ; (1) 重力 : (2) 浮力 ; (3) 


王 沉 时 水 的 反作用 力 了 一 一 kk 为 比例 数 * 二 0). 前 两 个 力 ( 重 力 与 
浮力 ) 都 是 常量 ,将 它们 的 合力 称 为 下 沉 力 , 记 作 F. 由 牛顿 第 二 定律 ， 


得 潜艇 运动 的 微分 方程 为 
dz kdr FF 
tr 委 , 即 多 斑 + ma m. 


en 
解 此 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 
z 一 Ci 十 Cae- 如 十 Xe 


由 z(0) = 0,z(0) = 0, 确 定 C, = 一 Wc. = 下, 故 潜水 艇 下 沉 的 深 
与 时 间 的 函数 关系 式 为 
I= Ce 站: 二 D +t 


11, 10. 67 长 为 6 米 的 链条 自 旧 上 无 摩擦 地 向 下 滑动 . 假设 在 运 
动 开始 时 ,链条 自 桌 上 垂直 部 分 已 有 - 米 长 . 问 需要 多 少时 间 链 条 才 爹 
部 滑 过 桌面 

解 ” 设 在 任意 时 刻 1, 链 条 垂下 的 部 分 长 为 s = s(2) 米 , 则 此 时 链 
条 受 力 为 ysg 牛 蛋 (y 为 链条 的 线 密度 ). 由 牛顿 第 -定律 得 ,s(0) 满足 的 
微分 方程 为 


6 9 = : ysy; 即 ~ = 0. 
初始 条 件 为 sl -= 1， $l -0 一 


解 这 个 - 阶 关 系数 线性 并 次 方程 ,得 通 解 为 
s= Ce re 


由 slo 一 4,316 = 0, 确 定 C = C= 去. 于 是 有 


2049 一 
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一 二 (eV 二 :十 eV 二 9 (sk). 


角 得 (一 Sncs 二 VE i = Snes YF 二 1 不 合 题 


意 ,会 去 ). 
当 链 条 全 部 滑 过 桌面 时 ,s = 6, 代 入 上 式 得 


nd6 十 V35) ( 秒 )， 


即 链 条 全 部 兴 过 旧 面 网 要 A/ nC6 十 V35) 秒 . 


11. 10. 68 ”一 -链条 挂 在 一 个 无 摩擦 的 钉 上 , 设 运动 开始 时 . 链条 
的 一 边 乖 下 8 米 , 另 -一边 季 下 10 米 ,试问 整个 链条 滑 过 钉子 需要 多 长 
时 间 ? 
解 ” 设 任意 时 刻 ! 链 条 垂下 较 长 的 一 边 长 度 为 s= s(D 米 , 这 时 ， 
链条 受 力 为 
y[s 一 (18 一 s)]y = 2yg(s 一 9)( 牛 顿 ) ， 
其 中 为 链条 的 线 密度 . 由 牛顿 第 - ee s(C0 满足 的 微分 方程 为 
18y 估 一 2yg(s 一 9)， 即 字 a 3 9g. 
初始 条 件 为 s1.-6 一 10, 宇 A 5 二 人 
解 这 个 … 阶 常 系 灼 线 性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 
s = C0 Ce St 9. 
由 初始 条 件 sl 一 40, 1 -= 0, 确 定 C, = 5C: 二 ,于 是 有 
j= 让 +e) ++9 ( 米 )、 
由 此 解 得 ， + = a s 一 9 二 V(s 9) 一 1) ( 秒 )- 
在 上 式 中 , 令 *= 18, 得 
l= En 18— 9+ V8 — 9 1) 
和 
= 一 -In(9 十 V80)( 秒 ). 
时 


一 2050 —— 
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即 整 个 链条 滑 过 钉子 需要 "0 十 V80) 秘 , 
9 
11. 10. 69 ” 设 单 摆 的 摆 长 为 (, 摆 锤 的 质量 为 允 开始 时 拉 一 个 小 
角度 ,然后 放 开 ,使 其 自由 摆动 . 在 不 计 空气 阻力 的 条 件 下 , 求 单 摆 的 
角 位 移 0 随时 间 t 的 变化 规律 
解 ” 取 逆 时 针 方 向 为 角 位 移 9 = 0(t) 的 正方 向 ,使 氛 犹 运动 的 力 
为 一 mgsiny, 设 0 二 4(t) 所 对 应 的 孤 长 为 s, 则 s = 6, 求 出 摆 锤 运动 的 
d’0 


切 向 加 速度 为 党 = 44， 由 牛顿 第 二 定律 ,得 ,0(1) 满足 的 微分 方程 为 


dg hn d20 
ml pr mgsing; Bz 一 一 了 sino. 
因为 当 9 很 小 时 ,sing 人 0, 所 以 
dg go 
mt 


初始 条 件 为 901.6 二 0, 名 1 = 0. 
解 这 个 二 阶 常 系 数 线性 齐 次 微分 方程 ,得 通 解 为 


0= Cicos A/ 了 4 Casin Nt 


由 初始 条 件 41.-o 二 9,0 46 二 0, 确定 C1 二 00,C; = 0. 故 单 摆 的 运动 规 


律 为 
1 = Oocos A / I 


11. 10. 70 有 一 截 面 均 匀 的 梁 ,长 为 1, 其 自由 端 受 水平 牵引 力 
@ 的 作用 ,其 微分 方程 为 


sp dy 1 ， 
El 21 一 @y 一 Fe 上 
其 中 为 该 梁 材料 的 弹性 模 量 ,/ 为 梁 的 截面 对 于 中 和 轴 的 转动 惯量 ,w 
为 梁 的 单位 长 度 的 重量 , 试 求 其 弹性 曲线 . 
解 ”将 给 定 微分 方程 化 为 


一 -25 一 
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的 通 解 为 y 二 Cie- V 久 :十 Cxe 名 
设 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 形 如 y == 4z: 十 Bz 十 C, 代 入 方程 ,确定 


故 所 求 的 弹性 曲线 为 
y= Cie- V+ ceV 下 十 蚊 二 史 
0. 10.71 ， 一 根 张 紧 的 弹性 弦 , 其 一 端 固定 ,而 另 一 端 系 一 质量 
为 m 的 质点 ,其 运动 方程 为 mn 党 = 一 型 (s 一 沾 , 式 中 1 为 该 弦 的 固定 长 
度 ,e 为 弦 因 重量 my 而 产生 的 伸 长 , 求 * 及 "一 这 ,并 由 4 二 0 时 s== w% 
及 "一 0 确定 其 常数 . 
解 ”将 给 定 方程 化 为 党 十 2s 一 下 . 初始 条 件 为 
sho = sl = 0 


解 这 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 


s= CeosA/ Lt+ CsinA/ 2 十 上 
d: / / / / 
因此 > 二 一 和 人 sin 和 十 Ca eos Se 


由 初始 条 件 s(0) = so,z(0) = 0, 确 定 C1 = so 一 1,C; = 二 0. 故 


3 一 (so Deos Af Lt+i, v=— (so D A/ Zsin A/ -1 
e e 区 


即 为 所 求 . 
11. 10.72 圆 形 薄板 在 受 轴 对 称 的 均匀 分 布 荷载 时 ,其 挠 曲面 微 
分 方程 为 


是 2 dw 1 do 1 dw ne 
adr! rT dr’ rT? dr’ 73 dr 万 
(其 中 为 单位 面积 的 均匀 荷载 ,D 为 板 的 刚度) ; 试 求 徽 分 方程 的 通 


解 . 
MM 
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解 ”将 给 定 方程 化 为 
dw dw 2 do 站 do 9 4 
dr dr? dr 各 
解 欧 拉 (Euler) 方程 (1)， 这 r= 要 t 二 Inr, 则 方程 (1) 化 为 
a 4 
-4 党 十 4 经 = = 了 (2) 
解 四 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (2) ,得 通 解 为 
w=C+C#+ CC: 十 CWer + Be 
令 t= inr 或 一 ,得 给 定 方程 的 通 解 为 
中 一 C 十 Cnr 十 (Cs 十 Ciinr)r: 十 or" 
11. 10.73 ”在 有 阻尼 的 情况 下 ,物体 自由 振动 的 微分 方程 为 


党 By 二 
re y= 0， 


(1) 


其 中 双 为 介质 阻力 特性 系数 ,了 为 物体 的 固有 频率 的 平方 , 试 求 物体 


振动 的 曲线 方程 
解 六 二 太 国信 大 区 各 信 池 次回 的 特 全 代为 
rz 十 全 十 对 一 0. 
有 下 列 三 种 情形 : 


(1) 当 居 一 4ma>0 时 ， A 


lo 一 4 oa 十 Ce 一 4+ re， 


(2) 当 庆 一 4ma == 0 时 ,所 求 的 曲线 方程 为 :y = (Ci 十 Cit)e- 加 4 
(3) 当 记 一 4ma 过 0 时 ,所 求 的 曲线 方程 为 : 


Y 人 名人 ~— Pb’, sinY 人 0 


11. 10. 74 条 拉 紧 的 弹 筑 所 受到 的 拉力 与 的 发 六 信康 下 
比 , 当 长 度 增 长 1 厘米 时 ,弹簧 拉力 为 9. 3 牛顿 ,' 今 有 质量 为 2 千克 的 物 
体 挂 在 弹簧 的 下 端 ， 当 弹 簧 保持 平衡 后 将 它 稍 向 下 拉 ， 然后 再 放 开 , 试 
求 由 此 所 产生 的 振动 运动 的 周期 . 

解 取 : 轴 负 直 向 下 , 腻 点 位 于 往 杀 的 入 交 位 是 册 . 设 狗 体 运动 时 


3 一 e -大 (Cicos 
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的 位 置 函 数 为 z 二 z(2). 由 已 知 .弹簧 的 弹性 系数 为 := 9.8 X 10*( 牛 屯 
/ 米 ), 因 此 ,物体 在 运动 过 程 中 所 受到 的 弹性 恢复 力 为 一 如 ,由 牛顿 第 
二 定律 ,得 物体 运动 的 微分 方程 为 


nn 守 = 一 二, 即 宫 十 上 + 一 0 
解 此 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 ,得 


r= Cicos 二 十 Cssin A / 全 
= VC 十 Casin(A/ 和 t+ 9)( 米 ) 


其 中 ep , 故 所 求 振动 运动 的 周期 为 7 二 2rA/ 于 = 2.8 秒 ， 

11. 10.75 ”一 质量 为 4 千克 的 物体 挂 在 强 和 的 下 映 , 它 使 弹 筑 介 
长 了 1 厘米 ,假设 强 筑 的 上 端 有 一 转 动机 产生 铝 直方 向 的 作用 力 fo 
= 20sin30! 牛顿, 并 且 在 开始 时 (t -- 0) 重 物 处 于 前 目 状 态 , 试 求 此 重 物 
运动 的 规律 . 

解 。” 取 z 轴 名 直 向 下 ,原点 位 于 物体 的 平 稀 位 置 处. 设 物体 运动 时 
的 位 置 画 数 为 z = z(0). 由 已 知 弹 禾 的 弹性 系数 为 4 一 4 X 9.8 X 10 牛 
顿 / 米 . 由 牛顿 第 二 定律 得 


dz dir 类 
m= 一 kz 十 了 (0 , 即 ZE 十 二 20sin30t. 


初始 条 件 为 xl- 一 0 到 |-e 一 0 
解 此 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 


z= CicosA/ Ett Cssin A/ t+ 0. 25sin304. 
m m 


由 z(0) = 0,z(0) 一 0 确定 C= 0,C: 二 一 7.5A/ 于 一 0. 24. 
故 所 求 重 物 的 运动 规律 为 
z = 0.25sin30t 一 0. 24sin V9804( 米 ). 
11. 10.78 设 弹 簧 的 上 端 固定 ,有 两 个 相同 的 质量 为 mm 的 重 物 挂 


在 弹簧 的 下 端 使 弹簧 伸 长 了 24, 今 突然 取 掉 其 中 的 一 个 重 物 ， 2 
由 静止 状态 开始 所 动 , 束 所 挂 重 物 的 运动 规律 .… 


一 2954 一 
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解 ” 取 z 轴 铅 直 向 下 ,原点 在 距 弹 簧 固定 端的 /十 a 处 (其 中 1 为 弹 
簧 在 自由 状态 时 的 长 度 ). 设 重 物 运动 时 的 位 置 函 数 为 z = z(), 由 已 
知 ,质量 为 2m 的 重 物 使 弹簧 伸 长 了 2a, 所 以 由 虎 克 定律 可 确定 弹簧 的 


弹性 系数 为 2mg = t2a, 即 上 一 3 


因此 ,物体 在 运动 过 程 中 所 受到 的 弹性 恢复 力 为 一 gz, 由 牛顿 第 二 定 
律 ,得 物体 运动 的 微分 方程 为 


dz my 
mn 六 z, 即 


初始 条 件 为 z|,-。= a. 到 | -= 0. 
解 此 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 ,得 通 解 为 


z 一 Cicos A/ Ltt Czsin A/ Zt. 
a a 


由 z(0) = a,z(0) = 0, 确 定 C, = a,C; = 0. 故 重 物 的 运动 规律 为 


= cs/ 

11. 10.77 “有 一 质量 为 m 的 重 物 悬 挂 在 弹簧 的 一 端 ,并 在 一 个 铅 
直 平 面 内 运动 , 设 弹簧 把 这 物体 拉 向 固定 悬挂 点 0 的 弹性 力 与 距离 > = 
OM 成 正比 , 问 W 点 的 运动 轨迹 是 什么 ? 

解 ”如 图 ,选取 坐标 系 ,作用 在 重 物 M 上 的 力 有 : 

(1) 重力 : 一 mgj; 

(2) 弹性 恢复 力 : 一 tr 二 一 kzi 一 kyj(k 为 弹性 系数 ,k 之 0). 
由 牛顿 第 二 定律 ,得 物体 运动 的 微分 方程 为 


dz qd k 
m=， 过 十 元 z 一 ， 
dy 或 diy k 
mi 一 一 mg - ky. tn 
解 此 常 系数 线性 微分 方程 组 ,得 
Z 一 Cicos E+ CssinA/ Et, 
m m 
es a / k mg 
3 = Cacos i 十 Cisin mt Fa 
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消去 ,得 
[cz 一 Cz(y 十 30 十 [cxz 一 ctGy 十 于 1] = (CC — 0,0)7. 


这 是 中 心 在 点 (0, 一 2 字 ) 的 椭 网 族 . 
y 


(x,y) Ly 


xf(S) 


11. 10. 77 题 图 11. 10.78 题 图 


11.10.78 ”如 图 所 示 , 人 码头 位 于 0 点 处 ,在 相距 a。 米 的 河 对 岸 向 着 
码头 开 出 一 只 轮船 ,速度 为 "方向 朝 着 0 点 ,水 流 的 速度 为 w, 求 轮船 
所 走 过 的 曲线 方程 . 

解 ” 设 所 求 曲 线 方程 为 y = y(z). 在 曲线 上 任意 一 点 (z,y) 处 , 轮 
船 的 瞬时 速度 在 z 轴 与 y 轴 上 的 分 量 分 别 为 


守 = 一 weos9 与 措 二 mm 一 vsin0， 
gy 
于 是 有 笠 二 于 二 人 二 ?sinb 
于 是 有 去 i ,又 
dt 
sin0 = 也 = 邓 
Vr + /rr 十 天 
2 
的 一 加 
故 得 dy V+ 即 dy_ ya /n+ Ny 
LS i ”dz 工 如 hy 
Vz 


这 是 所 求 函 数 y(z) 满足 的 微分 方程 . 初始 条 件 为 y| .= 0. 
令 羡 二 4, 即 9 二 za, 则 方程 (1) 化 为 


一 2056 一 
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u 二 zw 一 二 一 上 V1I 十 妇 , 即 zu 一 一 上 VI 十- 好. 
其 中 = 衬 . 初始 条 件 为 *1:-. 一 0 


将 方程 (2) 分 离 变 量 后 积分 得 
-du i pr 
| [Sain + V1 十 加) = bn 


亦 即 = 方 [( 和 一 (三 )']. 故 所 求 的 曲线 方程 为 


Tz a 立 
9 一 到 [( 人 一 (二 人 . 


(2) 


12. 10. 79 ”位 于 坐标 原点 的 战舰 向 位 于 oz 轴 上 4 点 处 的 敌 舰 发 
射 制导 鱼雷 ,使 鱼雷 永远 对 准 敌 舰 , 设 敌 舰 以 最 大 速度 w 沿 平行 于 oy 
轴 的 直线 行驶 ,又 设 鱼雷 的 速率 为 506, 求 鱼雷 航 迹 曲线 的 方程 ,又 敌 般 


行 多 远 时 将 被 击 中 ? 


解 ”为 计算 方便 , 设 04 = 1, 设 鱼雷 的 航 迹 曲线 为 y 二 y(z), 即 在 
时 刻 i 鱼雷 的 位 置 在 (z,y) 处 ,这 时 敌 舰 的 位 置 在 (1,vw) 处 . 由 已 知 鱼 


雷 水 远 对 准 敌 舰 ,所 以 
dy vt—y 他 
本 
将 方程 (1) 的 两 边 对 z 求 导 , 即 
dt dy dy dy dt dy 
we Nm en 


由 已 知 ,鱼雷 的 速率 为 5o0, 即 A ( 算 )? 十 (各 )* = 5ow 
于 是 有 此 A/ 1 十 ( 笃 ): = 5ow 由 此 可 得 
AT+ (7 


dr 5zo 


将 (3) 式 代 入 方程 (2) ,得 曲线 y 二 f(z) 满足 的 微分 方程 为 


四 ) 5 _z) 王 
M1+ (并 = 50 D7 


初始 条 件 为 y |.-o 一 0; 型 1.-s=0. 


(1D) 


(2) 


(3) 


(2) 
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解 微分 方程 (4), 令 型 一 ,名 一 至, 则 方程 (4) 化 为 
VT+F= 50 一) 至 . (5) 
初始 条 件 为 71.-6 一 0. 
将 方程 (5) 分 离 变量 后 积分 ,得 | 一 < A = 入! 节 


jn(p 十 VTFF) 二 一 了 mdl 一 2， 


亦 即 p+ VI+F= (7). (6) 
由 (6) 式 , 得 
一 ?十 Vi 二 = 一 一 二 (一 zt (7) 
?十 V1 十 天 和 < 
因此 ,由 (6)、(7) 同人 
dy EE i , 
De y[0- 2Z)-5 (1 z)5]. (8) 


初始 条 件 为 ”y 1,=。 二 0. 
将 方程 (8) 直接 积分 ,得 y = 记 几 a = DF (1 DFaz. 


即 CR A a 
这 就 是 鱼雷 航 迹 的 曲线 方程 

人 它 的 横 内 标 为 > 一 1, 所 以 将 z 一 1 代入 (9) 
式 得 ?= 去 - 即 敌 舰 行 亏 单位 长 度 后 被 击 中 . 

11.10. 80 ”一 小 船 4 从 原点 出 发 以 固定 的 速度 w 沿 y 轴 下 向 行 
驶 , 另 一 小 船 B 从 z 轴 上 的 负 向 上 一 点 (zo0,0) 出 发 ,以 始终 指向 4 的 固 
定 速度 朝 4 船 追 去 , 试 求 卫 船 行驶 的 路 线 ,并 回答 下 列 问题 : 

(1) 如 果 2 > zo 问 下船 需要 多 长 时 间 追 上 4 船 ? 

(2) 如 果 训 二 m, 问 8 船 与 4 船 可 以 接近 到 怎样 的 程度 ? 

解 与 11.10.79 题 类 似 ， ,得 有 船 胃 行路 线 y 一 9) 所 满足 的 微分 


vo f dy We 
D1 和 (= -名 “* CD) 
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初始 条 件 为 了 | -= 0, 型 |.-。= 0 
解 微分 方程 (D , 令 型 = p, 绕 = 至, 则 方程 CD 化 为 
mVT 十 庆 一 = 昱 
1 十 严 一 一 了 天. (2) 


初始 条 件 为 。 2| ,一 
将 方程 (2) 分 离 变量 后 积分 ,得 


CS “各 二 一 In 之 
必 i .全 , 即 me+ VI 十 闸 = 一 总 mn 二 
O_o 
亦 即 ?十 Vli+r 二 (3) 
当天 央 时 ,由 (3) 式 解 得 
_ 
0 ee aD (4) 
初始 条 件 为 | := 二 
特大 种 计生 各 四 各 
1fe 
y 一 . 斑 | es "1 zz"1)dz. 
% mo 
_ /? Z0 1 a Tl 1 全 op 
y pt ee 0) Ww (5) 


这 即 为 ww 关 wv, 时 ;8 船 的 航行 路 线 . 
(1) 设 经 过 时 刻 i,B 船 追 上 4 船 ,这 时 B 船 的 位 置 在 (0,v0)， 


将 xz 一 0,y = vt 代入 (5) 式 ,得 vat 二 一 We 故 4 一 二 要 ez 
即 8 船 追 上 4 船 需要 的 时 间 为 jz 一 azo 
当 w 一 时 ,(3) 式 为 


?十 VI 十 严 一 双 ， (6) 
由 (6) 式 解 得 , 于 一? 一半 ( 生 一 三 ). (7) 


中 四 


初始 条 件 为 ?| .~ 一 
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将 方程 (7) 直接 积分 ,得 y 一方 (至 一 三 )dz 


即 = 他 In 宇 一 站 十 好， (8) 


这 就 是 当 v, = m 时,B 船 的 航行 路 线 . 

(2) 由 (8) 式 容易 得 到 时 , 当 z 一 0,y 一 十 oo. 这 说 明 8 船 的 航行 路 
线 是 以 4 船 的 航行 路 线 z = 0 为 渐 近 线 的 ,所 以 4.B 两 船 可 以 无 限 接 
近 . 


(3) 电学 问题 

11. 10. 81 ”有 一 个 由 电阻 R 和 电容 C 串联 组 成 的 电路 ,其 中 有 为 
20 欧姆 ,C 为 0. 01 法 拉 , 当 开关 合 上 时 (( = 0), 电 容器 C 的 极 板 上 电量 
9 为 0.74 库仑 , 求 电量 9(2). 

解 ” 设 电路 中 的 电流 为 i() ,电容 器 两 极 板 间 的 电压 为 uw, 由 电学 


中 的 知识 知道 ,i = 锚 ,u = 也 ,又 由 回路 电压 定律 ,得 名 十 访 = 0. 故 


得 9 满足 的 微分 方程 为 PR 至 十 名 ==0, 即 20 撒 十 1004 一 0. 初始 


条 件 为 9|,-o= 0.74. 

解 这 个 一 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 ,得 通 解 为 9 = Ce-*. 由 9g|,-o= 
0.74, 确 定 C, == 0. 74. 故 所 求 的 电量 为 9(t) = 0.74e- 

11. 10. 82 ” 设 一 电路 如 图 所 示 , 其 中 电源 电动 势 二 10 伏特 , 电 
阻 R== 100 欧 姆 ,电容 C == 0.01 法 拉 , 设 在 := 0 时 ,电容 器 C 极 板 上 没 
有 电荷 . 

(1) 当 开 关 天 拨 向 4 后 , 问 经 
过 多 长 时 间 电 容器 C 两 极 间 的 电压 
uc 二 5 伏特 ? 

(2) 开关 拨 向 4 后 ,经 过 相 
当 长 时 间 ,uc 的 值 达到 (接近 ) 外 加 
电压 如, 这 时 将 开关 K 拨 向 B, 试 求 
uw 的 变化 规律 , 问 经 过 多 长 时 间 ,uc 
二 5 伏特 ? 

解 (1) 设 电路 中 的 电流 为 i(0) ,电容 器 C 极 板 上 的 电量 为 9(9， 
由 电学 中 的 知识 知道 


11. 10. 82 题 图 


Nh 
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1 一 全 ,到 一 全 a) 
又 由 回路 电压 定律 ,得 5 一 名 一 Ri 二 0 (2) 
由 (1), 得 9 = Cuci = C 些 ,并 代入 (2) 式 ,得 

RhC 锭 十 we 一 已 
将 给 定 的 数值 代入 方程 (3) ,得 

+ = 10. 04) 


初始 条 件 为 uc | ,~o= 0. 

解 一 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (4) ,得 通 解 为 u = Cie-' 十 10. 
由 xw|,-*= 0, 确 定 C, = 一 10, 于 是 有 

uc 一 一 10e-' 十 10( 伏 特 ). 

令 w 一 5, 由 5 一 一 10e-' 十 10 解 得 (= ln2( 秒 ). 这 就 是 说 ,经 过 ln2 
秒 ,电容 器 C 两 极 板 间 的 电压 达到 5 伏特 . 

(2) 当 开关 拨 向 B 时 ,回路 中 没有 外 接 电源 , 即 = 0, 由 方程 (4)， 
得 de | wo = 0. (5) 
初始 条 件 为 uc | .-o== 10. 

解 一 阶 常 系 数 线性 齐 次 方程 (5) ,得 通 解 为 uc = Cxe-'. 由 xj- 一 
10, 确 定 Cz 二 10. 故 uc 的 变化 规律 为 we 二 10e-…( 伏 特 ). 

令 wc 二 5, 由 5 二 10e-' 解 得 t 二 In2( 秒 ). 这 就 是 说 ,经 过 ln2 秒 ， 
电容 器 C 两 极 板 间 的 电压 降 到 5 伏特 

11. 10. 83 ”有 一 个 由 电阻 R, 自 感 工 和 电源 串联 组 成 的 电路 ,其 
中 RL 均 为 常量 ,分 别 在 下 列 情况 下 求 电流 iD : 

(1) 电源 电动 势 为 常量 

(2)E 二 Businot (Bo 均 为 常量 ). 

解 ”由 电学 中 的 知识 知道 , 当 电 流 变 化 时 ,L 上 有 感应 电动 势 
一 荆 贫 . 由 回路 电压 定律 ,得 

E 人 iR 0, 即 号 十 Fa 过 (1) 


(1) = Bo(E 为 常量 ), 则 方程 (1) 为 


第 十 一 章 ”微分 方程 


训 十 卫 i 一 加， (2) 
解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,得 通 解 为 


_ /PB i dd ON ri 
:= ([ Pla + je = ce 和 二 到 


故 所 求 的 电流 为 i(2) 一 Ce- 全 十 有 
(2) 方程 (1) 为 至 十 到 一 sino i 


解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ,得 通 解 为 

i= [fsnon dtra 十 celta 
故 所 求 的 电流 为 

i(t) Ce 全 十 下 让 (Rsinot arcosot). 


12. 10. 84 ”有 一 个 由 电阻 R, 自 感 忆 ,电容 C 和 电源 瑟 串 联 组 成 的 
电路 ,其 中 RL 和 0C 均 为 常量 ,电源 电动 势 = 二 Businot, 分 别 在 下 列 情 
况 下 求 串 联 电路 的 振荡 方程 ; 

(1) 电容 器 充电 时 ; 

(2) 电容 器 充电 后 撤去 外 电源 已 

解 ” 设 电路 中 的 电流 为 i() ,电容 器 极 板 上 的 电量 为 9(t) ,两 极 板 
间 的 电压 为 we, 自 感 电动 势 为 ,由 电学 中 的 知识 知道 

d 
i= 到 各 ， B=— 1—. (1) 
又 由 回路 电压 定律 ,得 


已 一 工 二 一 二 一 应 = 0. (2) 


(Fsinat 一 o7cosat). 


局 dd 下 diue 
由 (1) 得 ,9 一 Coeyi 一 下 一 0 天 ,下 一 0 ,代入 方程 (2), 得 


ze 驳 + ROW + ue=E. (3) 
(1) 在 电容 器 充电 时 ,8 二 Basinot, 故 得 串联 电路 的 振荡 方程 为 
几 宫 ++RO 束 十 w= Bsinwt | (4) 


一 2062 一 
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(2) 在 电容 充电 后 撤去 外 电源 时 ,B 二 0. 故 得 串联 电路 的 振荡 方 
程 为 


due 所 
下 十 we 一 (0. (5) 


11. 10. 85 ”有 一 个 由 电阻 R. 自 感 工 .电容 C 和 电源 8 串联 组 成 的 
电路 ,其 中 8 为 16 欧姆 忆 为 2 享 利 ,C 为 0.02 法 拉 , 电 源 电动 势 已 一 
100sin3t 伏特 . 设 在 上 = 0 时 ,电容 器 上 的 电量 9 和 电路 上 的 电流 i 都 为 
零 , 求 9(b 与 iD， 

解 在 11.10.64 题 的 方程 


duc 
IC 三 十 RC 


一 上 和 一 一 
BL GB=0 (1) 
jv 
中 因为 i = 用 ,所 以 方程 (1) 化 为 
dg Rp 
Dt to 2) 
将 给 定 的 数值 代入 方程 (2) ,得 
dg A 
272 + 16% + -02 = 100sin3t. (3) 


初始 条 件 为 go= 0, io 加 1.-o= 0 


解 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (3) ,得 通 解 为 


4 一 er4(Cicos3t 十 Czsin3t) 十 拖 (~ Boss 十 sin32). 


由 初始 条 件 9| -= 0. 拖 |. 一 0, 确定 C1 = 可,C, = 路 . 故 


4 一 “(3cos3t 十 2sin31) 十 中 Cosin3t 一 3cost) (库仑 )， 


i 二 并 一 一 eC6eos3 十 17sin30 十 区 (2cos3t 十 3sin31) (安培 ) 
即 为 所 求 . 

11. 10.86 ” 设 一 电路 如 图 所 示 , 其 中 = 20 伏特, = 二 0.1 享 利 ， 
C= 0.5 X10 法 拉 ,R = 二 2 X 10: 欧 姆 , 先 将 开关 天 拨 向 4, 达到 稳定 
状态 后 ,再 将 开关 拨 向 B, 求 电容 器 两 极 板 间 的 电压 we(2 和 电路 中 的 电 
流 iD. 

解 在 1.10.84 题 并 方程 


种 
一 2068 一 
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0 驳 + 名 二 ww 一 0， ae 
K 
duc R duc 1 

w+ 工 客 tz-0 二 1 。 
中 ,将 给 定 的 数值 代入 ,得 . L 
2X 10 糙 +2 x10 = 0. R 
各 入 大 作为 so Eo 11. 10. 86 题 图 


解 这 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 ,得 通 解 为 
te 一 Ce! 十 Ce-Loxlo4 


由 we(0) = 20,xe (0) 一 0, 确定 0 一 1,C; = 一 起 故 


9 
w= 时 ge- 一 e+.9xio4y) (伏特)， 
I < 党 之 和 et 十 errsxl 人 (安培 )， 
即 为 所 求 . 
11. 10. 87 抑 咯 如 图 也 未; 其 中 电 阳 一 下 交 , 电 万 三 1 可 利 ， 
"tl 
电压 ”一 (i 1 动 ， 伏特 ,已 知 != 0 时 ,电流 ;一 0, 求 该 电路 中 
的 电流 i 。 
解 ”电流 i 满足 方程 Se 
LL 合十 县 二 十 如 
其 中 = e-'(t > 0)， 
100<4< L 
"let>1. 
运用 全 加 原理 ,分 别 求 方程 
到 十 2 一 eico=0 (1) 11. 10. 87 题 图 
和 至 十 2= 一 et>Diilc=0 项 


的 解 如 和 记 , 则 i = 名 十 . 
方程 (1) 的 解 为 = 一 er* 十 eG 之 0); . 
方程 (2) 的 解 为 - 
一 8064 一 


8 10 微分 方程 的 应 用 


了 区 < 
3 ee*—e', ti>1,， 
故 所 求 的 电流 为 
1 一 1 十 妈 一 { 
(4) 其 它 物 理 问 题 
11. 10. 88 ”放射 性 元 素 铀 由 于 不 断 地 有 原子 放射 出 微粒 子 而 变 
成 其 它 元 素 , 负 的 含量 就 不 断 减 少 ,这 种 现象 叫做 衰变 ,由 原子 物理 学 
知道 , 铀 的 衰变 速度 与 当时 未 衰变 的 原子 的 含量 M 成 正比 .已 知 t= 0 
时 铀 的 含量 为 Mo, 求 在 衰变 过 程 中 铀 含量 M(2) 随时 间 上 变化 的 规律 . 
解 钠 的 误 变 速度 就 是 4(t) 对 时 间 : 的 导数 人 . 因为 铀 的 衰变 束 
度 与 其 含量 成 正比 ,所 以 得 微分 方程 
电 = 一 4M (2 为 衰变 常数 ,+ 0). 
初始 条 件 为 M | ,0== Mr 
分 离 变量 后 积分 ,得 | 儿 二 下 ( 一 为 dt 即 M = Me 
这 就 是 所 求 的 衰变 规律 
11.10.89 物体 在 空气 中 冷却 的 速度 与 物体 温度 和 空气 温度 之 
差 成 正比 . 设 100C 的 物体 置 于 20C 的 屋子 里 ,经 过 10 分 种 冷却 到 
60C , 问 该 物体 从 100C 冷却 到 25C 需要 多 长 时 间 ? 


解 ” 设 物体 的 温度 为 7 二 7(0) ,由 题 意 , 得 


dT 


权 一 一 《7 一 20) (4 为 比例 常数 ,# > 0). 


初始 条 件 为 了 | ~*= 100， A 60. 
分 离 变 量 后 积分 ,得 | 六 2 5 


即 7T= 20 十 80e-“. 由 了 |,-o= 60, 确 定 += iin2, 于 是 有 
7 = 20 + 80e-io". 
令 T= 25, 由 25 == 20 十 80e- 丸 " 解 得 {二 40( 分 ), 这 就 是 说 ,物体 
从 100TC 冷却 到 25C 需要 40 分钟， 
11. 10. 90 有 一 水 术 , 在 时 刻 1, 每 单位 时 间 流 入 的 水 量 为 g(t) , 流 


一 2065 一 


—e*+e', t<ls 
e-2(e 一 1)， 1 之 1( 安 培 ). 


Adt. 
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出 的 水 量 与 该 时 刻 的 储 水 量 8002) 成 正比 , 且 比 例 常数 为 2. 
(1) 列 出 表示 8(2) 与 g() 之 间 关 系 的 微分 方程 
(2) 设 g(D 二 pp 之 0, 之 0),0(0) = 0, 求 8(D); 
(3) 设 g(D 一 {5S 00) =0,00) =e— 1,0(3) = 1， 


0,t> 4, 
求 7 与 4 的 值 - 
解 (1) 设 水 槽 的 储 水 量 为 8= 8(2) ,在 [t,t 十 4d 时间 内 ,流入 的 
水 量 为 "CDdt, 流 出 的 水 量 为 28dt, 所 以 在 [tt 十 4 时 间 内 ， 鱼水 量 的 
增 量 为 


4@= [9(D 一 20Jd, 即 办 十 20=g(D， 0) 
这 就 是 8(4) 与 g(2) 人 则 关系 的 入 分 方 各: 
(2) 方程 (D 为 名 十 20 一 站 ”7 2) 


初始 条 件 为 @|-o= 0. 
解 一 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 (2) ,得 8 = Cie-* 十 也- 


由 @|,-o= 0, 确 定 C1 = 一 互 - 故 所 求 的 函数 为 


8= 于 (1 一 e-*). ， (3) 
(3) 方程 (1) 为 
_ fr?,0<it<t; 

+20= 们 :7 (4) 

初始 条 件 为 8(0) = 1,8(1) = 对 一 1,0(3) = 1. 
当 0<t 过 时 ,方程 (人) 为 @ 十 20= yp， (5) 

初始 条 件 为 8(0) = 1. 由 (2) ,得 方程 (5) 的 解 为 
Q= 所 (1 一 e), (6) 
当 t 宇 时 ,方程 (4) 为 @ 十 28 二 0. (7) 


其 通 解 为 8 二 Cze*. 因为 储 水 量 802) 在 i = to 处 是 连续 的 ,所 以 由 
至 (1 一 e-%) 一 Cz- 确定 C1 一 于 (e-*% 一 DD). 于 是 有 


oi 
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综合 (6)、(8) 两 式 ,得 
BU) ,0th 
de 


去 (em 一 De-*,t> to. 


由 初始 条 件 8(1) = 一 1,8(3) = 1 知 , 之 i 过 3. 
将 := 1 代入 (6) 式 ,得 所 (1 一 -9 = e* 一 1. 从 而 求 得 
p = 2e2. 

将 := 3,p 二 2e? 代 入 (8) 式 ,得 er(e “一 1)e- 二 1. 从 而 求 得 如 
广 In(et 十 1). 故 p = 2e?,to 一 去 In(et 十 1) 即 为 所 求 . 

11. 10.91 ”根据 水 力学 中 的 定律 ,水 从 距 自由 面 深 度 为 4 厘米 的 
孔 流 出 , 它 的 流速 为 » 二 V294, 式 中 9 是 重力 加 速度 . 现 有 盛 满 水 而 高 
为 1! 米 的 半球 形容 器 ,水 从 它 底 端 的 一 个 面积 为 1 平方 厘米 的 孔 流出 ， 
和 孔 口 收缩 系数 为 0. 62( 孔 口 收缩 系数 是 流出 来 的 水 柱 的 截面 积 与 孔 口 
面积 之 比 ). 

(1) 试 求 水 从 小 孔 流出 过 程 中 ,容器 里 水 面 的 高 度 上 随时 间 上 变化 
的 规律 . 

〈2) 试 求 容器 中 水 流 尽 所 需 的 时 间 . 

解 〈1) 设 容器 中 水 面 的 高 度 为 大 一 40D. 在 [2 十 d] 时间 间隔 
内 ,从 小 孔 流出 的 水 量 为 0. 62 V2ghdt, 使 容器 中 的 水 面 的 高 度 降低 了 
dh 米 (dh 过 0), 减少 的 水 量 约 为 一 ridh = 一 [100? 一 (100 一 h)*J]dh 
(7 是 在 时 刻 上 的 水 面 半 径 ) ,所 以 h(t) 满足 的 微分 方程 为 

— Xx(200h — h2)dh = 0.62 2ghdt. 

初始 条 件 为 4|,-o== 100. 


‘= (2004 4, 
分 离 变量 后 积分 ,得 | 一。 2 二 遍 
即 一 400 2 14 x 109 


eV 一 


(7 X 10 一 ,10 十 3 大 ). 


65 VE 
破 窜 器 里 水 面 的 写 嵌 随时 间 :# 变化 的 规律 为 :. 
3 一 2067 - 
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t= 


105 一 10h7 3hT). 
2 pd x 十 ) 
其 中 :的 单位 为 秒 ,h 的 单位 为 米 . , 
(2) 当 容 器 中 的 水 流 尽 时 ,h 一 0. 由 上 式 得 (一 - 工 X 1!0-- 秒 
4.65 V2g 
11. 10. 92 ” 设 在 海平 面 上 大 气压 强 为 10 帕斯卡 , 离 海 平面 高 度 
为 500 米 处 ,大 气压 强 为 10 帕斯卡 , 求 大 气压 强 与 高 度 的 关系 . 
解 设 在 高 度 4 米 处 ,大 气压 强 ?= p(t), 取 一 底面 积 为 1 平方 米 ， 
高 度 为 由 的 空气 柱 ,并 设 空气 柱 的 密度 为 p, 则 由 力 的 平衡 条 件 知 ， 
dp 二 一 hpdh (ki 为 某 个 常数 ). 
又 由 波 义 耳 一 马 利 奥 特 定律 , 知 
p 二 kzp (kz 为 某 个 常数 ). 
因此 得 到 pC4) 所 满足 的 微分 方程 为 


dp 一 一 kpdh (k = kiks). 


初始 条 件 p| ,0= 105,p| -so 一 104. 
分 离 变量 后 积分 ,得 
人 人 -人 -吉本 lo 
由 ?| -so 一 10%, 确 定 e= (10-0) 融 = 10- 刘 . 故 所 求 的 大 气压 强 与 高 
度 的 关系 为 


p= 10.10 5 


4. 微分 方程 在 化 学 中 的 应 用 

11. 10. 93 ”一 容器 内 盛 有 100 升 盐水 ,其 中 含 盐 10 千克 , 现 以 每 
分 钟 2 升 的 均匀 速度 把 净 水 注入 容器 ,并 以 同样 的 速度 让 盐水 流出 ,在 
容器 内 有 一 搅拌 器 在 不 停 地 搅拌 着 ,因此 可 以 认为 溶液 的 浓度 在 每 一 
时 刻 都 是 均匀 的 , 试 求 容器 内 盐 量 随时 间 的 变化 规律 . 

解 。 设 在 时 刻 上 分 ) ,容器 内 的 含 盐 量 为 C = 9(0) 千克 ,因为 容器 


内 的 溶液 量 是 不 变 的 ,所 以 在 时 刻 ， , 溢 液 的 浓 渡 为 -名 干 克 / 升 ,在 


[et 十 归 时 间 间隔 内 ,流出 的 溶液 量 为 it 升 ,流出 的 盐 最 为 160 . 2d 


千克 ,因为 流出 的 盐 量 就 是 容器 内 含 盐 量 吕 的 改变 过 4G(4Q8.<58): 所 以 
一 2008 一 
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得 QC) 满足 的 微分 方程 为 dg 一 一 1 . 22. 初始 条 件 为 6| -一 10. 

分 离 变量 后 积分 ,得 

[a lw 训 

这 就 是 所 求 容器 内 盐 量 随时 间 的 变化 规律 ,其 中 盐 量 9 的 单位 为 千克 ， 
时 间 ! 的 单位 为 分 . 

11. 10. 94 ”一 容器 内 盛 有 100 升 盐水 ,其 中 含 盐 50 克 , 现 以 每 分 
钟 3 升 的 均匀 速度 注入 浓度 为 2 克 / 升 的 盐水 ,并 以 每 分 钟 2 升 的 均匀 
速度 让 盐水 流出 ,在 容器 内 有 一 挠 拌 器 在 不 停 地 搅拌 着 ,因此 可 以 认为 
溶液 的 浓度 在 每 一 时 刻 都 是 均匀 的 . 求 在 30 分 钟 后 ,容器 内 所 含 的 盐 
量 . 

解 ” 设 在 时 刻 ! 分 ) ,容器 内 的 含 盐 量 0 = 6(t) 克 , 因 为 流入 盐水 
与 流出 盐水 的 速度 之 差 为 1 天 / 分 ,所 以 在 时 刻 t, 容 器 内 的 溶液 量 为 


100 十 : 升 ,溶液 的 法 度 为 Tt 一 克 / 升 ,在 [4 十 轨 时 间 间隔 内 ,流出 
的 溶液 量 为 24t 升 ,流出 的 盐 量 为 50 ni 2 3at 


克 , 因 为 流入 的 盐 量 与 流出 的 盐 量 之 差 (6 一 T0290)dt 就 是 容器 内 仿 
盐 量 8 的 改变 量 dQ (dQ a 所 以 得 0 满足 的 微分 方程 为 
dQ = (6 )dt, 即 蝶 站 6. 
初始 条 件 为 81,-o。= 50. 
解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,得 
Q= ( Joolsirear 十 9] ea = 2(100 十 妨 十 
由 @|,-*= 50, 确 定 C = 一 1.5 x 105. 于 是 有 
1.5 X 10s 
0 =2000+0 — ci00 Ti( 克 ) 
令 t 二 30. 得 0= 2(100 十 30) 一 -> 171( 克 ). 


这 就 是 说 ,在 30 分 钟 后 ,容器 内 含 盐 约 为 171 克 . 
11.10.95 ”在 容积 为 50 X 20 X 4 立方 米 的 车 间 内 的 空气 中 含有 
0. 2% 的 Co:, 而 室外 的 新 鲜 空气 中 含有 0. 05% 的 CO:, 现 以 400 米 :/ 分 


一 :2069 一 


2 = 
i +i00TFR 


Ce 
(100 十 0 
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的 速度 进行 通风 , 设 通 入 新 鲜 空气 与 原 有 空气 混合 均匀 后 经 同样 的 风 
速 排出 , 问 20 分 钟 后 车 间 的 空气 中 含 co: 的 百分比 是 多 少 ? 
解 。 设 在 时 刻 :( 分 ) 车 间 的 空气 中 含有 CO: 的 百分比 为 z = z(t)， 
在 [t,t 十 4] 时 间 间 隔 内 ,CO: 的 通 入 量 为 0.05% X 400d 米 :,Co? 的 排 
出 量 为 z% X 400d 米 ', 所 以 车 间 内 CO: 的 改变 量 为 ! 
0.05% X 400dt 一 z% X 400dt = 400(0.05 一 z)d&:9%( 米 3). 


该 改变 量 等 于 
50 X 20 X 4[z(t + dl) % — z(t) %] 一 400dz%( 米 ?). 
因此 ,得 *(9 满足 的 微分 方程 为 


400dz% 一 400(0. 05 一 z)at%, 即 委 + 0. 01z = 0. 005. 


初始 条 件 为 z|,-o= 0. 2. 

解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 , 得 z = Ce-*“* 十 0. 05. 由 
z|-o= 0.2, 确 定 C = 0.15, 于 是 有 z= 0.15e-** 十 0.05(%). 

令 != 20. 得 z= 0.15e-? 十 0.05 之 0.07(%), 这 就 是 说 ,20 分 钟 
后 车 间 的 空气 中 含 Co: 约 为 0.07%. 

11. 10. 96 ”在 容积 为 30 X 30 X 12 米 : 的 车 间 内 的 空气 中 含有 
0. 12% 的 CO:, 如 果 需 要 在 10 分 钟 后 Co: 的 含量 不 超过 0. 06% , 则 每 分 
钟 应 通 入 多 少 新 鲜 空气 ?( 设 新 鲜 空气 中 含有 0. 04% 的 CO:, 通 入 新 鲜 
空气 与 原 有 空气 混合 均匀 后 以 同样 的 风速 排出 ). 

解 ” 设 在 时 刻 4( 分 ) ,车间 的 空气 中 含有 CO: 的 百分比 为 z == z(t)， 
设 通风 的 速度 为 >? 米 :/ 分 (> 为 常数 ) 与 11.10.95 题 类 似 , 得 z(t) 满足 
的 微分 方程 为 

30 Xx 30 x 12dz% = v(0.04 — z)di%, 
v 0.04v 


即 全 十 T08007 = 人 请, 初始 条 件 为 z| -= 0.12,z| ,= 0. 06. 
解 这 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,得 
z = Ce mm 十 0. 04. 
由 z|,-。= 0.12, 确 定 C 二 0.08, 于 是 有 +z 一 0.08e mi 十 0.04(%). 由 
z| -= 0.06 确定 = 1080in4 > 1500( 米 :/ 分 ). 这 就 是 说 ,每 分 钟 应 
通 入 约 为 1500 米 的 新 鲜 空气 . 


一 20¥0 一 
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高 等 数学 发 展 简 史 


高 等 数学 通常 仅 是 相对 初等 数学 而 言 的 ;其 内 容 并 无 十 分 确切 的 
所 指 ,大 凡 初 等 数学 以 外 的 数学 均 可 包罗 于 其 中 . 作为 高 等 学 校 教学 科 
目的 高 等 数学 , 则 一 般 仅 包含 解析 几何 、 微 积分 以 及 常 微分 方程 .级 数 
论 . 概 率 论 等 初步 知识 . 高 等 数学 主要 产生 于 17 世纪 ,18 世纪 发 展 成 
熟 . 

文艺 复兴 时 期 ,由 于 机 械 的 广泛 使 用 ,航海 事业 的 迅速 发 展 ,以 及 
我 国 四 大 发 明 的 西 传 ,促使 欧洲 生产 发 生 了 大 的 飞跃 . 16 世纪 末 荷 兰 
资产 阶级 革命 首 获 成 功 ,17 世纪 40 一 80 年 代 英 国 也 完成 了 资产 阶级 革 
命 . 在 革命 和 生产 的 推动 下 ,自然 科学 也 得 到 了 迅猛 的 发 展 . 许多 新 的 
课题 摆 在 科学 家 面前 ,如 随 着 航海 时 期 的 发 展 ,需要 精确 测定 地 球 的 经 
纬度 ,制造 精确 的 时 钟 ,把 握 天 体 运行 的 规律 等 ;采矿 业 的 兴起 ,需要 解 
决 地 下 排水 和 通风 问题 ,需要 改进 熔炉 等 ;在 军事 技术 方面 ,火炮 内 部 
各 种 应 力 的 研究 、 弹 道学 研究 (空气 阻力 、 弹 着 点 、 瞄 准 方法 ) 等 一 系列 
力学 问题 需要 解决 ;对 天 体 运 行规 律 ,如 开 普 勒 行星 运行 三 大 定律 等 的 
发 现 ,也 需要 新 的 数学 方法 . 正 是 在 这 种 情况 下 ,自然 科学 以 神奇 的 束 
度 发 展 起 来 . 正如 恩格斯 所 说 ;如果 说 ,在 中 世纪 的 黑夜 之 后 ,科学 以 
意 想不到 的 力量 所 兴起 ,并 且 以 神奇 的 速度 发 展 起 来 ,那么 ,我 们 要 再 
次 把 这 个 奇迹 归功 于 生产 ”.“ 社 会 一 旦 有 技术 上 的 需要 , 则 这 种 需要 就 
会 比 十 所 大 学 更 能 把 科学 推 向 前 进 ”. 16 一 18 世纪 自然 科学 中 最 突出 
的 进展 是 以 力学 为 中 心 的 实验 科学 的 兴起 . 经 过 伽利略 、 开 普 勒 、 牛 顿 
等 大 批 科学 家 在 近 百年 之 中 的 辛勤 工作 ,终于 形成 了 经 典 力学 的 理论 
体系 :在 这 + 时 期 *“ 占 首要 地 位 的 ;必然 是 最 其 本 的 自然 科学 , 即 关于 
地 球 上 物体 的 和 天 体 的 力学 ,和 它 靠 近 并 且 为 它 服务 的 ,是 数学 方法 的 
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发 展 和 完善 化 ” 天 文学 和 力学 的 发 展 ,带动 了 数学 ,促进 了 解析 几何 和 
微 积分 等 学 科 的 创立 . 

16、17 世纪 科学 思想 和 科学 方法 也 正 处 于 一 个 变革 时 期 . 在 这 个 
时 期 ,到 处 是 一 片 要 求 科学 改革 的 呼声 . 培根 呼吁 “必须 给 人 类 的 理智 
开辟 一 条 与 以 前 完全 不 同 的 道路 ”, 以 结束 自 中 世纪 以 来 “知识 状况 既 
不 景气 ,也 没有 很 大 进展 ”的 现状 . 他 提倡 通过 对 自然 现象 进行 “观察 
和 实验 ”来 得 出 正确 的 结论 . 仙 利 略 进 一 步 强调 了 在 观察 和 实验 中 运 
用 数学 方法 的 作用 ,强调 科学 必须 通过 测量 而 追求 定量 的 规律 . 这 种 
“实验 一 一 数学 方法 ”的 思想 ,是 划时代 的 ,使 当时 许多 自然 科学 家 都 
十 分 重视 数学 在 自然 科学 研究 上 的 重要 作用 ,这 也 就 促使 17 世纪 的 数 
学 沿 着 超越 希腊 传统 的 潮流 而 发 展 起 来 . 在 这 一 时 期 ,人 们 舍弃 了 希腊 
人 的 严格 证 明 , 大 胆 地 采用 直观 推断 的 思想 方式 . 由 于 重视 与 实际 相 结 
合 ,数学 成 为 科学 研究 的 推理 根据 . 数学 在 自然 科学 方法 中 的 地 位 得 到 
确立 . 数学 思想 方法 上 的 巨大 变革 ,使 有 别 于 用 静止 观点 研究 的 古代 初 
等 数学 ,而 采用 运动 学 的 观点 来 研究 的 解析 几何 、 微 积分 等 高 等 数学 得 
以 产生 . 

随 着 资本 主义 萌芽 而 产生 , 随 着 资本 主义 发 展 而 发 展 的 近代 大 学 ， 
对 于 高 等 数学 的 发 展 起 着 巨大 的 作用 . 英国 牛津 大 学 号 称 政治 家 的 揪 
篮 ,而 剑桥 大 学 则 被 誉 为 科学 家 的 播 篮 . 对 微 积分 创立 有 巨大 贡献 的 牛 
顿 及 其 前 辈 华 利 斯 , 巴 罗 均 是 剑桥 毕业 生 . 对 高 等 数学 的 创造 和 发 展 作 
出 过 重要 贡献 的 数学 家 也 多 受过 高 等 教育 . 笛 卡 儿 曾 攻读 于 波 埃 顿 大 
学 , 惠 更 斯 曾 就 学 于 莱 顿 大 学 和 布 勒 达 大 学 . 瑞士 巴塞 尔 大 学 曾 培 养 出 
著名 伯 努 利 数学 家 族 的 几 代数 学 家 ,特别 是 培养 出 18 世纪 世界 数学 界 
中 心 人 物 欧 拉 . 而 巴黎 理工 科大 学 和 巴黎 高 等 师范 学 校 则 是 培养 数学 
家 的 著名 学 府 : 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 、. 勒 让 德 \ 末 日 等 都 与 这 两 所 学 校 密 
切 相 联 . 19 世纪 初 关于 高 等 数学 的 基本 论著 , 绝 大 部 分 来 源 于 巴黎 理 
工科 大 学 . 就 在 今天 ,我 们 所 有 的 数学 论著 都 在 某 种 程度 导 自 这 一 源 
泉 . 高 等 教育 的 发 展 对 培养 高 等 数学 人 才 和 传播 数学 知识 起 了 巨大 的 
作用 . 

数学 知识 长 期 的 积累 、 数 学 思想 方法 的 变革 、 生 产 和 科学 发 展 对 数 
学 的 全 新 的 要 求 以 及 数学 人 才 的 大 量 培养 ,为 高 等 数学 的 产生 和 发 展 
创造 了 充分 的 条 件 " 高 等 数学 终于 在 17: 世纪 开创 ， 在 38- 一 19 世纪 荐 壮 
成 长 ， 王 二 革 国道 坟 和 部 让 
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一 .解析 几何 学 


高 等 数学 建立 过 程 中 第 一 个 决定 性 的 步骤 是 解析 几何 学 的 创立 . 
解析 几何 是 几何 、 代 数 和 一 般 变量 概念 结合 的 产物 , 它 的 出 现 是 数学 史 
上 一 件 划时代 的 大 事情 . 通常 人 们 都 把 解析 几何 创建 的 功绩 归于 笛 卡 
儿 和 费 尔 马 . 而 把 1637 年 笛 卡 儿 《 见 何 学 ?的 出 版 作为 解析 几何 诞生 的 
标记 . 

几何 学 在 古 希 腊 有 过 较 高 的 发 展 , 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 在 两 千 
年 间 一 直 被 人 们 奉 若 几何 学 的 圣 典 . 阿 基 米 德 ,特别 是 阿波 罗 尼 对 圆锥 
曲线 的 研究 更 几乎 成 为 千古 绝唱 . 从 古 希腊 起 ,在 西方 数学 的 发 展 过 程 
中 ,几何 学 一 直 是 至 高 无 上 的 ,而 代数 的 方法 却 被 忽视 了 . 

代数 学 在 东方 (中 国 、 印 度 、 阿 拉 伯 ) 虽然 有 高 度 的 发 展 ,但 东方 数 
学 却 忽视 了 论证 几何 学 之 研究 . 因此 ,无 论 在 古代 的 欧洲 ,还 是 在 东方 
国家 ,都 不 具备 产生 解析 几何 的 条 件 . 

随 着 东方 文化 的 西 传 ,东方 高 度 发 展 的 代数 也 进入 欧洲 伟大 的 文 
艺 复兴 运动 使 欧洲 数学 在 古 希 腊 几 何 学 和 东方 代数 学 的 基础 上 有 了 巨 
大 的 发 展 , 为 解析 几何 的 创立 准备 了 必要 的 条 件 . 

古 希腊 阿波 罗 尼 在 研究 圆锥 曲线 时 , 曾 引 用 了 两 条 正 交 直 线 作为 
一 种 坐标 . 稍 后 的 天 文学 家 依 巴 谷 也 运用 经 度 和 纬度 标 出 天 体 上 和 地 
面 上 点 的 位 置 . 我 国 西晋 地 理学 家 裴 秀 在 地 图 绘制 中 也 使 用 了 平面 网 
络 坐标 法 . 1486 年 法 国 奥 雷 斯 姆 在 《 论 形状 的 大 小 》 一 书 中 ,陈述 了 一 
种 坐标 几何 ,用 坐标 来 确定 点 的 位 置 . 这 是 从 天 文 地 理 到 近代 坐标 几何 
之 过 度 , 坐 标 法 之 引入 , 架 起 了 代数 .几何 栅 合 的 桥梁 ,为 解析 几何 产生 
莫 定 了 基础 

1591 年 法 国 数学 家 韦 达 出 版 其 《分 析 方 法 引 论 》. 这 是 西方 第 一 本 
符号 代数 学 ,他 率先 在 代数 学 中 自觉 地 系统 地 运用 字母 代替 数量 ,用 统 
一 符号 表示 已 知 量 、 未 知 量 及 其 运算 . 韦 达 还 应 用 代数 方法 分 析 几 何 问 
题 ,这 种 思想 对 于 第 卡 儿 创建 解析 几何 有 很 大 的 影响 ,第 卡 儿 曾 说 自己 
是 继承 韦 达 的 事业 . 1607 年 哥 特 拉 底 发 表 《 阿 波 罗 尼 著作 的 现代 前 
释 》, 专 门 对 几何 问题 的 代数 解法 作 了 系统 的 研究 . 1631 年 英国 哈里 奥 
特 著 (实用 分 析 学 ), 把 书 达 和 可 符 拉 底 的 思想 加 以 引申 和 条 统 化 * 4 
析 玫 笨 建 立 铺 平 了 道路 本 

于 下 儿 在 自 拓 科学 守 究 中 ; 深 洁 有 必要 建立 -种 普 才 的 妆 学 ， 合算 
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术 、 代 数 和 几何 统一 起 来 . 他 认为 欧 氏 几何 的 每 一 个 证 明 , 总 是 要 求 某 
种 新 的 ,往往 是 奇 巧 的 想法 ,他 批评 希腊 人 的 几何 过 于 抽象 ,上 且 过 多 依 
束 于 图 形 , 以 至 “ 它 只 能 使 人 在 想象 力 大 大 疲乏 的 情况 下 去 练习 理解 
力 . ”他 对 于 当时 流行 的 代数 也 加 以 批评 ,说 它 完全 受 法则 和 公式 的 控 
制 , 以 至 于 “成 为 一 种 充满 混杂 和 诲 暗 , 故 意 用 来 阻碍 思想 的 艺术 ,而 不 
象 一 门 改进 思想 的 科学 ”. 他 主张 吸收 代数 和 多 何 中 一 切 最 好 的 东西 ， 
取长补短 ,融合 为 一 门 新 的 数学 . 第 卡 儿 开始 用 代数 方法 研究 几何 学 、 
经 过 二 十 多 年 的 探索 ,他 终于 创立 了 解析 几何 学 . 

1618 年 末 , 笛 卡 儿 采 用 两 条 正 交 直 线 解 决 了 自由 落体 问题 . 1619 
年 ,他 研究 了 求 两 个 已 知 量 的 两 个 比例 中 项 问题 . 同年 11 月 ,他 悟 出 了 
建立 把 代数 方法 应 用 到 几何 中 去 的 新 方法 的 关键 在 于 借助 坐标 系 建立 
起 平面 上 的 点 与 数 对 间 的 对 应 关系 ,从 而 可 用 方程 表示 曲线 . 1620 年 
前 后 ,他 证 明了 四 次 方程 十 px? 十 qz 十 7 二 0 的 根 可 以 通过 抛物 线 和 
圆 的 交点 求 出 , 1628 年 他 发 表 了 《指导 思想 的 规则 》, 注 意 到 为 使 “ 数 形 
结合 ”, 必 须 考虑 到 横 坐 标 和 纵 坐 标 间 的 依存 关系 . 1637 年 6 月 8 日 ,其 
《几何 学 》 以 其 方法论) 的 附录 形式 问世 ,明确 提出 了 曲线 方程 的 思 
想 ,并 用 此 解决 许多 几何 作 图 问题 . 

在 这 里 , 币 卡 儿 有 两 个 基本 观点 . (1) 坐标 观念 ， 与 前 人 不 同 ， 第 卡 
儿 认 为 坐标 不 仅 表示 点 的 位 置 ,而 且 可 通过 坐标 把 点 动 成 线 的 观点 具 
体 应 用 到 建立 曲线 的 方程 上 ; (2) 方程 观念 . 笛 卡 儿 不 仅 把 方程 看 成 是 
未 知 数 与 已 知 数 的 关系 式 , 而 且 更 多 地 看 成 是 两 个 变量 间 的 关系 式 , 把 
有 互相 关联 的 两 个 未 知 数 的 任意 代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 . 这 
正 是 对 于 处 理 几何 曲线 十 分 有 效 的 新 方法 的 思想 基础 . 

币 卡 儿 在 研究 用 代数 方程 表示 几何 曲线 ,用 代数 方法 解决 几何 间 
题 时 , 曾 遇 到 一 个 障碍 ,就 是 所 谓 齐 次 原则 ,在 16 世纪 以 前 的 西方 数学 
家 沿用 古 希 腊 的 一 个 原则 ,由 于 长 度 、 面 积 和 体积 不 能 互 加 ,表示 几何 
量 之 间 关系 的 代数 式 也 只 能 是 齐 次 的 ,假如 用 a,5,c 表示 线段 之 长 , 则 
q?,q6,be 等 就 表示 面积 ,abc 就 表示 体积 ,那么 a 十 5 十 abc 之 类 的 代数 式 
就 无 意义 了 ,如 果 不 赋予 a 十 a6 十 abc 之 类 的 式 子 以 新 的 解释 ,用 代数 
方程 表示 曲线 将 遇 到 极 大 困难 ,篇 卡 儿 在 (几何 学 》 开头, 便 找到 一 个 
十 分 巧妙 的 解决 办 法 ,他 通过 引入 单位 数 的 方法 ,使 所 有 几何 量 都 可 以 
通过 单位 数 而 变 成 统一 数 表示 ,进而 使 几何 量 之 间 的 关系 均 化 成 数 之 
闻 的 关系 ,例如 功 不 理解 为 面积， 王 委 成 是 济 尼 o 3， 1414 一 Ai1 的 -条 线 
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有 眉 . 这 样 以 来 ,a 十 9 十 abc 之 类 的 式 子 便 有 了 意义 , 齐 次 原则 问题 获得 
解决 . 

第 卡 儿 在 解析 几何 创建 中 作出 了 重大 贡献 . 不 过 ,单纯 使 用 坐标 系 
并 不 是 其 革新 ,而 如 现在 用 直角 坐标 系 研究 直线 、 圆 锥 曲线 的 方程 乃 解 
析 几 何 另 一 创始 人 费 尔 马 的 工作 . 笛 卡 儿 取 得 的 成 就 在 于 :他 证 明了 几 
何 问题 可 以 归结 为 代数 形式 的 问题 ,因此 在 求解 时 可 以 运用 代数 的 全 
部 方法 ; 由 于 代数 语言 远 较 几何 语言 富有 启发 性 ,所 以 问题 形式 改变 
后 ,只 要 进行 一 些 代 孝 变换 ,就 可 以 发 现 许多 出 乎 预料 的 性 质 ,往往 还 
可 找 出 一 些 新 的 几何 关系 ,这 些 关系 往往 是 希腊 人 拿 出 其 全 部 技巧 都 
不 一 定 能 发 现 的 ;由 于 笛 卡 儿 用 代数 语言 表示 几何 性 质 ,使 他 获得 了 许 
多 几何 定理 的 简单 证 明 , 而 车 沿用 传统 的 综合 几何 的 方法 证 明 往 往 十 
分 困难 . 笛 卡 儿 的 方法 可 以 把 任何 疑难 命题 的 证 明 归结 为 一 种 代数 技 
巧 ,掌握 它 是 十 分 容易 的 . 

第 卡 儿 的 坐标 系 是 不 完备 的 ,没有 考虑 到 横 坐标 的 负 值 情况 ,也 没 
有 自觉 地 引进 第 二 条 坐标 轴 ( 纵 轴 ). 第 卡 儿 使 方程 和 曲线 结合 起 来 的 
思想 往往 拘泥 于 解决 几何 问题 ,而 未 能 在 此 思想 基础 上 从 几何 与 代数 
两 个 方面 展开 深入 的 研究 . 尽管 如 此 , 笛 卡 儿 在 创建 解析 几何 过 程 中 的 
功绩 是 永远 不 可 磨灭 的 . 

和 笛 卡 儿 分 享 解析 几何 创立 人 荣誉 的 是 他 的 同胞 费 尔 马 , 费 尔 马 
深入 研究 古 希腊 阿波 罗 尼 的 著作 ,发 现 阿波 罗 尼 轨迹 问题 之 证 明 方法 
已 失传 . 他 便 从 补 齐 这 种 证 明 方法 开始 ,通过 坐标 法 试图 把 代数 方法 应 
用 于 几何 学 ,研究 各 种 曲线 的 性 质 . 费 尔 马 还 具体 研究 了 直线 、 圆 和 其 
它 圆锥 曲线 的 方程 ,注意 到 了 坐标 轴 可 以 平移 和 旋转 ,并 以 此 来 化 简 方 
程 . 他 肯定 一 次 方程 表示 直线 ,二 次 方程 表示 圆锥 曲线 . 和 笛 卡 儿 研 究 
解析 几何 不 同 , 费 尔 马 还 没有 完全 克服 阿波 罗 尼 静态 地 研究 几何 曲线 
的 影响 , 仍 带 有 浓厚 的 古典 色彩 . 费 马尔 虽然 于 1629 年 便 已 发 现 解析 
几何 基本 原理 , 比 笛 卡 儿 发 表 《 几 何 学 》 早 8 年 ,但 其 著作 死 后 才 出 版 ， 
这 就 使 笛 卡 儿 在 解决 几何 发 明 优先 权 方面 占 了 上 风 . 

开创 初期 的 解析 几何 并 不 完善 ,日 后 经 过 许多 数学 家 在 各 方面 作 
了 大 量 的 修正 补充 , 才 日 至 完善 . 其 中 贡献 最 大 的 是 殉 拉 、 拉 格 朗 日 和 
蒙 日 . 

1655 年 英 加 华 利 斯 在 4 论 园 维 曲线 》- 书 中 首次 副 刘 负 的 维权 学 
标 :使 狠 析 证 何 得 以 在 整个 党 标 乎 面 内 研究 加 秋 曲 鲁 :村 利 新 源 突 破 把 
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圆锥 曲线 仅 看 成 是 圆锥 的 平面 截 线 的 传统 观念 ,用 二 元 二 次 方程 来 定 
义 它 . 1717 年 英国 斯 特 林 更 进一步 把 普通 二 次 方程 f(z,y) 二 0 化 为 若 
干 标准 型 . 

1729 年 法 国 赫 尔 曼 在 牛顿 、 雅 各 ， 伯 努 利 工作 的 基础 上 ,提出 了 完 
整 的 极 坐标 概念 ,给 出 了 直角 坐标 和 极 坐 标的 变换 公式 . 欧 拉 第 一 个 在 
坐标 中 使 用 三 角 函 数 ,给 出 了 极 坐 标的 现代 形式 ,同时 还 引进 了 曲线 的 
参数 表示 . 

从 17 世纪 中 叶 开始 , 解析 几何 由 平面 推广 到 空间 . 1679 年 法 国 
拉 ， 希 尔 在 《圆锥 曲线 新 论 》 里 , 对 三 维 坐标 几 何 作 了 较为 特殊 的 讨 
论 . 1715 年 约翰 ' 伯 努 利 首先 引进 了 我 们 现代 通用 的 三 个 坐标 平面 . 在 
此 基础 上 数学 家 们 展开 了 对 空间 解析 几何 的 研究 . 至 此 ,解析 几何 已 成 
为 一 门 系统 的 数学 学 科 . 1748 年 第 一 本 现代 意义 下 的 解析 几何 教程 终 
于 出 现 , 这 就 是 欧 拉 的 《分 析 引 论 》. 书 中 除了 给 出 现代 形式 下 的 解析 几 
何 的 系统 叙述 ,还 给 出 了 空间 坐标 变换 公式 和 六 种 二 次 曲面 的 标准 形 
式 . 

继 欧 拉 之 后 ,法 国 蒙 日 对 空间 解析 几何 作 了 大 量 的 研究 . 1802 年 
他 与 他 的 学 生 阿 软 特 合 写 论文 {代数 在 也 何 中 的 应 用 》, 证 明 二 次 曲面 
的 第 一 -个 平面 截 口 是 一 条 二 次 曲线 , 且 平 行 截面 截 得 的 都 是 相似 的 二 
次 曲线 . 论文 还 证 明了 单 叶 双 曲 面 和 双 曲 抛物 面 均 直 纹 曲 面 . 解析 几何 
再 -~ 重要 发 展 是 由 拉 格 朗 日 完成 的 . 1788 年 他 在 《解析 力学 》 中 以 类 似 
后 来 的 向 量 形 式 表 示 力 、 速 度 、 加 速度 等 具有 方向 的 量 . 拉 格 朗 日 的 工 
作 在 19 世纪 80 年 代 初 ,由 吉 布 斯 和 交 维 赛 德 各 自 独 立地 发 展 为 向 晤 
理论 . 向 量 代 数 的 出 现 立即 对 解析 几何 产生 深刻 的 影响 ,几何 又 一 次 从 
代数 中 吸收 了 新 的 活力 . 向 量 代数 成 了 解析 几何 的 重要 组 成 部 分 . 至 
此 ,解析 几何 成 为 一 个 具有 完整 体系 的 成 熟 的 数学 分 支 . 它 又 为 代数 用 
何 . 泛 函 分 析 等 分 支 莫 定 了 基础 . 


二 . 微 积分 学 


微 积 分 的 发 明 不 仅 是 17 世纪 科学 史 的 荣誉 ,而 且 也 是 自 有 人 类 科 

学 以 来 重大 的 事件 之 一 . 微 积分 的 创立 首先 是 为 了 解决 17 世纪 力学 科 

学 问题 . 主要 是 以 下 四 类 问题 : (1) 运动 学 问题 ,物体 运动 的 距离 可 以 

表示 为 时 间 的 函数 * 一 f(t) , 求 物体 在 任意 时 刻 的 速度 和 如 速度 ; 反 

之 ,已 知 物体 运动 的 加 速度 为 时 间 :的 函数 , 求 速度 和 距 兢 . 根 奖 物理 
一 -2016 一 


高 等 数学 发 展 简 史 


学 原理 ,每 一 个 物体 在 运动 的 每 一 时 刻 必定 有 瞬时 速 度 . 沿用 过 去 求 平 
均 速 度 的 方法 求 瞬时 速度 显然 不 合适 ; 因 为 这 会 出 现 -人 而 变 得 毫 无 意 


义 . (2) 求 曲线 的 切线 ,这 不 仅仅 是 个 纯 数学 问题 . 在 进行 光学 研究 , 设 
计 透镜 时 ,都 必须 知道 光线 入 透镜 的 入 射 角 , 而 入 射 角 与 透镜 曲线 的 法 
线 有 关 ,法 线 是 垂直 于 切线 的 再 者 运动 物体 在 其 轨道 上 任 一 点 处 的 运 
动 方向 即 轨迹 的 切线 方向 . (3) 函数 的 最 大 最 小 值 问 题 . 如 求解 炮弹 射 
程 最 远 的 发 射 角 问 题 . (4) 求 曲 线 长 , 求 曲线 围 成 的 面积 ,曲面 图 成 的 
体积 等 向 题 . 此 外 还 有 求 物体 的 重心 等 问题 . 

导致 微 积分 出 现 的 这 些 问 题 , 不 少 在 古代 便 已 引起 数学 家 的 注意 
公元 前 5 世纪, 古 希 腊 哲 学 家 赫 拉克 利 特 赁 借 直 觉 ,从 哲学 上 提出 了 无 
穷 小 的 概念 . 稍 后 的 德江 克利 特 把 哲学 的 原子 论 引进 数学 ,并 用 以 求 得 


锥 体 体积 是 等 高 柱 体 的 十 公元 前 4 世纪 , 欧 多 克 斯 在 安 提 丰 等 人 提出 


的 不 断 增 大 贺 内 接 (外 切 ) 正 多 边 形 的 边 数 ,可 使 正 多 边 形 与 圆 同 面积 
的 思想 基础 上 ,提出 确定 面积 和 体积 的 一 般 方法 一 “穷竭 法 ”. 阿 基 米 
德 应 用 穷竭 法 求 出 了 圆 、 抛 物 线 等 所 围 图 形 的 面积 ,以 及 球 、 个 柱 、 旋 转 
二 次 曲面 所 围 立体 的 体积 . 中 国 古 代 亦 有 一 些 杰 出 的 发 现 , 庄 子 提出 
“一 尺 之 棱 , 日 取 之 半 , 万 记 不 竭 ”, 有 了 极限 思想 萌芽 ,黑子 提出 “莫不 
容 尺 、 无 穷 也 ”, 已 有 “无 穷 大 ”的 思想 ,而 刘 微 的 “ 割 贺 术 ”和 祖 蜡 的 “ 开 
立 圆 术 ” 更 是 了 不 起 的 贡献 . 这 种 种 情况 说 明 微 积分 思想 的 萌芽 在 古 
代 便 已 出 现 . 

从 15 世纪 下 半 叶 ,人 们 开始 对 前 面 提 到 的 求 速度 ,加 速度 .长 度 、 
面积 ,体积 .重心 等 问题 发 生 了 浓厚 的 兴趣 ,进行 了 深入 的 研究 . 1615 
年 开 普 勒 发 表 ( 新 空间 几何 》, 用 无 数 个 同 维 的 无 穷 小 元 素 之 和 来 确定 
曲 边 形 面 积 和 各 种 体积 . 这 部 著作 曾 被 夸张 地 称 为 历来 所 有 求 积 方法 
的 灵感 的 源泉 . 伽利略 研究 了 距离 .速度 .加 速度 之 间 的 关系 ,阐述 了 抛 
物体 的 运行 规律 . 伽利略 的 学 生 卡 瓦 列 利 在 《不 可 分 连续 量 几 
何 )1635) 中 ,提出 不 可 分 量 的 原理 和 方法 . 认为 线 是 由 点 构成 的 ,就 
象 链 是 由 珠子 穿 成 一 样 ; 面 是 由 平行 的 直线 所 构成 ,就 象 布 是 由 线 织 成 
的 一 样 ;立体 是 由 平行 的 平面 所 构成 ,就 象 书 是 由 页 所 组 成 的 一 样 . 点 、 
平行 线 、 平 行 平 面 分 别 叫做 线 \ 面 、 体 的 不 可 分 量 . 在 此 基础 上 提出 了 著 
名 的 束 玩 列 和 原理 ( 祖 黎 : 振 理 ).163 上 委 管 卡 儿 把 曲线 的 制 线 在 两 交点 
郊 于 重音 时 的 极 阴 位 置 看 作为 晴 线 的 切线 : 同年 红包 于 帮 究 极 值 疗 题 


附录 1 


时 ,已 掌握 微 积分 的 一 个 重要 思想 方法 ,先是 将 变量 稍 加 改变 ,然后 令 
改变 量 为 零 . 不 少数 学 家 ,如 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 、 傅 里 叶 等 曾 称 他 为 
“ 微 积 分 的 真正 的 发 明 者 ” 与 此 同时 , 罗 伯 瓦 尔 用 不 可 分 量 方 法 求 得 许 
多 曲线 ,特别 是 是 线 和 摆 线 的 面积 ,并 从 运动 学 的 思想 出 发 ,作出 了 这 
些 曲线 的 切线 . 帕斯卡 改进 了 不 可 分 量 方法 ,得 出 求 摆 线 绕 其 平面 上 的 
特殊 直线 旋转 而 得 旋转 体 的 体积 以 及 确定 该 旋转 体重 心 的 方法 . 他 还 
得 到 相当 于 某 些 基 本 三 角 积 分 的 结果 . 惠 更 斯 明确 引入 无 穷 小 量 概念 ， 
提出 曲线 图 形 的 求 积 法 . 华 利 斯 在 (无穷 小 算术 )X(1665) 中 ,改变 了 求 
积 问题 传统 的 几何 解法 ,引入 了 相当 于 定 积分 和 变量 极限 的 概念 . 1669 
年 巴 罗 发 表 ( 光 学 和 几何 学 讲义 》, 在 求 切线 过 程 中 运用 了 “特征 三 角 
形 ”, 这 对 牛顿 和 莱 布 尼 效 是 有 影响 的 . 巴 罗 还 得 到 了 类 似 于 积 、 商 微分 
公式 ,每 的 微分 ,曲线 弧 长 , 定 积分 中 变量 代 换 以 及 隐 函 数 的 微分 等 一 


系列 成 果 , 特 别 是 他 证 明志 | 2az = 2 这 个 关系 式 ( 巴 罗 是 用 几何 形式 


表达 的 , 现 改 用 现代 符号 表示 ), 触 及 到 微分 与 积分 互 逆 关 系 的 微 积分 
基本 原理 , 巴 罗 的 著作 在 微 积分 的 发 展 中 标志 着 一 个 重要 的 里 程 碑 . 有 
的 数学 史家 认为 巴 罗 是 无 穷 小 分 析 的 第 一 个 发 明 人 ,这 不 是 没有 理由 
的 . 微 积分 的 先驱 者 们 对 纷繁 众多 的 有 关 微 积分 问题 作 了 长 期 的 研究 ， 
取得 很 多 成 果 , 但 都 没有 形成 理论 和 普遍 适用 的 方法 , 微 积分 仍 在 孕育 
之 中 ， 

17 世纪 后 半期 ,做 为 一 门 科学 , 微 积分 最 后 创立 的 条 件 已 经 成 熟 ， 
需要 有 人 把 无 穷 小 量 分 析 中 涉及 到 的 观点 ,方法 和 发 现 ,组 成 以 不 同 于 
过 去 的 独特 的 算法 为 其 特征 的 一 门 新 的 科学 . 费 尔 马 没 能 够 作 到 这 一 
点 ,他 未 能 将 其 方法 加 以 系统 化 广 谤 化 ,也 没有 认 清 切线 问题 和 求 积 问 
题 是 一 个 问题 的 两 个 重要 侧面 ,涉及 到 两 种 互 道 的 运算 . 包罗 虽 是 第 一 
个 认识 到 这 种 互 逆 关 系 的 人 ,但 他 未 能 意识 到 他 的 定理 竟 是 一 个 新 学 
科 的 基石 . 完成 最 终 创建 微 积分 的 历史 重任 落 在 了 巴 罗 的 学 生 和 牛顿 和 
另 一 位 德国 学 者 莱 布 尼 兹 身上 . 

牛顿 是 从 物理 观点 出 发 来 研究 数学 的 ,他 创立 的 微 积分 一 一 流 数 
术 的 原理 同 他 的 力学 听 究 有 关 密 切 联系 . 1665 年 5 月 20 日 ,在 牛顿 的 
一 页 文稿 中 出 现 了 “ 流 数 术 ”的 记载 ,这 一 天 往往 被 看 作 微 积分 之 诞生 
日 ,1669 年 ,他 完成 了 第 一 篇 微 积分 论文 < 运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 
学 )(17 扩 年 发 表 ); 给 出 了 求 一 个 变量 对 于 务 怀 个 变量 艇 膀 时 变化 率 
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的 普遍 方法 * 通 过 证 明 面积 可 以 由 求 变化 率 的 道 过 程 得 到 ,揭示 了 微 积 
分 的 基本 性 质 . 1671 年 ,牛顿 著 《 流 数 法 和 无 穷 级 教 )1736 年 发 表 ) ,给 
出 了 一 套 求 导数 , 求 积 分 的 具体 的 运算 方法 . 1687 年 ,牛顿 出 版 经 典 巨 
著 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》, 第 一 次 公开 发 表 了 微 积分 的 重要 成 果 . 
德国 数学 家 莱 布 尼 将 也 是 独立 完成 微 积 分 创建 工作 的 伟人 . 莱 布 
尼 兹 创立 微 积分 的 途径 和 方法 与 牛顿 不 同 , 主要 是 在 研究 曲线 的 切线 
和 面积 问题 时 ,运用 分 析 学 方法 引进 微 积 分 概念 的 . 从 1673 年 起 , 莱 布 
尼 兹 就 开始 了 对 无 穷 小 算法 的 研究 ,终于 在 1675 一 1676 年 他 独立 地 发 
现 微 积分 . 当时 他 称 之 为 无穷 小 算法 ”. 1684 年 他 发 表 第 一 篇 微分 学 
论文 (一 种 求 极 大 极 小 和 切线 的 新 方法 , 它 也 适用 于 分 式 和 无 穷 量 ,以 
及 这 种 新 方法 的 奇妙 类 型 的 计算 》. 这 篇 仅 6 页 的 论文 是 数学 史上 最 早 
公开 发 表 的 微分 学 论文 , 它 明确 给 出 了 微分 的 定义 和 若干 函数 的 和 差 
积 商 的 微分 法 则 . 1686 年 ,又 发 表 其 第 一 篇 积分 学 论文 《潜在 的 几何 与 
分 析 不 可 分 和 无 限 》, 给 出 了 对 数 函 数 和 指数 函数 的 微分 ,并 讨论 了 曲 
率 、 密 切 圈 和 包 络 理论 - 他 以 求 曲 边 形 面积 为 出 发 点 得 到 积分 概念 ,把 


积分 看 作 无 穷 小 之 和 ,并 引入 积分 符号 |. 莱 布 尼 兹 也 发 现 了 微分 和 积 


分 的 互 洲 关 系 . 

牛顿 和 莱 布 尼 效 从 不 同 的 角度 进行 研究 ,但 珠 途 同 归 , 都 独自 完成 
微 积分 之 创建 工作 . 他 们 的 主要 功绩 在 于 : (1) 把 各 种 问题 ( 求 速度 ,加 
速度 ,切线 , 弧 长 .面积 ,体积 等 ) 解法 统一 成 一 种 方法 , 即 微分 法 和 积 
分 法 1(2) 有 明确 计算 微 积分 的 方法 步骤 ;C3) 证 明 微分 法 和 积分 法 的 
互 池 关系 ,从 而 使 微分 学 和 积分 学 成 为 一 个 完整 的 体系 : 由 于 牛顿 和 妆 
布 尼 兹 的 工作 , 微 积分 运算 的 完整 性 和 应 用 的 广泛 性 得 以 揭示 , 微 积分 
成 为 解决 问题 的 重要 工具 . 牛顿 和 莱 布 尼 获 被 公认 为 微 积分 的 英 基 者 . 

然而 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 工作 却 又 各 具 特 色 , 并 不 雷同 . 在 微 积分 研 
究 内 容 方面, 牛顿 先 有 导数 概念 ,后 有 积分 概念 ; 莱 布 尼 效 则 先 有 求 积 
概念 ,然后 有 求 导 概 念 . 牛顿 以 无 穷 小 量 “ 恬 ”作为 出 发 点 ,只 是 后 来 为 
了 证 明 它 才 引 进 了 有 限 差 ; 莱 布 尼 兹 则 从 有 限 差 出 发 ,以 类 比 过 滤 到 无 
穷 小 .牛顿 重 的 是 “实体 ”概念 ,“ 胜 "(不 可 分 量 ,无 限 小 ) 与 有 限量 , 然 
后 发 现 它们 彼此 过 渡 的 运算 具有 蘑 种 可 乾 性 ; 莱 布 尼 效 则 注重 “关系 ” 
概念 ,一 开始 就 得 出 | 与 .是 丙种 互 进 运 第 ,至 于 它 刀 施行 示 化 么 实体 
上 , 则 是 次 要 的 , 弛 后 这 一 人 区 列 厅 以 漠 基 为 什 委 阁 赎 圣 无限 本 的 名 辑 基 

二 209 一 


附录 1 


础 十 分 关心 ,而 莱 布 尼 效 却 始终 不 大 关心 严密 性 问题 . 从 研究 的 方法 上 
看 ,牛顿 在 微 积分 的 应 用 上 更 多 地 结合 了 运动 学 , 造 谢 较 莱 布 尼 兹 高 一 
筹 ! 但 莱 布 尼 效 的 表达 形式 简洁 又 准确 , 胜 过 牛顿 , 强 有 力促 进 了 微 积 
分 的 发 展 ,牛顿 自由 地 用 级 数 表示 函数 :而 菜 布 尼 兹 却 宁愿 用 有 限 的 形 
式 . 从 工作 方式 来 看 ,牛顿 是 经 验 的 .具体 的 和 谦 慰 的 # 而 莱 布 尼 兹 是 富 
于 想象 的 .喜欢 推广 的 而 且 是 大 有 照 的 . 

微 积分 的 出 现 , 大 大 改换 了 数学 的 面 魏 . 随 着 人 们 对 微 积 分 的 重大 
价值 的 逐渐 发 现 , 也 出 现 了 两 场 重 大 的 争论 . 

一 场 争论 是 关于 微 积分 发 明 优 先 权 的 论战 . 牛顿 和 莱 布 尼 兹 都 对 
微 积 分 的 创建 作出 杰出 贡献 . 他 们 在 总 结 前 辈 工作 的 基础 上 ,各 自 独 立 
完成 了 这 一 空前 盛 业 . 但 由 于 狂 隆 的 民族 偏见 , 竞 发 生 了 优先 权 的 争 
论 ,前 后 绵延 了 一 百 多 年 , 这 场 无 谓 的 争论 使 欧州 数学 家 分 裂 成 两 派 ， 
大 陆 派 和 英国 派 . 争论 的 结果 使 英国 和 大 陆 的 数学 家 停止 了 思想 学 术 
的 交流 ,英国 数学 界 陷入 沉寂 ,落后 了 近 一 个 世纪 . 而 大 陆 的 数学 家 继 
续 研 究 莱 布 尼 兹 的 分 析 法 ,陆续 出 现 了 伯 努 利家 族 、 欧 拉 、 达 和 良 贝 尔 、 拉 
格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 和 柯 西 等 大 数学 家 ,呈现 出 一 派 兴旺 景象 . 

另 一 场 争论 是 关于 微 积 分 理论 基础 的 论战 . 微 积 分 来 源 于 实践 ,又 
含有 丰富 生动 的 具体 内 容 , 解 决 大 量 初等 数学 所 未 曾 解 决 的 实际 问题 . 
但 在 它 的 诞生 初期 ,还 缺乏 严格 的 逻辑 基础 ,甚至 包含 某 些 逻 辑 上 的 混 
乱 , 引 起 所 谓 第 二 次 数学 危机 . 矛盾 集中 在 牛顿 , 莱 布 尼 兹 赖 以 建立 这 
门 科学 的 基础 一 无 穷 小 量 上 . 牛顿 的 眠 (无 穷 小 ) 有 时 是 零 , 有 时 又 
不 是 零 而 是 有 限 的 小 量 . 菜 布 尼 兹 的 dz,dy 也 不 能 自圆其说 . 他 们 在 推 
导 导 函数 的 过 程 中 ,一 开始 就 把 变量 的 增 量 当成 微分 ,然后 对 中 间 出 现 
的 一 些 项 ,采取 “用 魔术 变 掉 ” 和 “暴力 镇 压 ” 的 方法 ,通过 错误 的 数学 
途径 得 到 了 正确 的 结果 ,从 而 使 微 积 分 蒙 上 了 神秘 的 色彩 . 由 于 没有 猜 
楚 的 无 穷 小 概念 . 也 就 没有 清楚 的 导数 、 微 分 和 积分 等 概念 . 无 穷 大 概 
念 亦 不 清楚 . 对 于 级 数 的 敛 散 性 不 加 考虑 . 也 不 考虑 连续 性 就 进行 微 
分 ,不 考虑 导数 ,积分 的 存在 性 以 及 可 和 否 展 成 短 级 数 等 微 积分 基础 存 
在 的 不 足 , 使 它 遭 到 了 以 大 主教 贝克 莱 为 代表 的 宗教 界 人 士 的 大 肆 攻 
击 . 贝克 莱 1734 年 曾 鄙 笑 无 穷 小 量 是 “已 死 量 的 项 灵 ” 极 尽 挖苦 之 能 
事 . 贝克 莱 之 流 的 攻击 决 不 是 建设 性 的 ， 但 他 们 也 确实 击 打 才思 
害 .马克思 曾 称 这 个 时 期 的 微 积分 为 “神秘 的 微分 学 P.-…… 4 

革 必 民 等 竹 积 分 部 由 者 加 上 机 攻 , 但 家 在 实 由 方 画 的 际 旬 ) 却 伪 人 们 
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足以 信服 其 威力 , 连 中 克 莱 也 不 得 不 说 :“ 流 数 术 是 一 把 万 能 的 钥匙 , 借 
着 它 近代 数学 家 打开 了 几何 以 至 大 自然 的 秘密 ”. 而 大 部 数字 家 则 暂时 
搁 下 人 逻辑 基础 不 顾 ,勇往直前 去 开 避 新 的 园地 . 达 朗 贝尔 有 句 名 言 , 现 
在 是 “把 房子 盖 得 更 高 些 , 而 不 是 把 基础 打 的 更 加 牢固 . “向 前 进 ! 你 就 
会 产生 信念 1” 

在 英国 ,牛顿 的 弟子 罗 “。 库 兹 详细 地 研究 了 微 积分 的 应 用 ,并 编制 
了 积分 表 . 1715 年 ,泰勒 发 表 了 《 增 量 方 法 及 其 逆 》, 莫 定 了 有 限 差分 方 
法 的 基础 ,得 到 著名 的 单 变量 函数 短 级 数 展开 的 泰勒 公式 ,在 公式 证 明 
中 没 注意 到 收敛 性 问题 . 严格 的 证 明 是 由 一 个 世纪 后 的 柯 西 给 出 ,泰勒 
级 数 的 重要 价值 半 个 世纪 后 才 被 拉 格 朗 日 所 认识 ,并 试图 以 此 作为 基 
础 建立 全 部 分 析 学 . 19 世纪 ,维尔 斯 特 拉 斯 用 等 级 数 观点 建立 起 复 变 
函数 的 理论 : 1730 年 , 棣 莫 佛 著 (关于 级 数 和 求 积 的 综合 分 析 》, 大 大 扩 
充 了 微 积分 学 的 范围 . 1742 年 ,马克 劳 林 著 《 流 数论 》, 系 统 地 解说 了 牛 
顿 的 方法 ,提出 了 马克 劳 林 级 数 《 流 数论 》 有力 地 捍卫 了 牛顿 ,驳斥 了 
贝克 莱 主教 的 攻击 . 在 分 析 学 方面 有 所 作为 的 英国 数学 家 还 有 斯 特 林 、 
约 输 ' 兰 登 等 . 但 由 于 优先 权 之 争 , 兰 登 以 后 一 个 多 世纪 ,英国 没 出 过 
第 一 流 数学 家 . 拉 兰 得 曾 感叹 :“1764 年 以 后 英国 没有 一 个 第 一 流 的 分 
析 学 家 !” 

而 18 世纪 的 欧洲 大 陆 ,在 伯 努 利家 族 激励 下 , 微 积分 正 迅 猛 地 成 
为 一 种 有 巨大 分 析 力 的 工具 ,一 种 用 精巧 的 符号 表示 出 来 的 科学 . 伯 努 
利家 族 是 世界 数学 史上 一 个 人 才 辈 出 ,产生 过 数 十 名 数学 家 的 著名 的 
数学 家 族 . 雅 各 ， 伯 努 利和 约翰 ，。 伯 努 利 兄 弟 把 莱 布 尼 效 的 学 说 发 扬 
光大 . 他 们 解决 了 曲线 的 曲率 、 法 包 线 ,拐点 、 曲 线 弧 长 等 课题 . 18 世纪 
对 微 积分 发 展 贡 献 最 大 的 数学 家 是 约翰 。 伯 努 利 的 学 生 欧 拉 . 他 的 《无 
限 小 分 析 引 论 》(1748) 《微分 学 》(1768 一 1780) 《积分 学 (1770) 都 是 
里 程 碑 式 的 著作 . 他 证 明了 多 元 函数 的 微分 与 次 序 无 关 的 定理 ;得 出 了 
全 微分 的 可 积 条 件 ; 给 出 了 求 未 定型 ,co 一 ce 极限 的 法 则 ,并 把 导数 
作为 微分 学 的 基本 概念 . 在 积分 学 方面 , 欧 拉 明 确 提出 了 不 定 积分 和 定 
积分 的 概念 ,并 给 出 了 不 少 求 定 积分 的 基本 方法 . 

18 世纪 后 期 ,法 国 数学 又 崛起 ,出 现 了 大 批 对 微 积分 发 展 有 重要 
页 南 的 数 常 家 "如 搞 格 朗 怀 : 达 兰 内 三 : 接 痢 拉 斯 * 鞭 让 很 , 夭 且 叶 等 . 
季 娘 和 硅 拉 格 良民 册 版 其 巨著 4 解析 博 数 过 和 :他 是 大 如 到 稳 积 分 的 基 珊 
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处 于 完全 不 能 令 人 满意 的 状态 ,从 而 试图 使 微 积 分 严谨 化 的 最 早 的 第 
一 流 的 数学 家 . 他 企图 抛弃 无 穷 小 概念 ,在 泰勒 级 数 基础 上 建立 起 全 部 
分 析 学 ,未 能 成 功 . 在 此 书 中 提出 了 著名 的 泰勒 公式 的 拉 格 朗 日 型 余 
项 . 拉 格 朗 日 还 将 分 析 学 方法 应 用 于 力学 等 研究 ,大 量 发 展 了 微分 方程 
理论 ,奠定 了 现代 力学 的 基础 , 拉 普 拉 斯 称 拉 格 朗 日 的 论文 是 “分 析 学 
家 的 杰作 ,因为 它 的 主题 重要 ,方法 漂亮 ,技巧 精美 .” 这 正 反 映 了 拉 格 
朗 日 做 为 第 一 位 真正 的 分 析 学 家 的 特点 . 博 里 时 是 公认 的 法 国 分 析 学 
派 的 代表 ,现代 数学 分 析 中 经 常用 到 的 傅 里 叶 级 数 、 傅 里 时 积分 、 傅 里 
叶 变 换 就 是 以 他 的 名 字 来 命名 的 . 

微 积 分 在 18 世纪 获得 了 巨大 发 展 . 沿 着 牛顿 、 莱 布 尼 兹 开创 的 道 
路 ,经 过 许多 技巧 高 超 的 分 析 学 家 的 努力 , 微 积 分 从 少数 几 个 尽管 天 
才 , 但 毕 竞 单薄 的 概念 发 展 成 为 内 容 丰 富 ,领域 广阔 的 学 科 , 其 中 包括 
常 微分 方程 、 偏 微分 方程 . 变 分 法 这 样 一 些 重 要 分 支 . 18 世纪 的 数学 家 
们 冲破 了 传统 的 欧 几 里 得 演绎 框架 . 热情 地 从 自然 界 、 自 然 科学 以 及 社 
会 生活 的 多 方面 汲 到 灵感 ,不 倦 地 探索 新 的 概念 、 技 巧 和 成 果 . 但 所 有 
这 些 都 是 建立 在 不 严格 的 基础 上 的 . 比如 函数 的 概念 很 模糊 ,无 穷 级 数 
不 考虑 敛 散 性 ,任意 进行 形式 的 运算 . 拉 格 朗 日 在 (解析 函数 论 》 中 竟 
认为 连续 函数 一 定 可 微 ,并 一 定 可 展 成 智 级 数 . 这 种 不 严格 情况 妨碍 了 
微 积分 的 进一步 发 展 . 只 是 由 于 18 世纪 分 析 学 发 展 迅猛 ,简直 令 人 眼 
花 乡 乱 ,使 人 们 来 不 及 检查 和 巩固 其 理论 基础 . 雕琢 已 有 成 果 , 赋 也 新 
发 明 以 严密 的 逻辑 基础 ,只 好 把 这 个 历史 任务 留 给 下 一 世纪 . 

19 世纪 20 年 代 ,分 析 学 许多 迫切 问题 已 基本 上 得 到 解决 ,数学 家 
们 于 是 转向 微 积分 基础 的 重建 . 这 方面 工作 可 以 说 始 于 捷克 波 尔 查 诺 ， 
他 首先 举 出 连续 不 可 微 函 数 的 例子 ,为 数学 严格 化 指出 了 应 苯 循 的 方 
向 ,但 却 没有 在 当时 引起 同行 们 的 注意 . 首先 把 分 析 建 立 在 严格 基础 上 
的 是 柯 西 . 他 于 1821 年 发 表 《 分 析 教 程 》 以 极限 作为 微 积分 的 基础 . 他 
不 是 采用 几何 或 力学 的 直观 方法 定义 极限 ,而 是 用 数 、 变 量 和 函数 给 
出 . 进一步 将 无 穷 小 定义 为 以 零 为 极限 的 变量 ,相应 地 也 定义 了 无 穷 
大 . 在 此 基础 上 , 柯 西 严格 地 定义 了 函数 的 连续 .导数 和 积分 ,研究 了 无 
穷 级 数 的 收敛 性 . 其 后 ,1826 年 阿 贝 尔 对 连续 函数 级 数 进行 研究 ,指出 
要 严格 限制 滥用 级 数 展开 及 求 和 . 而 级 数 一 致 收敛 的 概念 20 年 后 才 被 
斯 托 克 斯 和 塞 得 尔 提出 :1829 年 犹 里 克 震 给 出 于 疼 数 的 现代 定 祷 \ 在 
这 些 工 作 基 础 上 上 , 蛤 尔 斯 特 拉 斯 儿 除 了 其 中 不 确切 之 处 ,建立 了 极限 还 
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论 中 的 。 一 4 方法 ,确定 了 一 致 收 敏 性 的 概念 . 他 还 举 出 了 处 处 连续 、 处 
处 不 可 微 的 函数 例子 ,这 样 , 经 过 布尔 查 诺 、 柯 西 、 维 尔 斯 特 拉 斯 以 及 康 
托 等 数学 家 不 懈 地 努力 ,在 潜 无 穷 的 意义 下 ,建立 了 较 严 格 的 极限 理 
论 ,以 e 一 5 的 描述 方法 代 著 了 无 穷 小 量 的 方法 ,以 求 增 量 . 算 比值 、 取 
极限 的 三 步 曲 方 式 建立 求 导 法 则 ,从 而 在 数学 推理 形式 上 解决 了 贝克 
莱 主 教之 流 的 读 难 , 微 积分 理论 有 了 较 扎实 的 理论 基础 

但 是 ,分 析 的 严格 化 最 终 还 需 仰 赖 于 实数 理论 和 集合 论 . 1872 年 ， 
在 德国 同时 出 现 了 实数 三 大 派 理论 ; 戴 德 金 在 (连续 性 与 无 理 数 》 中 亲 
述 了 他 的 实数 分 割 理论 ; 康 托 在 (数学 纪事 》 上 发 表 了 他 关于 无 理 数 的 
基本 序列 理论 ;维尔 斯 特 拉 斯 提出 用 递增 有 界 数列 定义 无 理 数 . 这 三 种 
实数 理论 是 等 价 的 . 1892 年 ,巴赫 曼 提出 用 区 间 套 原理 建立 实数 理论 . 
戴 德 金 、 康 托 和 维尔 斯 特 拉 斯 的 实数 理论 , 刻 刘 了 实数 集 的 有 序 性 .再 
密 性 完备 性 (连续 性 ) 等 性 质 ,使 微 积分 这 座 大 厦 有 了 坚固 的 基础 . 
1883 年 康 托 建 立 集合 论 . 集合 现 已 成 为 数学 最 基本 的 概念. 集合 论 的 
观点 和 思想 方法 已 渗透 到 数学 几乎 所 有 的 领域 ,使 数学 的 基础 变 得 严 
密 可 舍 , 实数 理论 .集合 论 和 柯 西 .维尔 斯 特 拉 斯 的 极限 论 使 微 积分 理 
论 建立 在 巩固 的 逻辑 基础 二 ,结束 了 近 三 百年 来 的 混乱 局 面 , 并 推动 了 
函数 论 的 发 展 . 

1960 年 美国 数理 馆 辑 学 家 重 滨 逊 创立 非 标准 分 析 . 他 利用 数理 认 
辑 模型 论 ,成 功 地 构造 出 实数 集 R 的 一 个 非 标准 模型 8* ,引入 了 新 型 
的 数 一 无 穷 小 量 ,在 严密 的 逻辑 基础 上 ,建立 起 一 种 新 的 分 析 理论 ， 
它 以 逻辑 的 合理 性 消除 了 莱 布 尼 兹 无 穷 小 的 神秘 性 ,并 以 数量 化 的 广 
法 表现 “无 限 趋 于 0 的 过 程 ", 更 深刻 地 揭示 了 微 积分 的 本 质 . 元 穷 小 量 
在 严格 的 数学 中 又 占有 了 一 定 的 地 位 . 

微 积分 传 入 我 国 的 第 一 部 著作 是 清 代 李 善 兰 和 伟 烈 亚 力 合 译 的 
《 代 微 积 拾级 》 十 八 卷 (1859), 它 译 自 美国 罗 密 士 的 《解析 几何 与 微 积 
分 )(1850) ,全书 包括 解析 几何 .微分 学 和 积分 学 三 部 分 ,基本 上 相当 于 
现在 的 《高 等 数学 ) 该 书 许多 译名 已 保留 至 今 . 如 differential 译 为 微 
分 ,integral 译 为 积分 ,funetion 译 为 函数 ,limit 译 为 极限 等 . 稍 后 晚 清 数 
学 家 华 鞍 芳 对 微 积分 的 传人 也 有 突出 贡献 . 他 所 译 《 微 积 淹 源 ) 内 容 更 
丰富 ,水 平 也 较 高 
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三 . 级 数理 论 

级 数理 论 是 数学 分 析 的 重要 内 容 之 一 ,其 研究 的 中 心 问题 是 如 何 
用 级 数 来 表示 已 知 的 函数 ( 即 把 函数 展开 为 级 数 ), 以 及 研究 由 函数 所 
展开 成 的 级 数 的 敛 散 性 . 由 于 级 数 具有 结构 简单 的 特点 ,所 以 成 为 研究 
函数 的 一 个 有 力 工具 . 

在 历史 上 ,级 数 出 现 的 很 早 , 亚 里 士 多 德 在 公元 前 4 世纪 就 知道 公 
比 小 于 1( 大 于 0) 的 几何 级 数 具 有 和 数 . 14 世纪 奥 尔 斯 姆 就 通过 类 似 
现代 教科 书 中 的 方法 证 明了 调和 级 数 六 二 发 散 到 十 oo. 

级 数 真 正 被 大 量 应 用 还 是 在 17 世纪 建立 微 积分 时 开始 的 . 1669 年 
牛顿 发 现 了 著名 的 牛顿 二 项 式 定理 ,对 于 任意 实数 ,函数 (1 十 5) 都 
可 以 写成 > 的 午 级 数 > ouzx, 邑 

各 


(1 十 太一 1 十 民 十 cc 一 1 本 二 和光 十 cc 一 1 


(ec 一 a 十 1) 寺 十 …。 
而 在 1668 年 默 卡 托 尔 曾 发 现 了 对 数 的 迁 级 数 
log(1 十 有 ) 一 z 一 于 十 全 一 于 十 
为 了 要 制定 精确 度 较 高 的 函数 表 . 1670 年 格 列 哥 里 ,1676 年 牛顿 先后 
独立 发 现 了 格 列 哥 里 一 一 牛顿 内 插 公式 . 这 个 公式 是 把 函数 展开 为 矫 
opted 牛顿 将 其 流 数 术 方 法 和 将 函数 展开 成 无 穷 级 数 的 技 


合 起 来 ,使 之 成 为 更 加 强 有 力 的 方法 . 中 无 穷 级 数 他 解决 了 一 些 过 
ett 他 由 除法 得 到 


二 十 二 


然后 利用 级 数 ,很 容易 计算 出 ， 一 工 士 二。 图形 下 的 面积 .他 利用 二 项 
式 定理 求 得 


1 
1 一 于 一 1 22 一 二 24 6 
在 牛顿 手中 ,无 穷 级 数 已 成 为 其 微 积 分 的 基本 工具 . 他 同时 还 获得 了 三 
角 函 数 、 对 数 函 数 等 的 级 数 展开 式 . 
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1715 年 泰勒 通过 对 格 列 哥 里 一 一 牛顿 内 插 法 的 研究 ,提出 了 著名 
的 泰勒 公式 ,发 明了 将 函数 展 成 无 穷 级 数 的 一 般 方法 : 


2 
fz 十 有 一 DD) 十 印 (9) 十 得 PCGz) 十 …… 十 生 Joo(Gz) 十 …， 


泰勒 公式 虽然 使 任意 单 变 量 函数 展开 为 无 穷 级 数 成 为 可 能 ,但 他 对 该 
定理 的 证 明 并 不 严谨 ,也 没有 考虑 级 数 的 收敛 性 . 
形 如 


f(z) = f(0) + zf (0)+ 到 Pr) 生生 省 吾 fo(0) + 


的 知 级 数 展开 式 是 泰勒 级 数 的 一 种 特例 . 早 在 1717 年 斯 特 灵 就 对 代数 
函数 给 出 了 这 种 特例 ,后 于 1730 年 对 一 般 函 数 进一步 作 了 介绍 ,但 未 
引起 数学 界 重视 . 1742 年 马克 劳 林 在 《 流 数 术 》 中 并 明了 这 个 展 式 , 通 
常 便 称 其 为 马克 劳 林 级 数 . 马克 劳 林 是 用 待定 系数 法 证 明 这 个 展 式 的 ， 
但 证 明 中 也 没 考虑 级 数 的 收敛 性 . 

泰勒 公式 、 马 克 劳 林 公 式 出 现 以 后 ,人 们 陆续 得 到 了 一 切 初 等 函数 
的 者 级 展开 式 , 级 数 成 为 研究 函数 的 重要 工具 ,得 到 广泛 的 应 用 . 


莱 布 尼 兹 对 于 无 穷 级 数 作 过 研究 . 他 曾 第 一 个 给 出 子 的 级 数 表达 


式 
于 下 三 四 二 过 二 下 过 
本 二 1 一 可 十 百 一 林寺 二 


并 考察 了 用 级 数 的 前 有 限 项 之 和 作为 也 近似 值 时 误差 的 估计 . 他 还 在 


研究 交错 级 数 基础 上 ,提出 了 交错 级 数 敛 散 性 的 羔 布 尼 兹 判别 法 . 

伯 努 利 兄 弟 也 对 级 数 进行 过 专门 的 研究 . 雅 各 。 伯 努 利 在 研究 无 
穷 级 数 求 和 问题 时 ,证 明 自 然 数 平方 的 倒数 和 是 个 有 限 数 , 即 伯 努 利 级 
数 

pe 1 十 去 十 束 十 二 十 … 十 直 十 局 
有 有 限 和 ,但 他 长 期 求 不 出 此 值 . 

欧 拉 是 把 无 穷 级 数 从 一 般 的 工具 转变 为 一 个 重要 的 研究 科目 的 数 
学 家 . 在 无 穷 级 数 研究 方面 取得 丰硕 成 果 . 他 得 知 伯 努 利 级 数 后 ,认真 
和 作 耻 研究 ;发 更 了 这 个 和 和 Wh 还 算出 了 其 近似 什 
1. 644934, 租 并 不 注 站 ,后 来 改换 思路, 通过 类 比 代 数 方 程 稳 到 了 令 人 人 
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满意 的 结果 (1734) : 
lr 


和 
但 有 人 指责 这 种 从 有 限 项 方程 过 湾 到 无 限 项 方程 的 作法 缺乏 如 辑 依 
据 . 1748 年 欧 拉 在 (无 穷 小 分 析 引 论 ) 中 ,终于 给 出 了 严格 证 明 ,他 计算 


出 著名 的 歼 晶 《函数 《Ce) = 》) .在 个 点 的 什 


4(2b = 之 1 时 一 qa. 


他 证 明 ax 是 有 理 数 ， 并 可 通过 伯 努 利 数 表示 . 欧 拉 还 研究 了 调和 级 数 ， 
相当 征询 地 计算 也 收 拉 常数 
y= lim(1 十 去 十 … 十 二 一 In) 
= 0. 57721566490153286060651209… 


欧 拉 还 曾 由 


于 一 1 十 z 十 袜 十 于 十 ee 


出 发 , 令 z 一 一 1 得 到 


PE 
1 一 1 十 1 一 1 十 …… = 也 ， 


但 他 认为 对 于 这 类 发 散 级 数 , 不 能 象 收敛 级 数 那样 ,要 求 它 的 各 项 陆续 
相 加 时 可 任意 接近 其 和 . 他 写 道 :“ 有 些 无 穷 级 数 之 和 乃 是 这 样 一 个 有 
限 表达 式 , 将 它 晨 开 时 就 产生 了 该 级 数 . ”近代 发 散 级 数理 论 , 正 是 从 
这 种 对 级 数 和 的 广义 理解 中 产生 的 . 

从 以 上 论述 我 们 可 以 看 出 ,在 微 积分 创立 初期 ,人 们 通过 微 积分 的 
基 本 运算 与 级 数 运算 的 纯 形 式 的 结合 ,得 到 了 一 批 初等 函数 的 无 穷 
( 禾 ) 级 数 的 展开 式 . 从 此 以 后 ,级 数 便 作为 函数 的 分 析 等 价 物 , 用 以 计 
算 函 数 的 值 ,用 以 代表 函数 参加 运算 ,并 以 所 得 结果 阐释 应 数 的 性 质 . 
在 运算 过 程 中 ,级 数 被 视 为 多 项 式 的 直接 推广 ,并 且 也 象 通常 的 多 项 式 
一 样 对 待 . 这 些 基本 观点 的 运用 一 直 持续 到 19 世纪 初 年 ,取得 了 许多 
成 果 . 

由 于 把 级 数 等 同 于 多 项 式 看 待 , 没 能 对 级 数 的 根本 性 问题 一 收 
禾 性 和 发散 性 引起 尽 竺 的 重视， 结果 常常 出 现 一 - 些 蔓 避 的 结果 ; 如 级 数 
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1 一 .1 十 1 一 1 十 
曾 引起 过 激烈 的 争论 . 若 将 其 改写 成 (1 一 1) 十 (1 一 1D) 十 … 的 形式 ， 
其 和 应 为 0; 若 将 其 改写 成 1 一 (1 一 1) 一 (1 一 1D… 的 形式 ,其 和 应 为 
1; 而 将 其 和 记 为 8, 则 有 8 ~ 1 一 8, 从 而 得 到 $ 一 志 . 这 真 令 人 不 可 因 
议 . 这 些 现象 迫使 人 们 必须 认真 考虑 级 数 的 严格 定义 ,以 及 探讨 运算 的 
合理 性 . 
1811 年 法 国 传 里 叶 首先 给 出 了 级 数 收敛 的 严格 定义 . 傅 里 叶 还 发 
现任 意 函 数 都 可 展开 成 三 角 级 数 ( 传 里 时 级 数 ? 


f(z) = 全 十 D3 《acosnz 十 bsinnz) ， 
n= 
其 中 4= flz)cosnzdz, Ca 一 0,1,2，)。 


h= 站 f(z)sinnzdz， Cn 一 1,2,3，). 


超 几 何 级 数 
SYv aa 十 1)…(o 十 m 一 1)5G 十 1)…( 2 一 1)， 

0 2 i + 
是 欧 拉 1769 年 研究 超 几何 方程 级 数 解 时 得 到 的 . 高 斯 对 于 超 几 何 级 数 
进行 了 系统 的 研究 . 在 此 研究 中 他 认识 到 ,需要 把 级 数 的 使 用 限制 在 它 
们 的 收敛 范围 内 . 

1821 年 柯 西 在 其 《代数 分 析 教 程 》 中 给 出 了 著名 的 柯 西 收敛 准则 ， 
还 给 出 了 正 项 级 数 收敛 的 一 些 具体 判别 法 ,如 比值 法 和 根 式 法 . 柯 西 还 
严格 地 论证 了 泰勒 级 数 的 敛 散 性 . 柯 西 提 出 的 级 数 收敛 性 理论 ,在 当时 
数学 界 造成 了 巨大 的 友 动 . 有 一 次 科学 会 议 上 , 柯 西 提出 收敛 性 问题 ， 
会 后 拉 普 拉 斯 急忙 赶 回 家 并 隐居 起 来 ,认真 检查 起 其 (天 体力 学 )》 中 所 
用 到 的 级 数 ,直到 看 到 书 中 用 到 的 每 一 个 级 数 都 是 收敛 的 时 候 , 才 松 了 
一 口气 . 

阿 贝尔 在 1826 年 研究 无 穷 级 数 时 ,得 到 了 一 些 级 数 收敛 的 判别 准 
则 以 及 关于 短 级 数 求 和 的 定理 ,当时 发 散 级 数 是 一 个 使 数学 家 们 颇 感 
或 手 的 问题 ,关于 这 个 “魔鬼 的 发 明 ”, 阿 贝尔 认为 问题 的 症结 所 在 是 当 
时 的 数学 缺乏 严密 性 . 在 此 基础 上 他 得 出 短 级 数 求 和 定理 ( 阿 贝尔 定 
理 ). 


.向 积 分 基本 运算 与 级 数 汉 得 结 全 的 需要 ;引导 人 们 如 强直 过 小 收 
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但 性 ,因而 提出 了 一 致 收敛 的 概念 . 维尔 斯 特 拉 斯 于 1841 年 提出 一 致 
收敛 概念 . 并 利用 一 致 收敛 概念 给 出 了 级 数 逐 项 积分 和 在 积分 号 下 求 
微分 的 条 件 . 他 还 发 现在 闭 区 间 上 任何 连续 函数 都 可 以 表示 为 该 区 间 
上 绝对 一 致 收敛 的 多 项 式 级 数 . 斯 托 克 斯 (1847) 和 赛 德尔 (1848) 也 对 
一 致 收敛 理论 作出 过 贡献 . 

在 天 文学 .物理 学 中 ,函数 的 级 数 展开 ,作为 一 个 整个 函数 的 分 析 
的 等 价 物 , 在 收敛 范围 以 外 的 不 断 的 成 功 的 使 用 ,又 迫使 人 们 推广 或 扩 
大 收敛 概念 而 提出 了 渐 近 性 与 可 和 性 . 发 散 级 数 求 和 理论 是 收 伍 级 数 
研究 的 扩展 , 庞 加 莱 (1886)、 切 萨 罗 (1890)、 波 莱 尔 (1895) 都 有 重要 的 
贡献 . 

通过 近 三 百年 的 努力 ,级 数理 论 就 这 样 逐 渐 地 建立 起 来 了 . 


四 . 常 微分 方程 


常 微分 方程 被 定义 为 包含 一 个 自 变 量 和 它 的 未 知 函 数 以 及 未 知 
函数 的 微 商 的 方程 . 它 可 以 说 是 方程 和 微分 两 个 概念 结合 的 产物 . 常 微 
分 方程 在 牛顿 . 莱 布 尼 兹 创立 微 积分 的 时 修 就 已 经 遇 到 了 . 而 其 理论 的 
形成 和 发 展 是 与 力学 ,天 文学 ,物理 学 及 其 它 自然 科学 技术 的 发 展 相 畏 
相 成 ,互相 促进 . 数学 其 他 新 分 支 ,如 复 变 函数 、 李 群 .组 合 拓扑 学 等 都 
给 常 微分 方程 论 的 发 展 以 深刻 的 影响 . 常 微分 方程 论 的 形成 和 发 展 大 
致 可 分 为 四 个 阶段 ， 

1. 萌芽 阶段 

16 世纪 一 些 科学 家 在 研究 工作 中 过 到 不 少 常 微分 方程 问题 . 如 纳 


皮尔 在 发 明 对 数学 时 ,涉及 到 形 如 &a 二 切 一 的 微分 方程 ,他 还 求 出 
其 近似 解 个 利 略 研究 落体 运动 时 , 曾 得 出 过 玫 分 方程 昱 = 7 的 解 


z= 二 9 币 卡 儿 研究 已 知 光 线 由 定点 射出 ,经 过 镜面 反射 之 后 达 另 一 


定点 , 求 镜面 形状 的 问题 , 即 “切线 的 反问 题 " 时 ,也 涉及 到 微分 方程 问 
题 . 微 积 分 产生 之 前 生产 实践 和 科学 研究 已 向 数学 家 们 提供 了 丰富 的 
微分 方程 研究 课题 . 只 是 还 未 能 找到 可 行 的 普遍 解法 . 
2. 初创 阶段 
微 积分 的 创立 者 牛顿 和 莱 布 尼 兹 在 考察 切线 的 反问 题 一 由 如 
线 确定 曲线 时 , 便 提出 了 微分 沉 窒 的 琅 态 当 876' 年 莱 布 居 效 在 致 牛顿 
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信 中 ,首次 引进 “微分 方程 ”这 个 名 称 . 在 他 们 的 著作 中 ,都 构造 和 解决 
了 某 些 类 型 的 常 微分 方程 . 

微分 方程 的 早期 研究 侧重 于 各 类 一 阶 方程 的 通 解 问题 . 伯 努 利家 
族 在 这 方面 有 重要 建树 . 约 输 * 伯 努 利 在 1694 一 1697 年 研究 了 分 离 变 
量 法 . 找到 将 一 次 齐 次 方程 化 为 可 分 离 变 量 型 方程 的 方法 ; 雅 各 * 伯 努 
利用 变量 替换 法 解决 了 有 名 的 伯 努 利 方程 


型 一 PCy + (a)y. 
伯 努 利 兄弟 还 利用 变换 ! = wv 解决 了 线性 方程 
至 = Po 十 9Gz) 
约翰 之 子 丹 尼 尔 。 伯 努 利 24 岁 时 解决 了 有 名 的 黎 卡 提 方 程 
型 = PF + QDy + RO). 


18 世纪 关于 常 微分 方程 最 杰出 的 工作 属于 欧 拉 . 欧 拉 曾 研究 过 具 
有 对 称 形式 的 方程 
M(z,y)dz + Nz,y)dy = 0. 
提出 了 利用 积分 因子 求解 方程 的 方法 . 他 还 利用 变换 z = e' 将 欧 拉 方 
程 


Lg 本 地 
oz + or 1 十 mz 于 十 ng 一 0 


化 为 常 系数 线性 方程 而 求解 . 欧 拉 还 发 现 ,微分 方程 一 般 有 无 穷 多 个 
解 ,于 是 提出 了 “ 通 解 ”和 “ 特 解 ”的 概念 . 欧 拉 在 后 期 还 为 某 些 类 型 的 
一 阶 方程 建立 起 积分 因子 并 推广 到 高 阶 方程 ;考察 了 黎 卡 提 方 程 的 性 
质 ; 由 圆 膜 振动 问题 得 到 了 贝 塞 尔 方程 

zy + zy + (7 — nr?)y = 0. 
欧 拉 求 一 阶 方程 初 值 问 题 近似 解 的 “ 欧 拉 方 法 ”, 构 成 后 来 证 明 解 的 存 
在 性 定理 的 基础 . 

达 朗 贝尔 . 拉 格 朗 日 、 泰 勒 、 拉 普 拉 斯 和 克 雷 洛 等 人 在 常 微 分 方程 
方面 也 做 过 不 少 工作 . 到 18 世纪 末 , 常 微分 方程 论 已 具备 完整 的 框架 ， 
成 为 一 门 理论 . 

3. 英 基 阶段 有 * 

19 世纪 初 、 中 期 是 数学 史上 一 个 大 实 革 时 期 ,数学 介 析 黄 基 工作 
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的 兴起 , 群 论 的 产生 , 复 变 函 数论 的 开创 等 都 对 常 微 分 方程 论 产生 深刻 
的 影响 . 常 微分 方程 的 基础 理论 受到 重新 审定 并 加 以 巩固 . 最 迫切 需要 
解决 的 问题 是 解 的 存在 性 问题 和 能 够 求 出 初等 函数 通 解 的 可 能 性 问 
题 ,通常 将 求解 满足 特定 的 初始 条 件 的 常 微 分 方程 的 问题 , 称 为 常 微分 
方程 的 柯 西 问题 或 定 解 问题 , 亦 称 作 初 值 问题 . 柯 西 引入 长 函数 概念 和 
极限 计算 的 方法 ,严格 证 明了 初 值 问 题解 的 存在 性 和 崔 一 性 . 柯 西 还 创 
造 性 地 将 常 微分 方程 的 研究 由 实数 域 扩展 到 复数 域 ,开拓 出 常 微分 方 
程 解析 理论 这 一 重要 分 支 . 

柯 西 证 明 初 值 问题 

y = f(r) ,yz0) = yo 
在 f(z,y) ,fr,(z,y) 连续 的 区 域内 必 有 唯一 解 存在 . 后 来 李 普 希 效 于 
1876 年 用 更 广泛 的 “ 李 普 希 兹 条 件 ” 
1fGz,g) 一 fGzysa)| < Lly — yl 

代替 记 ,(z,y) 的 连续 性 假设 ,改进 了 这 一 证 明 . 以 后 , 皮 亚 诺 仅 在 f(z,9) 
连续 的 假设 下 ,证 明了 初 值 问题 解 的 存在 性 . 1890 年 毕 卡 将 初 值 问题 
化 为 等 价 的 积分 方程 ,采用 逐次 逼近 的 方法 证 明 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 

除了 通 解 问题 和 初 值 问 题 ,这 个 阶段 还 出 现 了 由 斯 图 姆 和 刘 维 尔 
开创 的 边 值 问 题 和 特征 值 问题 的 研究 领域 . 1833 年 斯 图 姆 首先 着 手 对 
二 阶 常 微分 方程 的 边 值 问 题 的 研究 , 刘 维尔 也 参加 这 一 工作 . 
1836 一 一 1837 年 斯 图 姆 给 出 了 方程 


型 ++P(D) 虹 +y=0 


在 给 定 条 件 下 具有 非 零 解 y 的 条 件 ,以 及 这 些 解 与 特征 值 的 关系 . 边 什 
问题 以 后 在 弹性 力学 ` 量 子 力学 及 技术 中 有 着 广泛 应 用 ,并 沟 源 形成 微 
分 方程 的 一 个 重要 分 支 . 
4. 现代 发 展 阶段 
从 19 世纪 末 开 始 ,常数 分 方程 论 进 入 一 个 新 的 发 展 阶段 ,出 现 了 
四 个 方向 的 重大 发 展 . 
(1) 常 微分 方程 变换 群 理论 
1874 年 M.S. 李 将 群 的 概念 用 于 常 微分 方程 ,引入 了 将 常 微分 方 
程 的 解 变 为 解 的 连续 变换 群 的 概念 . 从 理论 上 将 各 种 各 样 可 以 用 积分 
求解 的 微分 方程 加 以 统一 分 类 . 
(2) 常 微分 方程 解析 理论 “ 
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1841 年 刘 维 尔 研 究 了 黎 卡 提 方程 
型 十 六 = PC)， 


得 到 该 方程 的 解 一 般 不 能 由 初等 函数 给 出 的 结论 . 这 就 等 于 宣告 ,从 
17 世纪 起 人 们 所 走 的 寻求 微分 方程 初等 解 的 道路 ,前 途 极为 有 限 . 庞 
加 莱 、 班 勒 卫 、 福 克 斯 和 克 莱 因 等 人 , 便 开始 扩充 微分 方程 解 的 范围 ,不 
管 是 否 是 初等 函数 ,只 要 满足 微分 方程 ,都 加 以 考虑 . 这 就 使 得 微分 方 
程 的 可 解 范围 大 大 扩充 ,微分 方程 从 而 成 了 特殊 函数 的 丰富 来 源 . 这 
样 , 微 分 方程 与 函数 论 建立 起 密切 的 联系 ,产生 了 微分 方程 的 解析 理 
论 , 解 析 理 论 是 复数 域 上 的 常 微分 方程 理论 ,应 用 复 变 函 数论 研究 微分 
方程 的 性 状 ,以 及 把 微分 方程 的 解 视 为 由 方程 定义 的 解析 函数 ,并 直接 
从 微分 方程 本 身 研 究 解 的 性 质 的 理论 . 

(3) 常 微分 方程 定性 理论 

由 于 绝 大 多 数 微分 方程 不 能 用 初等 函数 的 积分 来 表 出 通 解 ,而 工 
程 技术 、 天 文学 ,物理 学 中 对 于 所 出 现 的 常 微分 方 穆 又 并 不 一 定 要 求 出 
解 ,往往 只 需要 知道 解 的 某 些 性 质 . 在 不 引入 新 函数 而 又 不 能 求 出 解 的 
情况 下 ,对 方程 的 解 进行 定性 研究 , 即 讨论 解 的 性 质 . 这 便 导 致 了 常 微 
分 方程 定性 理论 的 出 现 . 1881 一 1886 年 庞 加 莱 连 续 发 表 了 《由 微分 方 
程 所 确定 的 积分 曲线 》 的 四 篇 论文 ,这 些 论文 标志 着 常 微分 方程 定性 
理论 的 完成 ,俄国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 对 常 微分 方程 定性 理论 也 作出 了 
卓越 贡献 , 自 庞 加 莱 以 来 几 十 年 间 , 定 性 理论 有 了 充分 的 发 展 ,在 理论 
方面 和 应 用 方面 都 有 重大 成 就. 现在 仍 是 一 个 很 活路 的 分 支 . 

(4) 常 微 分 方程 近似 数值 计算 

一 般 的 常 微分 方程 常常 不 能 求 得 精确 解析 解 ,需要 借助 于 求 近似 
解 或 数值 解 ,或 两 者 兼 而 有 之 . 

摄 动 方法 是 重要 的 近似 方法 , 它 是 借助 于 选 定 的 并 且 具 有 精确 解 
的 微分 方程 组 ,逐次 近似 地 描述 所 研究 的 微分 方程 . 关于 正则 摄 动 问题 
常用 林 斯 泰 > 
和 均衡 法 . 关于 奇异 摄 动 问题 有 文 策 尔 .克拉 默 斯 等 的 WKB 方法 , 兰 格 
和 奥 尔 弗 的 LO 方法 以 及 马 斯 洛 夫 提出 的 方法 等 . 

由 于 一 般 微 分 方程 不 能 求 得 精确 解析 解 ,工程 技术 及 自然 科学 各 
部 门 的 需要 迫使 人 们 去 寻求 近似 解析 解 , 艺 解析 形式 的 等 许 一 定 误差 
的 解 . 常 才 求 近 叔 解 御 解 的 方法 有 商 种 ; 斌 竹 北 和 小 大 数 玫 开 . 
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高 等 数学 中 有 关 数 学 家 简介 (以 出 生 先 后 为 序 ). 


1. 笛 卡 儿 (Desartes Rene, 1596 一 1650) 


笛 卡 儿 是 法 国 数学 家 、 哲 学 家 、 物 理学 家 ， 生 手 法 国 国事 纳 省 拉 海 
镇 的 一 个 古老 的 贵族 家 庭 , 1612 年 从 法 国 最 好 的 学 校 之 一 一 一 拉 弗 里 
会 的 耶稣 会 学 校 毕业 ,1616 年 获 普 互 捷 大 学 的 法 律 学 位 . 在 结束 学 业 
时 ,他 就 暗 下 决心 :一 是 不 再 在 书本 的 字里行间 求学 间 , 而 要 向 “世界 这 
本 大 书 ” 讨教 ,以 获得 经 验 ”; 二 是 要 靠 对 自身 之 内 的 理性 的 探索 来 区 
别 真理 与 麻 误 ， 

此 后 ,他 便 背 离 家庭 的 职业 传统 ,开始 探索 人 生 之 路 . 1617 年 起 在 
军队 里 当 过 几 年 兵 ,在 离开 军队 之 后 又 到 德国 .丹麦 .荷兰 、 瑞 士 . 意 大 
利 等 国旅 行 ,所 见 所 闻 丰 富 了 他 的 见识 ,更 重要 的 是 对 当时 科学 的 最 新 
成 果 增强 了 解 . 1628 年 定居 荷兰 ,在 那里 生活 的 20 年 中 ,他 对 哲学 、 数 
学 和 自然 科学 进行 了 广泛 而 深入 的 研究 , 写 出 了 一 系列 著名 的 作品 . 

第 卡 儿 是 欧洲 近代 哲学 的 主要 开拓 者 之 一 ,他 主张 抛弃 中 世纪 以 
来 的 神学 世界 观 ,声称 一 切 知识 只 有 经 过 合理 的 鉴定 ,才能 得 到 逻辑 上 
的 承认 . 他 先后 出 版 了 《形而上学 的 沉思 》 和 《哲学 原理 》 西 本 名 著 , 前 
者 是 关于 物理 学 的 全 部 基础 ,后 者 主要 是 阐述 他 在 物理 学 和 生物 学 方 
面 的 研究 成 果 . 由 于 其 观点 触犯 了 经 院 哲 学 和 教会 的 教义 ,因此 受到 教 
会 的 迫害 ,这 些 著 作 也 被 列 为 当时 的 禁书 . 然而 他 的 哲学 思想 受到 很 多 
人 的 推崇 , 黑 格 尔 称 他 是 “现代 哲学 之 父 ” 

第 卡 儿 对 数学 的 最 大 贡献 是 创立 了 解析 几何 学 . 他 认为 数学 比 其 
它 科学 更 符合 理性 的 要 求 ,他 是 以 下 列 三 种 身份 的 结合 六 研究 数 常 的 
作为 哲学 家 ,作为 自然 界 的 操守 六 : 作 为 一 个 客 写 科学 用途 的 从 - 他 的 ， 
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基本 思想 是 要 建立 起 一 种 普 记 的 数学 ,使 算术 、 代 数 和 几何 统一 起 来 . 
为 此 他 写 了 《几何 学 》 他 的 《几何 学 》 是 作为 更 好 地 指导 推理 和 寻求 
科学 真理 的 方法 论 》 一 书 中 第 三 个 附录 中 出 现 的 ,其 它 两 个 附录 是 《 折 
光 》 和 《 陨 星 》. 

第 卡 儿 的 理论 以 两 个 观念 为 基础 :坐标 观念 和 利用 坐标 方法 把 带 
有 两 个 未 知 数 的 任意 代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 . 他 的 《几何 学 》 
共 分 三 个 部 分 :第 一 部 分 包括 对 一 些 代数 式 作 几何 的 原则 解释 ,在 这 一 
部 分 中 ,第 卡 儿 把 几何 算术 化 了 ;第 二 部 分 讨论 了 曲线 的 分 类 法 以 及 作 
曲线 的 切线 的 方法 ;第 三 部 分 涉及 高 于 二 次 方程 的 解法 . 在 他 的 《几何 
学 》 中 第 一 次 出 现 变 量 与 函数 的 思想 . 不 过 没有 使 用 这 两 个 术语 . 笛 卡 
儿 所 谓 的 变量 ,是 指 具 有 变化 长 度 而 不 变 方向 的 线段 ,还 指 连续 经 过 坐 
标 轴 上 所 有 点 的 数字 变量 . 正 是 变量 的 两 种 形式 使 笛 卡 儿 试 图 创造 一 
种 几何 与 代数 互相 参透 的 科学 . 第 卡 儿 的 功绩 正 是 把 数学 中 两 个 研究 
对 象 “ 形 ”与 “ 数 ”统一 起 来 ,并 在 数学 中 引入 “变量 ”, 完 成 了 数学 史上 
一 项 划时代 的 变革 . 对 此 恩格斯 给 予 了 极 高 的 评价 : “数学 中 的 转折 点 
是 币 卡 儿 的 变数 .有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,辩证 法 进入 了 
数学 ,有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 了 .” 

应 该 指出 , 笛 卡 儿 的 坐标 系 是 不 完备 的 ,他 未 曾 引入 第 二 条 坐标 
轴 , 即 y 轴 ,y 轴 是 由 18 世纪 的 瑞士 数学 家 克拉 美 在 他 的 著作 《代数 曲线 
分 析 引 论 》 中 引入 的 . 另外 笛 卡 儿 也 没有 考虑 横 坐标 的 负 值 . 

笛 卡 儿 对 韦 达 所 采用 的 符号 作 了 改进 ,他 用 字母 表 中 开头 几 个 字 
母 a,b,c 等 表示 已 知 数 ,而 用 末尾 几 个 字母 +,y,z 等 表示 未 知 数 ,这 种 表 
示 法 一 直 沿用 至 今 . 笛 卡 儿 还 最 先 得 出 凸 多 面体 顶点 数 了, 边 孝 和 面 
数 F 之 间 存 在 的 关系 :V 一 E 十 P= 2. 他 又 是 最 先 讨论 所 谓 笛 卡 此 叶 形 
线 的 . 在 他 的 通信 中 ,他 还 考虑 高 次 抛物 线 ( 扩 一 zz,a > 2) ,并且 给 出 了 
作 摆 线 切 线 的 相当 精巧 的 方法 . 

笛 卡 儿 和 孜孜不倦 、 勤 于 思考 ,他 不 喜欢 读 带 有 详细 解释 的 科学 论 
著 . 他 读书 的 方法 ,是 把 书 拿 来 后 , 先 弄 清 作 者 的 主要 意图 ,他 只 读 完 开 
头 部 分 ,而 那些 应 由 作者 得 出 的 结论 ,他 总 是 力求 自己 得 出 . 他 认为 这 
种 方法 是 值得 所 有 读者 借鉴 的 ,为 此 他 自己 的 著作 总 是 种 述 得 很 简洁 . 
例如 ,他 在 《几何 学 》 开头 部 分 的 某 一 页 上 写 道 ;“ 我 不 准备 比较 详细 地 
叙述 ,因为 哪样 会 使 你 们 失去 独立 个 析 的 愉快 ;会 使 你 们 的 头 肪 奖 去 在 
进行 这 种 练习 时 所 得 到 的 好 处 . 这 种 好 处 , 依 我 看 ,是 能 从 这 门 科学 中 
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吸取 到 的 主要 的 好 处 . ” 
第 卡 儿 强调 科学 和 目的 在 于 “造福 人 类 ”, 使 人 成 为 自然 界 的 “主人 
和 统治 者 - ” 


2. 牛顿 (Newton Isaac，1642 一 1727) 


牛顿 是 英国 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 , 生 于 英国 林肯 州 的 乌 尔 
索 浦村 的 农民 家 庭 里 ,在 他 出 生前 两 个 月 父亲 就 去 世 了 ,从 小 过 着 贫困 
孤苦 的 生活 ,他 曾 在 低 标准 的 地 方 学 校 中 接受 教育 ,在 中 学 时 没有 显示 
出 特殊 才华 . 1661 年 考 入 剑桥 大 学 三 一 学 院 , 由 于 家 境 经 济 因 难 ,学 习 
期 间 还 在 从 事 一 些 勤杂 劳动 以 减免 学 费 . 但 他 学 习 勤奋 ,并 有 幸 得 到 著 
名 数学 家 巴 罗 教授 的 指导 ,认真 钻研 了 科 珀 尼斯 、 甸 利 路 、 开 普 勒 . 瓦 里 
斯 \ 笛 卡 儿 、. 巴 罗 等 人 的 著作 ， 并 做 了 不 少 实验 ,从 而 打下 了 坚实 的 基 
础 ,1664 年 获 学 士 学 位 . 

1665 年 ,伦敦 地 区 流行 鼠疫 ,剑桥 大 学 暂时 关闭 ,牛顿 回 到 乌 尔 索 
浦 ,在 乡村 幽 居 的 两 年 中 ,他 终日 思考 各 种 问题 ,探索 大 自然 的 奥秘 . 他 
平生 的 三 大 发 明 : 微 积分 .万 有 引力 定律 和 对 光 的 光谱 分 解 ,都 萌发 于 
此 ,这 时 他 年 仅 23 岁 . 1667 年 ,他 回 到 剑桥 攻读 硬 士 学 位 ,在 获得 学 位 
后 ,成 为 三 一 学 院 的 教师 . 并 协助 巴 罗 编 写 讲义 ,撰写 微 积分 和 光学 论 
文 . 他 的 学 术 成 就 得 到 了 巴 罗 的 高 度 评 价 . 1669 年 , 巴 罗 坦然 宣称 牛顿 
的 学 识 已 经 超过 了 自己 ,并 把 “路 卡 斯 教授 ”的 职位 让 给 了 和 牛顿 ,牛顿 
时 年 仅 26 岁 . 

牛顿 发 现 微 积 分 ,首先 得 助 于 他 的 老师 巴 罗 , 巴 罗 的 “微分 三 角形 ” 
的 深刻 思想 ,给 他 极 大 影响 ; 另外 费 马 作 切线 的 方法 和 沃 利 斯 的 无穷 
小 算术 》 也 给 了 他 很 大 启发 . 形成 牛顿 微 积分 理论 的 ,主要 是 他 的 下 述 
三 个 论著 . 

《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》 在 这 一 著作 中 他 给 出 了 求 瞬 时 变 
化 率 的 普遍 方法 ,阐明 了 求 变化 率 和 求 面积 是 两 个 互 道 问题 , 从 而 揭示 
了 微分 与 积分 的 联系 , 即 沿用 至 今 的 所 谓 微 积分 的 基本 定理 . 当然 , 牛 
顿 的 论证 在 逻辑 上 是 不 够 严密 的 . 正如 他 所 说 :“ 与 其 说 是 精确 的 证 明 ， 
不 如 说 是 简短 的 说 明 . ”他 还 应 用 这 一 方法 ,得 到 了 许多 曲线 下 的 面 
积 ,并 解决 了 一 些 能 够 表示 成 积分 和 式 的 其 它 问 题 . 这 一 著作 是 1669 
年 牛顿 在 给 他 朋友 散发 的 一 本 小 明子 中 发 表 的 : ee 181 和 
出 版 , 
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《 流 数 术 和 无 穷 级 数 》, 在 这 一 论著 中 ,牛顿 对 他 的 微 积分 理论 作 了 
更 加 广泛 的 说 明 , 在 计算 方法 的 技术 和 应 用 方面 也 有 很 大 进展 ,概念 结 
构 上 有 了 变化 .例如 ,他 改变 了 过 去 静止 的 观点 ,认为 变量 是 由 点 、 线 、 
面 连续 运动 而 产生 的 . 他 把 变量 叫做 “ 流 ”, 把 变量 的 变化 率 叫做 “ 流 
数 ”, 并 引进 了 高 阶 流 数 的 概念 ,他 还 用 更 清楚 准确 的 语言 阐明 了 微 积 
分 的 基本 问题 :其 一 是 ,已 知 两 个 流 z 与 y 之 间 的 关系 , 求 它 们 的 流 数 之 
间 的 关系 ;其 二 是 ,已 知 流 数 :与 y 之 间 的 关系 , 求 它们 的 流 之 间 的 关 
系 . 并 指明 这 两 个 问题 是 互 为 逆转 的 . 在 这 一 著作 中 ,牛顿 又 把 流 数 法 
用 于 陷 函 数 的 微分 , 求 函 数 的 极 值 , 求 曲 线 的 切线 长度、 曲率 和 拐点 
他 还 分 别 给 出 了 直角 坐标 和 极 坐 标 下 的 曲率 半径 公式 . 并 附 了 一 张 积 
分 简 表 . 这 一 著作 写 于 1671 年 ,但 直到 1736 年 才 出 版 . 

《 求 曲 边 形 的 面积 》, 这 是 一 篇 研究 可 积分 的 曲线 的 经 典 文献 . 它 其 
中 的 一 个 主要 目的 在 于 纯 清 基本 概念 . 牛顿 试图 把 引进 “无 穷 小 ”而 造 
成 的 混乱 局 面 排除 掉 . 因此 他 把 流 数 定义 为 “消逝 增 量 ”的 最 终 比 ,和 
“初生 宗 量 ”的 最 初 比 ,这 尽管 仍 是 不 严格 的 模糊 概念 . 然而 用 极限 方 
法 作为 微 积 分 概念 基础 的 思想 在 这 里 初 露 端倪 . 这 篇 论文 写 于 1676 
年 ,发 表 于 1704 年 . 

牛顿 上 述 三 个 论著 是 微 积 分 发 展 史上 的 重要 里 程 碑 ,开辟 了 数学 
飞跃 发 展 的 新 纪元 . 

牛顿 的 名 著 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 ,不 但 包括 了 他 对 微 积 分 的 许 
多 论述 和 应 用 ,更 重要 的 是 它 完成 了 对 于 日 心地 动 说 的 力学 解释 ,把 开 
普 勒 的 行星 运动 规律 ,伽利略 的 运动 论 和 惠 更 斯 的 振动 论 等 统一 成 为 
力学 的 三 大 定律 . 这 部 巨著 1687 年 一 问世 ,立刻 被 人 们 认为 是 人 类 窒 
智 的 至 高 成 就 之 一 . 哈雷 赞誉 它 是 “无 与 伦比 的 论著 ” 

由 于 牛顿 对 科学 作出 了 巨大 贡献 ,他 受到 了 人 们 的 崇敬 ,1703 年 
被 选 为 皇家 学 会 主席 ,1705 年 被 女王 封 为 需 士 . 莱 布 尼 兹 说 :“ 在 从 世 
界 开始 到 牛顿 生活 的 年 代 的 全 部 数学 中 ,牛顿 的 工作 超过 一 半 . ”汤姆 
斯 说 ,牛顿 的 发 现 对 英国 及 人 类 的 贡献 超过 所 有 英国 国王 . ” 

牛顿 为 人 谦逊 ,他 那些 不 朽 的 发 现 大 都 藏 在 自己 的 心头 ,他 的 大 部 
分 著作 都 是 在 朋友 们 劝告 和 坚决 请 求 下 才 整 理 出 来 的 . 他 在 临终 时 说 : 
“我 不 知道 世人 对 我 怎样 看 法 ,但 是 在 我 看 来 ,我 只 不 过 象 一 个 在 海滨 
玩 要 的 耽 子 ,偶尔 很 高 兴 地 拍 到 几 装 光滑 美丽 的 石子 或 贝 帝 ,但 屠 卑 洽 
无 瀑 的 右 理 的 浆 海 , 却 还 在 我 的 前 面 未 普 被 我 发 现 -机 还 说 区 如果 我 

一 2095 一 


附录 2 


之 所 见 比 笛 卡 儿 等 人 要 远 一 点 , 那 只 是 因为 我 是 站 在 巨人 肩 上 的 缘 
故 ” 
3. 莱 布 尼 兹 (Leibniz, Gottfried Wilhelm，1646 一 1716) 


莱 布 尼 兹 是 德国 数学 家 、 物 理学 家 ,哲学 家 , 生 于 德国 东部 的 来 比 
锡 . 其 父 是 来 比 锡 大 学 教授 ,在 莱 布 尼 效 6 岁 时 就 去 世 了 . 莱 布 尼 效 从 
小 聪敏 好 学 ,经 常 进入 他 父亲 的 书房 阅读 各 种 不 同学 科 的 书籍 ,中 小 学 
的 基础 课程 主要 是 他 自学 完成 的 . 16 岁 进入 来 比 锡 大 学 学 习 法 律 ,并 

.钻研 哲学 ,1664 年 取得 该 校 哲 学 学 士 学 位 . 1666 年 获 阿尔 特 多 夫 大 学 
博士 学 位 并 获得 该 校 教授 席位 . 1672 一 一 1676 年 ,他 任 外 交 官 , 余 最 则 
在 惠 更 斯 的 指导 下 ,深入 钻研 笛 卡 儿 、 帕 斯 卡 等 人 的 著作 ,并 写 了 成 百 
页 的 数学 笔记 . 这 些 笔记 显示 出 一 个 最 伟大 的 才智 ,从 中 可 以 看 出 莱 布 
尼 兹 为 了 达到 理解 和 创造 是 怎样 奋斗 的 . 1676 年 他 到 德国 西部 汉 诺 
威 ,担任 腓 特 烈 公爵 的 顾问 和 图 书馆 长 近 40 年 ,这 使 他 有 空闲 时 间 可 
探讨 和 研究 各 门 所 喜爱 的 学 科 . 这 期 间 各 种 课题 的 论文 的 撰写 数量 之 
多 浩如烟海 . 菜 布 尼 兹 1673 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 ,1682 年 创办 
了 《博学 文摘 》,1700 年 被 选 为 巴黎 科学 院 院士 ,同年 他 创建 了 柏林 科 
学 院 , 并 但 任 第 一 任 院 长 - 

莱 布 尼 效 以 一 切 领域 的 知识 作为 自己 追求 的 目标 . 他 被 誉 为 “德国 
的 百科 全 书 式 的 天 才 ”. 他 的 研究 涉及 数学 、 哲 学 、 法 学 、 力 学 、 光 学 、 流 
体 静 力学 气体 学 、 海 洋 学 .生物 学 .地质 学 、 机 械 学 .逻辑 学 .语言 学 \ 历 
史学 、 神 学 等 41 个 范畴 . 他 终生 努力 寻求 的 是 一 种 普遍 的 方法 ,这 种 方 
法 既是 获得 知识 的 方法 ,也 是 创造 发 明 的 方法 ,他 最 突出 的 成 就 是 创建 
了 微 积分 的 方法 ， 

莱 布 尼 兹 才气 模 游 , 思 如 泉涌 ,但 却 厚 积 而 薄 发 ,他 创立 的 微 积分 
的 许多 原理 ,都 记录 在 1671 一 1677 年 的 数学 笔记 中 . 

莱 布 尼 兹 研究 了 巴 罗 的 《几何 讲义 》 之 后 ,意识 到 微分 与 积分 是 互 
逆 的 关系 ,他 得 出 了 , 求 曲线 的 切线 依赖 于 纵 坐 标 与 横 坐 标的 差 值 ( 当 
这 些 差 值 变 成 无 穷 小 时 ) 的 比 . 而 求 面积 则 依赖 于 在 横 坐 标的 无 穷 小 
区 间 上 的 纵 坐标 之 和 或 无 限 窗 矩 形 之 和 . 并 且 这 种 求 和 与 求 差 的 运算 
是 互 逆 的 . 即 莱 布 尼 兹 的 微分 学 是 把 微分 看 作 变量 相 邻 二 值 的 无 限 小 
的 差 ;而 他 的 积分 概念 则 似 变 量 分 戒 的 无 穷 多 个 同 分 之 和 的 形式 出 现 . 
“全 菩 布 电 北约 第 篇 微分 学 论文 韦 1684 年 发 讼 在 8 博 尝 详 摘 刻 止 , 文 
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中 介绍 了 微分 的 定义 ,函数 的 和 、 差 . 积 、 商 以 及 乘 睾 的 微分 法 则 ,关于 
一 阶 微分 不 变形 式 的 定理 ,并 于 二 阶 微分 的 概念 ,以 及 微分 学 对 于 研究 
极 值 , 作 切 线 , 求 曲率 及 拐点 的 应 用 . 他 关于 积分 学 的 第 一 篇 论文 发 表 
于 1686 年 ,关于 积分 常数 的 论述 发 表 于 1694 年 . 他 得 到 的 特殊 积分 法 
有 :变量 替换 法 、 分 部 积分 法 、 在 积分 号 下 对 参 变量 的 积分 法 ,利用 部 分 
分 式 求 有 理 式 的 积分 方法 等 . 他 还 给 出 了 判断 交错 级 数 收 敛 性 的 准则 . 
在 常 微分 方程 中 ,他 研究 了 分 离 变量 法 ,得 出 了 一 阶 齐 次 方程 通过 用 y 
二 vz 的 代 换 可 使 其 变量 分 离 ,他 还 得 出 了 如 何 求 一 阶 线性 方程 的 解 的 
方法 . 他 给 出 用 微分 求 旋转 体 体积 的 公式 等 等 . 

莱 布 尼 兹 在 创建 徽 积 分 的 过 程 中 , 花 了 很 多 时 间 来 选择 精巧 的 符 
号 ,他 认识 到 好 的 符号 不 仅 可 以 起 到 速记 作用 ,更 重要 的 是 它 能 够 精 
确 、 深 刻 地 表达 某 种 概念 、 方 法 和 逻辑 关系 . 现在 机 积分 中 的 一些 基 本 


符号 ,例如 微分 z、 二 阶 微分 zz、 积 分 5、 导数 江都 是 他 创立 的 . 


莱 布 尼 兹 和 牛顿 研究 微 积分 学 的 基础 ， 都 达到 了 同一 个 目的 ,但 是 
各 自 的 方法 不 同 . 革 布 尼 兹 是 作为 哲学 家 和 几何 学 家 对 这 些 方法 感 兴 
趣 而 提出 的 ,牛顿 则 主要 是 从 运动 学 的 观点 出 发 而 引 深 的 . 但 他 们 都 分 
别 研究 了 导数 \ 积 分 的 概念 和 运算 法 则 ,简明 了 求 导数 和 求 积分 是 互 逆 
的 两 种 运算 ,从 而 建立 了 微 积分 的 重要 基础 . 牛顿 在 时 间 上 比 莱 布 尼 效 
早 10 年 ,而 莱 布 尼 效 公开 发 表 的 时 间 却 比 牛顿 早 3 年 . 

作为 一 个 数学 家 , 莱 布 尼 兹 的 声望 虽然 是 凭借 他 在 微 积 分 的 创建 
中 树立 起 来 的 ,但 他 对 其 它 数学 分 支 也 是 有 重大 贡献 的 . 例如 ,对 笛 卡 
儿 的 解析 几何 ,他 就 提出 过 不 少 改进 意 见 ,坐标 ”及 “ 纵 坐标 ”的 概念 
都 是 他 给 出 的 ;他 提出 了 行列 式 的 某 些 理论 ;他 为 包 络 理论 莫 基 作 了 很 
多 工作 ,并 规定 了 曲率 中 的 密切 圆 . 莱 布 尼 获 是 组 合 拓扑 的 先驱 ,是 数 
理 逻 辑 学 的 鼻祖 . 

莱 布 尼 效 是 现代 机 器 数学 的 先导 ,他 在 帕斯卡 加 、 减 法 机 械 计算 机 
的 基础 上 进行 改进 ,使 这 种 机 械 计 算 机 能 进行 乘法 、 除 法 、 自 乘 、 以 及 开 
平方 和 开 立 方 的 演算 . 

莱 布 尼 兹 是 著名 的 哲学 家 ,他 的 哲学 著作 是 哲学 博物 馆 中 和 珍品 . 
人 位 有 全 于 直下 的 外 国 请 译本 遂 和 。 并 训 得 了 交工 (的 拖 
号 . - 和 
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4. 罗 尔 (Rolle, Michci, 1652 一 1719》 


罗 尔 是 法 国 数学 家 , 生 于 法 国 的 巴 斯 一 一 奥 文安 伯 特 ,其 父 是 一 
个 小 店主 . 罗 尔 只 受过 正规 的 初等 教育 ,年 育 时 贫困 濠 倒 , 掌 充当 公证 
人 与 律师 抄写 员 的 微薄 薪水 养家 类 日 他 业余 刻苦 自学 代数 与 等 番 都 
《Diophantus) 分 析 (数论 的 一 个 分 支 ). 1682 季 发 现 了 丢 番 都 分 析 中 一 
直 未 解决 的 一 个 困难 问题 的 精巧 解法 ,从 而 使 其 命运 获得 转机 . 此 后 兽 
担任 初等 数学 教师 和 陆军 部 行政 官员 . 1685 年 进入 巴黎 科学 院 担任 低 
级 职务 . 1699 年 才 获 得 科学 院 发 给 的 固定 薪水 . 

罗 尔 在 数学 上 的 成 就 主要 是 在 代数 方面 ,专长 于 丢 番 都 方程 的 研 
究 , 而 对 微 积分 一 直 持 怀 疑 \ 反 对 的 态度 . 

罗 尔 的 时 代 正 当 牛 顿 \ 莱 布 尼 兹 的 微 积 分 刚 活 生 不 久 , 由 于 新 生 所 
带 来 的 逻辑 上 的 缺陷 ,遭受 了 多 方面 的 非议 ,其 中 就 包括 罗 尔 ,在 1700 
年 ,法 国 科学 院 发 生 一 次 有 关 无 穷 小 方法 的 真实 性 的 论战 . 在 这 次 论战 
中 , 罗 尔 认为 无 穷 小 方法 导致 雇 论 ,他 说 :“ 微 积分 是 巧妙 的 雇 论 的 汇 
集 ”, 约 翰 。 伯 努 利 则 起 而 反 驱 ,并 讽刺 罗 尔 不 慌 微 积分 . 

但 罗 尔 在 他 1691 年 题 为 4 任意 次 方程 的 一 个 解法 的 证 明 》 的 论文 
中 指出 :在 f(z) = 0 两 个 相 邻 的 实 根 之 间 , 疡 (z) = 0 至 少 有 一 个 根 ,其 
中 f(z) 是 多 项 式 . 罗 尔 叙述 了 这 个 结论 ,而 没有 证 明 , 这 个 定理 本 来 和 
微分 学 无 关 , 但 在 一 百 多 年 后 尤 斯 托 , 伯 拉 维 提 斯 (Giusto,Bellavitis) 将 
这 一 推广 到 可 微 函 数 ,后 人 将 这 个 结果 命名 为 罗 尔 定理 . 

罗 尔 还 有 另 一 项 成 就 :他 促成 了 目前 所 采用 的 负数 大 小 顺序 的 建 
立 . 而 在 他 之 前 币 卡 儿 曾 认为 一 2 二 一 5. 罗 尔 自 1691 年 就 已 采用 了 现 
在 的 负数 大 小 顺序 . 


5. 雅 各 . 伯 努 利 (Bernolli，Jacob,1654 一 1705) 


雅 各 * 伯 努 利 是 瑞士 数学 家 , 生 于 瑞士 巴塞 尔 . 青年 时 按 父亲 的 意 
愿 学 习 神学 ,但 不 久 就 放弃 了 神学 而 从 事 他 喜欢 的 数学 ,他 的 数学 几乎 
是 无 师 自 通 的 . 他 在 荷兰 及 英国 旅行 期 间 , 结 认 了 一 些 知名 的 数学 家 ， 
并 成 了 莱 布 尼 兹 的 好 友 , 从 此 他 和 莱 布 尼 兹 之 间 书 信 往来 频繁 ,共同 探 
讨 微 积分 的 有 关 问 题 . 雅 各 “ 伯 努 利 从 33 岁 到 逝世 的 18 年 时 间 , 一 直 
是 巴塞 尔 大 学 的 教授 一 一 开始 是 实验 物理 学 教授 ,后 来 为 数学 教授 . 

雅 各 。 伯 努 利 在 数学 领域 里 作出 了 卓越 的 贡献 ;他 是 用 微 积分 求 
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常 微分 方程 分 析 解 的 先驱 者 之 一 ,在 微分 方程 中 有 以 他 的 名 字 命 名 的 
伯 努 利 方程 ,他 使 用 变量 分 离 法 解 出 了 这 种 方程 ;他 研究 过 无 穷 级 数 ， 
且 最 先 发 现 调和 级 数 的 发 散 性 ,引出 了 函数 tgz 的 等 级 数 展 开 式 的 伯 努 
利 数 ,他 写 的 (关于 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 的 算术 应 用 》 被 认为 是 级 数理 
论 方面 的 第 -部 教科 书 ; 在 数论 中 他 提出 了 很 有 影响 的 伯 努 利 数 和 伯 
努 利 多 项 式 - 

雅 各 。 伯 努 利 的 名 著 《 推 测 术 》( 又 译 《 猜 度 论 》) 的 出 版 是 概率 论 这 
门 学 科 的 一 件 大 事 , 此 书 可 以 说 是 把 概率 论 建立 在 稳固 的 理论 基础 之 
上 的 首次 尝试 ,他 提出 了 著名 的 大 数 定理 ,从 而 使 他 的 名 字 载 入 数学 史 
册 而 永存 不 朽 . 他 自己 也 为 发 现 这 个 定理 而 感到 自豪, 他 曾 说 :“ 这 个 问 
题 我 已 经 压 了 20 年 没有 发 表 , 现 在 打算 把 它 公 诸 于 世 了 , 它 又 难 又 新 
奇 ,但 它 有 极 大 的 用 处 ,以 致 有 在 这 门 学 问 所 有 其 它 分 支 中 都 有 其 高 度 
的 价值 和 位 置 . ”为 了 纪念 他 的 这 个 发 现 ,现在 许多 书籍 都 把 这 个 定理 
称 为 伯 努 利 定理 . 

他 提出 并 讨论 过 等 周 问题 ,并 且 是 最 早 研究 变 分 学 的 数学 家 之 一 ; 
他 给 出 了 直角 坐标 和 极 坐标 的 曲率 半径 公式 ,指出 某 些 高 次 曲线 用 极 
坐标 比较 容易 表示 且 便 于 研究 它们 的 性 质 ,这 也 是 系统 地 使 用 极 坐 标 
的 开始 :他 研究 过 许多 特殊 曲线 . 例如 , 他 把 悬 链 线 的 研究 扩展 到 密度 
可 变 的 链 和 在 有 心力 作用 下 的 链 . 他 对 等 时 曲线 作 过 深入 的 研究 ,并 且 
由 此 大 清楚 原来 是 尖 点 处 有 垂直 切线 的 半 三 次 抛物 线 . 他 发 现 和 研究 
了 双 纽 线 一 一 即 到 两 定点 (焦点 ) 距离 的 积 等 于 常量 a? 的 曲线 . 特别 
是 ,他 对 对 数 螺 线 进行 了 极为 深入 的 研究 ,发 现 了 这 种 曲线 经 过 多 种 变 
换 之 后 仍 是 对 数 螺 线 . 例如 ,对 数 螺 线 的 渐 届 线 和 渐 伸 线 仍 是 对 数 螺 
线 , 从 极点 到 切线 的 垂 是 轨迹 也 是 对 数 螺 线 ,以 极点 为 发 光 点 经 过 对 数 
螺 线 反射 后 得 到 无 数 根 反 射线 ,和 所 有 这 些 反 射线 相 切 的 曲线 还 是 对 
数 螺 线 . 从 而 他 非常 锡 叹 这 种 曲线 的 美妙 特性 ,以 致 他 在 遗 晤 里 要 求 把 
对 数 螺 线 刻 在 他 的 墓碑 上 并 题 颁 词 * 虽 经 淮 桑 ， 我 梢 糙 以 故我 出 现 . % 


6. 洛 比 达 (L’Hospital, Guillaume Francis Antoine de,1661 一 1704) 
洛 比 达 是 法 国 数学 家 , 生 于 法 国 巴 黎 , 他 拥有 圣 梅 曾 候 嫌 昂 特 尔 
芒 伯 贰 的 称号 ,青年 时 期 一 度 任 骑兵 军官 , 因 患 有 近视 而 自行 告 退 . 


洛 比 达 很 日 邮 显 示 出 季 的 数学 才 诗 ;15 岁 时 就 解决 了 柏 斯 卡 所 所 
出 的 一 个 搜 线 难 古 . 他 是 莱 布 尼 益 被 积 分 学 说 的 热 鲍 扒 紧 者 ,并且 是 约 
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输 . 伯 努 利 的 高 足 . 他 成 功 地 解答 过 约翰 伯 努 利 提出 的 “最 速 降 线 ” 
问题 ,并 且 写 出 了 不 少数 学 著作 . 

洛 比 达 最 大 的 功绩 是 撰写 了 世界 上 第 一 本 系统 的 微 积分 课本 
一 一 《用 于 理解 曲线 的 无 穷 小 分 析 》. 这 部 著作 出 版 于 1696 年 ,后 来 多 
次 修订 再 版 ,为 在 欧洲 大 陆 ,特别 是 在 法 国 , 普 及 微 积 分 起 了 重要 作用 . 
他 这 本 书 是 追随 欧 几 里 得 和 阿 基 米 德 古典 范例 ,以 定义 和 公理 为 他 的 
出 发 点 . 

洛 比 达 这 本 书 中 的 许多 内 容 是 取材 于 他 的 老师 约翰 ， 伯 努 利 早 期 
的 著作 . 其 经 过 是 这 样 :约翰 . 伯 努 利 在 1691 一 1692 年 间 写 了 两 篇 关 
于 微 积 分 的 短 论 ,但 末 发 表 . 不 久 以 后 ,他 答应 为 年 轻 的 洛 比 达 候 需 讲 
授 微 积分 ,定期 领取 薪金 ,作为 报答 ,他 把 自己 的 数学 发 现 传授 给 洛 比 
达 , 并 允许 他 随时 利用 . 于 是 洛 比 达 根 据 约 得. 伯 努 利 的 传授 和 未 发 表 
的 论著 以 及 自己 的 学 习 心 得 ,撰写 了 《用 于 理解 曲线 的 无 穷 小 分 析 》. 这 
部 著作 不 但 普及 了 微 积分 ,而 且 帮 助 约翰 伯 努 利 完成 并 传播 了 平面 
曲线 的 理论 . 值得 着 重 指出 ,在 这 部 书 中 有 求 分 子 分 母 同 趋 于 零 的 分 式 
极限 的 法 则 , 即 所 谓 “ 洛 比 达 法 则 ”: 如 果 f(z) 和 9(z) 是 可 微 函 数 ,f(a) 


= 9(o 一 0 且 , 则 ,加 区 一 加 约 呈 ,当然 ,在 右 端 的 极限 存在 的 情况 


下 .但 当时 洛 比 达 的 古 没 有 区 自卫 数 的 符号 ,是 用 文字 级 太 的 ; 它 不 
过 相当 于 断言 

(a 二 dz) (a) 十 f(a)dr (a)dz (a) 

天 td) 一 和 十 7 和 了 ,如 果 f(a) = g(a) 
二 0. 他 的 结论 是 :如 果 把 给 定 曲线 的 纵 坐 标 y* 表 示 为 一 个 分 式 , 当 z = 
a 时 分 子 和 分 母 都 等 于 零 ”, 那么“ 如果 求 出 分 子 的 微分 ,再 除 以 分 母 的 
微分 ,最 后 在 其 中 令 z = a, 则 得 到 [ 当 z = a 时 的 纵 坐 标 y 的 ] 值 . ”这 个 
法 则 实际 上 是 约 输 , 伯 努 利 在 1694 年 写 信 告诉 他 的 . 至 于 现在 一 般 微 
积分 教材 上 用 来 处 其 它 未 定式 的 法 多， 都 是 后 人 对 洛 比 达 法 则 所 作 
的 推广 ,不 过 都 逢 统 地 叫做 “ 洛 比 达 法 则 ” 了. 


7. 约翰 . 伯 努 利 (Bernoulli,John ,1667 一 1748) 


约翰 伯 始 利 是 瑞士 数学 家 ,他 生 于 瑞士 巴 寨 尔 , 雅 各 伯 努 利之 
弟 . 责 年 时 经 元 后 来 在 其 兄 雅 各 伯 努 利 的 指导 下 研究 教学 和 党 习 医 
学 .27， 岁 时 获得 奢 全 大 学 丧 士 学 位 ?其 论文 虹 关 天 册 内 的 收缩 问 是 ， 
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但 不 久 他 爱 凸 了 微 积分 学 ,并且 很 快 的 掌握 了 它 . 他 28 岁 时 任 荷 兰 格 
罗 宁 根 大 学 数学 物理 教授 , 当 其 兄 雅 各 伯 努 利 去 世 后 ,他 继任 巴塞 尔 
大 学 数学 教授 达 43 年 之 、, 他 还 被 选 为 彼得 堡 科学 院 的 名 誉 院士 - 

伯 输 。 伯 努 利 是 莱 布 尼 兹 的 好 友和 热诚 拥护 者 ,并 在 为 莱 布 尼 效 
的 微 积 分 学 辩护 时 起 了 很 大 作用 ,并 大 大 地 充实 和 丰富 了 微 积分 学 的 
很 多 内 容 : 在 函数 理论 中 ,他 认为 函数 可 借助 于 常量 和 变量 用 解析 式 表 
达 出 来 ,这 是 一 个 不 同 寻 常 的 进步 ,因为 在 这 之 前 函数 只 有 几何 解释 ; 
他 在 研究 分 子 分 母 问 题 同 趋 于 零 的 分 式 极限 时 ,发现 了 一 个 法 则 ,这 个 
法 则 在 的 现在 的 微 积分 教材 上 被 错误 地 命名 为 洛 比 达 法 则 ,其 实 是 他 
1696 年 写 信 告诉 洛 比 达 的 ;他 曾 把 函数 展 成 级 数 的 形式 ,这 个 级 数 与 
泰勒 级 数 相 似 , 但 他 得 到 的 结果 比 泰勒 要 早 ;他 在 求 曲 线 的 长 度 和 积分 
的 计算 时 利用 某 些 几 何 性 质 ,完善 和 发 展 了 积分 计算 的 一 套 方法 ,例如 
他 曾 出 色 的 完成 了 有 理 分 式 的 积分 法 ;他 关于 微 积分 学 方面 的 著作 对 
微分 方程 的 发 展 产 生 了 深远 的 影响 . 他 研究 了 怎样 解 齐 次 微分 方程 ,并 
得 出 了 其 兄 雅 各 ， 伯 努 利 提出 的 一 种 微分 方程 的 另 一 解法 . 他 还 给 出 
了 解 常 系数 微分 方程 的 方法 ,导出 了 与 一 特殊 曲线 族 正 交 的 轨 线 所 满 
足 的 微分 方程 ,并 解 出 了 它 . 他 写 的 《积分 法 数学 讲义 》 一 书 是 微 积分 
发 展 中 划时代 的 著作 ,使 这 门 学 科 的 作用 在 欧洲 大 陆 得 到 正确 评价 ,而 
自己 也 成 为 最 有 影响 的 人 物 . 

约翰 ， 伯 努 利 是 一 位 多 产 的 数学 家 . 在 几何 方面 :他 给 出 了 空间 坐 
标的 定义 , 曾 研究 过 多 种 特殊 曲线 ,建立 了 焦 散 曲面 . 在 力学 方面 :他 对 
很 多 的 概念 都 给 出 了 准确 的 解释 ,提出 了 所 谓 虚拟 速度 原理 ,对 光学 中 
的 反射 和 折射 研究 也 颅 多 建树 . 他 曾 用 级 数 求 曲线 的 长 和 区 域 面积 ,他 
在 三 角 函 数 , 指数 函数 等 各 个 方面 都 有 重要 的 研究 成 果 . 特别 是 在 
1696 年 ,他 曾 向 欧洲 数学 家 提出 了 一 个 挑战 性 的 数学 问题 :“ 设 在 垂直 
平面 内 ,有 任意 两 点 ,一 个 质点 受 地 心 引力 的 作用 , 自 较 高 点 下 滑 到 较 
低 点 ,不 计 摩 擦 , 问 沿 什么 曲线 时 间 最 短 ?”- 一 - 这 就 是 有 名 的 “最 速 降 
线 问 题 ” 当时 许多 数学 家 都 被 这 个 问题 的 新 颖 所 吸引 . 牛顿 、 莱 布 尼 
效 . 洛 比 达 、 雅 各 * 伯 努 利和 他 自己 分 别 都 做 出 了 正确 解答 . 稍 后 , 欧 
拉 、 拉 格 朗 日 进一步 找 出 了 这 类 问题 的 普遍 解法 ,从 而 引出 了 数学 的 一 
个 新 分 支 一 一 变 分 学 . 希 尔 伯 特 1900 年 ,在 第 二 届 国 际 数学 家 代表 大 
会 上 的 演说 中 ,对 这 个 问题 给 予 了 极 高 的 评价 . 他 说 “约翰 。 伯 努 利 在 
当时 杰出 的 分 桥 学 家 窗 前 提出 的 这 个 仙 题 ; 即 比 -- 扶 试 金 行 ; 通 过 它 分 
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析 学 家 们 可 以 检验 其 方法 的 价值 ,衡量 他 们 的 能 力 . 伯 努 利 希望 因此 而 
博得 数学 界 的 感谢 . 变 分 学 的 起 源 归 功 于 这 个 伯 努 利 问 题 和 相似 的 一 
些 向 题 ”. 

约翰 . 伯 努 利 是 一 个 有 名 的 教师 ,他 在 这 方面 的 业绩 斐然 :18 世 纪 
首屈一指 的 大 数学 家 欧 拉 和 法 国 著名 数学 家 洛 比 达 都 是 他 的 得 意 门 
生 ; 他 的 三 个 儿子 和 两 个 孙子 都 是 数学 家 . 长 子 尼 古 拉 第 三 ,年 仅 30 岁 
便 被 聘 到 彼得 科学 院 任 数学 教授 ,他 曾 在 那里 提出 了 一 个 概率 论 中 的 
悖 论 问题 ,这 个 问题 以 “彼得 堡 悖 论 ”闻名 于 世 ; 次 子 丹 尼 尔 ,25 岁 就 成 
为 彼得 堡 科学 院 教授 ,也 是 该 院 名 誉 院士 ,75 岁 时 当选 为 瑞士 皇家 学 
会 会 员 . 他 对 概率 论 、 微 分 方程 物理 学 、 流 体力 学、 植物 学 、 解 剖 学 都 作 
出 了 卓越 贡献 , 曾 先后 荣获 过 法 兰 西 科学 院 的 十 次 奖励 ,被 誉 为 数学 物 
理 方程 的 开拓 者 和 英 基 人 三 子 约翰 第 二 ,是 巴塞 尔 大 学 数学 教授 ! 孙 
子 约翰 第 三 ,年 仅 19 岁 被 柏林 科学 院 聘 为 教授 ,后 来 还 兼任 该 院 数学 
部 主任 :孙子 雅 各 第 二 是 巴塞 尔 大 学 的 实验 物理 教授 . 伯 努 利 这 个 家 族 
是 数学 史上 最 有 名 的 数学 家 族 ,他 们 为 近代 代数 学 物理 和 力学 的 发 展 
创立 了 不 朽 的 业绩 . 


8. 泰勒 (Taylor ,Brook ,1685 一 1731) 


泰勒 是 英国 数学 家 , 生 于 英国 伦敦 北部 的 艾 德 蒙 吞 ,他 毕业 于 剑 
桥 大 学 圣 约翰 学 院 . 在 转向 数学 之 前 曾 研 究 过 法 律 ,24 岁 获得 法 学 博 
士 学 位 , 由 于 在 英国 《皇家 学 会 会 报 》 发 表 了 一 些 杰 出 的 论文 ,而 办 元 
头角 . 27 岁 时 当选 为 皇家 学 会 会 员 ,两 年 后 担任 该 会 学 术 秘书 . 

泰勒 和 牛顿 ,哈雷 是 亲密 的 朋友 ,也 是 牛顿 流 数 法 的 一 位 拥护 者 和 
推广 者 . 

他 1715 年 出 版 了 《4 增 量 法 及 其 逆 》, 这 本 书 发 展 了 牛顿 的 方法 ,并 
且 莫 定 了 有 限 差分 法 的 基础 . 在 这 本 书 中 载 有 现在 微 积 分 教程 中 以 他 
的 名 字 命 名 的 单元 函数 的 宕 级 数 展开 公式 ,这 个 公式 是 他 通过 对 格 里 
哥 里 一 牛顿 插值 公式 求 极限 而 得 到 的 . 用 现代 的 标准 来 衡量 ,他 的 
证 明 有 欠 严 格 . 和 他 同时 代 人 一 样 ,他 也 没有 认识 到 在 处 理 无 穷 级 数 
时 ,必须 先 考虑 它 的 收敛 性 ,在 一 百 多 年 之 后 柯 西 才 给 出 一 个 严格 的 证 
明 . 另外 ,泰勒 级 数 的 重要 性 最 初 并 未 引起 人 们 的 注意 . 直到 1755 年 欧 
拉 把 泰勒 级 数 用 于 季 的 微分 学 时 才 认识 到 其 价值 ; 稿 后 拉 格 朗 日 用 带 
余 项 的 级 数 作为 其 函数 理论 的 基础 , 才 进 一 步 确认 泰勒 级 数 的 重要 地 
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位 .泰勒 也 以 函数 的 无 穷 级 数 的 展开 式 而 闻名 于 后 世 . 

泰勒 还 对 改进 分 几 次 提取 方程 之 根 的 近似 方法 作 研 究 ,其 中 包括 
计算 对 数 的 一 种 巧妙 方法 . 他 研究 过 插值 法 的 某 些 原理 ,引进 有 限 分 的 
方法 ,并 利用 这 方法 研究 了 弦 的 横向 振动 问题 , 光 在 非 均匀 介质 中 传播 
的 微分 方程 问题 . 

泰勒 还 是 一 位 有 才华 的 音乐 家 和 画家 ,他 曾 将 几何 方法 应 用 于 给 
画 中 的 透视 ,并 于 1715 年 .1719 年 先后 编写 出 版 了 《直线 透视 》《 直 线 
透视 的 新 原理 ,这 是 关于 透视 画 法 的 权威 性 著作 . 

泰勒 在 (皇家 学 会 会 报 》 上 还 发 表 过 关于 物理 学 、 动 力学 、 流 体 动 
力学 、 磁 学 和 热学 方面 的 论文 ,其 中 包括 对 磁 引 力 定律 的 实践 说 明 . 他 
还 写 过 一 些 关 于 哲学 和 宗教 的 文章 . 

泰勒 曾 被 任命 到 一 个 为 解决 牛顿 与 莱 布 尼 效 关于 微 积分 发 明 权 之 
争 的 仲 载 委员 会 中 担任 委员 之 职 . 


.马克 劳 林 (Maclaurin Colin,1698 一 1746) 


马克 劳 林 是 英国 的 数学 家 , 生 于 苏格兰 的 基 尔 莫 丹 , 他 是 一 位 数 
学 上 的 奇 材 :11 岁 就 考 上 了 格林 斯 哥 大 学 ;15 岁 取得 了 硕士 学 位 并 为 
自己 关于 重力 做 功 的 论文 作 了 精彩 的 公开 答 辨 19 岁 担任 阿 伯 丁 大 学 
的 数学 教授 并 主持 该 校 马里 沙 学 院 数学 系 ;两 年 后 被 选 为 英国 皇家 学 
会 会 员 ;1722 一 1726 年 在 巴黎 从 事 研 究 工作 ,并 在 1724 年 因 写 了 物体 
碰 擅 的 杰出 论文 而 荣获 巴黎 科学 院 奖金 ; 何 国 后 任 爱 丁 堡 大 学 教授 
马克 劳 林 是 牛顿 最 得 意 的 学 生 和 继承 者 . 牛顿 71 岁 那 年 ,发 现 了 
15 岁 的 马克 劳 林 的 才能 , 便 在 学 术 上 给 以 指导 ,在 经 济 上 给 予 资助 . 马 
克 劳 林 在 阿 伯 丁 大 学 和 爱丁堡 大 学 荣 任 教授 ,都 是 由 于 牛顿 的 举荐 . 
马克 劳 林 21 岁 时 发 表 了 第 一 本 重要 著作 《构造 几何 》, 在 这 本 书 中 
描述 了 作 圆锥 曲线 的 一 些 新 的 巧妙 方法 ,精辟 地 讨论 了 阅 锥 曲线 及 高 
次 平面 曲线 的 种 种 性 质 ,并 且 推 广 了 帕斯卡 的 六 线形 . 他 1742 年 撰写 
的 ( 流 数论 》 以 泰勒 级 数 作 为 基本 工具 ,这 也 是 对 流 数 法 作出 符合 逻辑 
的 、 系 统 解释 的 第 一 本 书 . 本 书 企图 为 牛顿 流 数 法 提供 -个 几何 框架 ， 
以 答复 贝克 莱 大 主教 等 人 对 牛顿 的 微 积分 学 原理 的 攻击 . 著名 的 马克 
劳 林 级 数 就 是 在 本 书 中 提出 的 . 他 还 用 牛顿 的 逐次 微分 法 引入 泰勒 级 
数 ,然后 应 用 这 个 级 数 导出 局 部 极 大 值 和 极 小 值 存在 的 充分 条 件 . 他 所 
写 的 《代数 论 》 一 书 开创 了 明 行 列 式 的 方法 解 含 有 两 个 .三 个 和 四 个 未 
一 人 全 
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知 量 的 联 立 线性 方程 的 先例 . 这 本 书 在 他 死 后 的 4 年 才 出 版 . 他 还 给 
《皇家 学 会 会 报 》 写 过 很 多 论文 - 其 中 有 论 曲线 的 构造 和 度量 的 ,还 有 
论述 有 奇异 根 的 方程 . 

马克 劳 林 对 其 它 科学 也 作出 过 贡献 . 1740 年 曾 以 铸造 方面 的 研究 
成 果 , 与 丹尼尔 ， 伯 努 利 、 欧 拉 共 享 巴黎 科学 院 的 一 项 奖金 . 他 还 发 表 
过 天 文学 方面 的 论文 ,改进 了 奥 克 尼 和 和 谢 特 兰 岛 的 地 图 . 

马克 劳 林 在 1745 年 内 乱 期 间 积极 参与 了 保卫 爱丁堡 的 活动 . 该 城 
陷落 后 便 逃 往 约克 ,并 在 那里 去 世 . 

马克 劳 林 终生 铭记 牛顿 对 他 的 栽培 ,并 为 继承 .捍卫 发 展 牛 顿 的 
学 说 而 奋斗 . 他 曾 打算 写 一 本 4 关于 伊 索 克 ， 牛顿 怀 士 的 发 现 说 明 》, 但 
未 能 完成 便 去 世 了 . 死 后 在 他 的 墓碑 上 刻 有 “ 曾 蒙牛 顿 的 推荐 ”以 表达 
他 对 牛顿 的 感激 之 情 . 


10. 辛 普 生 (Simpson ,Thomas, 1710 一 1761) 


辛 普 生 是 英国 数学 家 , 生 于 英国 累 斯 特 郡 的 波 士 沃 西 镇 ,其 父 是 
织 布 工 人 并 想 培 养 辛 普 生 也 成 为 一 名 织 布 工 , 但 辛 普 生 坚持 读书 , 遭 到 
父亲 的 强烈 反对 ,于 是 愤然 离开 家 庭 . 不 久 他 在 一 个 小 贩 处 得 到 一 本 数 
学 书 , 从 此 开始 钻研 数学 . 

1736 年 ,他 的 第 一 批 数学 论文 在 著名 的 杂志 《处 女 作 》 上 发 表 了 ， 
其 中 有 一 篇 表明 他 当时 已 精通 流 数 术 , 这 篇 文章 引起 了 人 们 的 关注 . 
1737 年 ,出 版 了 他 的 第 一 本 书 ( 流 数 的 一 种 新 处 理 方法 》. 在 此 书 中 ,他 
在 一 些 预 备 定义 之 后 ,给 出 了 流 数 如 下 定义 :“ 一 个 流动 的 量 , 按 它 在 任 
何 一 个 位 置 或 瞬时 所 产 牛 的 速率 (从 该 位 置 或 瞬间 起 持续 不 变 ) ,在 一 
段 给 定 的 时 间 内 ,所 均匀 增长 的 数量 称 为 该 流动 量 在 该 位 置 或 瞬间 的 
流 数 . ” 用 今天 的 话说 , 辛 普 生 是 用 (dy/et) 人 At 来 定义 微分 的 . 他 还 认识 
到 把 流 数 仅仅 看 成 速度 ,思想 将 局 限于 一 点 上 ,如 不 加 以 注意 ,就 将 陷 
入 哲学 上 的 困境 . 

1740 年 ,他 出 版 了 《概率 的 规律 > 和 《短篇 论文 集 》, 前 者 是 18 世纪 
的 一 本 重要 的 概率 论著 作 . 1742 年 和 1743 年 ,他 又 先后 出 版 了 《年 金 论 
和 将 来 享有 权 》 和 《数学 论文 他 的 这 些 论著 的 出 版 ,使 他 的 声誉 不 断 
提高 . 1743 年 8 月 被 聘 为 乌 尔 威 治 皇家 陆军 军官 学 院 教授 ， 1745 和 
选 为 皇家 学 会 会 员 . 

” ， 率 普 生 是 一 位 很 成 就 的 数学 教师 : 他 接连 写 了 下 列 三 未 和 畅销 
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的 数学 教科 书 :《 代 数学 》《 几 何 学 》《 三 角 学 》. 这 三 本 书 不 但 在 英国 多 
次 再 版 ,而 且 还 在 法 国美 国 、 德 国 等 国 出 版 . 

辛 普 生 赢得 了 英国 “能 干 的 分 析 学 家 ”的 称号 . 当 他 读 了 译 自由 法 
国 数学 家 洛 比 达 写 的 (无穷 小 分 析 》 后 ,他 意识 到 和 欧洲 大 陆 的 数学 家 
之 间 进 行 交流 的 重要 性 . 他 在 其 最 后 一 部 著作 《综合 文集 》 的 序言 中 写 
道 ; 由 于 在 现代 分 析 学 领域 中 的 勤奋 耕耘 ，……，, 外 国 数学 家 们 近来 已 
经 能 够 把 他 们 在 许多 方面 的 研究 推进 得 比 依 萨 克 “ 牛顿 先生 和 他 在 本 
国 的 追随 者 廊 作 到 的 更 先进 了 …… ” 

在 定 积分 计算 中 ,以 他 的 名 字 命名 的 近似 积分 公式 “ 辛 普 生 公式 ”， 
虽 早 在 他 之 前 牛顿 的 学 生 科 欧 和 斯 特 林 就 已 经 知道 这 个 近似 公式 (以 
及 一 些 更 高 阶 的 近似 公式 ) 了 ,而 辛 普 生 在 1743 年 又 重新 发 现 了 这 一 
公式 ,而 且 从 此 为 后 人 所 重视 ,因此 以 后 一 直 称 为 “ 辛 普 生 公式 ” 


11. 欧 拉 (Euler ,Leonhard,1707 一 1783) 


欧 拉 是 瑞士 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 , 生 于 瑞士 巴塞 尔 . 其 父 
是 一 个 爱好 研究 数学 的 基督 教 牧师 ,1720 年 他 把 欧 拉 送 入 巴塞 尔 大 学 
学 习 神学 、 医 学 和 东方 语言 学 . 在 巴塞 尔 大 学 欧 拉 结识 了 著名 的 伯 努 利 
数学 家 族 的 几 位 成 员 , 引 起 了 他 对 数学 的 强烈 兴趣 ,16 岁 时 以 优异 的 
成 绩 获 得 巴塞 尔 大 学 硕士 学 位 . 先后 担任 过 彼得 堡 科 学 院 院士 .柏林 科 
学 院 物理 数学 所 所 长 等 职 . 

欧 拉 是 数学 上 一 位 最 多 产 的 学 者 . 他 从 19 岁 开始 写作 ,直到 76 岁 
逝世 为 止 ,一 共 发 表 了 论文 (著作 )500 多 篇 (部 ) ,如果 加 上 他 生前 未 及 
发 表 和 出 版 的 手稿 , 则 他 一 生 的 论 . 著 就 有 800 多 篇 (部 ) 之 多 , 在 他 一 - 
生 中 的 大 部 份 年 代 里 ,平均 每 年 约 写 出 800 页 左右 、 高 质量 的 、 有 创造 
性 的 著作 和 论文 . 

欧 拉 的 论著 不 但 数量 多 ,而 且 涉 猫 面 广 . 他 的 论著 包括 :代数 、 几 
何 、 数 论 、 分 析 、 微 分 方程 . 变 分 法 力学、 光学、 声学 热学 ,天文 学、 弹道 
学 .航海 科学 .建筑 学 等 等 . 其 中 有 些 曾 荣获 科学 院 奖金 ,有 不 少 是 科学 
中 里 程 碑 式 的 经 典 著作 . 欧 拉 的 有 名 发 现 , 可 以 列 成 一 张 长 表 . 直到 今 
天 ,我 们 在 数学 和 其 它 学 科 中 ,常常 可 以 看 到 以 欧 拉 的 名 字 命名 的 公 
式 、 定 理 和 方程 . 所 以 美国 数学 史家 克 来 因 说 :“ 没 有 一 个 人 象 他 那样 多 
产 , 蚕 他 那样 巧妙 地 把 握 数学 也 没有 汪 个 人 能 收集 和 利用 代数 、 几 何 、 
分 析 的 手段 去 产生 那么 多 令 人 坎 人 很 的 结果 , 他 溃 顶 版 弧 的 方法 发 明 家 ， 
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又 是 一 个 熟练 的 巨匠 . ” 

在 微 积分 学 方面 : 随 着 牛顿 和 莱 布 尼 获 研究 提出 微 积分 之 后 ,很 快 
出 现 了 许 许多 多 毫 无 联系 的 数学 成 果 . 欧 拉 通过 他 的 (无 穷 分 析 引 论 》、 
《微分 学 原理 》《 积 分 学 原理 》 等 著作 ,把 前 人 的 发 现 加 以 总 结 定型 并 
注入 他 的 见解 . 例如 ,他 基于 量 的 代数 关系 给 出 了 函数 概念 的 新 定义 ， 
并 用 f(z) 来 表示 一 个 没有 明确 规定 的 函数 ,他 首创 了 对 函数 1ogz 与 。 
的 现代 讲法 并 发 现 了 logz 是 无 穷 多 值 的 ,他 导出 了 三 角 函 数 和 指数 函 
数 之 间 联 系 的 著名 公式 e” = cosb 十 ising. 他 首先 把 导数 归 作为 微分 学 
的 基本 概念 . 他 提 了 二 阶 偏 导数 的 演算 ,并 给 出 了 关于 微分 后 的 结果 与 


微分 次 序 无 关 的 理论 , 即 禾 == 禾 的 条 件 ,但 未 给 出 证 明 . 研究 了 二 


元 函数 的 极 值 ,给 出 了 全 微分 的 可 积 条 件 . 确定 未 定式 过 .co 一 oo 的 极 


限 运 算 规则 . 引出 了 很 多 函数 的 无 穷 禾 级 和 无 穷 乘 积 的 展 式 . 积分 作为 
原 函 数 的 概念 是 欧 拉 创建 的 基本 概念 . 在 不 定 积分 中 属于 中 心地 位 的 
研究 是 把 积分 表示 为 初等 函数 的 各 种 方法 与 技巧 , 欧 拉 曾 确 定 出 这 些 
方法 的 范围 ,今天 在 微 积分 教程 中 所 令 述 的 方法 与 技巧 ,几乎 都 可 以 在 
欧 拉 的 作品 中 找到 ,他 发 展 了 定 积分 的 理论 ,并 演算 了 大 量 的 广义 积 


分 ,如 | 总 zar, 从 而 莫 定 了 开 函 数 与 8 函数 的 理论 基础 , 他 给 出 了 用 时 


次 积分 计算 二 重 积分 的 方法 ,并 讨论 了 二 重 积分 的 变量 替换 问题 . 他 还 
提出 了 积分 因子 的 概念 ,并 确定 了 可 采用 积分 因子 的 方程 类 型 ,证 明了 
凡是 可 用 分 离 变量 求解 的 微分 方程 都 可 以 用 积分 因子 求解 ,但 反之 不 
然 . 他 还 考虑 了 求解 常 系数 一 般 线性 方程 的 问题 . 总 之 欧 拉 的 功绩 在 
于 :用 形式 化 方法 把 微 积分 从 几何 中 解脱 出 来 ,使 其 建立 在 算术 和 代数 
的 基础 上 ,从 而 为 完整 实数 系统 的 微 积分 学 的 基本 论证 而 申 开 了 渠道 . 

欧 拉 的 著作 ,不 但 包含 许多 开创 性 的 成 果 , 而 且 在 表述 上 思路 清 
晰 , 极 富有 启发 性 . 他 的 行文 优美 而 流畅 ,把 他 那 丰富 的 思想 和 发 现 表 
锯 得 淋漓 尽 致 , 且 妙 趣 横生 . 因此 入 们 把 欧 拉 誉 为 “数学 界 的 莎 士 比 
亚 ”. 

欧 拉 具有 坚 霹 的 圾 力 ,在 他 双 目 失明 的 17 年 中 ,他 凭借 惊人 的 记 
忆 力 和 罕见 的 心算 能 力 艰苦 卓绝 的 继续 从 事 研究 工作 , 况 口 述 让 人 笔 
录 就 完成 了 .400 篇 左右 的 论文 和 和 好几 本 专著 ， 并 完成 了 痢 企 提交 更 
的 《月 球 运动 理论 二 ' 关 此 , 纽 盟 称 融 拉 是 “数学 家 之 英雄 ”. : 

一 :2106 一 


高 等 数学 中 有 关 数 学 家 简介 


12. 达 朗 贝尔 ( DAlembert, Jean LeRond,1717 一 1783) 


达 朗 贝尔 是 法 国 数学 家 ,力学 家 、 哲 学 家 , 生 于 法 国 巴黎 . 他 是 希 
凡 利 。 得 斯 陶 切 斯 的 私生子 , 一 出 生 就 被 遗弃 在 巴黎 至 哲 勒 隆 
(SainUean 一 Ie 一 Rond) 教堂 附近 的 路 旁 ,在 那里 被 一 位 宪兵 发 现 , 这 位 
宪兵 即 以 其 被 发 现 地 方 的 名 字 给 他 起 了 教 名 ,然后 交 给 了 一 位 贫穷 的 
玻璃 中 抚养 .好心 的 玻璃 区 不 但 抚养 他 长 大 ,并 且 送 他 上 学 接受 正规 教 
, 育 . 
达 郎 贝尔 早先 研究 医学 和 法 律 , 并 且 当 过 律师 ,后 来 转向 自然 科 
学 .他 在 22 岁 时 向 巴黎 科学 院 呈 交 了 关于 固体 在 流体 中 运动 和 积分 学 
的 两 篇 论文 : 在 第 一 篇 论文 中 ,他 提出 了 绕 贺 柱 体 无 环 量 流动 问题 , 即 
著 各 的 “ 达 朗 贝尔 疑 题 ” 这 篇 论文 得 到 了 科学 院 的 高 度 评价 ,并 将 他 选 
为 科学 院 院士 . 
达 朗 贝尔 对 数学 和 力学 都 作出 了 杰出 的 贡献 ,在 数学 方面 ;他 得 出 
了 描述 弦 模 向 振动 的 二 阶 偏 微 分 方程 的 解法 ;他 与 欧 拉 、 丹 尼 尔 . 伯 努 
利 共 同 莫 立 了 数学 物理 的 基础 ;在 解 流体 力学 中 的 一 个 椭圆 型 偏 微分 
方程 时 ,他 首先 运用 了 复 变 函数 ;他 与 欧 拉 最 先 得 出 了 解析 函数 实 部 与 
虚 部 的 一 些 基 本 方法 并 发 现 复 变 函数 可 微 的 条 件 ; 在 常 微分 方程 方面 
他 也 有 不 少 建树 ,他 加 强 了 从 特殊 积分 鉴别 奇 解 的 判别 法 ,他 研究 过 黎 
卡 提 微 分 方程 ;他 在 动力 学 中 推广 了 偏 导数 的 演算 :他 针对 当时 微 积分 
基础 逻辑 上 有 欠 严 密 曾 提出 过 很 多 好 的 见解 . 他 推进 了 源 于 牛顿 的 极 
限 概 念 . 他 认为 “极限 的 完整 理论 对 于 把 分 析 置 于 牢固 的 基础 之 上 是 完 
全 必要 的 . ”他 说 微分 学 的 基础 同 流 数 法 一 样 ,可 以 建立 在 极限 的 概念 
之 上 .“ 求 方程 的 导数 只 要 求 方程 中 所 包含 的 两 个 变量 的 差分 比 的 极 
限 . ”他 第 一 个 把 导数 明确 定义 为 增 量 比 的 极限 . 他 认为 这 是 微分 学 的 
真实 理论 基础 . 马克 思 说 达 朗 贝尔 脱 下 了 微分 学 的 神秘 外 衣 . 达 朗 贝尔 
还 提出 了 级 数 z 十 好 十 … 绝 对 收敛 的 一 个 检验 法 则 , 即 现在 微 积 分 教 
材 中 所 介绍 的 达 朗 贝尔 检验 法 则 ;在 代数 中 他 得 出 了 代数 基本 定理 的 
辅助 定理 . 在 力学 方面 :1743 年 他 发 表 的 《动力 学 论文 》 大 大 改进 了 动 
力学 的 一 般 原 理 , 书 中 包括 后 来 以 达 朗 贝尔 命名 的 力学 原理 ; 
1744 一 1747 年 他 发 表 了 《关于 风 的 成 因 的 推论 》 的 论文 ,因而 荣获 柏林 
科学 院 的 奖金 ,并 被 选 为 该 院 院 士 . 在 天 文学 方面 :他 建立 了 行星 摄 动 
的 理论 ;并 对 二 分 点 种 春 动 的 问题 必 了 严格 钙 释 在 上 学 上 ， 他 装 域 后 
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党 性 学 说 ,反对 笛 卡 儿 的 天 赋 观 念 论 , 其 著作 有 《哲学 原理 》 

达 朗 贝尔 是 18 世纪 法 国 (百科 全 书 》 的 编 繁 人 . 他 主张 按 培根 的 原 
则 ,将 人 类 知识 分 为 历史 .哲学 (科学 ) 、 美 术 三 大 类 ;强调 技术 和 科学 的 
关系 ,并 指出 《百科 全 书 》 的 目的 不 仅 在 于 提供 知识 ,而 更 重要 的 在 于 
改变 读者 的 思想 . 


13. 拉 格 朗 日 (Lagrange,Joseph 一 Louis,1736 一 1813) 


拉 格 朗 日 是 法 国 数学 家 、 力 学 家 、 天 文学 家 , 生 于 意大利 西北 部 的 
都 灵 , 其 祖父 是 法 国人 ,祖母 是 意大利 人 . 他 的 父亲 一 度 很 富有 , 曾 想 把 
拉 格 朗 日 培养 成 自己 商业 上 的 接班 人 ,因此 希望 他 学 习 法 律 .但 拉 格 朗 
日 在 中 学 时 代 读 了 天 文学 家 哈雷 写 的 《在 解决 求 光 学 玻璃 的 焦点 问题 
时 ,近世 代数 优越 性 的 一 个 实例 》 这 篇 论文 后 ,就 对 数学 和 天 文学 发 生 
了 浓厚 的 兴趣 ,不 久 他 进入 了 都 灵 皇 家 炮兵 学 院 学 习 , 开 始 赁 自己 的 努 
力 钻研 数学 ,还 未 毕业 就 担任 了 该 院 的 一 些 数学 教学 工作 ,18 岁 时 开 
始 撰写 论文 ,19 岁 被 正式 聘任 为 该 院 的 数学 教授 . 

1755 年 , 拉 格 朗 日 开始 和 欧 拉 通信 讨论 “等 周 问题 ”, 继 而 葛 定 了 
变 分 法 的 基础 . 

1757 年 ,他 和 一 些 年 轻 的 科学 家 、 创 办 了 都 灵 科学 协会 和 学 术 杂 
志 《 都 灵 文集 > 在 《都 灵 文集 》 上 他 发 表 了 大 量 的 论文 ,1764 年 和 1766 
年 他 在 天 文学 研究 中 先后 两 次 获得 法 国 科学 院 奖金 ,从 而 赢得 了 世界 
性 的 声誉 

1766 年 ,在 柏林 科学 院 物理 数学 所 任 所 长 的 欧 拉 ,要 重 回 彼得 堡 ， 
临 行 前 普鲁士 国王 腓 特 烈 大 帝 要 欧 拉 推荐 一 位 称职 的 继任 者 . 欧 拉 认 
为 非 拉 格 朗 日 莫 属 ,同时 达 朗 贝尔 也 作 了 同样 的 推荐 . 于 是 腓 特 烈 大 帝 
亲笔 写 了 一 封 信 给 拉 格 朗 日 说 :“ 欧 洲 最 伟大 的 君王 希望 欧洲 最 伟大 的 
数学 家 到 他 的 宫廷 里 来 . " 拉 格 朗 日 于 是 到 了 柏林 ,就 任 柏林 科学 院 物 
理 数 学 所 所 长 职务 ,这 时 他 年 仅 30 岁 . 

拉 格 朗 日 在 柏林 科学 院 整整 工作 了 20 年 ,在 这 期 间 * 他 对 代数 、 数 
论 、 微 分 方程 . 变 分 法 力学 和 天 文学 都 进行 了 广泛 而 深入 的 研究 ,并 取 
得 了 丰硕 的 成 果 . 

对 于 微 积分 学 , 拉 格 朗 日 试图 抛弃 自 牛 顿 以 来 模糊 不 清 的 无 穷 小 
概念 .为 此 他 在 《解析 函数 论 ) 一 书 路 光 地 发 展 了 微 积分 学 ; 他 试图 
: 揭 微 分 :无穷 汪 和 极限 莓 硫 您 从 的 神 分 中 宽 全 排除 -他 先 用 代数 方法 证 
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明了 泰勒 展开 式 , 接 着 定义 导数 ( 微 商 ) 是 f(z 十 加 的 泰勒 展开 式 中 % 
的 系数 ,然后 建立 起 全 部 分 析 学 . 他 以 为 这 样 就 可 以 克服 极限 理论 的 困 
难 . 可 是 无 穷 级 数 的 收敛 问题 ,仍然 无 法 逃避 极限 . 他 的 《解析 函数 论 》 
在 这 方面 虽然 没有 成 功 ,但 对 函数 的 抽象 处 理 , 却 可 说 是 实 变 函 数论 的 
起 点 . 他 还 研究 了 二 元 函数 极 值 , 痪 明了 条 件 极 值 的 理论 ,并 研究 了 三 
重 积分 的 变量 代 换 等 问题 

在 微分 方程 中 ,他 也 获得 了 很 多 重要 结果 :例如 ,他 对 奇 解 与 通 解 
的 联系 作 了 系统 的 研究 ,他 用 明确 而 漂亮 的 手法 从 通 解 中 消去 常数 而 
得 到 奇 解 ,从 而 给 出 了 一 般 性 的 方法 ;他 还 发 现 , 齐 次 方程 的 通 解 是 由 
一 些 独立 的 特 解 分 别 乘 以 任意 常数 后 相 加 而 成 ,而 且 在 知道 了 阶 齐 
次 方程 的 m 个 特 解 后 ,可 以 把 方程 降低 m 阶 ;在 解 线性 微分 方程 时 ,他 
提出 了 常数 变易 法 . 

拉 格 朗 日 最 得 意 的 著作 是 (分析 力学 》, 撰 写 这 部 巨著 ,他 倾注 了 大 
量 的 智慧 和 精力 ,整整 经 历 了 37 个 春秋 . 在 这 部 著作 中 ,他 利用 变 分 原 
理 , 建 立 了 优美 .和 谐 的 力学 体系 ,把 宇宙 描绘 成 为 一 个 由 数字 和 方程 
组 成 的 有 节奏 的 旋律 . 这 部 著作 里 的 精辟 论述 ,使 得 动力 学 这 门 科学 达 
到 了 登峰造极 的 地 步 , 它 把 固体 力学 和 流体 力学 这 两 个 分 支 统 一 了 起 
来 , 莫 定 了 现代 力学 的 的 基础 . 哈密 顿 把 这 部 著作 誉 之 为 一 部 “科学 诗 
篇 ” 

拉 格 朗 日 1759 年 被 选 为 柏林 科学 院 院士 ,1772 年 被 选 为 巴黎 科学 
院 院 士 ,1776 年 被 选 为 彼得 堡 科 学 院 名 誉 院士 ,1766 一 1786 年 担任 柏 
林 科学 院 的 主席 . 

拉 格 朗 日 为 人 好 学 而 谦逊 ,在 学 术 上 取得 了 辉煌 的 成 就 ,受到 了 广 
证 的 崇敬 . 例如 ,1793 年 9 月 法 国资 产 阶级 革命 政府 曾 颂 布 一 项 法 命 ， 
将 一 切 在 敌国 境内 出 生 的 人 驱逐 出 境 并 没收 其 财产 ,但 特别 声明 尊贵 
的 拉 格 朗 日 先生 除外 . 拿破仑 赞美 拉 格 朗 日 是 “一 座高 符 的 金字 塔 ”. 


14. 傅 里 叶 (Fourier Joseph,1768 一 1830) 


傅 里 叶 是 法 国 数学 家 、 物 理学 家 , 生 于 法 国 奥 塞 尔 . 他 是 一 个 裁缝 

的 儿子 ,8 岁 时 父母 双 亡 , 成 为 孤儿 ,在 一 个 由 天 主教 僧 个 管理 的 军事 

学 校 受 教育 ,后 来 在 那里 当 了 数学 讲师 ,他 参加 了 发 动 法 国 革命 ,并 和 

蒙 日 一 道 随 拿破仑 到 埃及 远征 及 进行 科学 考 窒 , 在 那里 担任 过 地 方 行 

政 长 官 .4817 年 被 迹 为 巴 获 科学 院 院士 ;1829 年 获 彼 社 经 科 学院 荣誉 
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院士 称号 . 

传 里 叶 是 法 国 分 析 学 派 公认 的 代表 ,1807 年 他 开始 进行 热传导 的 
数学 分 析 的 研究 工作 ,此 项 目 1812 年 荣获 巴黎 科学 院 奖金 , 他 1822 年 
出 版 的 名 著 《 热 的 分 析 理 论 》, 是 一 本 将 数学 理论 应 用 于 物理 学 的 典范 . 
在 此 书 中 他 把 半 个 世纪 前 欧 拉 和 伯 努 利 在 关于 弦 振 动 的 研究 工作 中 ， 
在 一 些 孤 立 的 特殊 情况 下 所 应 用 的 三 角 级 数 方法 ,丰富 并 发 展 为 一 般 
理论 ,他 杰出 的 贡献 在 于 证 明了 相当 一 类 函数 (连续 的 或 不 连续 的 ) 能 


用 形 如 ?C4 cosnz 十 Bsinnz) 的 三 角 级 数 来 表示 . 传 里 叶 的 这 项 工作 


的 意义 是 它 不 仅 推动 了 偏 微分 方程 的 理论 的 发 展 ， 而 且 改 变 了 数学 家 
们 对 函数 概念 的 传统 局 限 认识 , 动 播 了 18 世纪 的 这 样 一 个 观念 :所 有 
的 函数 不 管 它们 是 以 何 种 形式 出 现 的 ,总 都 是 代数 函数 衍 变 : 于 是 代数 
函数 ,其 至 初等 超越 函数 ,都 不 再 是 函数 的 原型 了 . 由 于 代数 函数 的 性 
质 不 能 搬 到 一 切 函 数 上 去 ,所 以 这 种 更 广泛 含意 下 所 说 的 函数 及 其 连 
续 性 、 可 微 性 \ 可 积 性 以 及 其 它 的 性 质 ,其 真实 意义 究 意 是 什么 自然 也 
就 作为 一 个 新 的 问题 被 提出 来 了 . 傅 里 叶 的 工作 标志 着 人 们 可 以 且 必 
须 从 解析 函数 或 可 展 成 泰勒 级 数 的 函数 的 轿子 里 解放 出 来 ,从 而 大 大 
地 扩充 了 函数 概念 的 本 身 . 由 此 ,函数 不 仅 可 以 展 成 为 三 角 级 数 , 而 且 
还 可 以 展开 为 各 种 不 同 的 正 交 函数 系 (如 奥 比 雪夫 多 项 式 、 勒 让 德 多 项 
式 、 厄 米 特 多 项 式 、 拉 盖 尔 多 项 式 、 雅 可 比 多 项 式 等 等 ) 的 级 数 . 此 即 广 
义 的 伟 里 叶 级 数理 论 , 它 也 是 泛 函 数 分 析 产 生 的 原动力 之 一 . 

傅 里 叶 本 人 所 做 的 主要 工作 ,虽然 是 针对 研究 热传导 的 具体 问题 
提出 来 的 级 数 解法 ,但 这 无 疑 在 数学 物理 上 又 有 着 相当 独到 的 意义 . 而 
更 重要 的 ,是 在 整个 数学 发 展 的 历史 上 ,他 的 研究 起 到 了 超越 时 代 的 巨 
大 作用 . 因此 ,著名 物理 学 家 麦克 斯 韦 尔 称 传 立 叶 的 论著 为 “一 部 伟大 
的 数学 诗 ” 汤姆 森 自 称 自己 在 数学 物理 上 所 取得 的 成 就 是 受益 于 侍 立 
叶 热 学 著作 的 影响 . 

傅 里 叶 对 数学 发 表 了 下 列 言 简 意 赎 的 见解 :对 自然 界 的 深入 研究 
是 数学 发 现 的 最 丰富 的 源泉 . “数学 的 主要 目标 是 大 众 的 利益 和 对 自 
然 现象 的 解释 . ” 

傅 里 时 一 生 忠 实 诚挚 .勤奋 不 懈 、 勇 于 助人 . 在 雅 各 宾 党 执政 的 “ 到 
怖 时 期 ”他 曾 挺 身 而 出 保护 一 些 无 就 受 扎 害 的 科学 家 ,如 斯 图 姆 等 : 

* 屠 里 串 M8 中 年 逝世 于 巴黎 ,人 们 称 他 是 19. 批 纪 中 令 和 眼花 综 本 
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的 数学 太空 中 的 一 颗 明星 . 
15. 高 斯 (Gauss,Garl Friedrich ,1777 一 1855) 


高 斯 是 德国 的 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 ,他 生 于 德国 北部 的 布 
伦 瑞 克 一 个 贫苦 的 家 庭 里 ,祖父 是 农民 ,父亲 是 园丁 兼 泥 瓦 区 . 

高 斯 很 小 就 表现 出 数学 方面 的 非凡 才华 :他 10 岁 时 ,发 现 了 级 数 1 
十 2 十 3 十 4 十 … 十 97 十 98 十 99 十 100 的 一 个 巧妙 的 求 和 方法 ; 
11 岁 时 ,发 现 了 二 项 式 定理 . 高 斯 的 才华 受到 了 布 伦 瑞 克 公 恬 的 赏识 ， 
亲自 承担 起 对 他 的 培养 教育 计划 , 先 把 他 送 到 布 伦 瑞 克 的 卡 罗 林 学 院 
学 习 (1792 一 一 1795)， 病 后 又 推荐 他 去 格 延 根 大 学 深造 
《1795 一 一 1798). 

高 斯 在 卡 罗 林 学 院 认 真 研读 了 和 牛顿. 欧 拉 、 拉 格 变 日 的 著作 . 在 这 
时 期 他 发 现 了 素数 定理 ;发 现 了 数据 拟 合 中 广 有 用 途 的 最 小 二 乘法 ; 提 
出 了 概率 论 中 的 正 态 分 布 并 用 高 斯 曲线 形象 地 予以 说 明 . 进入 格 廷 根 
大 学 的 第 二 年 ,他 发 现 了 正 17 边 形 的 尺 规 作 图 法 ,这 是 殉 几 里 得 以 来 
二 千年 悬而未决 的 问题 ,这 一 成 功 促使 休 然 地 献身 于 数学 . 高 斯 22 
岁 获 博士 学 位 ,30 岁 被 聘 为 格 廷 根 大 学 数学 和 天 文学 教授 ,并 担任 该 
校 天 文 台 的 台 长 . 

高 斯 的 博士 论文 可 以 说 是 数学 史上 的 一 块 里 程 碑 . 他 在 这 篇 文章 
中 第 一 次 严格 地 证 明了 “每 一 个 实 系数 或 复 系数 的 任意 多 项 式 方程 存 
在 实 根 或 复 根 ”, 即 所 谓 代 数 基本 定理 . 从 而 开创 了 “存在 性 ”证 明 的 新 
时 代 . 

高 斯 在 数学 世界 “处 处 留 芳 ”: 他 对 数论 、 复 变 函 数 、 椭 图 函数 、 超 几 
何 级 数 、 统 计数 学 等 各 个 领域 都 有 卓越 的 贡献 . 他 是 第 一 个 成 功 地 运用 
复数 和 复 平面 几何 的 数学 家 ;他 的 《算术 探究 》 一 书 莫 定 了 近代 数论 的 
基础 ;他 的 4 一般 曲 面 论 》 是 近代 微分 几何 的 开端 ;他 在 一 篇 关于 超 几 
何 数 的 论文 中 ,对 级 数 的 收敛 性 作 了 第 一 次 系统 的 研究 ;他 是 第 一 个 领 
悟 到 存在 非 欧 几何 的 数学 家 . 

在 天 文学 方面 ,他 研究 了 月 球 的 运转 规律 . 创立 了 一 种 可 以 计算 星 
球 的 椭圆 轨道 的 方法 ,能 准确 地 预测 出 行星 的 运行 位 置 . 他 利用 自己 创 
造 的 最 小 二 乘法 算出 了 谷 神 星 的 轨道 和 发 现 了 智 神 星 的 位 置 . 他 阐述 
了 星球 的 摄 动 理论 和 处 理 摄 动 的 方法 ,这 种 方法 导致 海王 星 的 发 现 , 他 
的 《天 体 运 动 理论 》 是 一 本 不 朽 的 经 典 名 鞭 . . 
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在 物理 学 方面 :他 发 明了 “日 光 反 射 器 ”. 他 与 韦伯 一 道 建 立 了 电磁 
学 中 的 高 斯 单位 制 ,最 早 设计 与 制造 了 电磁 电报 机 . 他 发 表 了 地 磁 概 
论 , 绘 出 了 世界 第 一 张 地 球 磁场 图 , 定 出 了 磁 南 极 和 磁 北 极 的 位 置 . 

高 斯 对 天 文学 和 物理 学 的 研究 ,开辟 了 数学 与 天 文学 .物理 学 相 结 
合 的 光辉 时 代 . 高 斯 认为 :数学 ,要 学 有 灵感 ,必须 接触 现实 世界 . 他 有 
一 句 名 言 “数学 是 科学 之 王 , 数 论 是 数学 之 王 , 它 常常 届 苯 去 为 天 文学 
和 其 它 自然 科学 效劳 ,但 在 所 有 的 关系 中 , 它 都 堪 称 第 一 . ” 

高 斯 治学 严谨 ,一 生发 表 了 155 篇 论文 ,但 仍 有 大 量 创 作 没有 发 表 
出 来 ,因为 他 对 自己 的 科学 著作 总 是 要 求 尽善尽美 . 他 的 格言 是 “宁肯 
少 一 些 , 但 要 好 一 些 ,” 

高 斯 是 近代 数学 的 伟大 奠基 者 之 一 ,他 在 历史 上 的 影响 之 大 可 以 
和 阿 基 米 德 .牛顿 、 欧 拉 并 列 . 高 斯 被 誉 为 :“ 能 从 九 示 云 外 的 高 度 按 某 
种 观点 掌握 星空 和 深奥 数学 的 天 才 . ” 


16. 柯 西 (Cauchy ,Augustin 一 Louis,1789 一 1857) 


柯 西 是 法 国 数学 家 , 生 于 法 国 巴黎 . 他 的 父亲 是 一 位 精通 古典 文 
学 的 律师 ,并 经 常 和 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 等 人 往来 ,因此 柯 西 从 小 就 认 
识 了 一 些 著名 科学 家 . 由 于 柯 西 自 幼 聪敏 好 学 , 拉 格 朗 日 预言 他 日 后 必 
成 大 器 . 他 1805 年 进入 多 科 工 艺 学 校 ,1807 年 转 入 道路 桥梁 工程 学 校 . 
大 约 在 1809 年 成 了 一 名 工程 师 . 由 于 他 的 身体 欠 佳 ,而 又 很 有 数学 天 
赋 , 他 就 听从 拉 格 朗 日 与 拉 普 拉 斯 的 劝告 转 攻 数 学 . 

柯 西 在 纯 数学 和 应 用 数学 两 方面 都 取得 了 辉煌 的 成 果 , 他 一 生 写 
了 789 篇 论文 ,数量 之 多 仅 次 于 欧 拉 ,其 全 集 共 24 本 . 柯 西 27 岁 即 被 选 
为 巴黎 科学 院 院 士 , 他 还 是 英国 皇家 学 会 会 员 和 几乎 所 有 外 国 科学 院 
的 院士 . 

柯 西 对 数学 最 大 贡献 之 一 ,是 在 微 积 分 中 引进 了 严格 的 方法 ,在 这 
方面 他 写 出 了 三 部 著作 :《 分 析 教 程 )《 无 穷 小 计算 教程 《微分 计算 教 
程 》 通过 这 些 著 作 , 他 把 微 积 分 及 其 推广 从 对 几何 概念 .运动 和 直觉 了 
解 的 完全 依赖 中 解放 了 出 来 ,从 而 赋予 了 微 积分 以 今天 所 带 有 的 特色 ， 
在 这 个 数学 分 支 中 他 作出 了 比 任何 人 都 要 多 的 贡献 . 为 此 我 们 可 以 确 
切 的 说 , 微 积分 的 基本 概念 正 是 由 于 柯 西 而 得 到 严格 的 论述 . 由 于 这 一 
理由 ,人 们 通常 将 柯 西 看 作 是 在 近代 意义 下 严格 微 积分 学 的 黄 基 者 是 
他 在 极限 概念 精确 定义 的 基础 上 ,建立 和 完善 了 连续 性 : 充 穷 级 数 、 以 
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及 导数 、 微 分 和 积分 等 方面 的 理论 . 通过 他 的 上 述 三 大 教程 的 广泛 流传 
和 他 的 学 术 讲 演 , 他 对 微 积分 学 的 解释 被 普遍 采纳 ,并 至 今 为 在 这 个 数 
学 分 支 中 所 广 为 沿 用 . 

柯 西 的 另 一 个 重要 贡献 ,是 发 展 了 复 变 函数 的 理论 ,取得 了 一 系列 
重大 成 果 , 例 如 ,他 给 出 了 复 变 函数 的 几何 概念 ,他 证 明了 在 复数 范围 
内 罕 级 数 具 有 收敛 圆 ,给 出 了 含有 复 积 分 限 的 积分 概念 以 及 残 数 理论 
等 . 

柯 西 是 探讨 微分 方程 解 的 存在 性 问题 的 第 一 个 人 . 他 证 明了 在 不 
包含 奇 点 的 区 域内 存在 满足 确定 条 件 的 微分 方程 的 解 ,从 而 使 微分 方 
程 的 理论 深化 了 . 在 研究 微分 方程 的 解法 时 ,他 成 功 地 提出 了 特征 带 方 
法 并 发 展 了 强 函 数 方法 . 

柯 西 对 于 代数 学 、 此 何 学 、 数 论 等 数学 分 支 中 一 些 重要 概念 和 理论 
的 创建 也 都 很 有 建树 ,例如 ,他 深入 研究 了 行列 式 的 理论 ,总 结 了 多 面 
体 的 理论 ,证 明了 费 马 关于 多 角 数 的 定理 等 等 . 

柯 西 对 物理 学 ,力学 和 天 文学 都 作 过 深入 的 研究 . 特别 在 固体 力学 
方面 , 英 定 了 弹性 理论 的 基础 . 仅 赁 这 个 成 就 ,就 足以 使 他 跻身 杰出 的 
科学 家 之 列 . 

柯 西 在 政治 上 属于 保皇 党 ,但 他 终身 坚守 气节 非常 执 舞 ;1830 年 ， 
法 王 查理 被 逐 , 路 易 ， 腓 力 普 称 帝 . 柯 西 由 于 拒绝 宣 暂 效忠 新 皇帝 ,被 
革 去 职务 ,并 出 走 意大利 都 灵 , 后 移居 布拉格 . 1848 年 ,路 易 * 腓 力 普 看 
主 政体 被 推翻 ,成 立法 兰 西 第 二 共和 国 , 宣 哲 的 规定 废除 , 柯 西 才 回 到 
巴黎 高 等 工艺 学 院 任教 授 . 1852 年 政变 ,共和 国 又 变 帝国 ,恢复 了 宣 暂 
仪式 ,但 拿破仑 三 世 特 地 豁免 柯 西 和 阿拉 哥 ( 法 国 著名 物理 学 家 两 人 
可 以 免除 效忠 宣 暂 . 


17. 格林 (Green ,George,1793 一 1841) 


格林 是 英国 数学 家 、 物 理学 家 ,他 生 于 英国 诺 延 厄 姆 附近 的 斯 内 
顿 ,是 一 位 自学 成 材 的 科学 家 . 格林 的 父亲 是 一 位 面包 师 ,格林 童年 时 
辍学 在 父亲 的 面包 房 里 干 活 ,他 一 边 干 活 一 边 利用 工 余 时 间 坚 持 自修 
数学 和 物理 ,特别 是 在 他 读 了 拉 普 拉 斯 的 (天 体力 学 》 后 很 受 启发 , 试 
图 完全 用 数学 方法 来 论述 静电 磁 学 . 在 他 32 岁 那 年 出 版 了 一 本 他 私人 
印 的 小 册子 《数学 分 析 在 电磁 学 中 的 应 用 ); 这 是 在 电磁 学 的 数学 理论 
方面 的 最 初 赏 试 .在 这 本 书 中 :他 引入 了 位 势 概 念 ,包含 了 他 首先 发 现 
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的 展 布 在 一 个 平面 区 域 上 的 二 重 积分 与 沿 这 个 区 域 边 界 的 曲线 积分 之 
间 的 关系 ( 即 数学 分 析 中 有 名 的 格林 公式 ). 但 由 于 这 份 小 册子 印 数 不 
多 ,而 且 不 是 大 范围 的 发 行 ,因此 未 引起 人 们 的 注意 . 十 几 年 后 威廉 
汤姆 生发 现 了 这 本 小 册子 ,并 认识 到 它 的 巨大 价值 ,于 1845 年 发 表 在 
《数学 杂志 》 上 ,但 这 时 格林 已 去 世 4 年 . 

格林 的 父亲 去 世 后 ,他 的 一 些 好 友 鼓 励 他 到 大 学 去 深造 ,他 经 过 4 
年 的 自学 ,将 其 初等 教育 中 的 空白 填补 后 ,在 1833 年 一 一 当时 他 已 经 
40 岁 , 才 以 自费 生 的 身份 进入 剑桥 大 学 饥 厄 斯 学 院 学 习 ,4 年 后 毕业 获 
得 文学 士 学 位 . 1839 年 被 聘 为 剑桥 大 学 教授 ,两 年 后 他 就 去 世 了 ,终年 
才 48 岁 . 

格林 发 展 了 电磁 理论 ,他 引入 的 位 势 等 概念 ,其 意义 远 远 超 出 了 解 
位 势 方 程 ,他 首次 研究 了 与 求解 数学 物理 边 值 问题 密切 相关 的 特殊 函 
数 -一 - 格林 函数 ,格林 函数 现 已 成 为 偏 微分 方程 理论 中 的 一 个 基本 概 
念 .格林 还 发 展 了 能 量 守 便 定律 ,将 其 运用 于 变形 弹性 体 ,得 出 了 弹性 
理论 的 基本 方程 . 格林 在 光学 与 声学 领域 也 很 有 建树 ,其 中 关于 光 在 晶 
体 中 的 反射 和 折射 的 研究 具有 特别 重要 的 意义 . 

格林 在 学 术 研 究 中 反对 门 闹 偏见 ,在 分 析 引 入 英国 后 ,他 是 第 一 个 
沿 着 大 陆 上 的 研究 线索 前 进 的 英国 数学 家 . 他 的 工作 培育 了 数学 物理 
学 方面 的 剑桥 学 派 , 其 中 包括 近代 很 多 最 伟大 的 数学 物理 学 家 如 威廉 
* 汤姆 生 需 士 , 格 布 里 龙 耳 ， 斯 托 克 士 需 士 、 雷 利 勋 般 和 克拉 克 “ 马克 
斯 韦 尔 . 

格林 留 下 的 著作 于 1871 年 汇集 出 版 . 为 数 虽然 不 多 ,但 在 现代 数 
学 ,物理 方面 是 有 举足轻重 的 地 位 ,以 他 的 名 字 命名 的 格林 函数 、 格 林 
公式 ,格林 定理 ,格林 曲线 .格林 测度 、 格 林 算 子 格林 方法 等 ,在 数学 物 
理 中 都 是 经 典 的 内 容 . 而 格林 那 种 自强 不 息 的 精神 ,大 器 晚 成 的 范例 ， 
一 直 为 后 人 所 称道 - \ 


18. 庄 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 (Ostrogradsky Michel ,1801 一 1862) 


奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 是 俄国 数学 家 、 力 学 家 ,他 生 在 俄国 波 尔 塔 

瓦 一 个 地 主 家 庭 . 他 从 小 就 表现 出 强烈 的 求知 精神 . 中 学 毕业 后 曾 立 志 

献身 于 军事 ,并 到 一 个 近 卫 和 军团 部 学 习 军事 . 但 他 的 伯父 却 极力 建议 他 

进 大 学 深 造 ; 于 是 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 15 岁 那 年 进入 了 哈 尔 科 夫 大 学 

数学 物理 系 他 在 大 学 期 休学 习 勤奋 成绩 枢 界 ,但 是 由 于 他 反对 家 教 
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的 观点 及 不 信仰“ 神学 和 基督 教 的 学 说 ”的 表现 ,触犯 了 某 些 唯心 主义 
教授 和 有 关 当 局 ,从 而 未 能 获得 该 大 学 的 毕业 证 书 和 学 位 . 为 了 继续 深 
造 ,1822 年 他 到 了 巴黎 ,结识 了 拉 普 拉 斯 、 傅 里 叶 、 安 培 . 泊 松 柯 西 等 
人 ,并 在 巴黎 索 尔 奔 纳 和 法 兰 西学 院 听 数学 物理 学 科 的 讲座 . 不 久 便 在 
数学 ,力学 中 取得 一 系列 的 学 术 成 果 , 并 赢得 了 著名 科学 家 的 声誉. 
1828 年 回 到 俄国 ,在 彼得 堡 各 大 学 和 军事 院 校 任教 . 1830 年 被 选 为 彼 
得 堡 科 学 院 院士 . 他 还 是 美国 科学 院 、 都 灵 科 学 院 、 罗 马 科 学 院 的 院士 
及 巴黎 科学 院 的 通讯 院士 . 

奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 是 19 世纪 俄国 最 伟大 的 数学 家 之 一 ,是 俄国 
在 数学 物理 方面 的 莫 基 人 . 

在 数学 方面 ,他 给 出 了 体积 积分 与 面积 积分 的 相互 关系 的 公式 , 即 
奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 一 一 高 斯 公式 ;他 研究 了 有 理 函 数 的 积分 能 否 表 
示 成 代数 函数 和 对 数 函 数 的 向 题 ,并 颗 便 给 出 有 理 分 式 积分 的 分 解 公 
式 ; 其 中 一 部 分 表示 成 代数 函数 ,而 另 一 部 分 是 分 母 中 带 有 单 根 的 分 式 
的 积分 ,这 个 公式 叫做 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 一 一 埃 米 特 公式 ;他 利用 
任意 参数 的 变 分 方法 揭示 了 线性 微分 方程 积分 的 某 些 性 质 ; 他 在 研究 
传 里 叶 提出 的 固体 中 热 分 布 的 微分 方程 以 后 ,解决 了 物体 温度 的 测定 
方法 ,并 将 傅 里 叶 热传导 方法 应 用 于 多 面体 ;他 还 给 出 求 气体 声 振 方 
程 .弹性 薄片 方程 的 积分 等 ;他 对 数论 ,概率 论 、 高 等 代数 和 几何 学 等 也 
都 作 过 深入 地 研究 . 

在 力学 方面 ,他 对 球形 弹头 的 飞行 进行 了 大 量 的 理论 研究 和 实验 ， 
给 出 了 偏心 弹头 在 空中 运动 的 微分 方程 ;他 还 给 出 崖 位移 原理 和 最 小 
作用 原理 的 一 般 形式 ,应 该 说 是 他 和 哈密 顿 分 别 独 立 完成 的 ;他 讨论 了 
力学 系统 的 微分 方程 的 积分 法 ;还 研究 了 关于 冲击 的 一 般 理论 . 

奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 还 是 一 位 卓越 的 教育 家 . 他 不 但 学 术 造 误 很 
深 , 而 且 非 常 重视 教学 法 的 研究 . 他 治学 严谨 ,撰写 了 一 系列 教科 书 , 其 
中 最 主要 的 有 《初等 几何 教程 《三角 学 概要 》《 代 数 和 超越 分 析 讲 
义 》《 天 体力 学 教程 ) 等 . 他 的 科学 思想 和 教育 思想 孕育 了 俄国 几 代 的 
学 者 ,被 奉 为 苏联 数学 界 一 代 宗 师 . 


19. 阿 贝尔 (Abel,Niels Henrik,1802--1829) 


阿 贡 尔 是 反感 整 学 家 . 艳 生 于 择 威 奥斯陆 附近 的 芬 多 ,父亲 是 村 
子 里 约 基 督 教 软 病 , 家 境 贫困 : 在 中 学 时 代 , 得 到 一 位 很 存 术 华 的 数学 
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教师 一 一 洪 保 的 教育 , 激 起 了 他 对 数学 的 酷爱 ,从 16 岁 开始 ,就 自学 
了 牛顿 \ 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 勒 让 德 等 人 的 数学 著作 ,被 同学 称誉 为 “数学 
迷 ”. 阿 贝尔 18 岁 时 ,父亲 便 去 世 了 ,贫苦 的 家 庭 失 去 了 唯一 的 经 济 支 
持 , 草 着 几 位 教授 和 邻居 的 资助 ， 在 19 岁 那 年 , 阿 贝 尔 进入 了 奥斯陆 大 
学 学 习 . 

阿 贝尔 是 19 世纪 最 杰出 的 数学 家 之 一 , 当 他 还 是 一 个 中 学 生 的 时 
候 , 就 按照 高 斯 对 二 项 式 方程 的 处 理 方法 探讨 高 次 方程 的 可 解 性 问题 ， 
起 初 ,他 以 为 自己 用 根 式 已 经 解决 了 一 般 的 五 次 方程 ,但 很 快 就 发 现 了 
自己 的 错误 . 进 大 学 后 他 继续 研究 这 一 问题 ,次 于 在 1824 年 证 明了 一 
般 五 次 方程 是 不 能 像 低 次 方程 那样 用 根 式 求解 的 ,从 而 解脱 了 使 数学 
家 们 困惑 了 300 年 之 久 的 一 个 难题 ,这 时 他 年 仅 22 岁 . 他 自己 出 资 印 
发 了 他 的 证 明 . 另外 ,在 1823 年 他 还 发 表 了 其 它 一 些 论文 ,其 中 包括 用 
积分 方程 解 古 典 的 等 时 线 问题 ,可 以 说 是 这 类 方程 的 第 一 个 解法 . 为 积 
分 方程 在 19 世纪 末 20 世纪 初 的 全 面 发 展开 辟 了 道路 . 

阿 贝 尔 深刻 的 数学 思想 超出 了 挪威 数学 界 所 能 理解 的 水 平 ,因此 
他 渴望 出 访 德 ,法 等 国 . 在 他 的 朋友 和 教授 们 的 支持 下 ， 经 过 和 政府 的 
多 次 交涉 , 才 获 准 一 笔 不 大 的 出 国 奖学金 ， 

在 柏林 期 间 , 他 接受 了 高 斯 、 柯 西学 派 注重 严格 推导 的 学 风 ， 给 出 
了 二 项 式 定理 对 于 所 有 复 指 数 都 是 正确 的 证 明 , 从 而 莫 定 了 等级 数 收 
剑 的 一 般 理 论 , 也 解决 了 在 实数 和 复数 范围 内 分 别 求 宪 级 数 的 收敛 区 
间 和 收敛 半径 的 问题 . 在 柏林 他 有 幸 结识 了 一 位 热情 的 业余 数学 爱好 
者 克 雷 勤 , 克 雷 勒 对 阿 贝尔 的 才华 十 分 敬佩 . 阿 贝尔 则 鼓励 克 雷 勒 创办 
《纯粹 与 应 用 数学 学 报 》, 这 是 世界 上 专 载 数学 研究 的 第 一 个 学 术 刊物 . 
该 刊 前 三 期 便 登载 了 阿 贝 尔 22 篇 文章 ,他 的 《五 次 方程 代数 解法 不 可 
能 存在 的 证 明 》 就 发 表 在 创刊 号 上 . 阿 贝 尔 把 他 关于 五 次 方程 的 小 册 
子 寄 给 格 廷 根 的 高 斯 , 想 借 此 作为 看 谓 高 斯 的 通行 证 .但 不 知 什么 原因 
高 斯 都 根本 未 看 (因为 在 高 斯 死 后 30 年 人 们 发 现 其 遗 稿 中 这 本 小 册子 
还 没有 启封 ), 阿 贝尔 觉得 受到 冷遇 ,决心 不 再 见 高 斯 而 径 自 去 巴黎 . 

在 巴黎 他 会 见 了 柯 西 、 勤 让 德 、 狄 利克 雷 等 人 ,但 这 些 会 面 也 是 虚 
与 敷衍, 因为 4 纯粹 与 应 用 数学 学 报 》 这 个 新 刊物 当时 在 法 国 几乎 无 人 
知道 ,而 阿 贝尔 又 太 腾 有 ,不 好 意思 在 陌生 人 面前 谈论 自己 的 著作 , 因 
此 太 们 并 没有 误 正 认识 到 他 的 天 并. 在 巴 袭 期 间 他 记 成 了 巨著 8 论 一 类 
全 全 王八 二 全 让 人 其 中 包括 季 发 现 的 黄平 并 数 卉 数 的 积 
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分 ,如 今 被 称 为 阿 贝尔 定理 ,他 把 稿件 昱 给 法 国 科学 院 ,希望 这 能 引起 
法 国 数学 家 们 对 他 的 注意 ,但 不 幸 稿 被 柯 西 . 勒 让 德 等 人 在 审阅 时 丢失 
了 .他 空 等 了 一 段 时 间 , 终 因 旅 资 用 尽 而 不 得 不 返回 柏林 . 

在 柏林 他 完成 了 关于 椭 加 函数 的 一 篇 开创 性 论文 后 就 回 到 了 挪 
威 . 他 原 希 望 回国 后 能 被 聘 为 大 学 教授 ,但 希望 又 一 次 落空 . 他 只 能 车 
给 私人 补课 谋生 ,间或 当代 课 教师 . 生活 极其 困苦 ,用 他 自己 的 话 来 说 
“ 穷 得 就 象 教堂 里 的 老鼠 ”， 在 这 样 艰苦 的 条 件 下 ,他 仍 坚持 搞 科研 工 
作 ,主要 研究 椭圆 函 数论 ,并 开创 这 一 数学 分 支 . 阿 贝尔 的 声誉 随 着 他 
的 研究 成 果 逐 渐 传 到 欧洲 的 所 有 数学 中 心 ,但 他 却 身 处 消息 闭塞 之 地 ， 
毫 无 所 知 ,更 不 幸 的 是 他 于 1829 年 染 上 肺病 ,不 久 在 贫 病 交加 中 死去 ， 
终年 不 足 27 岁 . 死 后 的 第 三 天 柏林 大 学 聘 他 为 数学 教授 的 聘书 才 寄 到 
挪威 ,这 也 是 使 后 世 数 学 家 谈 起 来 扼腕 叹息 的 储 事 . 

阿 贝尔 短 短 的 一 生 , 却 在 数学 史上 写 下 了 光辉 的 一 页 ,以 他 的 名 字 
命名 的 有 : 阿 贝尔 群 , 阿 贝尔 变换 , 阿 贝尔 求 和 法 , 阿 贝尔 函数 , 阿 贝尔 
范畴 , 阿 贝尔 扩张 , 阿 贝尔 定理 , 阿 贝尔 遍历 定理 , 阿 贝尔 连续 性 定理 ， 
阿 贝尔 方程 , 阿 贝 尔 积分 方程 , 阿 贝 尔 微分 , 阿 贝尔 积分 , 阿 贝 尔 射影 算 
子 , 阿 贝尔 问题 ,……. 著名 数学 家 厄 米 特 曾 说 ,“ 阿 贝尔 留 下 来 的 问题 ， 
足够 数学 家 忙 500 年 . ” 克 雷 勒 在 他 主编 的 学报》 里 写 道 “ 阿 贝尔 在 他 
的 所 有 著作 里 都 打下 了 天 才 的 烙印 ,表现 出 了 不 起 的 思维 能 力 . 我 们 可 
以 说 他 能 够 穿 透 一 切 障碍 深入 问题 的 根 底 , 具有 似乎 是 无 坚 不 摧 的 气 
势 


20. 狄 利克 震 (Dirichlet, Peter Gustav Lejeune,1805 一 1859) 


狄 利克 雷 是 德国 数学 家 , 生 于 德国 杜 连 (Dire) 的 一 个 法 兰 西 血统 
家 庭 ,起 先 在 杜 连 学 习 , 后 来 在 格 廷 根 受 业 于 高 斯 门下 . 1822-— 1827 
年 旅居 巴黎 当家 庭 教师 ,在 此 期 间 他 参加 了 以 仿 里 叶 为 首 的 青年 数学 
家 小 组 的 活动 . 1827 年 在 波兰 任 布雷 斯 大 学 讲师 ,从 1839 年 起 任 柏林 
大 学 教授 . 1855 年 ,高 斯 逝世 后 ,他 作为 高 斯 的 继任 者 受聘 到 格 廷 根 大 
学 任教 授 ,直至 逝世 . 

狄 利克 雷 对 数学 作出 了 许多 贡献 ,其 中 尤 以 数论 、 分 析 、 位 势 论 最 
著名 . 他 是 解析 数论 的 创始 人 ,在 这 方面 他 创立 了 带 给 定 行列 式 的 二 元 
二 次 型 各 类 数 的 公式 ,并 证 明了 关于 整数 算术 级 数 中 素数 数量 无 限 的 
定理 ;指明 第 一 项 当 航 数 葬 次 差 互 芳 素 六 .为 邓 灵 次 这 些 和 问题, 他 引入 
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了 解析 函数 . 在 1840 年 的 一 简 论文 中 ,他 指出 如 何 把 解析 函数 论 的 全 
部 力量 用 于 数论 中 的 问题 ,在 这 些 研究 中 他 引入 了 狄 利克 震级 数 . 在 
1841 年 他 证 明了 一 个 关于 在 复数 a 十 16 的 级 数 中 的 素数 定理 , 他 还 证 
明了 当 a 一 5 时 , 费 马 最 后 定理 的 正确 性 . 

在 数学 分 析 方面 ,他 最 成 功 的 工作 是 对 传 里 时 级 数 收 敏 性 的 分 析 . 
1829 年 他 在 其 论文 关于 三 角 级 数 的 收敛 性 ) 中 ,第 一 次 对 传 里 叶 级 数 
的 收 敏 性 给 出 了 严格 的 证 明 . 这 件 事 还 促使 他 将 函数 概念 作 了 一 般 化 
推广 他 给 出 了 ( 单 值 ) 函数 的 定义 ,这 个 定义 是 现今 常用 的 , 即 如 果 对 
于 给 定 区 间 上 的 每 一 个 = 的 值 有 唯一 的 y 值 同 它 对 应 , 则 ?就 是 = 的 一 
个 函数 . 他 还 强调 指出 ,至 于 在 整个 区 间 上 y 是 否 按照 一 种 或 多 种 规律 
依赖 于 = 或者? 依 束 于 = 是否 用 数学 运算 式 来 表达 ,是 无 关 紧 要 的 . 在 
1829 年 ,他 给 出 了 = 的 一 个 函数 的 著名 典 鲍 
人 位 当 = 为 有 再 数 

4, 当 = 为 无 理 数 . 

这 种 难 用 通常 解析 式 子 才 示 的 函数 , 正 是 数学 从 研究 “ 算 ” 到 研究 “要 
念 ,性 质 .结构 ”的 转变 的 开始 . 狄 利克 雷 在 1837 年 的 一 篇 论文 中 证 明 
了 :对 于 一 个 绝对 收 和 的 级 数 ,可 以 组 合 或 重新 排列 它 的 项 ,而 不 改变 
级 数 的 和 . 他 还 以 例 说 明 任何 一 个 条 件 收 伍 的 级 数 的 项 可 以 重新 排列 
而 使 级 数 的 和 有 不 相同 的 结果 . 

在 力学 和 物理 中 ,特别 是 位 势 理论 方面 ,他 也 有 不 少 贡 献 . 例如 ,他 
把 所 谓 儿 利克 备 原理 引入 到 变 分 法 中 ,这 一 原理 假定 了 能 在 已 知 边界 
条 件 下 使 积分 | [十 吕 十 Vilar 成 为 极 小 的 一 个 函数 的 存在 .后 来 这 
成 为 歼 瘟 在 位 函数 论 中 解决 问题 的 一 个 强 有 力 的 工具 . 

狼 利 克 震 是 高 斯 的 学 生 和 继承 人 . 他 上 毕生 敬 侯 高 产 , 符 别 对 高 的 
(算术 研究 ) 爱不释手 ,即使 在 旅行 中 也 总 是 随身 换 带 并 反复 研究 . 在 
1849 年 7 月 16 日 , 格 廷 根 大 学 为 高 类 获得 博士 学 位 50 周年 举行 庆祝 
会 . 席 间 高 斯 准备 用 他 的 《算术 研究 ) 的 一 页 原稿 点 烟 抽 , 狼 利克 雷 见 
到 了 如 同 胡 污 神灵 一 般 大 吃 一 惊 ,立即 冒失 地 从 高 期 手 里 夺 了 过 来 ,并 
余生 加 以 珍藏. 他 的 (数论 讲义 ) 是 在 高 斯 数论 的 研究 基础 上 的 最 好 发 
展 ,这 本 书 对 后 来 的 一 些 数学 家 ,如 歼 曼 、 克 罗 内 克 、 埃 森 斯 等 都 有 很 大 

， 炙 利克 均 是 慕 可 比 最 亲密 的 朋友 、 评 述 者 和 女 婚 . 他 的 工作 对 德国 
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和 法 国都 很 有 影响 ,他 促进 了 这 两 个 国家 数学 家 的 学 术 交流 与 合作 . 
21. 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,Karl,1815 一 1897) 


维尔 斯 特 拉 斯 是 德国 数学 家 , 生 于 德国 西部 西 发 里 亚 的 小 村 落 奥 
斯 坦 菲 . 1834 一 1838 年 在 波恩 大 学 学 习 商 业 和 法 律 . 1839 一 1840 年 移 
居 蒙 斯 特 ,并 在 古 德 曼 指导 下 自修 数学 . 1841 年 通过 考试 而 获得 中 学 
教师 的 职务 ,从 此 先后 在 蒙 斯 特 、 达 赤 克 郎 、 布 伦 斯 堡 等 中 小 城镇 的 中 
学 里 任教 达 15 年 之 久 . 他 除了 教 数学 外 还 教 物 理 、 德 语 、 作 文 、 地 理 、 体 
育 . 
维尔 斯 特 拉 斯 是 一 个 有 条 理 而 又 刻苦 能 干 的 人 . 白天 认真 进行 教 
学 ,晚上 埋头 数学 研究 , 写 出 了 不 少数 学 论文 ,但 由 于 他 只 是 一 位 中 学 
教师 因而 未 受到 科学 界 的 应 有 重视 ,直到 1854 年 他 发 表 了 一 篇 有 关 解 
析 函 数 基 础 的 重要 论文 ,从 而 讼 动 了 数学 界 , 哥 尼斯 堡 大 学 立即 授予 他 
名 誉 博士 学 位 . 1856 年 被 聘 为 柏林 大 学 助理 教授 , 1864 年 成 为 该 校 教 
授 一 直到 1897 年 去 世 . 他 还 被 选 为 法 国 科学 院 和 柏林 科学 院 院士 . 
维尔 斯 特 拉 斯 是 将 严格 论证 引入 分 析 学 的 一 位 大 师 , 被 人 们 准 为 
“现代 分 析 之 父 ” 有 鉴于 柯 西 的 理论 建立 在 几何 的 基础 上 ,他 转 而 从 构 
造 实数 理论 着 手 ,研究 了 数 集 的 界限 和 极限 点 . 给 出 了 现今 微 积分 教材 
中 的 一 5 极限 定义 和 在 一 点 处 函 教 的 连续 性 定义 . 陈述 了 闭 区 间 上 连 
续 函 数 必定 达到 其 上 确 界 和 下 确 界 的 性 质 . 他 在 赛 级 数 的 基础 上 建立 
起 了 解析 函数 的 理论 ,并 建立 起 解析 开拓 的 方法 . 他 提出 了 级 数理 论 中 
关于 均匀 收敛 的 概念 和 判别 准则 . 特别 重要 的 他 给 出 了 一 个 处 处 不 可 
微 的 连续 函数 的 例子 :在 19 世纪 初期 ,一 般 人 都 认为 每 一 个 连续 函数 
都 是 可 微 的 ,只 是 在 一 些 孤 立 的 奇 点 处 可 能 除外 . 但 维尔 斯 特 拉 斯 在 
1861 年 在 讲课 中 就 明确 提出 ,要 想 从 连续 性 推出 可 微 性 的 任何 企图 都 
必定 失败 . 为 此 他 在 1872 年 7 月 18 日 在 柏林 科学 院 的 一 次 讲演 中 , 正 
式 给 出 了 下 述 一 个 处 处 不 可 微 的 连续 函数 
f(z) = > breos(omz)， 
其 中 是 一 个 奇数 ,5 是 (0,1) 中 的 一 个 常数 ,使 得 中 > 1 十 3r/2. 这 个 
无 穷 级 数 在 实 轴 上 均匀 收敛 ,所 以 f(z) 是 处 处 连续 的 . 但 是 ,可 以 推 
人 3 和 任何 正 数 并 时 ,存在 与 za 任意 接近 的 点 za 和 zz | 
得 | 
一 2119 一 | 


附录 2 


{2 二 1 > M, A = He < 

因此 ,函数 f(z) 在 点 zo 是 不 可 微 的 . 

他 的 这 个 例子 使 数学 界 大 为 震惊 . 因为 这 个 例子 说 明了 :连续 性 并 
不 副 含 可 微 性 ,以 及 函数 可 以 具有 各 种 各 样 的 反常 性 质 . 这 一 阐述 其 历 
史 意 义 是 巨大 的 , 它 使 数学 家 们 更 加 不 敢 轻 信和 直观 或 者 几何 的 直觉 了 . 
这 个 例子 使 数学 家 们 清楚 地 认识 到 重新 考虑 分 析 基 础 的 必要 性 . 特别 
是 不 再 理所当然 地 认为 实数 系 是 “已 知 的 ,而 必须 通过 严格 证 明 无 理 
数 的 存在 及 其 各 种 性 质 来 构造 或 定义 实数 .继而 维尔 斯 特 拉 斯 用 “递增 
有 界 数列 ”来 定义 无 理 数 以 完整 实数 系 体 统 . 

维尔 斯 特 拉 斯 不 但 对 数学 分 析 作 出 了 杰出 贡献 . 他 还 写 了 不 少 超 
椭圆 积分 、, 阿 贝尔 函数 方面 的 论文 . 在 变 分 学 方面 ,他 研究 了 积分 极 值 
的 充分 条 件 等 问题 . 在 微分 几何 方面 ,他 研究 了 大 地 测量 线 和 最 小 面 
积 . 在 线性 代数 方面 ,他 和 史密斯 一 道 创立 了 + 和 矩阵 和 初等 因子 理论 ， 
他 还 对 双 线 性 和 二 次 型 作 过 贡献 . 

维尔 斯 特 拉 斯 是 一 位 优秀 的 教师 . 他 对 花费 在 初等 数学 的 年 月 从 
不 感到 遗 司 , 而 且 他 后 来 把 他 杰出 的 教学 才能 用 于 大 学 教学 ,使 他 成 为 
享有 世界 盛名 的 杰出 高 等 数学 教师 . 他 在 柏林 大 学 的 讲课 吸引 了 许多 
听众 . 在 讲课 前 ,他 总 是 精心 准备 讲稿 对 每 一 个 细节 都 加 以 推 殴 . 他 对 
数学 的 许多 发 现 并 不 完全 存在 于 他 发 表 的 论著 中 而 更 多 的 是 听 其 讲课 
时 记 下 的 笔记 中 “维尔 斯 特 拉 斯 式 的 严谨 ”成 为 “ 极 仔细 地 推理 ”的 同 
义 词 . 他 的 工作 培养 了 大 批 数学 家 ,晚年 他 作为 数学 界 的 权威 而 倍 受 敬 
佩 


22. 斯 托 克 斯 (Stokes ,SirGeorge Gabriel,1819 一 1903) 


斯 托 克 斯 是 爱尔兰 数学 家 、 物理 学 家 , 他 生 于 爱尔兰 斯 克 临 
(Skreen) 的 一 个 爱尔兰 教会 家 庭 里 ,他 的 父亲 是 教区 长 ,母亲 是 一 位 教 
区 长 的 女儿 ,他 的 兄弟 中 有 三 人 从 事 圣 职 . 早年 给 他 以 教育 的 是 他 的 父 
亲 和 本 教区 的 一 个 书记 . 18 岁 时 ,他 进 了 彭 布鲁克 (Pembroke) 学 院 ,在 
获 最 高 荣誉 毕业 后 应 聘 为 该 学 院 的 研究 员 . 1847 年 受 任 为 剑桥 大 学 
“路 卡 斯 教授 ” 

斯 托 克 斯 对 数学 和 物理 学 都 作出 了 不 少 贡献 . 在 数学 方面 , 1848 


M. 
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高 等 数学 中 有 关 数 学 家 简介 


年 以 前 他 就 清 起 的 认识 到 级 数 > wz) 的 一 致 收敛 原理 . 他 研究 过 发 


散 级 数 的 应 用 . 他 很 清楚 发 散 级 数 可 以 - - 般 地 用 来 解 微分 方程 . 1856 
年 和 1857 年 他 还 给 出 了 几 个 有 实用 价值 的 代表 性 实例 . 在 1849 年 他 
在 其 论文 (关于 运动 流体 内 部 摩擦 的 理论 》 中 ,导出 了 偏 微 分 方程 里 著 
名 的 斯 托 克 斯 方程 . 他 阐明 了 沿 着 某 一 曲面 块 s 的 确定 一 侧 的 曲面 积 
分 可 以 化 作 沿 着 围 成 8 的 闭 曲线 ! 按 一 确定 方向 所 取 的 某 一 空间 曲线 
的 曲线 积分 ,这 就 是 微 积分 教程 曲面 积分 中 的 著名 的 斯 托 克 斯 公式 . 此 
公式 在 矢量 分 析 中 引 深 为 “矢量 旋 度 通过 截面 (7) 的 通 量 等 于 矢量 本 
身 沿 截面 边界 的 环 量 ” 而 更 具 重要 人 性 . 

在 物理 学 方面 ,他 系统 地 研究 了 流体 力学 、 固 体力 学 、 波 在 弹性 固 
体内 的 性 态 ,以 及 光 的 衍射 等 . 对 于 斯 托 克 斯 来 说 ,数学 是 他 进行 物理 
研究 的 重要 工具 ,他 是 第 一 - 流 的 数学 物理 学 家 . 他 撰写 了 关于 粘 湾 流体 
运动 的 经 典 论文 ,从 而 英 定 了 近代 流体 力学 的 基础 ;他 帮助 完成 了 光 的 
波动 理论 ;他 还 撰写 了 关于 引力 变异 的 论文 ,从 而 使 他 成 为 近代 大 地 测 
量 学 的 葛 基 者 . 斯 托 克 斯 是 促使 自然 科学 转变 方向 而 更 着 重 实践 经 验 
的 19 世纪 杰出 的 科学 家 之 一 

斯 托 克 斯 晚年 荣获 各 种 学 位 、 奖 章 及 外 国 的 学 会 会 员 资格 . 1889 
年 ,他 受 封 为 需 士 . 他 一 生 从 不 吝惜 时 间 为 各 学 术 团 体 服务 ,并 热忱 帮 
助 那些 为 解决 问题 向 他 求教 的 人 . 

注 ”上述 22 位 数学 家 简介 , 搞 自 李 心 如 编 : 航 空 工 业 出 版 社 出 版 
的 人 “高 等 数学 ” 中 的 著名 数学 家 简介 》- 书 ,特此 说 明 . 
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